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-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Podzbiory zbioru liczb rzeczywistych

Autor: Dariusz Kulma

Zacznijmy od powtdrzenia PODZBIOROW ZBIORU LICZB RZECZYWISTYCH. W zapamietaniu podziatu liczb rzeczywistych pomoze Ci

ponizsza grafika.

R INW vit -3v5
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N
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Liczby naturalne to liczby 0, 1, 2, 3, 4 itd. Jak dodamy do nich liczby ujemne, to otrzymamy zbiér liczb catkowitych.

Zbiér liczb wymiernych tworzg natomiast liczby, ktére mozemy przedstawi¢ w postaci nieskracalnego utamka zwyktego. Korzystajac z grafiki,

fatwo zauwazy¢, ze liczby catkowite, a wiec i naturalne sg réwniez liczbami wymiernymi.

Liczby niewymierne to takie, ktérych nie mozemy przedstawi¢ w postaci nieskracalnego utamka zwyktego i tworzg one oddzielny zbiér od

liczb wymiernych.
Liczby wymierne i niewymierne tworza tgcznie zbiér liczb rzeczywistych.
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A teraz krétkie zadanie dla utrwalenia.

ZADANIE

Dany jest zhidr A = {—7; - 2%: —1:0;0,(3 ) 3;1;2,/5;2% /81, 9%: 13}.Wypiszzezbi0ru A liczby:

a. naturalne, b. catkowite, €. Wymierne, d. niewymierne.

LICZBY ODWROTNE | PRZECIWNE

Kolejne zagadnienie to LICZBY ODWROTNE i PRZECIWNE. Czesto potrafig sie myli¢, wiec przypomnijmy, ktére nazywamy odwrotnymi, a

ktore przeciwnymi, a nastepnie zrébmy zadanie.

DEFINICJA PRZYKEAD

LICZBY Liczbg przeciwng do liczby a jestliczba —a. Liczbg przeciwng do 3 jest liczha —3.
PRZECIWNE . . L
Liczba przeciwng do 0 jest liczba 0.
Liczbg przeciwng do —% jest liczba %
LICZBY : . o1 : o1
ODWROTNE Liczbg odwrotng do liczby a jest liczha 5 dla a # 0. Liczbg odwrotng do 2 jest liczba >
Liczbg odwrotng do —% jestliczba —%.
ZADANIE
Uzupetnij tabele.
3 -1,3 1
’ 1 5
—2 V5
1 H —4
4 13
8 —0,2

LICZBY PIERWSZE i ZLOZONE
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Nastepny rodzaj liczb to LICZBY PIERWSZE | ZLOZONE - sg bardzo wazne i czesto w zadaniach maturalnych wystepujg. Koniecznie musisz

wiedzie¢, jakie liczby sg liczbami pierwszymi, a jakie ztozonymi. Przypomnij sobie definicje i przyktady.

DEFINICJA PRZYKEAD

LICZBY Liczbe naturalng p nazywamy liczbg  Liczba 2 jest liczbg pierwszg, poniewaz jest liczbg naturalng
PIERWSZE pierwsza, jesli ma dokladnie dwa wiekszg od 1 oraz posiada dwa rozne dzielniki: 1 oraz 2.
dzielniki naturalne: jedynke i sama
siebie. Liczhami pierwszymi sg np. Liczba 6 nie jest liczbg pierwsza, poniewaz posiada wiecej
2,3,5,7,11 ... dzielnikéw niz dwa; jej dzielniki to: 1, 2, 3, 6.
LICZBY Liczbe z nazywamy liczba zlozons, Liczba 6 jest liczha zlozong, poniewaz mozemy jg zapisac:
ZEOZONE gdy jest iloczynem co najmniej 6 =2 -3, aliczby 2 oraz 3 s3 liczbami pierwszymi.

dwdch liczh pierwszych.
Liczba 30 jest réwniez liczbg zlozong, gdy? mozemy jg zapisac:
30 =2-3-5,aliczby 2, 3 oraz 5 s3 liczbami pierwszymi.
Liczbe zlo7zong mozemy réwniez rozpoznad po tym, Ze posia-
da wiecej niz dwa rézne dzielniki. Liczba 9 jest liczba zlozong,
gdyz ma trzy dzielniki: 1, 3, 9.

PowtérzyliSmy juz najwazniejsze rodzaje liczb. Dla utrwalenia zrébmy jeszcze kilka zadan testowych.

Moje Testy #26 - Podzbiory zbioru liczb rzeczywistych...
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[#26] Podzbiory zbioru liczb rzeczywistych
Zadanie 1 (1 pkt.) Dany jest zbiér A = {—4; (—2)%; 64/2; 4m; 12,(7); 15} . W zbiorze A sa:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. dwie liczby catkowite B. trzy liczby catkowite C. trzy liczby wymierne D. dwie liczby naturalne
. : 4
Zadanie 2 (1 pkt.) Liczbg odwrotng do 5 5 jest liczba:
odpowiedz >>>  kratka >>>
4 5 29
A.—5— B.5 L — D. —
5 5 ¢ 29 5
Zadanie 3 (1 pkt.) Liczbg przeciwna do liczby /5 — 3 jest liczba:
odpowiedz >>>  kratka >>>
1
A. B.—v/5—3 C.—/5+3 D.v5+3
305 VB e V5
Zadanie 4 (1 pkt.) Dany jest zbiér liczb A = {0, (4); 0, (5); 1, (1)} . Suma elementéw tego zbioru nie jest liczba:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. wymierng B. niewymierng C. catkowity D. naturalng
Zadanie 5 (1 pkt.) Suma danej liczby catkowitej i przeciwnej do niej nie moze by¢ liczba:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. catkowitg B. wymierng C. nieparzysta dodatnia D. naturalng

b
Zadanie 6 (1 pkt.) Liczbg odwrotna do liczby a — , gdzie a # 0; b # 0; ¢ # 0 jest liczba:
c

odpowiedz >>> kratka >>>
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ab ¢ ac+b c
- B. — D. ——
A. 5 ab C. c ac+b
. 2
Zadanie 7 (1 pkt.) Liczba przeciwng do (1 — \/i) jest:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A -1 B.3 — 22 C.2¢/2-3 D.1

. 5
Zadanie 8 (1 pkt.) Przeciwng odwrotnoécig liczby przeciwnej do — 7 jest liczba:

odpowiedz >>>  kratka >>>

5 7 5
A — B.—1,4 C. — D.— =
7 ’ 5 7
Zadanie 9 (1 pkt.) W zbiorze B = {1, 2, 3,4...20} jest:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. 9 liczb ztozonych B. 10 liczb ztozonych C. 11 liczb ztozonych D. 12 liczb ztozonych

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Logarytmy

Autor: Dariusz Kulma

OBLICZANIE LOGARYTMOW Z DEFINICJI

Zacznijmy od przypomnienia definicji logarytmu i najwazniejszyc  h zaleznosci.

DEFINICJA PRZYKEADY

log,b = ¢, poniewaz a“ = b e e 2% = 8
0g,8 = 3, poniewaz 2° =
Zatozenia dotyczace dziedziny: 1.b >0 €2 P

2.a>0
a#1 log;9 = 2, poniewaz 32=9

Obliczanie logarytméw z definicji - przyktady z uzasadnieniem

WZOR PRZYKLADY ZALOZENIA

log,a=1 log,2 =1, logs5=1, log10 =log;10=1 a>0,a#1

log,1 =0 log;1=0, logl =0 a>0a#1

Wiesz na pewno, jak policzy¢ taki logarytm log 64. ,  Oczywicie jest to 3, poniewaz 4 =64.
Ale co zrobi¢, gdy mamy policzy¢ wartos$¢ takiego logarytmu log 27 ? 9 W takim przypadku juz tak prosto nie jest.

Korzystajac z ponizszej planszy, zobaczmy sposéb rozwigzania zadan tego typu, a nastepnie wykonajmy kilka przyktadéw z kolejnej

planszy.
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Obliczanie logarytmu z definicji z wykorzystaniem réwnania

Obliczanie logarytméw z definicji - zadanie z przyktadami

B

WYKORZYSTANIE WZOROW DOTYCZACYCH LOGARYTMOW

Aby rozwigzywac zadania z logarytmami, musimy przede wszystkim powtérzy¢ sobie WZORY (TWIERDZENIA).

WZOR PRZYKLADY ZALOZENIA

log,b+log,c=log,(b-c) log,3+log,5=log,(3-5)=log,15 a>0a0#1,b>0,c>0
log,b —log,c=log,(b:c) log;10—log,5=1log,(10:5)=log;2 a>0,a#1,b>0,c>0
plog,b = log,b” 3logg4 = logg4® = logg64 = 2 a>0,a#1,b>0pcR
a8 = p 287 =7 a>0,a#1,b>0

Do powtdrzenia wzoréw i ich zastosowania na konkretnych przyktadach postuzymy sig rowniez ponizszg plansza.

W planszy sg oméwione wszystkie wzory, ktore widzisz na grafice powyzej, ale réwniez dwa dodatkowe, ktére sg bardzo przydatne w wielu

zadaniach, wiec réwniez warto je pozna¢ i zapamietac.

Logarytmy - najwazniejsze wzory z przyktadami

TEST

Dla przeéwiczenia i utrwalenia wiadomosci z logarytmoéw zrobmy test na zakonczenie.

Moje Testy #27 - Logarytmy...
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wyb erz k ase v
Materialy » BelferBOX » Moje Testy
TEST
[#27] Logarytmy
Zadanie 1 (1 pkt.) Liczba log;62, 5 + log; 2 jest réwna:
odpowied? >>>  kratka >>>
A.log; 64,5 8. log,1 c.3 D. log;3
Zadanie 2 (1 pkt.) lloczyn 5log 1 27 jest réwny:
3
odpowiedi >>>  kratka »>>
A.15 8. 5log9 c.—15 D.157!
2 : | S
Zadanie 3 (1 pkt.) Liczba logg 216 jest réwna:
odpowiedi >>>  kratka >>>
1 1
A. B. — s 2y
36 3 c 3 D 36
Zadanie 4 (1 pkt.) Liczba log, 527 — lagﬁﬁjest réwna:
odpowiedi >>>  kratka >>>
A4 B. % C.h D.6
Zadanie 5 (1 pkt.) Wyrazenie logs (z + 5) = 3 jest prawdziwe dla:
odpowiedi >>>  kratka >>>
A.1,2-10% 8.130 €. /120 D.15
Zadanie 6 (1 pkt.) Liczba log, 7343 jest réwna:
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odpowiedi >>>  kratka >>>
AT B.4 €10

Zadanie 7 (2 pkt.) Oblicz log, (log464) + log,(logs27) .
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

1\2
Zadanie 8 (2 pkt.) Oblicz logg (10912 + log83 E) :

pokaz odpowiedi >>>  kratka >>>

Zadanie 9 (4 pkt.) Oblicz log,9516 — logs; 64 + logg 128 .
pokat odpowiedi >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Btad wzgledny i btagd bezwzgledny

Autor: Dariusz Kulma
WARTOSC BEZWZGLEDNA

Omawiajac btad wzgledny i bezwgledny, postugujemy sie pojeciem WARTOSCI BEZWZGLEDNEJ, dlatego na poczatek przypomninamy, czym

jest wartos¢ bezwzgledna z liczby.

DEFINICJA PRZYKEAD

WARTO_SC Wartosc bezwzgledna oznacza odleglosc |5|=5
BEZWZGLEDNA dowolnego punktu na osi liczbowej od
punktu oznaczajgcego wartosc zero. Skoro 5
- iy . . | Eee— -
wiec jest to odleglosé, to wyrazamy ja tylko I B B e

wartosciami nieujemnymi.

Wartosé bezwzgledng z liczby @ oznaczamy |=7|=7
| a| . Czasami uzywamy rowniez okreslenia
modut. 7

1 ]|
-7 -6 -5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

lo[=0

PRZYBLIZENIA
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matematyczne

Zanim przejdziemy do btedéw przypomnijmy jeszcze teorig¢ zwigzang z przyblizeniami. Wazne jest rozréznienie przyblizenia z nadmiarem i

niedomiarem.

PRZYBLIZENIA Zaokraglanie liczby polega na odrzuceniu
koncowych cyfr tej liczby zgodnie z zasads,
wedlug ktérej ostatnig z zachowanych cyfr
liczby:

¢ pozostawiamy bez zmian, gdy pierwszg ~ 25,748539 = 25,7485
z odrzuconych cyfrjest0, 1, 2, 3 lub 4 (przyblizenie do czterech miejsc po przecinku)
(przyblizenie z niedomiarem),

¢ 7zwickszamy o jeden, gdy pierwsza z 25,748539 = 25,75
odrzuconych cyfr jest5, 6,7, 8 lub 9 (przyblizenie do dwéch miejsc po przecinku)
(przyblizenie z nadmiarem).

Przyblizenia liczb - przyktady

BLAD BEZWZGLEDNY

Mozemy teraz juz przej$¢ do btedéw. Zaczynamy od btedu bezwzglednego. Do zapamietania mamy jeden wzér, w ktérym:
x - oznacza liczbe, ktéra przyblizamy,
a - oznacza przyblizenie liczby x.

Najwazniejsze jest wiec, zeby prawidtowo okresli¢, ktdrg liczbe przyblizamy, a ktdra jest przyblizeniem.

BEAD B a — przyblizenie liczby x Oblicz btad bezwzgledny przyblizenia liczby 45,2
BEZWZGLEDNY liczba 45

Btad bezwzgledny przyblizenia liczhy to 392

wartos¢ bezwzgledna réznicy tej liczby |x—a|=|45,2—45|=]0,2|=0,2

ijej przyblizenia a, czyli| x —al.

Wykonajmy kilka przyktadéw z ponizszej planszy.

Btad bezwzgledny
BLAD WZGLEDNY
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Drugim rodzajem btedu jest btad wzgledny. Do zapamietania mamy réwniez jeden wzér, w ktérym:

x - oznacza liczbe, ktéra przyblizamy,

a - oznacza przyblizenie liczby x.

Zapamietaj, ze w tym wzorze w liczniku wystepuje btad bezwzgledny, a w mianowniku warto$¢ bezwzgledna liczby, ktérg przyblizamy.

Btad ten najczesciej bedzie podawany w procentach.

BEAD a — przyblizenie liczby x
WZGLEDNY
Bigd wzgledny przyblizenia liczby to
stosunek bledu bezwzglednego do wartosci
=1
bezwzglednej liczby x, czyli T||

Blad ten jest najczesciej wyrazany
w procentach.

Wykonajmy kilka przyktadow z ponizszej planszy.

Btad wzgledny

TEST

Na zakonczenie zrobimy test na podsumowanie.

@ Moje Testy #28 - Btad wzgledny i bezwzgledny...

Oblicz bigd wzgledny przyblizenia liczby 5,2 liczhg
6.

|x—a| _[52-6]_|-08]|_038
X ~ I52]  Is2] 5201538

Bfad wzgledny wyrazony w procentach:
0,1538 - 100% =~ 15,38%
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Strona gtéwna ¢ NARZEDZIA POMOCNICZE ¥ Elitmat Nauczyciel

wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

--wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Testy

TEST

[#28] Btad wzgledny i bezwzgledny

Zadanie 1 (1 pkt.) Liczbe 4/5 przyblizono liczbg 2 . Btad wzgledny przyblizenia jest:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. wiekszy niz 10 B. wiekszy niz 12 C. mniejszy niz 10 D. mniejszy niz 5

Zadanie 2 (1 pkt.) Prawidtowym przyblizeniem liczby 14, 9754 nie jest:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.15 B. 14,976 C.14,98 D. 14,975

Zadanie 3 (1 pkt.) Liczbe 5, 5387 przyblizono do liczby 6 . Btad bezwzgledny tego przyblizenia wynosi:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 46,13 B. —0,4613 €.0,4613 D. 4,613

Zadanie 4 (1 pkt.) Przyblizenie liczby 7 z nadmiarem, to:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.3,14 B. 3,142 C.3,141 D. 3,14159

Zadanie 5 (1 pkt.) Liczbe 4, 60854 przyblizono do liczby 5 . Btgd wzgledny tego przyblizenia wynosi okoto:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.8% B. 9% C.9,5% D.8,5%

Zadanie 6 (1 pkt.) Przyblizenie liczby 459545 z doktadnoscig do setek wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 459500 B. 450000 C. 459600 D. 459550
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. 5
Zadanie 7 (1 pkt.) Liczbe ? przyblizono liczbg 1 . Btgd wzgledny przyblizenia wynosi okoto:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 40% B. 25% C. 45% D. 32%

Zadanie 8 (1 pkt.) Przyblizenie dziesietne liczby /42 z doktadnoscig do catosci jest rowne 6 . Liczba, ktéra nie jest btedem wzglednym
przyblizenia tej liczby, to:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A 42 — 6+/42 5 Va2 -6
’ 42 Va2
7T—A2 642 —42
C.——— D. ———M —
7 42

Zadanie 9 (2 pkt.) Liczbe 11, 5582 przyblizono do liczby 12 . Oblicz btad wzgledny tego przyblizenia, podajac wynik w procentach.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

15
Zadanie 10 (4 pkt.) Podaj przyblizenie dziesietne liczby 1_6 z doktadnoscia do trzeciego miejsca po przecinku. Oblicz btad wzgledny tego

przyblizenia.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel

wyloguj (O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Obliczenia procentowe

Autor: Dariusz Kulma

Na poczatek przypomnienie definicji.

DEFINICIA

PROCENT Wyraz procent pochodzi od facinskiego , pro centum”, czyli ,na sto”. 1% danej liczby a to 0,01 z tej
liczby, co obliczamy w nastepujgcy sposob: 0,01 - a,

@I9D O

100% =1 75%—— 50%—? 25%—— 20%——

llustracja graficzna procentu jako wycinek kota

Bardzo czesto przy obliczeniach z procentami stosujemy PROPORCJE.

Przypomnijmy, jak z nich skorzystac.

Jak skorzystac z proporcji prostej przy obliczaniu procentéw?

Obliczenia procentowe na maturze wystepujg zawsze, a najczesciej spotkamy je w zadaniach za 1 punkt.
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Zadania z procentami mogg byé réznego rodzaju, ale zeby tatwiej byto zapamieta¢ sposoby rozwigzywania takich zadan, to wyrézniamy 7

podstawowych typéw, z ktérymi na maturze mozemy spotka¢ sie najczesciej.
Teraz, korzystajgc z ponizszej planszy, przeanalizujmy RODZAJE OBLICZEN PROCENTOWYCH.

Krok po kroku przejdziemy przez wszystkie przyktady, zwracajgc szczegdlng uwage na wskazowki zapisane na zielonym tle - utatwig nam

zapamietanie pewnych zaleznosci.

Rodzaje obliczen procentowych

TEST

Moje Testy #40 - Obliczenia procentowe...
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Aktualnie pracujesz z klasa:
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TEST

[#40] Obliczenia procentowe

Zadanie 1 (1 pkt.) Pan Marek kupit samochdd na raty, ktéry kosztowat 21600 zt. taczna suma trzech pierwszych rat wynosi 3240 zt stanowi 15

catkowitej ceny samochodu. Aby sptaci¢ caty samochéd, Pan Marek potrzebuje:
odpowied? >>>  kratka >>>
A.12rat B. 40 rat C. 20 rat D.15rat

Zadanie 2 (1 pkt.) Aparat kosztowat 4200 zt. Sprzedawca obnizyt cene najpierw 0 20% , a potem podwyzszyt 0 35% . Cena aparatu po

przecenach wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 4600 zt B. 4536 zt C. 2550, 50 zt D. 1800, 50 zt

Zadanie 3 (1 pkt.) Cene telefonu obnizono najpierw o 15% , a potem znowu o 15% . Wynika z tego, ze cene telefonu obnizono o:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.30% B.22,5% C.27,75% D. 40%

Zadanie 4 (1 pkt.) Po obnizce 0 25% koszulka kosztuje 40, 50 zt. Cena poczatkowa koszulki wynosita:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.54 2t B. 65,50 zt €.50,63 2t D. 56 zt

Zadanie 5 (1 pkt.) Na wycieczke klasowa pojechato 64% uczniéw catej klasy, co stanowi 16 oséb. Klasa ta liczy:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 30 uczniow B. 24 uczniow C. 16 uczniow D. 25 ucznidéw

Zadanie 6 (1 pkt.) Na trzyletnig lokate o oprocentowaniu rocznym 7% wptacono 50000 zt. Po tym czasie zysk z lokaty wynosit:

odpowiedz >>>  kratka >>>
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A.61252,15 zt B. 11252,15 zt C. 12000 zt D. 10500 zt

Zadanie 7 (1 pkt.) Cena towaru bez podatku VAT jest réwna 215 zt. Towar ten wraz z podatkiem VAT w wysokosci 23% kosztuje:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 49,45 zt B. 165,55 zt C. 146,54 zt D. 264,45 zt

Zadanie 8 (2 pkt.) Ludnos¢ Warszawy stanowi ogétem 1 715 517 oséb (wedtug Gtéwnego Urzedu Statystycznego w 2012 r.). Oblicz, jaki procent

ogdtu stanowia kobiety, jesli wiadomo, ze mezczyzn jest 786 888 .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 9 (2 pkt.) W sklepie rower kosztuje 620 zt. Oblicz, jaka kwote podatku VAT zawiera cena roweru, jeéli podatek ten jest réwny 23% .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 10 (4 pkt.) Oblicz zysk z lokaty dwuletniej o oprocentowaniu rocznym 6% , je$li wiadomo, ze kapitalizacja odsetek jest pétroczna, a

ulokowana kwota wynosi 35 000 zt.

pokaz odpowied? >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Strona gtéwna a NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
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Aktualnie pracujesz z klasa:
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Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

POTEGI i PIERWIASTKI

Autor: Dariusz Kulma

Zaczynamy od przypomnienia definicji potegi i pierwiastka.

DEFINICJA PRZYKEAD

POTEGA a®=1 dla a#0 30=1,15=1,(-3)=1
al=a =3 (-7 =-7
a"=a-ag...ra dla n>1 5°=5.5.5.5.5

n czynnikow

PIERWIASTEK Ja=beb’=a, /25 =5, poniewaz 5° = 25

ST. DRUGIEGO przy czym liczby a i b s nieujemne

PIERWIASTEK Ya=beb =aq, 3/64 = 4, poniewaz 4°> = 64
ST. TRZECIEGO gdzie liczhy a i b sg dowolnymi liczbami 3/—27 =—3, poniewaz (—3)’ =— 27
rzeczywistymi

Przy pierwiastku stopnia nieparzystego (np. stopnia trzeciego) musisz pamietac, ze liczba pod pierwiastkiem moze by¢ réwniez ujemna.

To bardzo istotna informacja, ktérg musisz pamietac.

Powtarzajgc potegi i pierwiastki, musimy przede wszystkim powtérzy¢ WZORY (TWIERDZENIA), dzieki ktérym bedziemy mogli rozwigzywaé

trudniejsze zadania, w ktorych trzeba bedzie skorzystac z kilku wzoréw jednoczesnie

Na poczatek przypomnij sobie wszystkie wzory i przeanalizuj ich zastosowanie na konkretncyh przyktadach.
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LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

POTEGI O TAKICH SAMYCH PODSTAWACH

WZOR PRZYKEAD ZALOZENIA

a"-a"=a""" 23.24 =23+ =77 n,me N
an:am:aa_;:an-m 25 : 23=25-3_72 nme<Na#0
%222 0%-2 — 105

(@")"=a"m (2%) =234 =212 n,m € N

Wtasnosci poteg o tej samej podstawie - wzory z przyktadami

POTEGI O WYKLADNIKU CALKOWITYM UJEMNYM

WZOR PRZYKEAD ZAFOZENIA

o _ 3
(3] Po@f-tii-d o
gk = ﬁ (%)_2 = (%)2 = % % = % k —dowolna liczba catkowita, a # 0

Potegi o wyktadniku catkowitym ujemnym - przyktady

POTEGI O WYKLADNIKU WYMIERNYM

wWzOR PRZYKEAD ZArOZENIA

L r
83 =382 =364=4

potega o wykladniku
wymiernym dodatnim

-1 3 __1 1 1
a = i e S g —
2_.-' ﬂ'm 16 4 '_t, .—163 1 '—4096 ]

potega o wykladniku
wymiernym ujemnym

Potegi o wyktadniku wymiernym - przyktady

neN,n>1meN,

gdzie dla n parzystego: @ = 0,
dla n nieparzystego: a € R

N,n>1me N,

n

gdzie dla n parzystego: a > 0,
dla n nieparzystego: a # 0
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POTEGI O TAKIM SAMYM WYKLADNIKU
a"-b"=(a-b) 22.53=(2-59 =10° neC,a#0,b+#0
a”:b":g—:z(%)n 6°:25=(6:2F=3° b#0,n<cC

Wtasnosci poteg o tym samym wyktadniku - wzory z przyktadami

PIERWIASTKI
WZOR PRZYKLAD ZArOZENIA
00 = 30=0 nelMN, n>1
71 =1 71 =1 nelN,n>1
"a Wb =%a-b 32.3135=32.135 =327 =3 neN,n>1

gdzie dla n parzystego: a = 0,b = 0
dla n nieparzystego: a = R, b = R

gg:'{/% %: J%:ﬁzg neN,n>1

Ponadto dla n parzystego:
a = 0,b > 0, dla n nieparzystego:
asR b#0.

Y/ ="%a Y64 =3%/64 =64 =2 neNn>1meNm>1

Ponadto dla n i m — obu liczb niepa-
rzystych: a € R, w przeciwnym
wypadku: a = 0.

Ja? =|a| Ja-/3¢=[1-/3|=/3 -1

Pierwiastki tego samego stopnia - wzory z przyktadami

ZADANIA MATURALNE:

Potegi, pierwiastki - MATURA P CZERWIEC 2013

Potegi - MATURA LISTOPAD 2009
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Potegi - MATURA SIERPIEN 2012

WYLACZANIE CZYNNIKA PRZED ZNAK PIERWIASTKA

Wylgczanie czynnika przed znak pierwiastka to czynno$é¢, z ktérg na pewno dobrze sobie radzisz. Gdybys jednak potrzebowat przypomnienia,

to w ponizszych planszach mozesz wykonac kilka przyktadow z wytgczaniem czynnika przed znak pierwiastka stopnia drugiego i trzeciego.

Wytaczanie czynnika przed znak pierwiastka kwadratowego

Wytaczanie czynnika przed znak pierwiastka trzeciego stopnia

B

WEACZANIE CZYNNIKA POD ZNAK PIERWIASTKA

Wtaczanie czynnika pod znak pierwiastka kwadratowego

Wtaczanie czynnika pod znak pierwiastka trzeciego stopnia

ZADANIA ROZNE:

Zadanie 1161 - ...

Zadanie 1162 - Liczba \/% jest rowna wyrazeniu:...
584

Zadanie 1175 - Liczba 50 +5'0 . 5% 454 4 — 454 ..
5

2573 (3)* 10,28

Zadanie 1179 - Oblicz warto$¢ wyrazenia 5
125~

E Moje Testy #2 - POTEGI | PIERWIASTKI...
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http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/baza_zadan.php?mode=pokaz&id=1179
http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/baza_zadan.php?mode=pokaz&id=1179
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Strona gtéwna a NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O
Aktualnie pracujesz z klasa:
-- wybierz klase -- v
Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT
[#2] POTEGI | PIERWIASTKI
. ) 1 T

Zadanie 1 (1 pkt.) Liczba 4* o V' 9° jestréowna:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A3 B.9 c.27 D.3v/3
Zadanie 2 (1 pkt.) Liczba 54/32 — 24/128 jest réwna:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 82 B. 31/96 C.—/2 D.44/2
Zadanie 3 (1 pkt.) Liczba 9+/3 jest réwna liczbie:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A V27 B. /12 C. /243 D. 34/81

1
—2 o-1

Zadanie 4 (1 pkt.) Liczba (—) jest rowna:
372 . 271

odpowiedz >>>  kratka >>>

4 3 2
2 2 z D.3
A 3 B 3 C 3
Zadanie 5 (1 pkt.) lloczyn 25° - 1252 jest rowny:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. 5% B. 52 c.510 D.5%

Projekt,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

KAPITAL LUDZKI (@ ELITMAT @Iaboraiorium O RoPE
CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FIRMA EDUKACYJNO-WYDAWNICZA matematyczne FUNDUSZ SPOLECZNY



http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/logout.php
http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/materialy.php
http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/ustawienia.php
http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/materialy.php
http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/belferbox.php
http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/moje_testy.php
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);

laboratorium
matematyczne

Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE ¥ Elitmat Nauczyciel

wyloguj (D

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Sito Eratostenesa - liczby pierwsze

Autor: Dariusz Kulma
WSTEP

W ksigzce "Liczby pierwsze - w drodze do nieskonczonosci" Enrique Graciana mozemy znalez¢ taki fragment dotyczacy liczb

pierwszych:

"Mozna powiedzie¢, ze w arytmetyce wiekszos$¢ liczb zachowuje sig porzadnie. Liczby parzyste wystepujg naprzemian z nieparzystymi, co
trzecia liczba musi by¢ wielokrotno$cig liczby 3, kwadraty liczby podlegajg tatwej do wprowadzenia regule. [...] Natomiast liczby pierwsze to
niesforna zgraja. Pojawiajg sie tam, gdzie chca, bez ostrzezenia, w sposéb pozornie chaotyczny, bez Zadnych regut. A najgorsze, Ze nie da sie

ich ignorowac¢ - sg absolutnie niezbedne w arytmetyce i catej matematyce."

Liczby pierwsze sg zadziwiajgce mimo swej prostoty. Mamy z nimi do czynienia wszedzie, a szczegodlnie w przypadku ochrony danych - kart
bankowych, systemoéw bezpieczenstwa komputeréw czy ochrony prywatnosci rozméw mailowych czy telefonicznych. Jeden z nowoczesnych

systemodw kryptograficznych KRYPTOSYSTEM RSA opiera sie wiasnie na operacjach z wykorzystaniem liczb pierwszych.

Wielu najwiekszych matematykow takich jak Euklides, Fermat, Euler czy Gauss byto zafascynowanych liczbami pierwszymi i wiele lat swego

zycia poswiecili na badanie ich swoistej "magii”.
DEFINICJA

Zapoznajmy sie z definicjg liczb pierwszych.
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LICZBY PIERWSZE

LICZBY PIERWSZE TO TAKIE LICZBY
NATURALNE, KTORE MAIJA
DOKtADNIE DWA DZIELNIKI

— LICZBE 1 | SAMA SIEBIE NP.:

2,3,5,7,11,13,17...

laboratorium
matematyczne

JAK ZNALEZC LICZBY PIERWSZE?

Aby stwierdzi¢, czy dana liczba jest pierwsza, to mozna sprawdzi¢, czy liczba ta nie dzieli si¢ przez liczby naturalne mniejsze do nie;.
PRZYKLAD:

Chcemy stwierdzi¢, czy liczba 13 jest liczbg pierwsza. Sprawdzamy, czy liczba ta nie dzieli sie przez 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12. Liczba 13
nie dzieli sie przez zadng z tych liczb, wiec jest liczbg pierwszg. Oczywiscie sposdb jest prosty, ale przy wiekszych liczbach zmudny, a przy

bardzo wielkich jest wrecz niemozliwy do zastosowania.

TESTY PIERWSZENSTWA
Samotna liczba 2 - jedyna taka pierwsza
Pewne liczby mozemy od razy odrzuci¢, bo na pewno mozemy stwierdzi¢, ze nie sg to liczby pierwsze.

Pierwszy test to liczby parzyste. Zauwazmy, ze jedyng liczba pierwsza, ktdra jest parzysta jest liczba 2. Wszystkie pozostate liczby parzyste

na pewno dzielg sie przez 2, wiec nie sg pierwsze. To pierwszy z prostych testéw, kiéry mozemy zrobi¢. Potem mozemy usuwa¢ liczby
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podzielne przez 3, 5, itd.

SITO ERATOSTENESA

Generowanie liczb pierwszych zawsze byto problematyczne ze wzgledu na czasochtonnos$¢. Jedna z pierwszych metod jest przypisywana
Eratostenesowi z Cyreny (275-194 p.n.e). Byt to matematyk grecki zajmujgcy sie rowniez geografig i astronomia. Motode nazywamy sitem

Eratostenesa, poniewaz polega na swoistym przesiewaniu liczb, ktére na pewno nie sg pierwsze od potencjalnie nadal pierwszych.

ERATOSTENES
ZJ 53 57 7)

Cyrenie. Nazywany bywat Beta,
czyli Drugi - jako drugi naukowiec
owczesnych ¢zasdw, a sam nazy-
wat siebie Filologiem. W 236 r.
p.n.e. przejat zarzadzanie stynna
Bibliotekg Aleksandryjska Odlryt
on metode pomiaréw polegajaca

ey
e

na obliczaniu szerokosci geo-
graficznej i jako pierwszy obliczyt
obwod Ziemi. Zaproponowat réw-
niez wprowadzenie roku prze-
stepnego. Odkryt prosta metode
wyznaczaniawszystkich liczb pier-
wszych mniejszych od liczby do-
wolnie wybranej zwang sitem Era-
tostenesa. Uczony zmart w wieku
80 lat. Powodem samobdjczej
smierci glodowej bwlo niepo-
godzenie sie z utratg waroku.

laboratorium
matematyczne

Sprawdzmy na planszy, jak dziata Sito Eratostenesa.

f Liczby pierwsze - sito Eratostenesa

Moje Testy #51 - Sito Eratostenesa - liczby pierwsze...
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NARZEDZIA POMOCNICZE ¥

&

Strona gtéwna Elitmat Nauczyciel

wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje

« POWROT

Wzory skréconego mnozenia

Autor: Dariusz Kulma

PODSTAWOWE WIADOMOSCI O WYRAZENIACH ALGEBRAICZNYCH

Zanim przejdziemy do wzordw skroconego mnozenia, przypomnijmy podstawowe pojecia dotyczace wyrazen algebraicznych.

DEFINICJA PRZYKEAD

X—y

WYRAZENIE Wyrazenie, ktére sklada sie z liter oraz liczh 2xy, a° + b?, e 5(8¢c+2d)
ALGEBRAICZNE polaczonych driataniami arytmetycznymi i/lub y
nawiasami, nazywamy wyrazeniem algebraicznym.
JEDNOMIAN Pojedyncze zmienne, liczby lub iloczyny zmiennych 4x,6, 2x°, 5xy’
i liczb nazywamy jednomianami.
WSPOECZYNNIK  Liczbe wystepujaca w jednomianie nazywamy 4x, 5xy*

JEDNOMIANU wspdlczynnikiem jednomianu.
SUMA Skoriczong sume jednomiandw nazywamy a+b,5x*+6x+1,4xy+x*—y—1
ALGEBRAICZNA  sumg algebraiczng lub wielomianem.
/WIELOMIAN
WYRAZY Poszczegdlne jednomiany w sumie algebraicznej
nazywamy wyrazami.
WYRAZY ledli jednomiany réznig sie od siebie jedynie axy?, xy*, 12xy%, — xy*
PODOBNE wspdtczynnikiem liczbowym, to nazywamy je
wyrazami podobnymi.
REDUKCJA Woyrazy podobne mozna dodawac lub odejmowac. 4x% —5x% +3x? = 2x*
WYRAZOW Czynnosc taka nazywamy redukcjg wyrazow
PODOBNYCH podobnych.
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WZORY SKROCONEGO MNOZENIA

S3 to jedne z najwazniejszych wzordéw, ktdre koniecznie trzeba zapamiegtac. Ich znajmosc¢ jest niezbedna w wielu innych dziatach, rowniez w

dowodach i zadaniach na wykazywanie.

WZORY Z PRZYKEADAMI

(a—bY =a?—2ab+b?

(dx—3P =(4xY—2 -4x-3+3*=16x*—24x+9
(a+by=a"+2ab+b’

(3+42/2F=32+2-32/2+(2y/2V =9+12y/2 +8=17+12,2
(a—b)a+b)=a’—b?

(2-v3)2+/3)=22—(/3V=4-3=1

Korzystajgc z ponizszych plansz, przeanalizujemy dowody geometryczne na poszczegélne wzory.

Dowod geometryczny kwadratu sumy
Dowod geometryczny kwadratu réznicy

Dowod geometryczny réznicy kwadratow

K

Teraz prze¢wiczmy zastosowanie wzoréw na konkretnych przyktadach.

Kwadrat sumy - zadanie z przyktadami
Kwadrat réznicy - zadanie z przyktadami

Réznica kwadratéw - zadanie z przyktadami

K

USUWANIE NIEWYMIERNOSCI Z MIANOWNIKA

Usuwanie niewymiernosci z mianownika dotyczy utamkéw, ktére w mianownikach maja pierwiastki. Jest to wazna czynnos¢, w ktorej
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korzystamy ze wzoréw skréconego mnozenia.

Przypomnijmy, jak to robimy.

PRZYKEAD 1

Usun niewymiernosc¢ z mianownika utamka ﬁ

W celu usuniecia niewymiernosci z mianownika, ktéry jest suma (réznicg) dwéch liczb, nalezy licznik i mianownik
pomnozyc przez réznice (sume) tych liczb, tak aby w mianowniku otrzymac wzér na réznice kwadratéw.

2  J/5+1_2/5+2 _2/5+2
J/5-1 J/5+1 5—-1 4

Wytaczanie niewymiernosci z mianownika utamka - przyktady

TEST

Na zakonczenie zrébmy test.

Moje Testy #29 - Wzory skréconego mnozenia...
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Strona gtéwna a NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O
Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v
Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT
[#29] Wzory skréconego mnozenia
Zadanie 1 (1 pkt.) Wielomian 922 — 196 jest réwny:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.9(z — 14)(z + 14) B. (3x — 14)(3z + 14) C. (3z +14)? D. (3z — 14)®
Zadanie 2 (1 pkt.) Kwadrat liczby 4 — 3+/5 jest réwny:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.61— 245 B. 45+ 24./5 €.29 +24./5 D. 61— 124/5

Zadanie 3 (1 pkt.) Wartos¢ wyrazenia (2z + 4y)® — (z + y) dlaz = 4iy = 3 mozna zapisa¢ jako:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.3-10%2+9-10 B.3,93-10° C.20% —49 D.126

Zadanie 4 (1 pkt.) Jezeli dla pewnych liczb ¢ i d zachodza réwnosci ¢ — d? = 354 ic — d = 59 , to dla tych liczb ¢ i d wartoéé wyrazenia ¢ + d

jest réwna:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 295 B. /18 C.6 D. 95

Zadanie 5 (1 pkt.) Liczba (v/6 — 4)% + 4(5 + 2+/6) jest réwna:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.24 B. 66 C. 426 D. 42

Zadanie 6 (1 pkt.) Wyrazenie 16z + 56z + 49 jest réwne:

odpowiedz >>>  kratka >>>
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A (dz —T)(4z +7) B. (4z +7)? C.4z(4z +7) +49 D. (42 —7)°

Zadanie 7 (1 pkt.) Liczba (2 — \/5)2 -2 (4\/5 - 1) -3 (4\/5 + 1) jest réwna:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. —180 — 4.2 B. —45 (4 + v/2) C. 4(—45++/2) D. 180 — 44/2

Zadanie 8 (2 pkt.) Doprowadz do najprostszej postaci wyrazenie (6z + 5)2 —2(z+2)—br—2.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

1
Zadanie 9 (2 pkt.) Wykonaj dziatania: (§ z? — 5) (6zy +9) + (32 +2y)* —3(z —y)(z +v).

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

1
Zadanie 10 (4 pkt.) Oblicz warto$¢ wyrazenia 3 (4z — 3y)* +3(—3z —2)(3z —2) — 12y +3dlaz =2iy = —1.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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matematyczne

Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel

wyloguj (O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Dowody z nieréwnoscig

Autor: Dariusz Kulma

WYKAZYWANIE NIEROWNOSCI

W tych dowodach, podobnie jak przy podzielnosci, korzystamy z jednej podstawowej zaleznosci.

Tym razem musimy tak przeksztalci¢ nierownos¢, aby sprowadzi¢ jg do postaci kwadratu wyrazenia, ktére jest zawsze wigksze badz

réwne zero.
Znajomos$¢ wzorow skroconego mnozenia jest wiec niezbedna !
Przeanalizujmy planszeg ponize;j.

Zauwazimy, ze:

52>, poniewaz 25 =0

(-3¢ =0, poniewaz 9 =0

(vV2) =0, poniewaz 2 =0

0% >0, poniewaz 0=0

(2—+2 )220, poniewaz (Z—JZ)ZxD,BS =0

Mozna wiec stwierdzic, 7e kwadrat sumy lub réznicy dowolnych liczb rzeczywistych jest wyrazeniem nieujemnym.
(x+yf =0 (x—yY =0 x,y = R Wiele dowodéw opiera sie na tej zaleznosci.
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Bardzo wazng zaleznos$cia, ktérg warto zapamietaé, jest zaleznosci, ktérg udowodnimy w przyktadzie 1 w ponizszej planszy.

Dowody z nieréwnosciami - przyktady

Zrobmy teraz podobne przyktady.

Dowdd z nieréwnoscia K1
Dowdd z nieréwnoscia K2

Dowdd z nieréwnoscia K3

A

TEST

Moje Testy #41 - Dowody z nieréwnoscia...
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matematyczne
Strona gtéwna o NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O
Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥
Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT
[#41] Dowody z nieréwnoscig

. ., o n—3. )
Zadanie 1 (2 pkt.) Wykaz, ze wyrazenien + 5 > jest prawdziwe dlan € R, .
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

. a+2)° 4 .
Zadanie 2 (2 pkt.) Wykaz, ze wyrazenie —3 > 2a + 1 jest prawdziwe dla kazdegoa € R .
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

2

: s
Zadanie 3 (2 pkt.) Wykaz, ze jezeliz > 0iy > 0, to 3 —y>0.
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
Zadanie 4 (2 pkt.) Wykaz, ze dla kazdej liczby @ € R, prawdziwa jest nieréwnos¢ a (1 - 2\/6) +2a% >a?.
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

2

. . ,oopt—2 1 1 )
Zadanie 5 (2 pkt.) Wykaz, ze wyrazenie > 3 P — 3 jest prawdziwe dlap € R .
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

. 4% + 5z 1 4
Zadanie 6 (2 pkt.) Wykaz, ze wyrazenie —5 - 2> 1 44 3 z | — 1 jest prawdziwe dla kazdego = € R\{O} .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

3 /18
Zadanie 7 (2 pkt.) Wykaz, ze jeéliz > 0, to nieréwno$¢ — + 3 > 4/ — jest prawdziwa.
T z
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pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

a
Zadanie 8 (2 pkt.) Wykaz, ze dla kazdej liczby a € R+ prawdziwa jest nieréwnoé¢ \/a + 4£ >1.
a

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

KAPITAL LUDZKI (@ ELITMAT |laboratorium ~ VMAEEOREEC IR
CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FIRMA EDUKACY.JNO-WYDAWNICZA motemofyczne FUNDUSZ SPOLECZNY Py

35



laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

matematyczne

>

laboratorium
matematyczne

Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Dowody z wykorzystaniem podzielnosci liczb

Autor: Dariusz Kulma

PODZIELNOSC LICZB

Zanim przejdziemy do dowoddw przypomnijmy, jak zapisujemy liczby parzyste oraz zaleznos$¢, ze liczba jest podzielna przez inng liczbe.

DEFINICJA PRZYKEAD

Mawimy, e liczba catkowita k jest podzielna przez 2 Liczba 4 jest podzielna przez 2, poniewaz mozemy liczbe
(lub parzysta), gdy mozemy jg zapisac w postaci k = 2n, 4 zapisa¢ w postaci4 =2 -2,
gdzie n jest réwniez liczhg catkowits. Powiemy, ze liczha
2 jest dzielnikiem liczby k. Liczba —6 jest parzysta, poniewaz mozemy jg zapisac
w postaci: —6=2-(—3).

Wszystkie liczby catkowite, ktére nie sg parzyste, noszg Liczba 5 jest liczhg nieparzysta, poniewaz nie mozna
nazwe liczb nieparzystych. jej przedstawic w postaci iloczynu liczby 2 i innej liczby
catkowitej.

Analogicznie mozemy powiedzied, ze liczha calkowita k
jest podzielna przez liczbe calkowitg n (réing od zera),
gdy mozemy zapisac zwigzek: k = n - m, gdzie m jest
liczbg calkowitg. Mozemy réwniez powiedzied, 7e liczba
n jest dzielnikiem liczby k.

Nastepnie przypomnijmy podstawowe cechy podzielnosci przez 2, 3, 4, 5, 9 i 10.
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CECHA PODZIELNOSCI PRZYKEAD

Liczba jest podzielna przez 2, jesli cyfra jednosci jest Liczba 126 jest liczbg podzielng przez 2, bo cyfra jednosci
liczhg parzystg, czyli 0,2,4,6, 8. (6] jest parzysta.
Natomiast liczba 127 nie jest podzielna przez 2, bo cyfra
jednosci (7) nie jest parzysta.

Liczba jest podzielna przez 3, jesli suma jej cyfr Liczba 126 jest liczbg podzielng przez 3, bo suma jej cyfr,
jest liczbg podzielng przez 3. 1+2+6 =09, jestliczbg podzielng przez 3.
Natomiast liczba 127 nie jest podzielna przez 3, bo suma
jej cyfr, 1 + 2 +7 = 10, nie jest liczba podzielng przez 3.

Liczba jest podzielna przez 4, jesli liczba zlozona Liczba 128 jest podzielna przez 4, poniewaz liczba
z dwdch ostatnich cyfr liczby jest podzielna przez 4. ztozona z dwaoch ostatnich cyfr (28) jest podzielna przez
4,

Natomiast liczba 126 nie jest podzielna przez 4,
poniewaz? liczha zlozona z dwadch ostatnich cyfr (26) nie
jest podzielna przez 4.

Liczba jest podzielna przez 5, jesli eyfra jednosci Liczba 125 jest podzielna przez 5, poniewaz jej cyfra
wynosi 0 lub 5. jednosci wynosi 5.
Natomiast liczba 126 nie jest podzielna przez 5,
poniewa? jej cyfrg jednosci nie jest ani 5, ani 0.

Liczba jest podzielna przez 9, jesli suma jej cyfr Liczba 126 jest liczbg podzielng przez 9, bo suma jej cyfr,
jest liczbg podzielng przez 9. 1+2+6 =09, jestliczbg podzielng przez 9.
Natomiast liczha 127 nie jest podzielna przez 9, bo suma
jejcyfr, 1+ 2+ 7 = 10, nie jest liczbg podzielng przez 9.

Liczbha jest podzielna przez 10, jesli cyfra jednosci Liczha 130 jest podzielna przez 10, poniewaz jej cyfra
wynosi 0. jednosci wynosi 0.

Natomiast liczba 126 nie jest podzielna przez 10,
poniewaz jej cyfrg jednosci nie jest 0.

WYKAZYWANIE PODZIELNOSCI

Dowody z wykazywaniem podzielnosci opierajg sie na jednej podstawowej zasadzie. Pamietaj, ze jesli chcesz udowodni¢ podzielnos¢ przez

jakas liczbe, to musisz doprowadzi¢ do postaci, w ktorej otrzymasz iloczyn tej liczby i dowolnej liczby catkowite;j.

Przeanalizuj grafike lub plansze ponizej.
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PODZIELNOSC — WPROWADZENIE

Jesli chcemy wykazad, 7e wyrazenie jest podzielne przez 7, to nalezy to wyrazenie przedstawi¢ jako iloczyn liczby 7

i liczby catkowite;j.
14=2-7 liczba jest podzielna przez 7
70=10-7 liczba jest podzielna przez 7

1638 =234-7 liczha jest podzielna przez 7

Zauwazmy, 7e kazdg liczbe podzielng przez 7 mozemy
rozlozyc na iloczyn liczby 7 i okreslonej liczby catkowitej,
ktorej wartosc nie jest dla nas istotna. W dowodach
wyrazenie, ktére jest liczba catkowits, zastepujemy
dowolng literg, np.:

7-k,gdziek = C

Zapis ten oznacza, 7e wyrazenie 7k jest wielokrotnoscig liczby 7 i liczby catkowitej k, czyli jest liczba podzielng przez 7.

Jak zapisywac¢ dowody z podzielnoscia

Przeanalizujmy pie¢ réznych przyktadéw, w ktérych nalezy doprowadzi¢ do sytuacji, w ktérych na koncu otrzymamy odpowiedni iloczyn.

Wykaz, ze suma trzech kolejnych liczb catkowitych jest podzielna przez 3

Wykazywanie podzielnosci wyrazen - przyktady

Nastepnie w analogiczny spos6b wykonajmy kolejne przyktady.

Dowdd z podzielnoscia K1
Dowdd z podzielnoscia K2
Dowod z podzielnoscia K3
Dowod z podzielnoscia K4

Dowdd z podzielnoscia K5

DODOD

W kolejnych przyktadach wykorzystamy wzory skroconego mnozenia, ale zasada podejécia do dowoddw jest caly czas taka sama, wiec

dazymy do otrzymania iloczynu.
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Przeanalizujemy przyktady, a nastepnie wykonamy kilka przyktadéw.

Wykazywanie podzielnosci wyrazen z wykorzystaniem wzoréw skroconego mnozenia - przyktady
Dowdd z podzielnoscia Ké
Dowdd z podzielnoscia K7

Dowdd z podzielnoscia K8

YA

TEST

Moje Testy #42 - Dowody z wykorzystaniem podzielnosci liczb...
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Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT

TEST

[#42] Dowody z wykorzystaniem podzielnosci liczb

Zadanie 1 (2 pkt.) Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnejn > 1 liczba 5”+2 4 573 577 jest podzielna przez 775 .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 2 (2 pkt.) Wykaz, ze suma kwadratéw trzech kolejnych liczb catkowitych powigkszona o jeden jest podzielna przez 3 .

pokaz odpowied? >>>  kratka >>>

Zadanie 3 (2 pkt.) Wykaz, ze liczba 3'2 — 1 jest podzielna przez 104 .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 4 (2 pkt.) Wykaz, ze suma 74 +7° + 76 + 77 478 4 7° jest podzielna przez 8 .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 5 (2 pkt.) Wykaz, ze iloczyn 12 - 18 - 30 - 36 - 42 - 54 - 216 jest podzielny przez 61! .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 6 (2 pkt.) Wykaz, ze liczba CCC 4+ CC + C jest podzielna przez 41 , wiedzac, ze C' oznacza dowolng cyfre.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 7 (2 pkt.) Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n>>1 liczba 2"+2 + 27+3 9"+ jest podzielna przez 56 .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 8 (2 pkt.) Wykaz, ze suma kwadratdw czterech kolejnych liczb catkowitych jest podzielna przez 2 .

pokaz odpowied? >>>  kratka >>>

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA T

KAPITAL LUDZKI ELITMAT | laboratorium EUROPESSKI [

A CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! k/‘ FIRMA EDUKACYJNO-WYDAWNICZA mofemofyczne FUNDUSZ SPOLECZNY RIS 40



laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

Zadanie 9 (2 pkt.) Wykaz, ze liczba 5% — 1 jest podzielna przez 624 .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 10 (2 pkt.) Wykaz, ze suma 32 4 3% + 3% + 3% + 3% 4 37 jest podzielna przez 4 .

odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 11 (2 pkt.) Wykaz, ze iloczyn 6 - 9 - 12 - 15 - 27 - 30 - 81 jest podzielny przez 3'% .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 12 (2 pkt.) Wykaz, ze liczcha ABCABC , gdzie A, B, C s cyframi, jest podzielna przez 1001 .

pokaz odpowied? >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Dwumian Newtona a trojkgt Pascala

Autor: Dariusz Kulma

DWUMIAN NEWTONA

Nieraz spotykamy sie ze wzorami typu (ar; + y)n . Oczywiscie jest wzor, ktéry pozwala rozpisywac takie wyrazenia i nazywamy go

Dwumianem Newtona. Oto on:

n o__ n n n n—1 n n—2,2 n n—3,,3 n n
(z+v) —(O)w +<1>w y+(2>w Y +(3>w y +,,_+<n)y

Przy kazdym wspétczynniku mamy posta¢ symbolu Newtona, ktory przyjmuje wzor:

(v) = w

Jednak stosowanie tego wzoru w praktyce, szczegdlnie przy rozbudowanych wyrazeniach, nie jest wygodne.
TROJKAT PASCALA

Okazuje sie, ze wspotczynniki symbolu Newtona tworzg specyficzny tréjkat. Zaobserwuj, zmieniajac wyktadniki kolejnych poteg wyrazenia
(w + y)" , jakie liczby odpowiadajg kolejnym wspotczynnikom we wzorze dwumianu. Zmieniaj réwniez znaki + i - oraz obserwuj sume
wyktadnikéw w poszczegdlnych wyrazeniach roztozonego wyrazenia.

Projekt,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA

KAPITAt LUDZKI @ ELITMAT @ laboratorium EUROPEJSKI

CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FIRMA EDUKACY.JNO-WYDAWNICZA matematyczne FUNDUSZ SPOLECZNY

42


http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/logout.php
http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/materialy.php
http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/ustawienia.php
http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/materialy.php
http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/belferbox.php
http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/moje_lekcje.php

D .
llaboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

matematyczne

Dwumian Newtona a trojkat Pascala

Co mozna zaobserwowac?

1° Kolejne wiersze powstajg poprzez dopisywanie kolejnych 1 na bokach trojkata, a poszczegdlne wyrazy wewnatrz trojkata powstajg przez
dodawanie dwéch wyrazéw z poprzedneigo wiersza znajdujgcego sie nad wyrazem, ktory nalezy zapisac np. liczba 4 powstata z zsumowania

liczby 11 3, ktére sie nad ta liczbg znajduja.
2° Zawsze suma wyktadnikéw w kolejnych wyrazeniach jest rowna n.
3° Kolejne wyktadniki przy liczbie x malejg o 1, zaczynajac od n, a kolejne wykfadniki przy y rosng o 1, zaczynajac od 0.

4° Jesli pomiedzy x i y znajduje sie "+", to wszystkie wyrazenia sg dodatnie, a jesli "-", to znaki piszemy przemiennie, zaczynajac od "+".

ZADANIE

Postugujac sie zdobytg wiedza, rozpisz wyrazenie (:c — y)7 , a potem sprawdz za pomoca ponizszej planszy swoje rozwigzanie.

Jak skorzystac z trojkata Pascala
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matematyczne

laboratorium
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Strona gtéwna a NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Sposoby opisywania funkcji

Autor: Dariusz Kulma

PODSTAWOWE WIADOMOSCI O FUNKCJACH

Na poczatek przypomnijmy, jaki rodzaj przyporzgdkowania okreslamy nazwa funkcja.

Najwazniejsze, co nalezy zapamietac to to, ze jeden argument (czyli x) moze mie¢ przyporzadkowana tylko jedng warto$¢ (czyli y), natomiast

jedna wartos$c¢ (czyli y) moze by¢ przyporzgdkowana do wielu argumentow (czyli x).

Powtérzmy podstawowe definicje, wykorzystujgc ponizsza plansze. Nalezy zwroci¢ uwage na najwazniejsze pojecia przedstawione na grafie.
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DEFINICJA PRZYKLAD
FUNKCJA Funkcja ze zbioru X w zbidr ¥ fix

to przyporzadkowanie kazdemu elementowi
ze zbioru X (dziedziny) dokladnie jednego
elementu zbioru Y (przeciwdziedziny funkgji).

ARGUMENT  Elementy dziedziny nazywamy argumentami.
FUNKCJI

WARTOSC Elementy zbioru Y, ktére zostaly

FUNKCJI przyporzadkowane argumentom, nazywamy
wartosciami funkgji. Tworzg one zbiér wartosci
funkcji.

Aby okresli¢ funkcje, nalezy podac zbidr X i Y
oraz regule, wedlug ktérej argumentom ze zbio-
ru X przyporzadkowujemy wartosci funkeji.

. . 3
argumenty  przeciwdziedzina zbior wartosci

Funkcje zazwyczaj oznaczamy matymi literami, Funkej funkgji

np.: f, g, h.

¢ dziedzina funkcji

Na pewno pamietasz, ze funkcja moze by¢ opisana w rézny sposob (grafem, stownie, wzorem, tabelkg lub wykresem). Przypomnijmy kazdy z

nich. Zwro¢ uwage na przyporzadkowania, ktére nie sg funkcjami i przeanalizuj dlaczego.

OPIS FUNKCJI ZA POMOCA GRAFU

PRZYKLAD PRZYKLAD
PRZYPORZADKOWANIA, PRZYPORZADKOWANIA,
KTORE JEST FUNKCJA KTORE NIE JEST FUNKCJA

SPOSOB

OPISU
FUNKCJI

Graf ZBIOR 0SOB KOLOR 0CZU ZBIOR 0SOB KOLOR OCZU

NIEBIESKIE NIEBIESKIE

ZIELONE ZIELONE

To nie jest funkcja, poniewaz jednemu ele-
mentowi pierwszego zbioru (ldze) przypo-
rzadkowano dwa elementy drugiego zbio-
ru (dwa kolory oczu).
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matematyczne

SLOWNY OPIS FUNKCJI

PRZYKLAD PRZYKLAD
PRZYPORZADKOWANIA, PRZYPORZADKOWANIA,
KTORE JEST FUNKCJA KTORE NIE JEST FUNKCJA,

QOpis stowny Kaizde dziecko ma jedng mame. Kazdy czfowiek ma jeden samochéd.
Kazde panstwo ma dokladnie jedng stolice.
Kazdej liczbie przyporzadkowujemy jej To nie jest funkcja, poniewaz niektore oso-
kwadrat. by moga w ogdle nie mie¢ samochodu lub
Kazdej liczbie mozna przyporzgdkowac jej mogg miec wigcej niz jeden.
polowe.

OPIS FUNKCJI ZA POMOCA WZORU

PRZYKLAD PRZYKELAD
PRZYPORZADKOWANIA, PRZYPORZADKOWANIA,

KTORE JEST FUNKCJA KTORE NIE JEST FUNKCJA
y=3x—x

f(x)=y2x+1

Zapisy f(x) =...lub y = ... s3 zapisami To nie jest funkcja, poniewaz jednemu
rownowaznymi. argumentowi (x) przyporzadkowane s3

dwie wartosci (y i —y).
Np.(—2f=4i22=4

OPIS FUNKCJI ZA POMOCA TABELI
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PRZYKLAD PRZYKLAD

PRZYPORZADKOWANIA,

/ PRZYPORZADKOWANIA,
KTORE JEST FUNKCJA

KTORE NIE JEST FUNKCJA

Tabela Argumenty x 1|—-1/0]|2|-2 Argumenty x 2 (—10 |2 |-2
Wartosciy=f(x) |4 | 5|2 |12 Wartosciy=f(x) |4 | 5|2 |1 |2

Zapis informuje nas o tym, ze poszczegol- To nie jest funkcja, poniewaz temu samemu
nym argumentom przyporzgdkowane sg argumentowi (x = 2) przyporzadkowane
nastepujace wartosci: 53 dwie wartosci (y = 4iy =1).
f1)=4
f(=1)=5
flo)=2
fl2)=1
f(=2)=2

OPIS FUNKCJI ZA POMOCA WYKRESU

SPOSOB PRZYKLAD PRZYKLAD

OPISU PRZYPORZADKOWANIA, PRZYPORZADKOWANIA,
FUNKCJI KTORE JEST FUNKCJA KTORE NIE JEST FUNKCJA

|.5|rE

Wykres

Na osi OX
odczytujemy
argumenty (x),
ana osi OY
wartodci f(x).

o = A\ o A oo @

[
I
/

To nie jest funkcja, poniewaz istniejg argu-
menty (x), ktérym przyporzadkowane sg
dwie wartosci (y i —y).

Np. f(1)=2 i f1)=-2

—
g

Dla utrwalenia wiadomosci zrob ponizsze zadanie.
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ZADANIE

Na podstawie stownego opisu przyporzadkowania okresl,
czy jest ono funkgja.

Przyporzgdkowanie
Opis stowny przyporzqdkowania

jest funkcjg nie jest funkcjg
Kazdej liczbie pierwszej przyporzadkowany jest jej dzielnik rézny od 1.

Kazdemu wielokatowi wypuklemu przyporzagdkowana jest liczba jego
przekatnych.

Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowany jest jej kwadrat.

Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowana jest liczba o 10 wieksza.
Kazdej rzece przyporzadkowana jest jej diugosc.

Kazdemu uczniowi w klasie przyporzadkowany jest numer w dzienniku.
Kazdej osobie przyporzadkowana jest data urodzenia.

Kazdej mamie przyporzadkowane jest jej dziecko.

Kazdemu uczniowi przyporzadkowany jest jezyk obcy, ktérego sie uczy.

Kazdemu pracownikowi firmy przyporzadkowany jest jego adres e-mail.

TEST

Na zakonczenie zrobmy test.

Moje Testy #30 - Sposoby opisywania funkcji...
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B

laboratorium
matematyczne

Strona gtéwna a NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT

TEST

[#30] Sposoby opisywania funkcji

Zadanie 1 (1 pkt.) Graf, ktéry przedstawia funkcje, to:

A. X Y B. X r

Loading [MathJax]/extensions/MathZoom.js

odpowiedz >>>  kratka >>>
A.A B.B C.C D.D

Zadanie 2 (1 pkt.) Dana jest funkcja okreslona za pomocg tabeli:
X -3 -1 1 [ a 5 |

fix) | —5 -3 —1[ 1 3

Liczba a moze by¢ liczbg rowna:
odpowiedz >>>  kratka >>>
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A1l B. -3 c.5

Zadanie 3 (1 pkt.) Graf przedstawia pewna funkcje:
Wynika z tego, ze dziedzina zawiera:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 4 elementy, B. 5 elementoéw, C. 6 elementodw,

Zadanie 4 (1 pkt.) Zdanie, ktére jest opisem funkgji, to:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. Kazdemu cztowiekowi przyporzadkowany jest rozmiar buta.
B. Kazdemu wojewddztwu przyporzadkowany jest znajdujacy sie w nim park narodowy.
C. Kazdemu panstwu przyporzgdkowane sg kraje z nim sasiadujace.

D. Kazdemu nauczycielowi przyporzadkowana jest klasa, w ktérej uczy.

Zadanie 5 (1 pkt.) Wykresem funkcji jest:

! . In. ’
H
) 4 3 ) 1 g 2 T a Eox
-2
1 B V.
¥
B El
s —_ )
2
odpowiedz >>>  kratka >>>
A.l B. 1l C.
. o y 3z% o
Zadanie 6 (1 pkt.) Dziedzing funkeji f(z) = - jest zbiér:
z —

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.R\{4} B.R\{5}

C.R\{%} D.R\{l%}

D.3

D. 8 elementéw.

Projekt,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

KAPITAt LUDZKI @ ELITMAT @lcbomforium

FIRMA EDUKACYJNO-WYDAWNICZA matematyczne

A CZEOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA!

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

50


javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);

o .
laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCINEGO

Zadanie 7 (1 pkt.) Funkcje f(z) , ktdra kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowuje jej odwrotno$¢ podniesiong do kwadratu i pomniejszong
dwa razy mozna zapisa¢ wzorem:

odpowiedz >>>  kratka >>>

3
Zadanie 8 (2 pkt.) Dana jest funkcja f(z) = — 0 z+2,gdziex € {—6;—4;0;2;4} . Narysuj graf funkcji f .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 9 (4 pkt.) Narysuj wykres funkgji f , ktora kazdej liczbie ze zbioru z € {4;9 ;16 ; 36 ; 81} przyporzadkowuje jej pierwiastek
kwadratowy.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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laboratorium
matematyczne

Strona gtéwna a NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Odczytywanie witasnosci funkcji z wykresu

Autor: Dariusz Kulma

OGOLNE WEASNOSCI FUNKCJI

Na poczatek przypominamy podstawowe wiasnosci funkcji, czyli dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe, monotonicznos$é, znak funkgiji.

Mozesz przeanalizowa¢ ponizsze grafiki lub przej$¢ do planszy interaktywnej ponizej, w ktérej zwizualizowane sg wszystkie wtasnosci na

konkretnych przyktadach.

ZAPIS SYMBOLICZNY FUNKC]I: DZIEDZINA FUNKCJI TO:

PRZYKEAD

y=2x+3lub f(x)=2x+3 x € (—2;5)
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ZBIOR WARTOSCI FUNKCJI TO: MIEISCE ZEROWE FUNKC]I TO:

OPIS Sbiér Y Xg to_wqu{rzqdna x punktu, w ktérym wykres
przecina os 0X.

L ——— . i,

=

PRZYKEAD

Xo =—1
ixg=4
MONOTONICZNOSC FUNK(JI:
DEFINICJA rosnaca rosng wartosci (f(%1) < f(x2)).
J W pewnym przedziale ? gdy szt E ( )
L . ze wzrostem . .
i i : x;) > f(x
:awlfr.ty.m ':vdnedzmle malejgca LT malejg wartosci (f(X1) = f(x,)).
unkgja jest:
) stata k=, wartosci sg state (f(X1) =f(x2)).

PRZYKEAD funkeja malejaca

f) o x e (—2—3)

funkcja stala
_/ 1
f()(}_, =X E (_?:3>

funkcja rosngca
f(x) 7= x € (3;5)

Przejdzmy do planszy i wykonajmy szes¢ przyktadow.

‘f Podstawowe wtasnosci funkcji

Rozwigzmy jeszcze nastepujgce zadania.

Wtasnosci funkcji - zadanie 1

Wtasnosci funkcji - zadanie 2

Wtasnosci funkcji - zadanie 3

S

Wtasnosci funkcji - zadanie 4

TEST
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Na zakonczenie rozwigz zadania z testu.

Moje Testy #31 - Odczytywanie wiasnosci funkcji z wykresu...
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Strona gtéwna a NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT

TEST

[#31] Odczytywanie wtasnosci funkcji z wykresu

Zadanie 1 (1 pkt.) Dziedzing funkcji f przedstawionej na rysunku ponizej jest przedziat:

by

3 Y T
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. (=35 3) B. (—5; 8)
C.(—3;4) D. (—6; 6)

Zadanie 2 (1 pkt.) Zbiorem wartosci funkcji f przedstawionej na rysunku ponizej jest przedziat:
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LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

ks -5

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.(—3; 6)

C. (—6; 6)

ke

B. (—3; 4)

D.(—3; 4)

Zadanie 3 (1 pkt.) Na podstawie wykresu funkcji f mozna stwierdzi¢, ze:

by

-7 &

odpowiedz >>>  kratka >>>

A f(=2) > f(4)

B. f(=5) < f(4)

=

C. f(2) < f(4) D. f(—2) < f(0)

Zadanie 4 (1 pkt.) Funkcja f przedstawiona na rysunku ponizej w przedziale (0; 6) jest:

[

by

7 B

kratka >>>

odpowiedz >>>

A. rosnaca
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Zadanie 5 (1 pkt.) Na podstawie ponizszego wykresu funkcji mozna stwierdzi¢, ze wartosé funkgji, ktérej argumenty nigdy nie osiggaja, to:

LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

by
4
3
»
1
a
& ) b 3 ) 1 k] H i [ [
=1
odpowiedz >>>  kratka >>>
A.0 B.1 C.1 l D.2
2
Zadanie 6 (1 pkt.) Najwigkszg wartos¢ funkcja f przedstawiona na rysunku ponizej osigga dla argumentu:
y
4
-7 1 2 3 4 5 5 ox
-1
odpowiedZ >>>  kratka >>> .
A.—4 B.3 C.5 D. —6

Zadanie 7 (1 pkt.) Funkcja f , przed

stawiona na rysunku ponizej, jest malejgca w przedziale:

T 8 5 4 z 1 H H 7 H ;
odpowiedz >>>  kratka >>>
Az e (—4;0) B.z € (—6; 0)
C.ze(—4;,-3) D.z € (0; o0)

Zadanie 8 (1 pkt.) Dziedzing funkg;ji

f przedstawionej na rysunku ponizej jest przedziat:
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matematyczne

by

=5 1 3

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. (—4; 6)\{0; 4} B. (—4; 6)
C.(—4; 6)\{0; 4} D. (—4; 6)

Zadanie 9 (1 pkt.) Funkcja f przedstawiona na rysunku ponizej posiada:

Ay

-5 1 3
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. cztery miejsca zerowe, B. trzy miejsca zerowe,
C. siedem miejsc zerowych D. nieskonczenie wiele miejsc zerowych.

Zadanie 10 (1 pkt.) Dziedzing funkcji f przedstawionej na rysunku ponizej jest suma przedziatéw:

4 |

-6 -3 -4 =% -2 -1 a 1 2 3 4 5 G T a8

®
o]

odpowiedz >>>  kratka >>>
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A (=5;—4)U(~3; 7) B. (—5; 1) U(L; 7)

C.(=3;-1)U(1; 5) D. (—5;—4)U(=3; 7)

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Strona gtéwna a NARZEDZIA POMOCNICZE v

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje

« POWROT

Przeksztatcenia wykresu funkgciji

Autor: Dariusz Kulma

Omawiajgc temat przeksztatcen wykresu funkcji, mozemy mowic o przeksztatceniach réwnolegtych wzdtuz osi OX lub osi OY oraz o symetrii

wzgledem osi OX lub osi OY.

PRZESUNIECIA ROWNOLEGLE WZDtUZ POSZCZEGOLNYCH OSI

PRZESUNIECIE IESYNTGR PRZYKEAD 2

ROWNOLEGELE
WZDEUZ Ay ¥
oSl oX: .
y=f(x+p) 4
{ N =flx=a)
Wykres E
funkdji nalezy A / 7
przesunqé -6 -5 -4 -3 -2 -1 2 3 4 133 01f2 3 4 5 a:"__
rownolegle ; """""""
wzdluz osi OX. 4 ye fin)
5 5
Wykres zostal przesuniety o 4 jednostki w prawo. Wykres zostat przesuniety o 3 jednostki w lewo.
Jesli p << 0, to przesuwamy w prawo. Jesli p > 0, to przesuwamy w lewo.
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PRZESUNIECIE REVATC T o ! PRZYKEAD 4

ROWNOLEGLE
WZDtUZ
Osl oy:

=f(x)+q

Wykres

funkcji nalezy
przesunac
rownolegle
wzdiuz osi QY.

yzsqse';'

Wykres zostal przesuniety o 2 jednostki w gére.

q=2
ledli g > 0, to przesuwamy w goére.

Przesunigcie réwnolegte funkcji - wstep 1

Wykonajmy dwa zadania dotyczace przeksztatcen wzdtuz osi.

Przesunigcie réwnolegte funkcji - zadanie z przyktadami

Przesunigcie rownolegte funkcji - zadanie z przyktadami 2

y=Ffx)

-
01 2 3 4 & By

Whykres zostal przesuniety o 2 jednostki w dél.

q=-—2

Jesli g < 0, to przesuwamy w daét.

SYMETRIA OSIOWA WZGLEDEM POSZCZEGOLNYCH OSI

PRZYKEAD

Ay

SYMETRIA
OSIOWA
WZGLEDEM
OSl 0X:

y=—f(x)
Wykres nalezy

odbi¢ symetrycznie
wzgledem osi OX.
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SYMETRIA PRZYKLAD

OSIOWA

WZGLEDEM Ay

oSl oY: 5

y=f(—x) :

Wykres nalezy 21

odbic¢ symetrycznie y = f(=x) \’ / y=Fx)

wzgledem osi OY. g _2\1/)<1/2 3 4 5%
2

-3
-4

Przeksztalcenia wykresu funkcji wzgledem osi ukladu wspotrzednych

Wykonajmy dwa zadania dotyczace przeksztatcen symetrycznych wzgledem osi.

Przeksztatcenia wykresu funkcji wzgledem osi OX - zadanie z przyktadami

Przeksztalcenia wykresu funkcji wzgledem osi OY - zadanie z przykladami

TEST

Na zakoriczenie zrobmy test dla utrwalenia wiadomosci.

V| Moje Testy #32 - Przeksztalcenia wykresu funkcii...
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Strona gtéwna

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

« POWROT

Materiaty » BelferBOX » Moje Testy

TEST

[#32] Przeksztatcenia wykresu funkcji

o

LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

NARZEDZIA POMOCNICZE ¥ Elitmat Nauczyciel

wyloguj O

Zadanie 1 (1 pkt.) Funkcje f(z) = @ — 2 przeksztatcono w symetrii wzgledem osi OX . Otrzymano funkcje g(z) , ktérej wzdr ma postac:

odpowiedz >>>  kratka >>>

Aglz)=z-2 B.g(zr)=2—=z

Cyglz)=—-z—-2 D.g(z) =z +2

Zadanie 2 (1 pkt.) Wykres funkcji f(x) przesunigto i otrzymano wykres funkcji g(z) , ktérej wzér ma postaé:

by

glx) fi(x)

odpowiedz >>>  kratka >>>

A g(z) = f(z) +8

=Y

C.g(z) = f(z - 8)

Zadanie 3 (1 pkt.) Wykres funkcji f(x) przeksztatcono i otrzymano wykres funkcji g(z) . Wynika z tego, ze:
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1 2 3 4

-1

-2

-3
odpowiedz >>>  kratka >>>

A g(z) = f(z) +2 B.g(z) = f(z) -2 C.g(x) = —f(z-2) D.g(z) = —f(z+2)

Zadanie 4 (1 pkt.) Jesli wykres funkcjiy = f(z) zostanie najpierw przesunigty o 7 jednostek w dét, a potem o 4 jednostki w prawo, to funkcja

po przesunieciu bedzie miata postac:

odpowiedz >>>  kratka >>>

Ay=fz+4)+7 By=f(z—4)—-7 Cy=f(z+4)-7 D.y=f(z—4)+7

Zadanie 5 (1 pkt.) Wykres funkcji f(x) przeksztatcono i otrzymano wykres funkcji g(z) . Wynika z tego, ze:

by

odpowiedZ >>>  kratka >>>

A.g(z) = —f(—=) B.g(z) = f(-=) C.g(z) = —f(z) D.g(z) = f(z—1)

Zadanie 6 (1 pkt.) Wykres funkcji f(—z) zostat przeksztatcony w symetrii wzgledem osi OX . Funkcja g(z) , ktéra powstata w wyniku tego

przeksztatcenia ma postac:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.g(z) = —f(-=) B.g(z) = —f(z) C.g(z) = f(z) D.g(z) = f(—=)+1

Zadanie 7 (1 pkt.) Wykres funkcji f(x) , ktdrej najwigksza warto$é wynosi 6 , a najmniejsza —6 , przeksztatcono w symetrii wzgledem osi OY i

otrzymano wykres funkgji g(z) . Wynika z tego, ze:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. najmniejsza warto$¢ funkcji g(z) wynosi 6 , B. najwigksza warto$¢ funkcji g(z) wynosi —6 ,

C. najmniejsza wartos¢ funkcji g(z) wynosi —6 , D. najwigksza warto$é funkcji g(z) wynosi 0,

Zadanie 8 (1 pkt.) Wykres funkcji g(z) otrzymano w wyniku przeksztatcenia funkcji f(z) wzgledem:
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by

9

odpowiedi >>>  kratka >>>
A.prostejy = 2z, B.osi OX, C.osiOY, D. punktu (0; 0) .

Zadanie 9 (2 pkt.) Wykres funkcji f, ktory znajduje sie ponizej, przesun o 3 jednostki w prawo, a nastepnie o 2 jednostki w gore i podaj wzdr

funkcji po przesunieciu.
pokai odpowiedi >>>  kratka >>>

by

=Y

Zadanie 10 (2 pkt.) Miejscem zerowym pewnej funkcji jest 4/3 . Znajdz miejsce zerowe funkdji g, jedli g(z) = f(—z) .

pokai odpowiedi >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Strona gtéwna a NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Funkcja liniowa

Autor: Dariusz Kulma

Na poczatek szybkie powtdrzenie najwazniejszych zagadnien dotyczacych funkcji liniowej. Nalezy zwréci¢ szczegding uwage na wspétczynniki

a i b wystepujgce we wzorze funkgc;ji.

Projekt,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspétfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

KAPITAL LUDZKI (@ ELITMAT @choratorium o RoPEsK
CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FIRMA EDUKACY.JNO-WYDAWNICZA matematyczne FUNDUSZ SPOLECZNY 66


http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/logout.php
http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/materialy.php
http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/ustawienia.php
http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/materialy.php
http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/belferbox.php
http://laboratoriummatematyczne.pl/ln/moje_lekcje.php

laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

NAJWAZNIEJSZE POSTACI postac kierunkowa

FUNKCJI LINIOWE]
postac ogélna

WEASNOSC WSPOECZYNNIKA
KIERUNKOWEGO a

MONOTONICZNOSC FUNKC)I > ¢
LINIOWE]
zalezy od wspotczynnika a=0

kierunkowego a
a<o0

PUNKTY PRZECIECIA WYKRESU  wepélczynnik b
FUNKCJI LINIOWE] Z OSIAMI
UKEADU WSPOERZEDNYCH

miejsce zerowe

SZKICOWANIE WYKRESU FUNKCJI LINIOWEJ

y=ax+b

Ax + By + C = 0, wspofczynniki A i B nie
sg jednoczesnie zerami

a = tg @, gdzie kat @ oznacza kat miedzy wykresem funkcji a osig OX

funkcja jest rosngca
funkcja jest stata

funkcja jest malejgca

miejsce przeciecia osi OY w punkcie (0; b)

» dokladnie jedno miejsce zerowe, gdy
a # 0 (jego postac: x, = —g)

* nieskonczenie wiele miejsc zerowych,
gdya=b=0

* brak miejsc zerowych, gdy a = 0
ib#0

Aby narysowac¢ wykres funkgc;ji liniowej, wystarczy znalez¢ dwa rézne punkty nalezace do wykresu i przeprowadzi¢ przez nie prostg. W

szczegolnosci mozna znalez¢ przecigcia z osiami uktadu wspétrzednych: z osig OX (miejsce zerowe) oraz z osig OY.

Jak narysowac funkcje liniowa

Jak szybko narysowac funkcje liniowa

ST

Majac dany wykres funkgji liniowej, mozemy réwniez, wyznaczajgc punkty przeciecia z osiami OX i OY, odczyta¢ wzor danej funkcji.

Przypomnijmy, jak to zrobic.

Znajdowanie wzoru funkcji liniowej na podstawie wykresu

WEASNOSCI FUNKCJI LINIOWEJ

Ze wzoru funkcji liniowej réwniez mozemy odczytywac jej wtasnosci, podobnie jak w przypadku dowolnej funkcji.
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Funkcja liniowa i jej wtasnosci - zadanie z przyktadami

Wykonajmy teraz dwa zadania zwigzane ze wspotczynnikami funkcji liniowe;j.

Uzupetnij tabele, okreslajgc monotonicznosé funkcji.

Funkcja jest: Funkcja jest:
Wzor funkciji Wzor funkgji

Zaznacz w tabeli, przez ktore ¢wiartki przechodzi funkcja liniowa o podanym wzorze.

Funkcja przechodzi przez ¢wiartke:

Wzor funkcji
il  Ex

Funkcja przechodzi przez cwiartke:

Wzor funkcji

y=—3x+1

y=x+3
y=—x—1 YiSUT
y==6 y=4x+2

PROSTE PROSTOPADLE | ROWNOLEGLE

Nalezy zwrdci¢ uwage na wspdlczynniki kierunkowe we wzorach prostych, ktére sa réwnolegte lub prostopadte.
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PROSTE PROSTOPADEE Prosta k jest réwnolegia do /

| ROWNOLEGEE (k|1), jesli a, = a,, czyli oba np.y =2x+3orazy =2x—7
wspolczynniki kierunkowe s3 takie  s3 rownolegle

Jezeli mamy dwie proste Same.

k il o wzorach odpowied- Prosta k jest prostopadta do /

nio k:y = a,;x +b, oraz S U I

'y = ayx + by, to: (k L1),jesli a, a;, @ #0,
czyli jeden wspotczynnik jest 1
odwrotnoscig drugiego z przeciw-  np.: y =3x —3 oraz y = —3xt4sy
nym znakiem. prostopadte, poniewaz odwrotnoscig 3

. 1
Jesli funkcja liniowa jest stala (tzn. AR T BT ST 3

y = b), to prosta prostopadta nie
jest juz funkcjg liniowa, lecz prostg
0 rownaniu x = C.

Prosta rownolegta do danej przechodzaca przez wybrany punkt

Prosta prostopadta do danej przechodzaca przez wybrany punkt

TEST

Zrobmy test podsumowujgcy wiadomosci o funkcji liniowe;.

Moje Testy #33 - Funkgja liniowa...
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matematyczne

laboratorium

matematyczne
Strona gtéwna a NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O
Aktualnie pracujesz z klasa:
-- wybierz klase -- v
Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT
[#33] Funkcja liniowa
Zadanie 1 (1 pkt.) Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkgji liniowej y = az + b . Wynika z tego, ze:
by
2
1
o -
8 -7 & 5 -4 -3 5\ o 1 2 3
Loading [MathJax]/extensions/MathMenu. js -2
-3
odpowiedz >>>  kratka >>>
Aa<0ib<0 B.a>0ib<0 Ca<0ib>0 D.a>0ib>0
Zadanie 2 (1 pkt.) Funkcja linioway = —3z — 2 :
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. jest rosnaca i jej wykres przechodzi przez punkt (0; 2) , B. jest malejaca i jej wykres przechodzi przez punkt (O; —2) )
C. jest rosnaca i jej wykres przechodzi przez punkt (0; —2) , D. jest malejaca i jej wykres przechodzi przez punkt (0; 2) .

Zadanie 3 (1 pkt.) Miejscem zerowym funkcji liniowej okreslonej wzorem f(z) = —ﬂx + /8 jest liczba:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.2 B.2¢/2 C.—2¢2 D.4

Zadanie 4 (1 pkt.) Jesli prosta o réwnaniu y = —2z + k + 3 przecina w uktadzie wspétrzednych 0§ OY w punkcie (0; 4) , to warto$¢ k wynosi:
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matematyczne

odpowiedz >>>  kratka >>>

4 4
Ak=1 B.k=3 Ck=—-— D.k=—
3 3
Zadanie 5 (1 pkt.) Wzér funkgji liniowej przedstawionej na rysunku ma postac:
y
5
4
1 2 3 1
odpowiedz >>>  kratka >>>
1 1
Ay=3x—2 B.y=—-2z+3 C.yzlgw—3 D.y:1§w+3

1
Zadanie 6 (1 pkt.) Miejscem zerowym funkcji liniowej jest —8 , a wsp6tczynnik kierunkowy ma warto$é R Wynika z tego, ze wzér funkcji ma

postac:
odpowiedZ >>>  kratka >>>
1 1 1 1
A.y_5178 B.y—78:1:+5 C.y_Ezfél D.y—§m+4

Zadanie 7 (1 pkt.) Funkcja y = (8 + m?3)x + 2 jest stata, jesli:
odpowiedz >>>  kratka >>>

Am=2 B.m = —2 C.m=+8 D.m =0

Zadanie 8 (1 pkt.) Funkcja y = 3z + 9 jest ujemna, jesli:
odpowiedZ >>>  kratka >>>

Az € (—;3) B.z € (3;00) Cze(—0;-3) D.z € (—3;00)

Zadanie 9 (1 pkt.) Funkcjay = (27 — m3)w + 4/2 jest malejaca, jesli:
odpowiedz >>>  kratka >>>

Am=-3 Bm=1 Cm=2 D.m =27

Zadanie 10 (1 pkt.) Funkcja y = 5z — 4 jest dodatnia, jesli:

odpowiedZ >>>  kratka >>>

Az e (g,oo) B.z € (5; 00)
4
C.z € (—o0; —4) D.z € (g,oo>
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by

9

odpowiedi >>>  kratka >>>
A.prostejy = 2z, B.osi OX, C.osiOY, D. punktu (0; 0) .

Zadanie 9 (2 pkt.) Wykres funkcji f, ktory znajduje sie ponizej, przesun o 3 jednostki w prawo, a nastepnie o 2 jednostki w gore i podaj wzdr

funkcji po przesunieciu.
pokai odpowiedi >>>  kratka >>>

by

=Y

Zadanie 10 (2 pkt.) Miejscem zerowym pewnej funkcji jest 4/3 . Znajdz miejsce zerowe funkdji g, jedli g(z) = f(—z) .

pokai odpowiedi >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI

Projekt E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukcesow” wspoélfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAt LUDZKI (@ ELITMAT Qlﬁé’f;ﬁﬁéﬂ’é‘é% L - 72

CTLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJAI FIRMA EDUKACY JHO-WYDAWNICZA


javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
http://trajektoria.com/

laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

laboratorium
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a NARZEDZIA POMOCNICZE ¥

Strona gtéwna Elitmat Nauczyciel

wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Funkcja kwadratowa

Autor: Dariusz Kulma

Na poczatek powtérzmy najwazniejsze zagadnienia dotyczace funkcji kwadratowe;.

TRZY POSTACI FUNKC]I postac ogélna f(x)= ax*+bx+c¢,a#0
KWADRATOWE]J
postac kanoniczna f(x)=a(x _p)z +q,gdziea #0i(p,q)
to wspolrzedne wierzchotka paraboli

posta¢iloczynowa  f(x)=a(x —x, )(x—x,),gdzie a # 01 x4, x,
sg miejscami zerowymi funkgji (pierwiastkami)
MIEJSCA ZEROWE FUNKC]I A>0 parabola ma dwa rézne miejsca zerowe
KWADRATOWEJ
Liczba rozwigzan (pierwiastkow),
inaczej: miejsc zerowych, zalezy
od delty. Jezeli: A<O

A=0 parabola ma jedno miejsce zerowe
(podwaijny pierwiastek)

parabola nie ma miejsc zerowych

Loading [MathJax]/extensions/MathZoom.js
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WYKRES FUNKCJI KWADRATOWE]

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola.
Funkcja ma os symetrii w punkcie x = p.

nik, od ktdrego zalezy to, ; .
ane sg ramiona paraboli. przeciecia

to ramiona skierowane sq do gory. | asi QY

W celu narysowania paraboli potrzebujemy to ramiona skierowane sq do dofu.

nastepujgcych punktéw (patrz rysunek obok):
miejsca zerowe (pod warunkiem, Ze istniejg),
wierzchotek paraboli oraz wspéfrzedne przeciecia osi.

wzory na
o \vspofrzedne§
: l wierzchofka |
paraboli

ZAMIANA POSTACI OGOLNEJ FUNKCJI KWADRATOWEJ NA POSTAC
ILOCZYNOWA LUB KANONICZNA

Przypomnijmy, w jaki sposéb zamieniamy posta¢ ogolng funkcji kwadratowej na posta¢ iloczynowg lub kanoniczng. Wykorzystamy dwie

plansze ponizej, rozwigzujac kolejne przyktady.

Zamiana postaci ogdlnej funkcji kwadratowej na postac iloczynowa

Zamiana postaci ogélnej funkcji kwadratowej na postac¢ kanoniczng

SZKICOWANIE WYKRESU FUNKCJI KWADRATOWEJ

Przypomnijmy, jak rysujemy parabole, czyli wykres funkcji kwadratowe;.

Szkicowanie wykresu funkcji kwadratowej

WELASNOSCI FUNKCJI KWADRATOWEJ

Przy okreslaniu wtasnosci funkcji kwadratowej wykorzystamy wiadomosci dotyczace odczytywania wtasnosci dowolnej funkcji z wykresu funkcji.

Wtasnosci funkcji kwadratowej na podstawie wykresu - przyktady
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TEST

Moje Testy #34 - Funkcja kwadratowa...
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@

Strona gtéwna a NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj ()
Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v
Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT
TEST
[#34] Funkcja kwadratowa
Zadanie 1 (1 pkt.) Wierzchotek funkcji f(z) = 32% + 2 ma wspétrzedne:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A (0; 2) B. (—2; 0) C.(1; 2) D. (0; —2)
Zadanie 2 (1 pkt.) Jezeli funkcje y = —62% przesunieto o 4 w prawo, to jej wzér bedzie miat postaé:
odpowiedz >>>  kratka >>>

Ay=—6(z—4)° B.y = 6(z—4)° Cy=—6z°+4 D.y=—6(z +4)°

) ) 1, o, ) . .

Zadanie 3 (1 pkt.) Funkcjay = — 3 z* + 2z + ¢ przecina 0§ OY w punkcie (0; —1) . Wynika z tego, ze:
odpowiedz >>>  kratka >>>

Ac=2 B.c=-1 C.c:—% D.c=1
Zadanie 4 (1 pkt.) Osig symetrii paraboli o wzorze y = z? + 2z — 3 jest prosta:
odpowiedz >>>  kratka >>>

Ax=0 B.x=1 Czx=2 D.z=-1
Zadanie 5 (1 pkt.) Dana jest funkcja f() = (z — 3)® + 2 . Prawda jest, ze:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A f(3) > £(2) B. f(1) < f(4) C. f(0) = £(6) D. f(5) < f(2)

1\2
Zadanie 6 (1 pkt.) Zbiér wartosci funkcji f(z) = (m — 5) + 4 okreslony jest przedziatem:
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odpowiedz >>>  kratka >>>

A. (—o0; 4) B. (4; 00) C. (—o0; —4) D. (—4; 00)

Zadanie 7 (1 pkt.) Miejscami zerowymi funkcji f(z) = x% — 4z — 5 sa:
odpowiedz >>>  kratka >>>

Az =5, z2=1 B.zy =1, 29 = -5 Cxy=—-4,xz3=1 D.z; =-1, x93 =5

Zadanie 8 (1 pkt.) Dana jest funkcja f(z) = (z — 1)2 — 3 . Funkcja jest malejgca w przedziale:
odpowiedz >>>  kratka >>>

Az € (1; 00) B.xz € (3; 00) C.z e (—oo; 1) D.z € (—oo; —1)

1\2
Zadanie 9 (1 pkt.) Zbiér wartosci funkcji f(z) = (m + Z) — 2 okreslony jest przedziatem:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. {(—2;00) B. (—o0; 2) C. (—o0; —2) D. (2;00)

Zadanie 10 (1 pkt.) Dana jest funkcja f(z) = (z — 2)2 — 4 . Funkcja jest malejgca w przedziale:
odpowiedz >>>  kratka >>>

Az € (—o0;—2) B.z € (—00;2) C.z € (2;00) D.z € (—2;00)

Zadanie 11 (2 pkt.) Zapisz wzér funkcji f(x) = 42> — 6z — 4 w postaci iloczynowej.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 12 (2 pkt.) Naszkicuj wykres funkdji f(z) = (z + l)2 + 1 oraz okresl:

a. miejsca zerowe, o ile istnieja,
b. zbiér wartosci funkcji.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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matematyczne

Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Funkcja wyktadnicza

Autor: Dariusz Kulma

DEFINICJA

Funkcja wykladnicza nazywamy funkcje postaci f(x) = a*, gdzie @ jest ustalona liczba rzeczywista dodatnia
(@ = 0ia # 1), alitera x oznacza argument. Dziedzing funkcji wykladniczej jest zbidr liczb rzeczywistych R.

Wykresem funkcji jest krzywa wykladnicza.

Wykorzystujac ponizszg plansze, naszkicujmy kilka przyktadowych wykreséw funkcji wyktadniczej.

Szkicowanie funkcji wyktadniczej - przyktady
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=
PRZYKLAD 1 Naszkicuj wykres

funkcji f(x) = 2*

>
|
N
|
[y
[=]
[y
N
w

b

Bl =

N =
et
N
=
[=2)

000 e e

RYSLUJ

d’

(PRovkeaD 1) (PRzYKLAD 2] [PRZYKLAD 3]

[PRZYKL&D 4] [PRZYKL&D 5] [PRZYKL&D E]

Dariusz Kulma - E-laboratorium matematyczne, 30 Pazdziernik 2014, Utworzony z GeoGebra

Zauwazmy, ze w zaleznosci od "a" krzywa wyktadnicza jest inaczej potozona i wykres ten ma inne wtasnosci, ktore mozemy uogdlni¢ na

wszystkie przypadki - gdy "a" przyjmuje wartosci od 0 do 1 lub gdy "a" przyjmuje wartosci od 1 do nieskonczonosci.

Wykorzystajmy do tego plansze ponize;j.

Funkcja wyktadnicza
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v=f1,l 10
1 :]
v=(3) e |
1 g 7
6

_ y=3*
"‘[.5) = 5
4
3
2

'=(§)j v=(3)

1 2 3 4 5 6 Tx -5 -4 -3 -2 -1 0

Firg
y=d*a < (0;1) y =d*a € (L)
D=R
ZW=(0;x)
Funkcja jest malejaca. Funkcja jest rosnaca.

Kazda krzywa wykiadnicza przecina o$ OY w punkcie (0; 1), poniewaz
f(0)=a’=1daa>o0.

Brak

Asymptota pozion os OX

PRAKTYCZNE WYKORZYSTANIE FUNKCJI WYKLADNICZEJ

Do rozwigzania ponizszego przyktadu wykorzystamy plansze interaktywna.

PRIYKLAD 1

Pan Grzegorz zamierza ulokowac oszczednosci w funduszu inwestycyjnym, ktory bedzie przynosit mu 5% zysku
rocznie. Zyski co roku beda kapitalizowane. Na wykresie przedstawiono wysokos¢ kapitalu w zaleznosci od czasu
inwestycji.

a. Zapisz wzor funkcji przedstawiajacej zmiane kapitatu K A
w czasie t lat. 6
4,5

b. Oblicz kwote, jaka zgromadzi sie w funduszu po 10 latach 4
od zainwestowania 50 000 ziotych. 3,6

3
c. Oblicz, po ilu latach zainwestowany kapital sie podwoi. 2,5

2
d. Jaka kwote musi zainwestowac pan Grzegorz, aby po 3 15
latach odebrac¢ 92 610 zi? 9
e. Oblicz, jaki zysk mozZna by otrzymaé po 5 latach, o - - Gas
inwestujac 40 000 zi, gdyby oprocentowanie wzroslo Olat 10lat 20lat 30lat 40lat 50lat
dwukrotnie.

Funkcja wyktadnicza - zadanie praktyczne 1
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matematyczne

TEST

Moje Testy #67 - Funkcja wyktadnicza...
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matematyczne

>

laboratorium

matematyczne
Strona gtéwna o NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj (D

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥

Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT

[#67] Funkcja wyktadnicza

Zadanie 1 (1 pkt.) Funkcja wykfadnicza przechodzaca przez punkt (2; 25) ma postac:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A f(z) = —b" B. f(z) = —47 C. f(z) =5" D. f(z) =2

Zadanie 2 (1 pkt.) Funkcje f(z) = 2% ig(z) = —27 sa:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. jednoczesnie malejace, B. symetryczne wzgledem punktu (0; 0) ,

C.osi OY , D.osiOX .

Zadanie 3 (1 pkt.) Na wykresie przedstawiono funkcjg f(z) = a® . Prawda jest, ze do wykresu tej funkgji nie nalezy punkt:
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Ay

a4

odpowiedZ >>>  kratka >>>

A (05 1) B. (2; 14) . <% ;ﬁ) D. (3; 21)

Zadanie 4 (1 pkt.) Jedno miejsce zerowe ma funkcja:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A f(z)=3" -2 B. f(z) = 3°2 C flz)=3"+1 D. f(z) = 3™

Zadanie 5 (1 pkt.) Do wykresu funkcji wykfadniczej nalezy punkt (3; 4) . Wynika z tego, ze wzdr tej funkcji moze mie¢ postac:

odpowiedz >>>  kratka >>>

Ay= 4 B.y = —v/4" Cy=va " D.y = /4"

1 z+1
Zadanie 6 (2 pkt.) Naszkicuj wykres funkeji f(z) = <§> — 4 . Okredl:

a. zbidr wartosci funkcji,
b. przedziat, w ktérym funkcja jest dodatnia,
c. miejsce zerowe (o ile istnieje).

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 7 (1 pkt.) Pewna higroskopijna czastka ma mase 120 g. Czastka pochtaniajac wode, zwieksza swojg mase o 5% w ciggu godziny. Wzér

wyrazajacy mase m tej czastki po uptywie ¢t godzin ma postac:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.m=105"-120¢ B.m=>5"-120¢g

c.m=1,05-120¢g D.m=0,95-120¢g

Zadanie 8 (1 pkt.) Zysk pewnej firmy w ciggu pierwszych szesciu lat jej istnienia wzrastat o 30% rocznie. Firma ta podwoita swoje zyski:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. po czwartym roku istnienia, B. po trzecim roku istnienia,

C. w czasie drugiego roku istnienia, D. w czasie trzeciego roku istnienia.

Zadanie 9 (1 pkt.) Wartos¢ kapitatu K, zainwestowanego w lokate terminowa po ¢ latach mozna wyrazi¢ wzorem K = K, - 1,02¢ . Wartos¢
kapitatu potroi sie po:
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odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 12 latach, B. 20 latach, C. 45 latach, D. 56 latach,

Zadanie 10 (1 pkt.) Przyrost naturalny indiariskiego plemienia mozna wyrazi¢ wzorem funkcji f(¢) = 1, 012!, gdzie t oznacza czas w latach. Jesli

plemie liczby obecnie 300 osdb, to za dziesie¢ lat jego liczba zwiekszy sie o:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 22 osoby, B. 38 osdb, C. 50 osdb, D. 62 osoby.

409

t
M) , gdzie t oznacza czas w latach. Wynika z tego,

Zadanie 11 (1 pkt.) Zmiang wielkosci kapitatu na lokacie mozna wyrazié¢ wzorem k(t) = (

ze oprocentowanie roczne tej lokaty wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.2% B. 102.25% C.0,2% D.2,25%

Zadanie 12 (2 pkt.) W ramach badari naukowych udato sie wyhodowaé 15 sztuk pewnych pierwotniakdw, ktérych liczba zwieksza sie trzy razy w
ciggu tygodnia. Liczbe pierwotniakdw oznaczamy jako P, a liczbe tygodni jako t .
a. Zapisz wzor na liczbe pierwotniakdw P w zaleznosci od czasu t .

b. Oblicz, ile bedzie pierwotniakdéw po 4 tygodniach.

pokaz odpowied? >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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matematyczne

Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Réwnania wymierne

Autor: Dariusz Kulma

WYRAZENIA WYMIERNE

Zanim przejdziemy do réwnan wymiernych przypomnijmy, czym sg wyrazenia wymierne i jak wykonujemy na nich podstawowe dziatania.

DEFINICJA PRZIYKLAD

Wyrazeniem wymiernym nazywamy wyrazenie zapisane w postaci —x*+1 —x*+1
L(x . x—3 ¢ 2 =L
utamka ﬁ, ktérego licznikiem jest wielomian L( x ), a mianowni- =l

kiem wielomian M{x) i M(x) # 0.

Wykonujac dziatania na wyrazeniach wymiernych, postepujemy w taki sam sposoéb jak w przypadku utamkéw zwyktych.

Przypomnijmy na przyktadzie:

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA

KAPITAt LUDZKI @ ELITIM\AT | laboratorium EUROPEJSKI

CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FIRMA EDUKACY.JNO-WYDAWNICZA matematyczne FUNDUSZ SPOLECZNY

85




laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

matematyczne

PRZYKEAD

Dane s wyrazenia wymierne: w, = ;x_—gl, D, =R\{3}orazw, = %, D,=R\{-2}.

Wyznacz w, - w;,.

o Wix) L(x) _ W(x)-L(x)

e P(x) M(x) — P(x)-M(x)

wyrazen

wymiernych Aby pomnozy¢ dwa wyrazenia wymierne, nalezy pomnozyc¢ przez siebie liczniki
i mianowniki.

Wy =X =3 (x+1)-(2x=3) _ —+5x—3
1"W2 T =3 xT2 (x—=3)-(x+2)  (x—3)-(x+2)

D=R\{3;—2}

wy
Whyznacz W, -

.. W(x) . Lx) _W(x) M(x) _W(x) M(x)

Dzielenie P(x) " M(x) " P(x) L(x) ~ P(X)L(x)

wyrazen

wymiernych Aby podzieli¢ dwa wyrazenia wymierne, nalezy pomnozy¢ pierwsze wyrazenie
przez odwrotnos¢ drugiego.

Wy —x+1 . 2x—3 _ —x+1 x+2 _(=x+1)-(x+2)  —P—x+2 p=r\{-233]
W, x—3 " x+2 x—3 2x—3  (x—3)(2x—3) (x—3)-(2x—3)’ 12’
Wyznacz wy + w;.

: Wx) | LO) _ W) M) | PO) LO) _ W) M)+ Px)-L(x)
Dodawanie PO M) PO)-M(x) TP M(x) . P(x)-M(x)
wyrazenh
wymiernych Aby dodaé dwa wyrazenia wymierne, nalezy najpierw sprowadzi¢ oba wyrazenia

do wspalnego mianownika, a potem dodac ich liczniki.

_—x+1  2x—3 _(=x+1)(x+2) (x—3)-(x—3) _
WitW,=5=3 %72 T (x=3) (x+2) | (x=3)(x+2)
_(xt1)-(x+2)+(x—3)-(2x—3) _ _x*—10x+11

(x—3)-(x+2) (x—3)(xt2Yy

D=R\{-2;3}

Wyznacz w; — w;.

: : Wi(x) Lix) W) M(x) P(x)-L(x) _ W(x) M(x)—P(x) L(x)
Odejmowanie P(x) a M(x) ~ P(x)-M(x) a P(x)-M(x) P(x)-M(x)

wyrazen
wymiernych Aby odjac dwa wyrazenia wymierne, nalezy najpierw sprowadzic¢ oba wyrazenia
do wspdlnego mianownika, a potem odjgc ich liczniki.

W ==X+l 2x=3 _ (x+1)(x+2) (x—3)-(x—3) _
17 "27%=3 T x+2 T (x—3)- (x+2) (x—3)-(x+2)
C(x+1) (x+2)—(x—3)-(2x—3) —3x’+8x—7
- (x—3)-(x+2) (x—3)(x+2)

D=R\{-2;3}
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ROWNANIA WYMIERNE

Mozemy teraz przej$¢ do réwnan wymiernych.

DEFINICJA

L(x)
M(x)
mianamii M(x ) # 0 lub takie, ktéore mozna przeksztalcic rownowaznie do tej postaci.

WYJASNIENIA

L
Kazde réwnanie zbudowane tylko z utamkaéw algebraicznych moizna przeksztalcic¢ do postaci ."V.'(();)) =0.

Réwnaniem wymiernym z niewiadoma x nazywamy réwnanie postaci =0, gdzie L(x )i M(x) sy wielo-

Wyznaczajac dziedzine takiego wyrazenia, nalezy pamietad, 7e jest to zbior liczb rzeczywistych z wylgczeniem
liczh, ktére sg pierwiastkami wielomianow wystepujgcych w mianownikach poszczegélnych ufamkow.
Zaczynamy od takich rownan, ktére po obu stronach znaku réwnosci majg wyrazenia.
Takie rownanie ma posta¢ proporcji i postepujemy jak w przypadku proporcji, czyli mnozymy "na skos".
Rozwigzujac rownania tego typu, postepujemy w nastepujacy sposob:
- robimy zatozenia czyli wyznaczamy takie "x", ktore zerujg nam mianownik i usuwamy je z dziedziny
- "mnozymy na skos" i rozwigzujemy powstate réwnanie

- sprawdzamy, czy rozwigzania, ktore otrzymali$my, naleza do dziedziny

Wykonajmy cztery przyktady z ponizszej planszy.

Réwnania wymierne - przyktady

ROWNANIA WYMIERNE ROWNE ZERO
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Drugim rodzajem réwnan wymiernych sa réwnania, ktére po prawej stronie majg zero.

Podstawowa rzecz, ktéra musisz zapamigtac to to, ze skoro wyrazenie w mianowniku nie moze by¢ réwne zero, to cate réwnanie wymierne

bedzie rowne zero, gdy licznik bedzie rowny zero.

Z tego wzgledu, rozwigzujgc réwnania tego typu, postepujemy w nastepujacy sposob:

- robimy zatozenia czyli wyznaczamy takie "x", ktére zerujg nam mianownik i usuwamy je z dziedziny

- przyréwnujemy do zera tylko licznik i rozwigzujemy powstate réwnanie
- sprawdzamy, czy rozwigzania, ktore otrzymalismy, naleza do dziedziny

Wykonajmy cztery przyktady z ponizszej planszy,

Réwnania wymierne réwne zero - przyktady

TEST

Na koniec wykonajmy krotki test.

Moje Testy #38 - Rownania wymierne...
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Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE ¥

Elitmat Nauczyciel

wyloguj O
Aktualnie pracujesz z klasa:
-- wybierz klase -- ¥
Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT
[#38] Réwnania wymierne
) oo (2® ~16)(z —5) .
Zadanie 1 (1 pkt.) Rozwigzaniami réwnania T = 0 sa liczby:
T
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. ktérych suma wynosi 9 , B. ktore sg parzyste,
C. ktdre sa podzielne przez 3 , D. ktérych najwiekszy wspdlny dzielnik to 5 .
. o e+l o
Zadanie 2 (1 pkt.) Rozwigzaniem réwnania = 5 jest liczba 3 . Wtedy:
odpowied? >>>  kratka >>>
A.a=3 B.a= -1 Ca=1 D.a=2
. . x(x—5) . .
Zadanie 3 (1 pkt.) Réwnanie = 0 ma jedno rozwigzanie, gdy:
z? +a
odpowiedz >>>  kratka >>>
A.a=05 B.a= -5 C.a=25 D.a=—25
. 222 + 32
Zadanie 4 (1 pkt.) Réwnanie ————— =0
rz—4
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. ma dokfadnie trzy rozwigzania, B. ma doktadnie dwa rozwigzania,
C. ma dokfadnie jedno rozwigzanie, D. nie ma rozwigzan.
. ] C(z—6)(z+T7)
Zadanie 5 (1 pkt.) Réwnanie ——————— = O ma:
(z —7)(z +6)

odpowiedz >>>  kratka >>>
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A. dokfadnie cztery rozwigzania,

C. doktadnie dwa rozwigzania,

LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

B. dokfadnie trzy rozwigzania,

D. doktadnie jedno rozwigzanie.

. o _z+13 N
Zadanie 6 (1 pkt.) Rozwigzaniem réwnania ——— = — jest liczba:
z+5 5
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. -5 B. -9 c.5 D.9
. 3 . z? — 9z
Zadanie 7 (1 pkt.) Réwnanie ————  — = 0:
(x +9)(z—9)
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. nie ma rozwigzan, B. ma dokfadnie jedno rozwigzanie,
C. ma doktadnie dwa rozwigzania, D. ma doktadnie cztery rozwiazania.
: o (z—a)(z - L A . :
Zadanie 8 (1 pkt.) Réwnanie = 0 w zalezno$ci od parametrow a i b, gdziea > 0ib > 0:
(z 4+ a)(z +b)
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. ma cztery rozwigzania, B. ma dwa rozwiazania, C. ma jedno rozwigzanie, D. nie ma rozwigzan.
. o 2z —
Zadanie 9 (2 pkt.) Rozwigz rownanie ——— = x + 2 ,dlaz # —12.
x4+ 12
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
z—6 -3

Zadanie 10 (2 pkt.) Rozwigz réwnanie

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
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Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel

wyloguj (O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Rownania i nierownosci kwadratowe

Autor: Dariusz Kulma

ROWNANIA KWADRATOWE Z JEDNA NIEWIADOMA

Na poczatek jak zawsze krotkie przypomnienie teorii.

DEFINICJA

Rownaniem kwadratowym (réwnaniem stopnia drugiego) z jedng niewiadomg nazywamy rownanie postaci
ax’*+bx+c¢=0, (a #0), gdzie litery @, b, ¢ oznaczajg parametry (wspdfczynniki liczbowe), a litera x oznacza
zmienng.

WYJASNIENIA

Aby rozwigzac réwnanie z niewiadomg x, nalezy wyznaczy¢ wszystkie wartosci x, dla ktérych réwnanie jest
spetnione. Zbior wszystkich x nazywamy zbiorem rozwigzan réwnania.

Rozwigzania rownania nazywamy réwniez pierwiastkami réwnania.
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TWIERDZENIA

Dla réwnania kwadratowego ax* +bx + ¢ =0, (a # 0) zachodzi:

A<0 rownanie nie ma rozwigzania =
A=0 réwnanie ma jedno rozwigzanie X = %
_—b—yA
T "2
A>0 rownanie ma dwa rozwigzania
_—b+/A
=" 2a

ROWNANIE KWADRATOWE POSTAC PRZYKLAD

ax*+bx+c=0

zupetne %0, bkt0,ceh0 2¢+4x—3=0
niezupetne ax*+bx+c=0 4> =0
a#0i(b=0Ilubc=0) 5x24+3x=0
2%-6=0

RODZAJE ROWNAN KWADRATOWYCH - MOZLIWE POSTACI PO
UPROSZCZENIU

Po uproszczeniu rownania kwadratowego najczesciej otrzymamy jeden z ponizszych rodzajow réwnania. Przypomnijmy, co robimy w kazdym z tych przypadkéw,

wykorzystujac grafike lub plansze interaktywna ponizej.
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RODZAJ 1

RODZA| 2

RODZA| 3

RODZA| 4

RODZA| 5

Postaé ogolna

Posta¢, w ktorej c =0

Postac, w ktorej b =0
oraza > 0iec >0

Postac, w ktorej b =0
oraza > 0ic >0

Postac iloczynowa

Rodzaje réwnan kwadratowych

Rozwigzmy teraz kilka przyktadow:

Réwnania kwadratowe - przyktady

ax>+bx+c=0,
el

2 ==
ax“+bx=0,
a#0

ax*—c=0,a#0
lub
—ax*+¢c=0,a#0

ax*+¢=0,a#0
lub
—ax’—c=0,b#0

a(x—x )(x—x)=0,

a+0

NIEROWNOSCI KWADRATOWE

Wstep teoretyczny na poczatek.

W takim przypadku
liczymy delte i miejsca
ZEerowe 7e WZOrow.

W takim przypadku
wylgczamy x przed
nawias. lednym

Z rozwigzan zawsze
bedzie zero.

W takim przypadku
stosujemy wzor

skréconego mnozenia.

W takim przypadku
rownania nie maja
miejsc zerowych,
czyli rozwigzan,

W takim przypadku
rozwigzaniami sg
miejsca zerowe
poszczegalnych
nawiasow,

LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

X +3x—4=0
A=25 JA=5

o ._=325 /"
U 2 \1

xx=—4 x=1

¥ +5x=0
x(x+5)=0

Xp=—Q X, ——5

¥—9=0
(x—3)(x+3)=0

=3 x=—3

¥+9=0

czy —2*—7=0
Takie réwnania nie
majg rozwigzan, czyli
XS
(x—3)x+8)=0

n=3 x—§&
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DEFINICJA PRZYKLADY

Nieréwnoscig kwadratows z jedng niewiadoma nazywamy nierbwnos¢ = —2x2 + gx +% <0
postaci ax® +bx+¢ < 0 lubax’ +bx +c¢ > 0,lub ax* + bx +¢ <0, 5
lub ax? + bx +c = 0, gdzie a # 0. Litery a, b, ¢ oznaczajg parametry ~ v2x +8=0

wspotczynniki liczbowe), a litera x oznacza zmienna.
(wspétczy ) 3 _% At

WYJASNIENIA

Aby rozwigzac nierdwnos¢ z niewiadoma x, nalezy wyznaczy¢ te wartosci x, dla ktérych nieréwnosc jest
spetniona. Zbiér wszystkich x nazywamy zbiorem rozwigzan nierownosci.

Znajac wykres funkcji kwadratowej i jej miejsca zerowe, mozemy wyznaczyc zbiér rozwigzan danej nierdwnosci.

Wykres funkcji kwadratowej pozwala na odczytanie zbioru argumentéw, dla ktdrych wartosci funkcji sg dodatnie

lub ujemne, a tym samym na okreslenie, co jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci kwadratowej ax” +bx +¢ > 0
lub ax® +bx + ¢ < 0.

Zauwazmy, 7ze do rozwigzania nierownosci kwadratowej nie potrzebujemy dokladnego wykresu funkcji, poniewaz
wspolrzedne wierzcholka paraboli czy punkt przeciecia wykresu z osig OY nie majg wplywu na zbiér rozwigzan
nieréwnosci. Wystarczy nam znajomos¢ miejsc zerowych funkcji i informacja o tym, jak skierowane s3 ramiona
paraboli.

Nastepnie przeanalizujmy rézne przypadki nieréwnosci i zbioru rozwigzan w zaleznosci od delty (ktéra decyduje o liczbie miejsc zerowych)

i wspotczynnika kierunkowego "a" (ktory decyduje o tym, jak skierowane sa ramiona paraboli).
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NIEROWNOSC ol +br +c<0

WYKRES ZBIOR ROZWIAZAN NIEROWNOSCI

A>0,a>0

i ) (—00; %3) U (M55 00) (—00; %) U (X5 00) (Xy5 X5) <X1; X5)
= X, (X5 %5) {x;; x2> (—o0; %) U (x5, 00) (—os; x1> u (x?_; oc)
A=0,a >0
—b ] =
R\{52} R & za}
+ Nt
< >
_ —b
- 2a
A=0,a<0
Xy =D —b
2 7l R\{27} R
R R @ @
++ 4+ ++ 4+ + + %
A<0,a<x0
________ X
) @ @ R R

Znaki , +" wskazujg zbior argumentow, dla ktérych funkeja przyjmuje wartosci dodatnie.

Znaki ,, —" wskazujg zhidr argumentéw, dla ktdrych funkeja przyjmuje wartosci ujemne.

Nieréwnos¢ kwadratowa - wstep

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA

KAPITAL LUDZKI @, | laboratorium EUROPEJSKI
i CZLOWIEK — NAILEPSZA INWESTYCIA! w E‘!:ul:!:mﬂg: matematyczne FUNDUSZ SPOLECZNY 95




laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

matematyczne

Rozwigzujgc nieréwnosci, postepujemy w podobny sposéb jak przy rownaniach kwadratowych. Musisz jednak pamigtac, ze na koniec nalezy

zaznaczy¢ rozwigzanie na osi liczbowej i odczytaé przedzial, ktéry jest zbiorem rozwiazan nieréwnosci.

Wykonajmy teraz kilka przyktadow:

Nieréwnos¢ kwadratowa - przyktady 2

TEST

Moje Testy #39 - Rownania i nierownosci kwadratowe...
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>
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matematyczne
Strona gtéwna o NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj (D
Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥
Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT
[#39] Réwnania i nieréwnosci kwadratowe
Zadanie 1 (2 pkt.) Suma kwadratéw trzech kolejnych bokdw naturalnych wynosi 50 . Znajdz te liczby.
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
Zadanie 2 (1 pkt.) Dana jest nieréwnos¢ —4z% 4+ 6 < 0. Do zbioru rozwigzan tej nieréwnosci nie nalezy liczba:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A3 B.2 c VT D. V2

2 2

Zadanie 3 (1 pkt.) Liczb catkowitych, ktére spetniajg nieréwnoéé z2 — 4z — 9 < 0, jest doktadnie:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. trzy, B. pie¢, C. sze$é, D. siedem.

. z2 5
Zadanie 4 (2 pkt.) Rozwigz nieréwnosé - + 4z + 3 >0.
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
. 2y

Zadanie 5 (2 pkt.) Rozwigz nierénos¢ — 3 2 —3z+6>0.
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
Zadanie 6 (1 pkt.) Rozwiazanie réwnania 2z(z — 4) = z? — 4z — 4 nalezy do przedziatu:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. (2; o) B. (—o00; 2) C.(—2; o0) D. (—o0; —2)

Zadanie 7 (1 pkt.) Dziedzing funkcji f(z) = v/ 3z — 427 jest przedziat:
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odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 8(1 pkt.) Réwnanie 322 4 log, 8 = 0 :
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. ma dwa rozwigzania, w tym jedno ujemne, B. nie ma rozwigzan,

C. ma dwa rozwigzania, D. ma jedno rozwigzanie.

Zadanie 9 (2 pkt.) Jeden bok prostokata jest o 3 krétszy od drugiego boku. Oblicz dtugosci bokdw tego prostokata, wiedzac, ze jego pole wynosi
10 .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 10 (1 pkt.) Potowa kwadratu liczby naturalnej jest réwna podwojonej réznicy tej liczby oraz liczby 1 . Liczba ta jest réwna:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.2 B.1 c.4 D. -2

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

KAPITAL LUDZKI (@ ELITMAT llaboraforium  "MAEREEAGT IR
A CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FIRMA EDUKACYJNO-WYDAWNICZA mofemofyczne FUNDUSZ SPOLECZNY RIS 98



b .
& (ovoratorivm LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

laboratorium
matematyczne

¢

Aktualnie pracujesz z klasa:

Strona gtéwna a NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel

wyloguj (O

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Rédwnania i nierdwnosci liniowe

Autor: Dariusz Kulma

ROWNANIA LINIOWE

Zaczynamy od powtoérzenia réwnan liniowych, czyli rownan pierwszego stopnia z jednag niewiadomg -

DEFINICJA PRZYKLADY

Réwnaniem liniowym z jedng niewiadoma nazy-  2x—3 =0, gdzie parametr @ = 2, parametr b = — 3.
wamy réwnanie postaci: ax +b = 0. Litery a i b to
parametry (wspdlczynniki liczbowe), natomiast lite-
ra x oznacza zmienng. Poniewaz tylko jedna litera
oznacza zmienng, dlatego jest to réwnanie z jedng
niewiadomga. Ponadto zmienna ta wystepuje w pier-
wszej potedze (czyli x = x*) — stad méwimy, ze jest
to rownanie pierwszego stopnia lub réwnanie liniowe.

—6x+1=0,gdziea=—6,b=1.

/2x+%=0,gdziea=v’2,b=%.

Réwnanie z niewiadomga x postaciax + b = 0, gdzie b = R nazywamy:
P rownaniem pierwszego stopnia, gdy a # 0.
P réwnaniem liniowym, gdy a € R.

Réwnania pierwszego stopnia zaliczamy do réwnan liniowych.

Biorgc pod uwage zbidr rozwigzan mozemy wyrézni¢ réwnania:

- oznaczone (majg jedno rozwigzanie)
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- niezonaczone (majg nieskonczenie wiele rozwigzan)
- sprzeczne (nie majg rozwigzan)

Przypomnijmy poszczegdlne rodzaje rownan:
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Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel

wyloguj (O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Zadania tekstowe

Autor: Dariusz Kulma

ETAPY ROZWIAZYWANIA ZADAN TEKSTOWYCH

1° Analiza zadania — okreslenie niewiadomych i zaleznosci wynikajacych z tresci zadania.

2° Utozenie rownania lub uktadu rownan.

3° Rozwiazanie rownania lub uktadu réwnan.

4° Ewentualne pozostate obliczenia i sprawdzenie otrzymanego rozwiazania, szczegolnie w przypadku, gdy otrzymujemy wiele rozwiazan.

5° Sformutowanie odpowiedzi.

ZADANIA TEKSTOWE Z ROWNANIEM LINIOWYM

Zadanie tekstowe z rownaniem liniowym 1
Zadanie tekstowe z rownaniem liniowym 2

ZADANIA TEKSTOWE Z UKLADEM ROWNAN

Zadanie tekstowe z uktadem rownan 1
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Zadanie tekstowe z uktadem réwnan 2

ZADANIA TEKSTOWE Z ROWNANIEM KWADRATOWYM

Zadanie tekstowe z réwnaniem kwadratowym 1
Zadanie tekstowe z réwnaniem kwadratowym 2
Zadanie tekstowe z réwnaniem kwadratowym 3
Zadanie tekstowe z rownaniem kwadratowym 4
Zadanie tekstowe z réwnaniem kwadratowym 5
Zadanie tekstowe z rownaniem kwadratowym 6

Zadanie tekstowe z rownaniem kwadratowym 7

Y Y Y £ Y EY

ZADANIA TEKSTOWE Z ROWNANIEM WYMIERNYM

Zadanie tekstowe - predko$¢ srednia 1
Zadanie tekstowe z réwnaniem wymiernym
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Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Rozwigzywanie rownan z wykorzystaniem definicji pierwiastka trzeciego stopnia oraz
wiasnosci iloczynu

Autor: Dariusz Kulma

ROZWIAZYWANIE ROWNAN TYPU x3 = -8

Do rozwigzywania réwnan typu x° = -8 wykorzystujemy definicje pierwiastka trzeciego stopnia. Zobaczmy przyktad.

WPROWADZENIE

504 .3
RozwiaZ rownanie x° = — 8.

Aby znaleZé rozwigzanie tego rdwnania, wykorzystamy wiadomosci o pierwiastku stopnia trzeciego.

1° Pierwiastkujemy réwnanie stronami, czyli zapisu- 3 _ . . . . .3/ 3
; . i " : X o zy ap x =— 8 jest rbwnowaine réwnaniu y x> =3/ —8
jemy réwnanie, ktdre jest réwnowazne wyjsciowemu,

{ma taki sam zbidr rozwigzan).

2° Korzystamy z wlasnosci pierwiastkow nieparzystego 3 =xoraz3¥—8=—2
stopnia: ¥a =b,gdy b" =a.

3° Zatem jedynym rozwigzaniem rownania ¥ =-—8 jest x=—2.

Przypomnijmy szesciany niektérych liczb naturalnych. Warto je zapamieta¢, poniewaz ich znajomos¢ jest przydatna przy rowigzywaniu

réwnan trzeciego stopnia.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

n® 1 8 27 64 125 216 2343 512 729 1000 1331 1728

Zrébmy kilka zadan z przyktadami do rozwigzania wedtug podanego sposobu.

Proste réwnania trzeciego stopnia - przyktady

Réwnania trzeciego stopnia - przyktady

Réwnania z wykorzystaniem réwnan stopna trzeciego - przyktady

WYKORZYSTANIE WEASNOSCI ILOCZYNU DO ROZWIAZYWANIA ROWNAN

WPROWADZENIE

Rozwazmy réwnanie R(x)=0, gdzie lewa strona jest zapisana w postaci iloczynu kilku czynnikéw, czyli:

W(x) P(x) Q(x)=o0.

Aby rozwigzac rownanie takiego typu, zauwazmy, Ze iloczyn kilku czynnikow jest rowny zero, gdy przynajmniej
jeden z tych czynnikéw bedzie wynosit zero.

Wynika z tego, 7e W(x)- P(x)-Q(x) =0, gdy W(x)=01lub P(x)=01lub Q(x) = 0.

Zrobmy dwa zadania z przyktadami.

Réwnania w postaci iloczynowej - przyktady
Réwnania w postaci iloczynowej - zadanie

METODA GRUPOWANIA

Metode grupowania oméwimy na przyktadach, zacznijmy od pierwszego przyktadu z ponizszej planszy.
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Aby rozwiaza¢ réwnanie, nalezy przeksztalcic¢ je do postaci iloczynowej. W tym celu bedziemy chcieli wylaczyé
wspolny czynnik przed nawias. Zanim jednak to zrobimy, nalezy pogrupowac wyrazy i z kazdej pary wylaczyc
wspolny czynnik. Jest to tzw. metoda grupowania wyrazéw.

Rozwiazywanie rownan trzeciego stopnia metoda grupowania

TEST

Moje Testy #63 - Rowiazywanie rownan z wykorzystaniem definicji pierwiastka trzeciego s...
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Aktualnie pracujesz z klasa:
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Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT

TEST

LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

M Elitmat Nauczyciel

wyloguj (D

[#63] Rowigzywanie rownan z wykorzystaniem definicji pierwiastka trzeciego stopnia oraz wtasnosci iloczynu

64
Zadanie 1 (1 pkt.) Rozwiazaniem réwnania —z° + —— = 0 jest liczba:

343
odpowiedz >>>  kratka >>>
4 4 7
A —— B. — ——

7 7 “71
Zadanie 2 (1 pkt.) Rozwigzaniem réwnania (:1:2 - 3)3 = 27 moze by¢ liczba:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.—6 B.6 c.3
Zadanie 3 (1 pkt.) Liczba 4 jest rozwigzaniem réwnania:
odpowiedz >>>  kratka >>>

3 3 z?

A.3+z° =61 B.4z°> —54=0 C.?—4:4
Zadanie 4 (1 pkt.) Jezeli 2° = —512, to:
odpowiedZ >>>  kratka >>>

A.x=—8 B.x =8 Cz=+8

. o oz 8 L

Zadanie 5 (1 pkt.) Rozwigzaniem réwnania 3 + T} = T jest liczba:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. pierwsza, B. parzysta, C. nieparzysta,

Zadanie 6 (1 pkt.) Rozwigzaniami réwnania 2z(z® — 512)(z® + 2)(z® + 8) = 0 sa liczby:

o
|~

D.3z° —64=0

D. naturalna.
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odpowiedz >>>  kratka >>>

A.—2,0, 8

LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

B.—8, 0, 2 c.-2,0,28 D.—2, 0, 2

Zadanie 7 (1 pkt.) Réwnanie (z* — 2)(2z? — 36)(z + 1) = 0 ma:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. piec rozwigzan,

B. trzy rozwiazania, C. cztery rozwigzania, D. siedem rozwigzan.

Zadanie 8 (2 pkt.) Rozwiaz réwnanie 2% — 1022 = 0.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 9 (2 pkt.) Rozwiaz réwnanie (3z + 9)(z* — 10) = 0.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 10 (2 pkt.) Rozwia? rownanie 5z* — 12522 = 0 .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 11 (2 pkt.) Rozwiaz rownanie 62° — 152> — 225z = 0.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 12 (4 pkt.) Rozwiaz réwnanie 2z° + 62> — 12z — 36 = 0.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

1
Zadanie 13 (4 pkt.) Rozwiaz réwnanie (z — 1) (5 z? — 12z + 54) (x* +4)(2® —1728) = 0.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
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Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Podstawowe wiadomosci o ciggach

Autor: Dariusz Kulma

Na poczatek przypomnijmy, czym jest ciag.

DEFINICJA

Ciagiem nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbior liczb naturalnych dodatnich (ciag nieskonczony) lub
skoriczony k- elementowy podzbiér od 1 do k (ciag skoriczony). Mozemy to zapisa¢ symbolicznie: D =N, lub
D={1,2,3,...k}

Wartosci tak zdefiniowanych funkcji nazywamy wyrazami ciggu.

W celu stwierdzenia, czy dane przyporzadkowanie jest ciggiem, nalezy sprawdzic, czy jest ono funkcja oraz jaka
ma dziedzine.

SPOSOBY OKRESLANIA CIAGOW

SPOSOR 1 — wzor ogdlny

Opisuje on zaleznosc podobnie jak przy wzorze funkdji.

PRZYKLAD

a.=n 2= n? —za pomoca tego wzoru mozna od razu obliczy¢ dowolng wartosé, czyli dowolny wyraz
cagu:a, =1+2-1*=2,a,=4+2—-4*=-101id.

SPOSOB 2 — tabelka

Podajgc w jednym wierszu argumenty, wskazujemy wartosci w drugim wierszu.
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PRZYKtAD

Z tabelki odczytujery, ze o, = 3,0, = 4,8, =—10,0, =3, 05, = 12,05 = /2,0, = 0,03 = 0.

SPOSOB 3 — wykres

Ze wzgledu na specyficzng dziedzine ciggu wykres znajduje sie w  lub IV éwiartce ukladu wspdlrzednych, ponad-
to sam wykres skiada sie z pojedynczych kropek.

PRZYKLAD

a,=2n—1 an=%n2_4
ke L] 17‘ll L
16 16
15 . 15
13 L] -
13 L 13
12 12
" - 11
o o
o L] )
L]
[} ]
7 L] T
& [
5 ] §
4 4 [
3 & 3
& 2
i 1 i
IrDlzﬁliﬁli'I'59ICI1‘!11131515tﬁl?13192«|‘)‘;| :‘ﬂi2]lt557l‘!lﬂ1112131ﬂ1516i71ﬂ19m-;r
-1 5
-2 -2 .
-3 -a -
=) 4

SPOSOB 4 — wyliczanie elementow

W nawiasie okraglym podajemy kolejne wartosci. Ten zapis stosujemy, gdy ciag jest skoriczony lub wyrazy ciggu
ukfadaja sie w pewien regularny sposdb.

PRZIYKLAD

Ciag(1,4,10,2,—1,7)

lest to cigg szescioelementowy, pozycja liczby w nawiasie oznacza argument, zatem: a; = 1, o0, = 4, 03 = 10,
g, =2, as=—1,a;=7.

Ciag(1,3,5,7,9,...)
Badajac zaleznosc miedzy kolejnymi wyrazami ciggu, odczytujemy, Ze nastepna liczba bedzie 11, potem 13 itd.

WYZNACZANIE WYRAZOW CIAGOW OKRESLONYCH WZOREM OGOLNYM

Pierwsza umiejetnoscia, ktérg musimy opanowac jest wyznaczanie wskazanego wyrazu ciggu, gdy dany jest wzor ogdélny. Jest to nic innego,

jak wstawienie we wzorze ogolnym w miejsce litery "n" liczby, ktora okre$la numer wyrazu.
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Wyrazy ciagu - przyktady
Obliczanie wyrazu ciagu - zadanie

Spotykamy sie tez z zadaniami, w ktérych jest podana warto$¢ wyrazu i nalezy okresli¢, ktéry wyraz ciggu przyjmuje dang wartosc.

Zobaczmy na przykfadach.

Wyznaczanie numeru wyrazu dla danej wartosci - przyktady

MONOTONICZNOSC CIAGOW

Do omoéwienia monotonicznosci ciagéw wykorzystamy ponizszg grafike oraz plansze ponize;j.

Skoro cigg jest definiowany jako funkcja w dziedzinie N, , to mozemy badac jego monotonicznosc. ‘
Monotonicznosc okreslamy dla ciggow liczbowych (o wyrazach, ktdre s3 liczbami rzeczywistymi).

TWIERDZENIE

Jezeli dla kazdego n £ N, mamy:

» a_ ., > a_,tociagjest rosnacy (tzn. kazdy nastepny wyraz jest wigkszy od poprzedniego)

» o, ., < g, tociagjest malejacy (tzn. kaidy nastepny wyraz jest mniejszy od poprzedniego)

» o, .. = a,,tociagjest niemalejacy (tzn. kazdy nastepny wyraz jest wigkszy lub rowny poprzedniemu)
» g, ., = a,, tociggjest nierosngey (tzn. kaidy nastepny wyraz jest mniejszy lub rowny poprzedniemu)

» o, = a,, tociggjeststaly (tzn, kazdy nastepny wyraz jest rowny poprzedniemu)

Ciag liczbowy spelniajacy ktorykolwiek z powyzszych warunkow nazywamy ciagiem monotonicznym, pozastale
ciggi sg niemonotoniczne.
W praktyce, chcae okreslic monotonicznosé ciggu, badamy znak wyrazeniaa, ., —a

n

Monotonicznos¢ ciagdw - przyktady

Rozwigzmy ponizszy przyktad, zeby sprawdzi¢, jak wykorzystujemy powyzsze zaleznosci w praktyce.

Badanie monotonicznosci ciagu - zadanie
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TEST

Na koniec zrobimy test utrwalajgcy powyzszy materiat.

Moje Testy #43 - Podstawowe wiadomosci o ciagach...
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Aktualnie pracujesz z klasa:
-- wybierz klase -- ¥
Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT
[#43] Podstawowe wiadomosci o ciggach
Zadanie 1 (1 pkt.) Ciag (b,,) jest okreélony wzorem b,, = 1/3n + 19 dlan > 1. Wéwczas:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. b5 = 34/81 B. b1s = /46 C.bi; =8 D. b5 = 16
: _— , (-3)" ,
Zadanie 2 (1 pkt.) Dany jest ciag (b,,) okreslony wzorem b,, = ———— dlan > 1. Wdwczas:
n
odpowiedz >>>  kratka >>>
A.bg =1 B. b3 = 243 C.bg =-1 D. b3 =729
Zadanie 3 (1 pkt.) Ciag (c,, ) jest okreslony wzorem ¢,, = v/4n + 2 dlan > 1. Wéwczas:
odpowiedz >>>  kratka >>>
Acy =9 B.cy = 3\/5 C.cqy = 24/18 D.cy = 9\/5
. . . . n+1 .
Zadanie 4 (1 pkt.) Dany jest ciag (cn) okreslony wzorem ¢,, = W dlan > 1.Wodwczas:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A.c3 = L B.c3 = L C.c3 = L D.c3 = !
.C3 = 16 .63—8 .C3 = 1 .C3—16

Zadanie 5 (1 pkt.) Dany jest ciag (c,, ) okreslony wzorem ¢,, = 2n? + 5n . Wyraz o wartoéci —18 jest:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. dziewigtym wyrazem tego ciaggu, B. pigtym wyrazem tego ciggu,

C. trzecim wyrazem tego ciggu, D. drugim wyrazem tego ciggu.
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2
Zadanie 6 (1 pkt.) Ciag (c,, ) okreslony wzorem ¢,, = — e +3:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. jest staty, B. jest malejacy, C. jest rosnacy, D. nie jest monotoniczny.

Zadanie 7 (1 pkt.) Dany jest ciag (¢, ) , gdzie c1a5 = 225 i c135 = 275 . Wynika z tego, ze ciag (c,, ) moze by¢ okreslony wzorem:
odpowiedZ >>>  kratka >>>

A.c, = —3n+ 100 B.c, = 5n — 400 C.cp, = 4n — 200 D.c, = n+ 400

2n +1

Zadanie 8 (1 pkt.) Dany jest ciag (c,, ) okreslony wzorem ¢, = . Prawda jest, ze wyraz ¢, o ma wartos¢:

odpowied? >>>  kratka >>>

2n —2 3 3n+2 5
A —— . — -
ni2 Bn+2 C. o D.n+2

1 n
Zadanie 9 (1 pkt.) Dany jest ciag (c,,) okreélony wzorem ¢,, = (— §> .Niechz = ¢3, y = ¢4, 2 = ¢y . Wtedy prawda jest, ze:

odpowiedz >>>  kratka >>>

Ay<z<z B.z<y<x Cr<y<z Dx<z<y

Zadanie 10 (2 pkt.) Wykaz, ze ciag (b, ) okreslony wzorem b, = 8n + 12 jest rosnacy.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Ciag arytmetyczny

Autor: Dariusz Kulma

Dwa podstawowe rodzaje ciggéw to ciag arytmetyczny (w ktérym wystepuje réznica ciagu) i geometryczny (w ktorym wystepuje iloraz

ciagu).

Zaczynamy od przypomnienia podstawowych informacji o ciggu arytmetycznym.

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA A

KAPITAL LUDZKI @ ELITMAT | laboratorium EUROPEJSKI [NRSS

CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FIRMA EDUKACYJNO-WYDAWNICZA motemofyczne FUNDUSZ SPOLECZNY s 114



laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

CIAG ARYTMETYCZNY

CECHA CHARAKTERYSTYCZNA  Giag liczb jest arytmetyczny,

gdy kazdy nastepny wyraz powstaje
przez dodanie do poprzedniego stalej
liczby (r).

PRZYKLAD 2,5,8,11,14,17 ...
Pierwszy wyraz cigguto a; = 2
Réinica cigguto r=3

NAJWAZNIEJSZE WZORY

WZOR NA WYRAZ OGOLNY a,=a,+(n—1)r

CIAGU
WZOR NA SUME n o +a,
POCZATKOWYCH WYRAZOW =

ZALEZNOSC MIEDZY
KOLEJNYMI WYRAZAMI

r:"r1'—1_i_ﬂ'n'+1

. a.—
SREDNIE i 2
srednia arytmetyczna

Na poczatku bedzie nas interesowata przede wszystkim zaleznosé pomigdzy kolejnymi wyrazami ciggu. Korzystamy z niej przy

wyznaczaniu wyrazow ciggu.

W ponizszej planszy jest 6 przyktadéw. Zauwaz, ze znajac dwa wyrazy ciggu, mozemy wyznaczy¢ wartos¢ dowolnego wyrazu. Mozemy
postuzy¢ sie jedna z dwdch przedstawionych w planszy metod. Czasami mozna korzystac¢ z pierwszej, a czasami z drugiej metody w

zaleznosci od danych.

METODA 1 — jest to sposab uniwersalny, ktory moze by¢ wykorzystywany niezaleznie od tego, czy wyrazy ciggu
okreslone s3 konkretnymi liczbami, czy wyrazeniami arytmetycznymi.

METODA 2 — jest to krotszy sposob rozwigzania, ale moze by¢ wykorzystywany tylko wtedy, gdy dane wyrazy
ciggu okreslone s3 konkretnymi liczbami, a nie wyrazeniami algebraicznymi, co pozwala na obliczenie roznicy r.

Obliczanie brakujacych wyrazow ciagu arytmetycznego - przyktady
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Zrobmy trzy zadania, zeby przeéwiczyc¢ te umiejetnosci.

f Obliczanie wyrazow ciagu arytmetycznego - zadanie 1
Obliczanie wyrazéw ciagu arytmetycznego - zadanie 2

Obliczanie wyrazéw ciagu arytmetycznego - zadanie 3

DA

Teraz przejdziemy do wyznaczania podstawowych parametrow ciggu arytmetycznego, korzystajgc z wtasnosci tego ciggu.

Zaczniemy od zadan, w ktérych mamy wyznaczy¢ pierwszy wyraz, réznice oraz wzor ogoélny ciggu - zrobmy trzy zadania.

Wyznaczanie najwazniejszych parametréw ciagu arytmetycznego - zadanie 1
Wyznaczanie najwazniejszych parametrow ciagu arytmetycznego - zadanie 2

Wyznaczanie najwazniejszych parametréw ciagu arytmetycznego - zadanie 3

N

W kolejnym zadaniu mamy wyznaczy¢ dwa wyrazy ciggu, korzystajgc z zaleznosci pomiedzy wyrazami ciggu.

Obliczanie réznicy i pierwszego wyrazu ciagu arytmetycznego, gdy dane sa dwa wyrazy - przyktady

ZASTOSOWANIE WZORU NA SUME n POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU

Na poczatek przypomnijmy wzor.

DEFINICJA

Jezeli (a,) jest ciggiem arytmetycznym, to suma n poczatkowych wyrazow tego ciggu (czyli n-ty wyraz ciggu sum
czesciowych) wyraza sie wzorem:

a,ta
S, = 12 n'ﬂ

n

dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n.
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Wykonajmy najpierw cztery przyktady z planszy, a nastepnie jeszcze dwa zadania z wykorzystaniem tego wzoru.

Obliczanie sumy n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego - przyktady
Wykorzystanie wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego - zadanie 1

f Wykorzystanie wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego - zadanie 2

NE

TEST

Moje Testy #45 - Ciag arytmetyczny...
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Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT

TEST

[#45] Ciag arytmetyczny

1
Zadanie 1 (1 pkt.) W ciggu arytmetycznym (cn) okreslonym wzorem ¢,, = 3 n — 1dlan > 1 réznica ciggu jest réwna:

odpowiedz >>>  kratka >>>

1 1
== B.2 C.—2 .=
A 2 b 2
Zadanie 2 (1 pkt.) W ciggu arytmetycznym drugi wyraz jest réwny —2 , a siédmy 6 . Rdznica tego ciggu to:
odpowied? >>>  kratka >>>
A.—4 B.2 C.6 D.4
Zadanie 3 (1 pkt.) W ciagu arytmetycznym (c,,) danesa: c3 = 17icg = 29 . Wtedy c; jest réwny:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A.13 B.5 C.9 D. 12
Zadanie 4 (1 pkt.) Ciag (36; 28; = + 6) jest arytmetyczny. Wtedy:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A.x =21 B.x =14 C.x=12 D.z =16
Zadanie 5 (2 pkt.) Dane sg kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego x — 5; 4x; = + 3 . Obliczx .
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
Zadanie 6 (1 pkt.) Dany jest ciag arytmetyczny (c,, ) okre$lony wzorem ¢,, = —4n + 2. Suma o$miu poczatkowych wyrazéw tego ciagu wynosi:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A 27 B.2° c.-27 D. —26
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Zadanie 7 (1 pkt.) W ciagu arytmetycznym (c,,) , okreslonym dlan > 1, dane s3 dwa wyrazy: ¢; = 24 i¢cg = 30 . Suma szesciu poczatkowych
wyrazow tego ciggu jest rowna:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 128 B. 135 C. 155 D. 180

Zadanie 8 (1 pkt.) Liczby 8, 6, 4 w podanej kolejnosci sa pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu arytmetycznego (c,,) . Suma dziesigciu
poczatkowych wyrazéw tego ciggu wynosi:

odpowied? >>>  kratka >>>

A. —100 B. 20 Cc.—20 D.—-10

Zadanie 9 (1 pkt.)Suma 3 4+ 6 + 12 + ... + 192 wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. —381 B.213 C.—213 D. 381

Zadanie 10 (1 pkt.) Suma szeéciu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego wynosi —15 , a szdsty wyraz tego ciggu ma wartosé —15 .
Wtedy:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.cpt =0 B.c; =10 C.cgt=5 D.c1 = —5

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Ciag geometryczny

Autor: Dariusz Kulma

Dwa podstawowe rodzaje ciggéw to ciag arytmetyczny (w ktérym wystepuje réznica ciagu) i geometryczny (w ktorym wystepuje iloraz

ciagu).

Zaczynamy od przypomnienia podstawowych informacji o ciggu geometrycznym.
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CIAG GEOMETRYCZNY

CECHA CHARAKTERYSTYCZNA  Ciag liczb jest geometryczny,
gdy kazdy nastepny wyraz powstaje
przez pomnozenie poprzedniego przez
stalg liczbe (g).

PRZYKLAD 2,6,18,54, 162, 486 ...
Pierwszy wyraz cigguto a; = 2

lloraz cigguto g = 3

NAJWAZNIEJSZE WZORY

WZOR NA WYRAZ OGOLNY

——, - n_l
CIAGU %919
1—g"°
: 5 — -a. dl 1
WZOR NA SUME n gy R

POCZATKOWYCH WYRAZOW 5 =p-q, dla g =1 (ciag staly)

On+1 _ Gnt3 _

o = ... =q dlaciggu
ZALEZNOSC MIEDZY @ n+1
KOLEJNYMI WYRAZAMI geometrycznego o niezerowych
wyrazach
SREDNIE srednia geometryczna

dla nieujernnych wyrazéw ciggu

Na poczatku bedzie nas interesowata przede wszystkim zaleznos¢é pomigdzy kolejnymi wyrazami ciggu. Korzystamy z niej przy

wyznaczaniu wyrazow ciggu.

W ponizszej planszy jest 6 przyktadéw. Zauwaz, ze znajgc dwa wyrazy ciggu, mozemy wyznaczy¢ wartos¢ dowolnego wyrazu. Mozemy
postuzy¢ sie jedna z dwdch przedstawionych w planszy metod. Czasami mozna korzystac¢ z pierwszej, a czasami z drugiej metody w

zaleznosci od danych.

METODA 1 — podobnie jak w przypadku ciggow arytmetycznych jest to sposob uniwersalny, ktéry moze byc
wykorzystywany niezaleznie od tego, czy wyrazy ciggu okreslone sg konkretnymi liczbami, czy wyrazeniami aryt-
metycznymi.

METODA 2 — podobnie jak w przypadku ciggow arytmetycznych, jest to krotszy sposob rozwigzania, ale moze
by¢ wykorzystywany tylko wtedy, gdy dane wyrazy ciggu okreslone s3 konkretnymi liczbami, a nie wyrazeniami
algebraicznymi, co pozwala na obliczenie ilorazu g.

Obliczanie brakujacych wyrazéw ciagu geometrycznego - przyktady

Zrébmy dwa zadania, zeby przeéwiczy¢ te umiejetnosci.

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA

KAPITAL LUDZKI @ laboratorium o RoPE ISk
i CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJAL w E!?.:;I:!:m.ﬁ‘:!: matematyczne FUNDUSZ SPOLECZNY 121




laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

matematyczne

Obliczanie wyrazéw ciagu geometrycznego - zadanie 1

Obliczanie wyrazéw ciagu geometrycznego - zadanie 2

-

Teraz przejdziemy do wyznaczania podstawowych parametréw ciggu arytmetycznego, korzystajgc z wtasnosci tego ciggu.

Zaczniemy od zadan, w ktérych mamy wyznaczy¢ pierwszy wyraz, iloraz ciggu oraz wzér ogolny ciggu - zrobmy trzy zadania.

Wyznaczanie najwazniejszych parametréw ciagu geometrycznego - zadanie 1

Wyznaczanie najwazniejszych parametréw ciaggu geometrycznego - zadanie 2

EEE

Wyznaczanie najwazniejszych parametrow ciagu geometrycznego - zadanie 3

W kolejnym zadaniu mamy wyznaczy¢ dwa wyrazy ciagu, korzystajgc z zaleznosci pomiedzy wyrazami ciggu.

Obliczanie ilorazu i pierwszego wyrazu ciagu geometrycznego, gdy dane sa dwa wyrazy

ZASTOSOWANIE WZORU NA SUME n POCZATKOWYCH WYRAZOW CIAGU

Na poczatek przypomnijmy wzor.

DEFINICJA

Jezeli (a,,) jest ciggiem geometrycznym, to suma n poczatkowych wyrazow tego ciggu (czyli n-ty wyraz ciggu sum
czesciowych) wyraza sie wzorem:

1_ n
s = ﬁ a, dla g # 1 i dowolnej liczby naturalnej dodatniej n

n
n-a, dla g = 1 i dowolnej liczby naturalnej dodatniej n

Wykonajmy najpierw cztery przyktady z planszy, a nastepnie jeszcze jedno zadanie z wykorzystaniem tego wzoru.
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Obliczanie sumy n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego - przyktady

Wykorzystanie wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciaggu geometrycznego - zadanie 1

~

TEST

Moje Testy #46 - Ciag geometryczny...
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TEST

[#46] Ciag geometryczny

n—2
Zadanie 1 (1 pkt.) Nieskoriczony ciag geometryczny (c,,) jest okreslony wzorem ¢,, = 2 - (§> ,dlan > 1.lloraz tego ciggu wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.371 B. 3! c3? D.337

Zadanie 2 (1 pkt.) W malejacym ciagu geometrycznym (c,,) dane sa: ¢; = 24 ic3 = 6 . Wtedy ¢ réwny jest:
odpowiedz >>>  kratka >>>

1

A —
2

B.3 C.

| o
o
|

2 .
¢, — | . Wowczas:

8
Zadanie 3 (1 pkt.) Dany jest malejacy cigg geometryczny ( 3

5 )

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.c=— 8074 CC*—S D.c=—
e=-3 =3 e=—3 .c=

Zadanie 4 (2 pkt.) Liczby 144, z, 6 sg odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem malejacego ciggu geometrycznego. Oblicz szdsty

wyraz tego ciggu.
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 5 (2 pkt.) Ciag (8; ; 28) jest arytmetyczny, a ciag (y, x, 12, z) jest geometryczny. Obliczz, y, 2.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 6 (1 pkt.) W ciggu geometrycznym (c,,) , okreslonymdlan > 1, wyraz ¢c; = 4, natomiast iloraz ¢ = —1 . Suma pigtnastu

poczatkowych wyrazéw tego ciggu jest réwna:
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odpowiedz >>>  kratka >>>

A.4 B.15 Cc.—15 D.—4

Zadanie 7 (1 pkt.) Dany jest ciag geometryczny (c,, ) okreslony wzorem ¢,, = 4™ suma czterech poczatkowych wyrazéw tego ciggu wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 1494 B. 1360 C. 945 D. 2620

Zadanie 8 (1 pkt.) Liczby 5, 10, 20 w podanej kolejnosci sg pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu geometrycznego (c,,) . Suma pigciu
poczatkowych wyrazéw tego ciggu wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 200 B. —155 C.—200 D. 155

. 2\"
Zadanie 9 (1 pkt.) Dany jest cigg geometryczny (c,, ) okre$lony wzorem ¢,, = <§> . Suma czterech poczatkowych wyrazéw tego ciggu

Wynosi:
odpowiedz >>>  kratka >>>
a2 p.— 10 ¢ B p. 130
27 81 54 81

1
Zadanie 10 (1 pkt.) Dany jest skoriczony ciag geometryczny (¢, ) , w ktérym ey = 5, g = 3 in = 8 .Wynika z tego, ze:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. S5 = 10,5 B. S5 = 10,2 C.Ss = —10,2 D. Ss = 10,4

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Ciag Fibonacciego czyli o ztotej proporcji

Autor: Dariusz Kulma
WSTEP

Jednym z matematykéw, ktéry zajmowat sie ztotg liczba byt Leonardo Pisano Fibonacciego, ktéry zyt w latach ok. 1175 - 1250 n.e. Co
ciekawe, nazwisko jest tak naprawde przydomkiem, poniewaz Fibonacci znaczy po prosty "syn Bonacciego". Warto doda¢, ze Fibonacci byt

gorgcym zwolennikiem wprowadzenia arabskiego zapisu liczbowego.

KROLIKI A ODKRYCIA MATEMATYCZNE

Fibonacci w 1202 roku wydat ksigzke Liber Abaci (Ksiega Abaku). W ksigzce poruszone sg tematy podzielnosci, teorii liczb, symbolika
matematyczna, ale rowniez zasady ksiggowania, reguty zyskow i strat czy wymiany pieniedzy. Jednak najstynniejszym zadaniem stato sie

zadanie o krélikach. Oto ono:

lle par krolikow bedziemy mieli na koncu roku, jesli zaczniemy w styczniu z jedng parg krolikow, ta w kazdym nastepnym miesigcu, poczynajgc

od marca, wyda na Swiat kolejng pare krolikow i z kazdej pary urodzg sie kolejne pary po dwdch miesigcach od narodzin?

Jako przesigbiorca i finansista, zamie$cit swoje obliczenia w tabeli. Okazalo sie, ze taczna liczba krolikéw w poszczegdinych miesigcach

tworzyta zadziwiajacy ciag liczb. Kolejne liczby byly sumg dwdch poprzednich! Zobacz takg tabelg z danymi.
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MIESIAC POKOLENIE 1 | POKOLENIE 2 | POKOLENIE 3 | POKOLENIE 4 | POKOLENIE 5 | POKOLENIE 6 | RAZEM
STYCZEN 1 . 1
LUTY 1 1
MARZEC 1 1 2
KWIECIEN 1 2 3
MAJ 1 3 1 5
CZERWIEC 1 4 3 8
LIPIEC 1 5 6 1 13
SIERPIEN 1 6 10 4 ... 21
WRZESIEN 1 7 15 10 1 34
PAZDZIERNIK 1 8 21 20 5 ... 55
LISTOPAD 1 9 28 35 15 1 89
GRUDZIEN 1 10 36 56 35 | 6 144

Liczby 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,... mozna tworzy¢ w nieskonczonos$c¢. Taki cigg nazywamy ciggiem rekurencyjnym - kazdy

kolejny wyraz zalezny jest od poprzednich.

NIESKONCZENIE ZLOTY CIAG

Ciag Fibonacciego jest wrecz nibywale powigzane ze ztotg liczbg. Dzielac kolejne wyrazy tego ciggu przez wyraz poprzedni, otrzymujemy

liczby coraz blizsze liczbie zlotej ¢ (patrz tabela ponizej). Juz dzielgc wyraz trzynasty przez dwunasty mamy btgd rzedu 0.00002. Granica

ciagu Fibonacciego jest wiec ztota liczba.

WYRAZ CIAGU | a.n+1/an | ROZNICA MIEDZY LICZBA ¢
1 1 0.6180339887
1 2 0.3819660113
D 15 0.1180339887
3 1.6666666667 | 0.0486326779
5 1.6 0.0180339887
8 1.625 0.0069660113
13 1.6153846154 | 0.0026493734
D1 1.619047619 | 0.0010136303
34 1.6176470588 | 0.0003869299
55 1.6181818182 | 0.0001478294
89 1.6179775281 | 0.0000564607
144 1.6180555556 | 0.0000215668

CIAG FIBONACCIEGO W PRZYRODZIE

Co zadziwiajgce cigg Fibonacciego mozna odnalez¢ w wielu aspektach w przyrodzie. Chociazby ilo$¢ kolejnych pedéw czy gatezi drzew albo

ptatkéw liscia tworzy ten specyficzny ciag.
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CIAG FIBONACCIEGO

Ciag nazwany od mojego nazwiska
ciggiem Fibonacciego,
wystepuje w naturze i nazywany
jest spiralng filotaksja.

o 1-2lata

matematyczne

ZtOTY PROSTOKAT | SPIRALA FIBONACCIEGO

Niezwykle ciekawg zaleznoscig jest spirala Fibonacciego, ktéra ma bezposredni zwigzek ze ztotym postokatem, czyli takim, ktérego

stosunek diugosci do szerokosci jest w ztotym podziale.

W ztotym prostokacie, to gdy zaczniemy rysowac tuki o dlugosci promienia, ktdry jest kolejnym wyrazem ciggu Fibonacciego, to otrzymamy

spirale.

Zobaczmy animacje, postugujac sie ponizsza plansza.

Graficzna interpretacja ciggu Fibonacciego

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA

KAPITAt LUDZKI @ ELITIM\AT | laboratorium EUROPEJSKI

CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FIRMA EDUKACY.JNO-WYDAWNICZA matematyczne FUNDUSZ SPOLECZNY

128




laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

Mo @@ @«

r=l

Spirala Fibonacciego

Dariusz Kulma - Matematyka innego wymiaru, 10 Grudzien 2012, Utworzony z GeoGebra
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Funkcje trygonometryczne w trojkgcie prostokgtnym

Autor: Dariusz Kulma

OBLICZANIE WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH Z DEFINICJI

Zaczniemy od powtorzenia, jak liczymy poszczegdlne wartosci funkcji trygonometrycznych w trojkacie prostokatnym.

Przypomnijmy rowniez, ze przeciwprostokatna to bok lezacy naprzeciwko kata prostego w trojkacie, a przyprostokatne to boki, pomiedzy

ktorymi znajduje sie kat prosty w tréjkacie.

€ — przeciwprostokatna
a — przyprostokatna
przeciwlegta do kata a

I( a

b — przyprostokatna przeciwlegta do kata p
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DEFINICJE

Sinusem kata ostrego @ w trojkgcie prostokgtnym nazywamy sto-
sunek dlugosci przyprostokatnej przeciwleglej do kata @ do dlugosci
przeciwprostokgtnej. N

i d
sSinc = —
c

B
>

Cosinusem kata ostrego @ w trojkacie prostokgtnym nazywamy sto- coscy = E
sunek diugosci przyprostokatne] przyleglej do kata ¢ do dlugosc
przeciwprostokgtnej.

Tangensem kata ostrego ¢ w trojkacie prostokgtnym nazywamy sto-
sunek diugosci przyprostokgtne] przeciwlegle] do kata ¢ do diugosci
przyprostokatnej przyleglej do kata « . a

tga =

oW

Zrobmy dwa zadania, zeby utrwali¢ poszczegdlne funkcje trygonometryczne.

Odczytywanie funkcji trygonometrycznych w tréjkacie - przyktady

B

Obliczanie funkcji trygonometrycznych w troéjkacie - przyktady

WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH DLA KATOW 30°, 45°, 60°

Najczesciej w zadaniach poszukujemy katow prostokagtnych, w ktdrych wystepujg katy 30°, 45° lub 60°. Przypomnijmy wartosci funkgji dla tych
wybranych katow.
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PODSUMOWANIE

Zrébmy dwa zadania.

Dziatania z wykorzystaniem wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw mniejszych niz 90 stopni - przyktady

Wyznaczanie katéw za pomoca funkcji trygonometrycznych - przyktady

WYZNACZANIE WARTOSCI POZOSTALYCH FUNKCJI
TRYGONOMETRYCZNYCH, GDY DANA JEST WARTOSC JEDNEJ Z FUNKCJI

Jezeli znamy warto$c¢ funkcji sinus lub cosinus dowolnego kata ostrego, to mozemy obliczy¢ wartosci pozostatych funkgji, postugujac sie jedng

z trzech metod.

SPOSOB 1 — z wykorzystaniem jedynki trygonometrycznej

SPOSOB 2 — z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa

SPOSOB 3 — z wykorzystaniem tréjek pitagorejskich

Wykorzystamy ponizszg plansze.

Wyznaczanie warto$ci pozostatych funkcji trygonometrycznych, gdy podany jest sinus lub cosinus - wstep
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matematyczne

Wykonajmy kilka przyktadéw dla przeéwiczenia.

Wyznaczanie pozostatych wartosci funkcji trygonometrycznych z wykorzystaniem wzoréw - przyktady
Obliczanie wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych - przyktady

Obliczanie wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych 2 - przyktady

ST

TEST

Moje Testy #47 - Funkcje trygonometryczne w tréjkacie prostokatnym...
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Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE ¥ Elitmat Nauczyciel
wyloguj O
Aktualnie pracujesz z klasa:
-- wybierz klasg -- ¥
Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT
[#47] Funkcje trygonometryczne w trojkacie prostokgtnym
Zadanie 1 (1 pkt.) Dany jest tréjkat prostokatny (zobacz rysunek). Kat a ma warto$é:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. 85° B. 30° C. 45° D. 60°
Zadanie 2 (1 pkt.) Dany jest tréjkat prostokatny (zobacz rysunek), gdzie cos o = -5 Wynika z tego, ze:
odpowiedz >>>  kratka >>> A 0
A JAC| =43 B.|AC| =6 C.|]AC| =23
D.|AC| =10 6
B
Zadanie 3 (1 pkt.) Jezeli o = 45° , to wyrazenie sin a + cos & ma warto$¢:
odpowied? >>>  kratka >>>
A.0 B. /2 c1 D. —2/2

24
Zadanie 4 (1 pkt.) Kat o jest katem ostrym i cos o = 5 Wtedy:

odpowied? >>>  kratka >>>

A si T ¢ 25 B. i 25 ¢ 25
. 1na72—50raz gafT . 1na770raz gafﬁ
C.sina = 7 oraz tga = D.sina = 7 oraztga =

o= gy orariea = op PSIme= g oraztea = o

. 5 .
Zadanie 5 (1 pkt.) Dany jest kat ostry ac i cos @ = 9 Wartos¢ wyrazenia sina—1 jest rowna:
odpowiedz >>>  kratka >>>
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2 9 2
" 81 " 13 T8l

. o . . 5 l+sina | .
Zadanie 6 (1 pkt.) Jezeli kat a jest katem ostrym i tgae = — , to ————— rdéwna sig:
12 1 —-sina
odpowied? >>>  kratka >>>
A. 1,75 B.2,75 C.2,25

. . 3
Zadanie 7 (1 pkt.) Kat « jest katem ostrym i sina = 7 Wtedy cos a jest réwny:

odpowiedz >>>  kratka >>>

7 140
A — . — C.
40 y 7

8|~
=]

. . 5 sin a
Zadanie 8 (2 pkt.) Kat « jest katem ostrym oraz sin @ = — . Oblicz warto$¢ wyrazenia ———
8 1+ cosa
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
: . : V2o oo tgla+2
Zadanie 9 (2 pkt.) Kat « jest ostry oraz sina = vk Oblicz warto$¢ wyrazenia —— .
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

: . : Ve oo tga—1
Zadanie 10 (2 pkt.) Kat o jest ostry oraz sinaw = T . Oblicz wartos¢ wyrazenia .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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>

laboratorium
matematyczne

Strona gtéwna O NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel

wyloguj (D

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Wartosci funkcji trygonometrycznych dla kgtéw powyzej 90 stopni

Autor: Dariusz Kulma

Wczesniej zajmowalismy sie funkcjami trygonometrycznymi w tréjkacie prostokatnym, a teraz przejdziemy do funkcji trygonometrycznych dla

katow o miarach od 0 stopni do 180 stopni.

Przypomnijmy, jak okreslamy funkcje trygonometryczne dla takich katéw.
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W celu akreslenia funkgji trygonometrycznych dla katow od 0° do 180° umieszczamy kat w ukltadzie wspéirzed-
nych w nastepujacy sposob:

P wierzchotek kata znajduje sie w poczatku uktadu wspotrzednych (0; 0),

P jedno ramie kata (tzw. ramie poczatkowe) pokrywa sie z dodatnig polosia x,

P drugie ramie kata (fzw. ramie koricowe lub wodzace) to potprosta zaczepiona w poczatku uktadu wspétrzed-
nych. Miare kata obliczamy od pierwszego ramienia do drugiego ramienia przeciwnie do ruchu wskazowek
zegara. Dla rozwazanych katow od 0° do 180° ramie drugie moze znajdowac sie w | lub Il ¢wiartce uktadu
wspotrzednych lub na odpowiednich potosiach.

@ — kgt ostry & — kgt rozwarty
¥ ¥

(=]
-
x
=
=5
S
=2
-
=

Aby okresli¢ wartos¢ funkcji trygonometrycznych kata ¢(0° < @ < 180°), wybieramy na ramieniu wodzacym
dowolny punkt P razny od punktu O(0; 0), taki, ze P(xy,; yp).

A ¥
P( X[:; yp) """""" ‘!"rj
T 7P (xai¥p)
T : T
) ! ' “1.\‘-.
(e} ¥y :.- X L] x-

r=|or|= v/;x:—l- y;— promieri wodzacy punktu P
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Sinusem kata & nazywamy stosunek rzednej dowolnego punktu (réznego din = 5:_13
od punktu 0) lezgcego na ramieniu wodzgcym kata do promienia wodzacego

tego punktu.

Cosinusem kata @ nazywamy stosunek odcietej dowolnego punktu (réznego cosa = )‘r_ﬂ
od punktu O) lezacego na ramieniu wodzacym kata do promienia wodzacego

tego punktu.

Tangensem kata @ nazywamy stosunek rzednej dowolnego punktu (réznego tga = Yo
od punktu O) lezacego na ramieniu wodzgcym kata do odcietej tego punktu, P

przy zatozeniu, 7e jest ona rozna od zera.

PODSUMOWANIE

1 0 -1

0 nie istnieje 0

WYZNACZANIE WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH DLA KATOW
POWYZEJ 90°

worfo wiedzied ...

Do obliczania funkgji trygonometrycznych kgtow wiekszych z przedziatu (90°; 180" ) wystarczy nam umiejetnosé
przedstawiania tych katéw w postaci: 180" — @ oraz wiedza o tym, jaki znak przyjmujg poszczegélne funkcje try-
gonometryczne w drugiej ¢wiartce ukladu wspotrzednych.

Przypomnijmy wiec wzory redukcyjne oraz znaki funkcji w drugiej ¢wiartce.
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WZORY REDUKCY]NE &

COSs ¢ cosa sing
sin @ —sina —Ccos &
ctga —ctg @ —tg @

Tabelke ze znakami funkcji
mozna zapamietac,
odwolujac sie do wierszyka:

I I T YA

+

W pierwszej éwiartce
same plusy,

+

+ = - +

- _ 5 _ w drugie] tylko sinus,
+

w trzeciej
_ + - tangens i cotangens,
a w czwartej cosinus”.

W praktyce wigc korzystamy z trzech wzoréw:

sin(180° —a) =sina
cos(180° —a@)=—cosa
tg(180° —a) =—tga

Przejdzmy do zadan. Na poczatek zrobimy kilka przyktadéw z pierwszej planszy, a nastepnie jeszcze jedno zadanie, w ktérym nalezy obliczy¢

warto$¢ wyrazen.

Wartosci funkcji trygonometrycznych z przedziatu 90 -180 stopni

Dziatania z wykorzystaniem wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw wigekszych od 90 stopni a mniejszych niz 180 stopni - przyktady

TEST
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Moje Testy #48 - Wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow powyzej 90 stopni...
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>
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matematyczne
Strona gtéwna o NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj (D
Aktualnie pracujesz z klasa:
-- wybierz klase -- ¥
Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT
[#48] Wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw powyzej 90 stopni
Zadanie 1 (1 pkt.) Warto$¢ tg120° wynosi:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A3 B.—1 c.—/3 D. ?
Zadanie 2 (1 pkt.) Liczba sin 150° wynosi:
odpowiedz >>>  kratka >>>
1 V2 V3
A = _ye c1 Ve
2 B—= D.
Zadanie 3 (1 pkt.) Liczba sin 135° jest réwna liczbie:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. tg 30° B. sin 60° C. cos45° D. cos 30°
. ) » ~ cos1h0°
Zadanie 4 (2 pkt.) Oblicz wartoé¢ wyrazenia ————— .
2tg? 135°
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
Zadanie 5 (2 pkt.) Oblicz warto$¢ wyrazenia sin 150° - tg45° — sin45° - tg150° .
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
Zadanie 6 (1 pkt.) Warto$¢ tg150° wynosi:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A g B.v3 Cc.— ? D.—-1

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

KAPITAL LUDZKI (@ ELITMAT llaboratorium "M N
CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FIRMA EDUKACYJNO-WYDAWNICZA motemofyczne FUNDUSZ SPOLECZNY RIS 141



laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

Zadanie 7 (1 pkt.) Warto$¢ sin 135° wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

2 V3
Al B. — £ C.—
2 2
Zadanie 8 (1 pkt.) Liczba sin 120° jest réwna liczbie:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. cos 30° B. tg60° C. cos45°

3tg2120°

Zadanie 9 (2 pkt.) Oblicz warto$¢ wyrazenia —————— .
2 cos? 135

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 10 (2 pkt.) Oblicz warto$¢ wyrazenia tg135° cos 60° + tg60° cos 135° .

pokaz odpowied? >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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>
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matematyczne
Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O
Aktualnie pracujesz z klasa:
-- wybierz klase -- ¥
Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje
Zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi
Autor: Dariusz Kulma
Pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi dla tego samego kata zachodzg nastepujgce zwigzki.
Dla dowolnego kata ostrego @ prawdziwe sg réwnosci: sin@=cos(90° —a) cosa=sin(90" —a)
tga =1—n tga-tg(90° —a)=1
tg(20° — )
Rownosci te nazywamy wzorami redukecyjnymi.
Toisamoéé sin‘a +cosa =1 nazywamy jedynka trygonometryczna.
lest ona prawdziwa dla kazdego kata 0° = o = 180°.
: : o _ sina 5 __cosa
Dla dowolnego kata ostrego @ prawdziwe sa rownosci: e =cosa tg(90° —a) = Siner

Zobaczmy, jak wzory stosujemy w praktyce na podstawie czterech przyktaddw z ponizszej planszy. Nastepnie zrobmy dwa kolejne zadania.

f Wykorzystanie zaleznosci trygonometrycznych - przyktady
Zadanie na wykorzystanie wtasnosci trygonometrycznych 1

f Zadanie na wykorzystanie wtasnosci trygonometrycznych 2

A

A teraz dwa zadania nieco trudniejsze, ale na poczatek przypomnijmy, czym jest tozsamos$¢ trygonometryczna.
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Tozsamoscia trygonometryczng nazywamy rownosé dwoch wyrazen zbudowanych ze zwigzkéw trygonome-
trycznych prawdziwa dla wszystkich zmiennych z dziedziny.

Tozsamos$¢ trygonometryczna 4
Tozsamos$¢ trygonometryczna 3

TEST

Moje Testy #49 - Zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi...

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA A

KAPITAL LUDZKI @ ELITMAT | laboratorium EUROPEJSKI [N

CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FIRMA EDUKACYJNO-WYDAWNICZA motemofyczne FUNDUSZ SPOLECZNY * A 144



laboratorium
matematyczne

>

laboratorium
matematyczne

&

Strona gtéwna

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥

« POWROT

Materiaty » BelferBOX » Moje Testy

TEST

[#49] Zalezno$ci miedzy funkcjami trygonometrycznymi

NARZEDZIA POMOCNICZE v

. . . .. sin? 1—sin?a .
Zadanie 1 (1 pkt.) Jezeli kat o jest ostry, to wyrazenie — jest rowne:
—cos? a cos? o
odpowiedz >>>  kratka >>>
A.0 B.1 C.2

4
Zadanie 2 (1 pkt.) Jezeli a jest katem ostrym oraz tg o = g , to wartos¢ wyrazenia

odpowiedZ >>>  kratka >>>
A 2 B 3
T "4

3sina — 4cosa

g}
~| o

sin? 49° + cos® 49° — cos 60°

Zadanie 3 (1 pkt.) Warto$¢ wyrazenia

sin? 90°
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. — l B. l
2 4

cos? 65° + sin” 65° — 3

jest rowna:

Zadanie 4 (1 pkt.) Warto$¢ wyrazenia

odpowiedz >>>  kratka >>>

A —1 B.0

sin? 18° 4 cos? 18° + 1

jest réwna:

c.1

Zadanie 5 (1 pkt.) Kat « jest katem ostrym oraz sin 29° = cos a . Wtedy miara kata o wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.29° B.71°
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wyloguj (D

D. 2sin’ «

jest réwna:

w| =

D.2

D.61°
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Zadanie 6 (1 pkt.) Wyrazenie /4tg 50°tg 40° jest réwne:

odpowiedZ >>>  kratka >>>

A2 B.1 C. g D.2
Zadanie 7 (1 pkt.) Dana jest liczba @ = cos 110° cos 70° — sin 70° sin 110° . Wtedy a® :
odpowiedz >>>  kratka >>>

A —1 B.—4 Cc.9 D.1

2 cos? 38° + 2 cos? 52°

Zadanie 8 (2 pkt.) Oblicz bez uzycia tablic trygonometrycznych warto$¢ wyrazenia
(2 pkt.) Y ryg yczny y 1242’ tgds° 1 4

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

. . . 1 . 3sina+cosa
Zadanie 9 (2 pkt.) Kat « jest katem ostrym i tgae = — . Oblicz — M — .
3 cosa — 6sina

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 10 (4 pkt.) Kat « jest ostry i +

5 = 81 . Oblicz warto$¢ wyrazenia sin a cos a .
cos“ ¢ sin” «

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Wykorzystanie tablic trygonometrycznych

Autor: Dariusz Kulma

ODCZYTYWANIE PRZYBLIZONYCH WARTOSCI FUNKCJI
TRYGONOMETRYCZNYCH Z TABLIC

Aby poda¢ wartosci funkcji trygonometrycznych katéw o miarach od 0° do 90°, korzystamy z tablic wartosci tych funkdji

Mozemy réwniez wykorzystac tablice, ktére opracowane sg w formie planszy interaktywne;.

Tablice trygonometryczne

Mozna zaobserwowac, ze w kolejnych wierszach tablic trygonometrycznych zachodza réwnosci: sinQ” = cos 907,
sin1’ = cos89°, sin2” = cos88°, sin3” =cos87, itd. Wynika z tego, Ze istnieje zaleznos¢ miedzy sinusem
a cosinusem, kt6ra zapisujemy w postaci sin @ = cos(90° — a ).

Skorzystajmy wiec z tablic, aby zrobi¢ pierwsze zadanie.

Odczytywanie wartosci z tablic trygonometrycznych - przyktady

Umiejetno$¢ odczytywania wartosci funkcji trygonometrycznych dla konkretnych miar katéw jest bardzo istotna i czesto niezbedna w

zadaniach praktycznych, jak np. te ponize;.

Zadanie praktyczne z wykorzystaniem funkcji trygonometrycznych

ZAD. Kolejka linowa wjeidia na gorskiszczyt pod katem 32°, ajejdlugosé wynosi 1200 m. Dolna stacja kolejki znajduje sie na wysokosci
850 m, a gdrna na szczycie. Oblicz, na jakiej wysokosci znajduje sie gérna stacja kolejki.

ZAD. Paralotnia po starcie przebyta w linii prostej odleglos¢ 5 km, lecgc pod katem 26°. Oblicz, ile metrow nad powierzchnig ziemi
znajdowala sie wtedy paralotnia.
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matematyczne

OBLICZANIE MIARY KATA OSTREGO, DLA KTOREJ FUNKCJA
TRYGONOMETRYCZNA PRZYJMUJE DANA WARTOSC

Jest to kolejna umiejetno$¢ zwigzana z odczytywaniem wartosci z tablic trygonometrycznych, z tym, ze teraz mamy sytuacje odwrotng, czyli

mamy podang wartosci funkgji, ktérg musimy odszukac¢ w tablicach i odczyta¢ miare kata, ktéremu odpowiada dana wartos¢.

Gdy dana wartos¢ jest w tablicach, to sytuacja jest dos¢ tatwa, ale co zrobi¢, gdy w tablicach nie mozemy znalez¢ wskazanej wartosci funkc;ji?

Wtedy postepujemy wedtug schematu oméwionego w przykiadzie ponizej.

PRZYKEAD

Korzystajac z tablic wartosci funkgji trygonometrycznych, odezytaj przyblizong do calosci miare
kata @, dla ktorej: sina = 0,6

Liczby 0,6 nie ma w kolumnie drugiej oznaczone]j sin & cos 4, wiec szukamy w te] kolumnie dwach
liczb, pomiedzy ktorymi znajduje sie dana liczba, i wybieramy z nich te, ktéra rézni sie od niej o mniejszg
wartosc.

0,5878 < 0,6 < 0,6018

—_— —_—
36’ ap
0,6000 0,6018
— 05878 — 0,6000
0,0122 0,0018
Zatem « = 37°

TEST

Moje Testy #50 - Wykorzystanie tablic trygonometrycznych...
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[#50] Wykorzystanie tablic trygonometrycznych
Zadanie 1 (1 pkt.) Jezelia = cos 55° ib = tg 557 , to:
odpowiedz >>>  kratka >>>

Aa<b B.a>b c.%:Zb D.a=b
Zadanie 2 (1 pkt.) Prawda jest, ze:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.cos43° = tg 43° B.sin57° = cos43°

C.sin24° = cos66° D.sin66° = tg 24°
Zadanie 3 (1 pkt.) Dana jest prostokatna dziatka (zobacz rysunek). Przekatna dziatki ma w przyblizeniu dtugo$¢:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 28 metréw, B. 8,22 metra, C. 15,25 metra, d

14,34 cm
D. 25 metréw. E: /38
. L ) ) o il . 4cosfB+2sina :

Zadanie 4 (1 pkt.) Jezeli v i B s3 katami ostrymi oraz a + 8 = 90° , to wartos¢ wyrazenia wynosi:

3sina + 3cos

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. B.3 c.1 D.0

w| N

Zadanie 5 (2 pkt.) Drzewo o wysokosci 7 metréw rzuca cieri o dtugosci 15 metréw. Oblicz kat padania promieni stonecznych. Wynik podaj z

doktadnoscigdo 1° .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

KAPITAt LUDZKI (@ ELITMAT laboratorium  "MAEREAG IR
CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FIRMA EDUKACYJNO-WYDAWNICZA mofemofyczne FUNDUSZ SPOLECZNY RIS 149



laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

Zadanie 6 (1 pkt.) Murarz opart drabine o dtugosci 4 metrow o $ciane. Gérny kraniec drabiny siegnat na wysokosci 290 cm. Kat, pod jakim

nachylona jest drabina do podtoza wynosi okoto:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 46° B. 30° C. 36° D. 47°

Zadanie 7 (1 pkt.) Dany jest trjkat prostokatny o bokach 5, 12, 13 . Najmniejszy kat ma wartos¢ okoto:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 23° B. 69° C.82° D. 22°

Zadanie 8 (1 pkt.) Dany jest prostokat o bokach 5 i 15 . Kat miedzy przekatng prostokata a najdtuzszym bokiem jest réwny okoto:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.71° B.19° c.21° D. 20°

Zadanie 9 (1 pkt.) Dany jest tréjkat prostokatny ABC' o przyprostokatnych |AB| = 6, |BC| = 14 (zobacz rysunek). Kat & ma miarg okoto:

A
(a3
——
6
B 14 C
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. 66° B.67° C. 68° D. 28°

Zadanie 10 (2 pkt.) Dany jest trdjkat prostokatny o dtugosciach przyprostokatnych 5 oraz 6 . Wyznacz miary katdw ostrych tego tréjkata

prostokatnego z doktadnoscig do 1° .

pokaz odpowied? >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Zaleznos$¢ miedzy katem wpisanym i sSrodkowym

Autor: Dariusz Kulma

Jedna z podstowywych zaleznosci, czesto pojawiajgcych sie w zadaniach z planimetrii, to twierdzenie o kacie wpisanym i kacie

srodkowym opartym na tym samym fuku.

Przypomnijmy to twierdzenie.

TWIERDZENIE PRIYKEAD

G Kat wpisany
A B=2r
lezeli kat wpisany i kat srodkowy oparte s3 na tym sa- Kat érodo kowy
mym luku, to miara kata srodkowego jest dwa razy a =54
wieksza od miary kata wpisanego.
czylia =28

/N
LN

Kat $rodkowy i wpisany oparte na tym samym tuku okregu

Skoro méwimy o kacie wpisanym i Srodkowym, to jeszcze przypomnijmy definicje obu katow.
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DEFINICJA PRZYKLAD

c
Katem wpisanym w okrag nazywamy kat wypukly, ktorego wierzchol-
kiem jest dowaolny punkt na okregu, a w ramionach tego kata zawieraja B
sie cieciwy.
A
Katem srodkowym nazywamy kat, ktérego wierzchofkiem jest srodek
okregu. &
A

Na poczatek zréobmy kilka prostych przyktadéw z planszy ponizej.

Katy Srodkowe i wpisane oparte na tym samym tuku - przyktady

Bezposrednio z tym twierdzeniem tgczg sie jeszcze trzy ponizsze zaleznosci.

W szczegbinym przypadku, jesli kat srodkowy ma miare 180°, czyli jest oparty na pélokregu (mdwimy réwniez, ze
jest oparty na srednicy), to kat wpisany, oparty na tym samym tuku, ma miare 90°.

TWIERDZENIE

@ = 90"
Kat wpisany, oparty na polokregu, jest katem prostym. 8 =90’
¥ =907

Twierdzenie o katach wpisanych opartych na srednicy okregu
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TWIERDZENIE

Katy wpisane, oparte na tym samym fuku, s rowne.

a=p=y

Mozemy rowniez uogolnic, ze katy wpisane oparte na
fukach tej samej dlugosci maja te same miary.

Twierdzenie o katach wpisanych opartych na tym samym tuku.

TWIERDZENIE

Katy srodkowe oparte na tukach tej samej diugosci
maja te same miary. 4,5

Twierdzenie o katach srodkowych opartych na tych samych tukach

Przechodzimy teraz do zadan z wykorzystaniem powyzszych zaleznosci.

Katy Srodkowy i wpisany oparte na tym samym tuku - zadanie 1
Katy srodkowy i wpisany oparte na tym samym tuku - zadanie 2
Kat $rodkowy i wpisany oparte na tym samym tuku - zadanie 3
Kat $rodkowy i wpisany oparte na tym samym tuku - zadanie 4
Kat $rodkowy i wpisany oparte na tym samym tuku - zadanie 5

Katy srodkowy i wpisany oparte na tym samym tuku - zadanie 6

Y KY EY Y AV KN

TEST

Na zakonczenie test podsumowujgcy dany materiat.
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Moje Testy #52 - Zalezno$¢ miedzy katem wpisanym i srodkowym...
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TEST

[#52] Zalezno$¢ miedzy kgtem wpisanym i Srodkowym

Zadanie 1 (1 pkt.) Okrag o srodku O zostat podzielony punktami na osiem réwnych tukéw. Miara kata wpisanego AG D zaznaczonego na

rysunku wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.135° B.70° C.120° D.67,5°

5
Zadanie 2 (1 pkt.) Kat srodkowy oparty na ET) dtugosci okregu ma miare:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.120° B.150° C.30° D. 75°

Zadanie 3 (1 pkt.) Punkty M, N, O leig na okregu o $rodku S (zobacz rysunek). Miara zaznaczonego kata wpisanego M NO jest réwna:
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matematyczne

N
S 0
M —
170°

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 95° B. 150° C.190° D. 85°

Zadanie 4 (1 pkt.) Punkt S jest srodkiem okregu. Kat wpisany C BA ma miare:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 250° B. 85° C.125° D. 95°

Zadanie 5 (1 pkt.) Punkt S jest srodkiem okregu. Kat o zaznaczony na rysunku ma miare:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.110° B. 150° C.75° D. 80°
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Zadanie 6 (1 pkt.) Punkt S jest srodkiem okregu. Kat « zaznaczony na rysunku ma miare:

Ngp

?

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 130° B. 60° C.30° D. 150°

adanie pkt.) Suma katéw: srodkowego i wpisanego opartych na tym samym tuku wynosi . Miara kata wpisanego jest rowna:
Zadanie 7 (1 pkt.) S katéw: srodk i wpi h tuk i243° . Miara k i j 5

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.81° B. 94° C.162° D. 243°

Zadanie 8 (1 pkt.) Punkt S jest srodkiem okregu. Prawda jest, ze:

A\

odpowiedz >>>  kratka >>>

Ay<fB<a B.A<y<a

Ca<pf<y D.a<fB<y

46
Zadanie 9 (2 pkt.) Oblicz miary katéw: $rodkowego i wpisanego opartych na 30 dtugosci okregu.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 10 (2 pkt.) Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag o $rodku w punkcie O . Miara kata ABC ' jest réwna 50° (zobacz rysunek). Oblicz

miare kata o zaznaczonego na rysunku.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
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SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Dowody geometryczne

Autor: Dariusz Kulma

DOWODY GEOMETRYCZNE Z WYKORZYSTANIEM TW. O KACIE WPISANYM |
SRODKOWYM

Dowdd geometryczny z wykorzystaniem katéw wpisanych

DOWODY GEOMETRYCZNE Z WYKORZYSTANIEM PRZYSTAWANIA
TROJKATOW

Trojkaty przystajace - dowdd geometryczny 1

Tréfkaty praystajace - dowéd geometryczny 2

Trojkaty przystajace - dowdd geometryczny 3

DOWODY GEOMETRYCZNE Z WYKORZYSTANIEM PODOBIENSTWA
TROJKATOW

Trojkaty podobne - zadanie 4

POZOSTALE DOWODY GEOMETRYCZNE
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ZAD. Czworokat ABCD wpisano w okrag. Bok AB jest srednica tego
okregu. Udowodnij, ze |AC +|BCF =|ADF +|BDF.

ZAD. W prostokgcie KLMN punkt A jest srodkiem boku KN, a punkt B N B M
srodkiern boku NM (zobacz rysunek). Wykaz, 7e P 4z = Pasgny + Pagim-

A

K L
ZAD. Dany jest kwadrat ABCD. Przekatne kwadratu przecinajg sie D [t
w punkcie S. Punkty £ i G s3 $Srodkami odcinkéw odpowiednio AS i SC,
a punkty F i H lezg na przekatnej DB i spetniajg warunki: |DH |= 2|H5| G
i |FB | = 2| SF | (z0bacz rysunek). Wykaz, 7e P,pop = 6Perqy- H

E
A B

Dowod geometryczny - katy 1
Dowod geometryczny - katy 2

TEST

Moje Testy #53 - Dowody geometryczne...
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Q NARZEDZIA POMOCNICZE ¥

Strona gtéwna Elitmat Nauczyciel
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TEST

[#53] Dowody geometryczne

Zadanie 1 (4 pkt.) Na boku tréjkata rownobocznego ABC zbudowano kwadrat, a na boku kwadratu zbudowano kolejny tréjkat réwnoboczny

(zobacz rysunek). Wykaz, ze tréjkgt BDF' jest rGwnoboczny.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

2° Obliczamy miare kata BAD : |ZBAD| = 60° + 90° = 150°

3° Obliczamy miarg kata DEF : |ZDEF| = 60° + 90° = 150°

4° Obliczamy miare kata BC'F : |ZCF| = 360° — (90° 4 2 - 60°) = 150°

5° Tréjkaty BAD, DEF i BCF sa tréjkatami réwnoramiennymi, a kat migdzy ramionami w tych tréjkatach wynosi 150° . Sa to wigc tréjkaty przystajace, stad |DB| = |DF| = |BF|, a wigc

tréjkat BDF jest réwnoboczny.

Zadanie 2 (4 pkt.) Na bokach DC' i AD kwadratu ABC'D zbudowano tréjkaty réwnoboczne (zobacz rysunek). Wykaz,ze tréjkat BSR jest
réownoboczny.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
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S
B A

Zadanie 3 (4 pkt.) Na bokach kwadratu ABC D zbudowano tréjkaty rownoboczne (zobacz rysunek). Wykaz,ze tréjkat PQR.S jest kwadratem.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 4 (2 pkt.) Dany jest tréjkat prostokatny ABC', gdzie wysokoéé |C'D| = h . Wysoko$é C'D podzielita przeciwprostokatng AB na odcinki o
dtugosciach kil . Wykaz, ze h = \/kl .

pokaz odpowiedZ >>>  kratka >>>

Zadanie 5 (5 pkt.) Dany jest trapez ABCD , gdzie AB || CD . W trapezie poprowadzono przekatne przecinajace si¢ w punkcie K . Wiedzac, ze
|AB| =12, |CD| = 8, oraz pole tréjkata CDK réwne jest 16 , wykaz, ze tréjkaty AK D i BK C maja réwne pola o wartosci 24 .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 6 (2 pkt.) Dany jest tréjkat prostokatny ABC', gdzie wysoko$é |C'D| = h . Wysoko$é C'D podzielita przeciwprostokatng AB na dwa odcinki.
|BC| - |AD|
|AC|

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Wykaz, ze h =

Zadanie 7 (2 pkt.) Dany jest tréjkat prostokatny ABC', gdzie wysokos¢ |CD| = h . Wysokosé¢ C'D podzielita przeciwprostokatna A B na dwa odcinki.
|BC| - |AC|
4B

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Wykaz, ze h =

Zadanie 8 (5 pkt.) Dany jest trapez ABCD , gdzie AB || CD . W trapezie poprowadzono przekatne przecinajace sig w punkcie K . Wiedzac, ze
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|AB| = 24, |CD| = 16, oraz pole tréjkatow AK D i BKC maja réwne pola o wartosci 36 oblicz pole tréjkata CDK .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

A B

Zadanie 9 (2 pkt.) W prostokacie ABCD punkt K lezy na boku AB w taki sposéb, ze |[AK| = 2|K B|, a punkt L jest $rodkiem boku BC' (zobacz

1
rysunek). Wiedzac, ze |AD| = z i [CD| = y, wykaz, ze Ppg = 3 Pagep -

pokaz odpowied? >>>  kratka >>>

D C
L
A K B

Zadanie 10 (2 pkt.) W prostokacie ABCD punkt K lezy na boku AB w taki sposéb, ze |AK| = 3| KB, a punkt L jest $rodkiem boku BC' (zobacz

5
rysunek). Wiedzac, ze |AD| = z i |CD| = y, wykaz, ze Ppg = I Pugep -

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

D C
L
A K B

Zadanie 11 (2 pkt.) W prostokacie ABCD punkt K lezy na boku AB w taki sposéb, ze | K B| = 3|AK|, a punkt L w taki sposéb, ze |[LB| = 2|CL|
5

(zobacz rysunek). Wiedzac, ze |AD| = z i |CD| = y, wykaz, ze Ppgy, = Tl Pugep -

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

D C
L
A K B

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Aktualnie pracujesz z klasa:
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Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Przystawanie i podobienstwo figur
Autor: Dariusz Kulma

O podobienstwie i przystawaniu figur w geometrii méwimy czesto. Nalezy jednak pamietaé, ze sg to oddzielne pojecia i wskazujg na rézne

cechy figur.

FIGURY PRZYSTAJACE

Zaczniemy od przystawania figur. Najprosciej mozemy powiedzie¢, ze dwie figury bedg przystajace, jesli sg identyczne, tzn. gdybysmy je na

siebie natozyli, to by sig pokrylty.

DEFINICJA PRZIYKLAD

Dwie figury sg przystajace, gdy jedna z nich jest ob- Figury przystajace:

razem drugiej w symetrii, obrocie lub przesunieciu B dwa kola o tym samym promieniu
(mozemy powiedziec, ze figury sa przystajace, gdy !

mozna je na siebie nalozy¢ ,ruchem sztywnym” w taki P dwa kwadraty o tym samym boku,
sposdb, by sie pokrywaly). » dwie proste,
P dwa punkty,

P dwa trdjkaty rownoboczne o tym samym boku,

P dwa pieciokaty foremne o tym samym boku.

WY JASNIENIE

Figury przystajace maja te same wymiary i ksztalty. Wielokaty sg przystajace, jesli ich odpowiednie boki i odpo-
wiednie katy sg rowne.
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CECHY PRZYSTAWANIA TROJKATOW

Najczesciej bedziemy korzysta¢ z przystawania trojkatow. Mozemy wyrdznic trzy cechy - jesli ktoras z nich jest spetniona w dwéch dowolnych

trojkatach, to trojkaty te sg do siebie przystajgce.

TWIERDZENIA

CECHA bbb Dwa trojkaty sa przystajgce wiedy

i tylko wiedy, gdy odpowiednie boki
sg tej samej dlugosci: a =x, b=y,
€2

b
a
C
Dwa trojkaty sa przystajace wte-
% : b y
dy i tylko wtedy, gdy odpowied-
nie dwa boki sg tej samej dlugosc a -
oraz kat pomiedzy tymi bokami
ma te sama miare;: @ =x, b=y,
za

CECHA bkb

=

CECHA kbk Dwa trojkaty sa przystajace wiedy
i tylko wtedy, gdy odpowiednie dwa
katy sa tej same] miary oraz bok
przylegly do obu katéw jest tej samej
dlugodci: =8, 7 =46,a=x.

Jeslitrojkaty ABC i A'B'C’ sg przystajace, to oznaczamy je: AABC =AA'B'C',

Zrobmy kilka przyktadow dotyczgcych przystawania trojkgtow.

Trojkaty przystajace - przyktady

FIGURY PODOBNE

Teraz przejdziemy do figur podobnych - przy nich przede wszystkim nalezy pamigta¢ o skali podobienstwa.
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TWIERDZENIE

Dwie figury s3 podobne, gdy jedna z nich powstala z drugie] poprzez narysowanie jej w skali kK > 0,

PRZYKLADY FIGUR PODOBNYCH

Fq F;

dwa kola dwa kwadraty dwie proste
F F3
- L]
F
A :
dwa punkty dwa trojkaty rdwnoboczne dwa osmiokaty foremne

Przypomnijmy kilka informacji odno$nie skali.

WY JASNIENIE

P Skala k nosinazwe skali podobieristwa. Mozna jg obliczyé jako iloraz odpowiednich wielkosci obu figur podob-
nych, np.

—dla kwadratow skala podobienstwa to iloraz ich bokdw,
—dla kot skala podobienstwa to iloraz ich promieni.
P lesli k = 1, to figury bedg przystajace.

P Skala k zmienia takie wymiary, jak: diugo$é, pole, objetosé, natomiast nie zmienia miar katdw.

Jezeli figura F, jest podobna do figury F, w skali k, to figura F, jest padobna do figury F; w skali %

Pamietajmy, ze jezeli poréwnujemy obwody dwéch figur, to sg one podobne w skali k, ale jesli poréwnujemy pola powierzchni dwéch

figur, to sg one podobne w skali k2.

TWIERDZENIE

Jezeli wielokaty sa podobne w skali k, to:
P stosunek ich obwoddw jest réwny skali podobieristwa k |

P stosunek ich pél jest rowny kwadratowi skali podobienstwa, czyli K.
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Zrobmy kilka zadan.

Figury podobne - przyktady
Figury podobne - skala
Wielokaty podobne - zadanie

Wielokaty podobne - zadanie 2

SR

CECHY PODOBIENSTWA TROJKATOW

Podobnie jak przy przystawaniu, najczesciej bedziemy zajmowac sie okreslaniem podobienstwa tréjkgtow. Mozemy wyrézni¢ trzy cechy - jesli

ktéras z nich jest spetniona w dwéch dowolnych trojkatach, to trojkaty te sg do siebie podobne.

Cechy podobienstwa trojkatow

TWIERDZENIA

CECHA bbb Dwa trojkaty sa podobne wtedy i tylko
wtedy, gdy odpowiednie boki sg pro- b
porcjonalne (lub stosunki odpowie- a

dnich bokéw sg stale): % = % — %

CECHA bkb Dwa trojkaty sa podobne wtedy i tylko
wtedy, gdy odpowiednie dwa boki sa b
proporcjonalne oraz kat pomiedzy ty-

mi bokami ma te samg miare: % =V

oraz@ = f.
CECHA kk Dwa trojkaty sg podobne wtedy i tylko

¥
X
F4
y
Zﬂ
wtedy, gdy odpowiednie katy sa tej .

samejmiary: @ = 4, 7 = 0.

Zrobmy kilka zadan.
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Trojkaty podobne - zadanie 1

Trojkaty podobne - zadanie 2
Trojkaty podobne - zadanie 3

TEST

Moje Testy #54 - Przystawanie i podobienstwo figur-...
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Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT

TEST

[#54] Przystawanie i podobienstwo figur

Zadanie 1 (1 pkt.) Czworokat A’ B'C' D' o polu powierzchni 240 jest podobny do czworokgta ABC'D o polu 48 . Skala podobieristwa wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A5 B-% cv5 D.?

Zadanie 2 (1 pkt.) Pole powierzchni pieciokata P wynosi 36 . Zwiekszono czterokrotnie dtugos¢ kazdego boku pieciokata i otrzymano pieciokat

S . Pole powstatego pieciokata wynosi:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.6 B.4 C.2 D.576

Zadanie 3 (1 pkt.) Odlegto$¢ na mapie w skali1 : 40 000 miedzy miastem A a miastem B wynosi 12 cm. Rzeczywista odlegto$¢ miedzy tymi

miastami wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 48 km B. 4,8 km C. 40 km D. 4 km

|BC|

Zadanie 4 (1 pkt.) Dane s3 tréjkaty podobne ABC i A’ B'C’ (zobacz rysunek). Pole tréjkata A’ B'C’ wynosi 104 , a stosunek VZed =

Pole tréjkata ABC wynosi:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 26 B. 416 C. 208 D. 52

Zadanie 5 (4 pkt.) Trapezy réwnoramienne T i Ty sg podobne (zobacz rysunek). Pole trapezu T5 wynosi 288 . Oblicz dtugoé¢ z, vy, z.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
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4 ¥,
LE]
1o
20 E

Zadanie 6 (1 pkt.) Jezeli AB || CDi|AB| = 10, |AC| = 6, |CD| = 12, to dtugo$¢ odcinka AE wynosi:

D
B
12
10
E A6 C
odpowiedZ >>>  kratka >>>
A.|AE| =12 B.|AE| = 30 C.|AE| =20 D.|AE| = 18

Zadanie 7 (1 pkt.) W trapezie ABCD , gdzie AB || CD oraz |AB| > |DC| poprowadzono przekatne, ktére przecigly sig w punkcie S .
Trojkatami podobnymi sa tréjkaty:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.ABSiBSC B. DSC i ASD c.CSDiASB D. ASDiBSC

Zadanie 8 (1 pkt.) Obwad tréjkata K LM wynosi 105 , a obwdd tréjkata PQR , podobnego do K LM , wynosi 70 . Pole trojkata K LM jest
wigksze od pola trojkata PQR :

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 1,5 raza B. 2 razy C.2,25raza D. 2,5 raza

Zadanie 9 (1 pkt.) Trojkat ABC jest podobny do tréjkata A'B'C”' . Jedli |AB| = 14, |BC| = 16, |AC| = 18, a obwdd tréjkata A'B'C’
wynosi 240, to skala podobieristwa jest réwna:

odpowied? >>>  kratka >>>

! B.5 C.25 D. i

Ag 25

Zadanie 10 (2 pkt.) W trojkacie prostokatnym ABC' poprowadzono wysokos¢ AD (zobacz rysunek). Wiedzac, ze |[AD| = 8i|DC| =12,
oblicz pole tréjkata ABC' .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
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SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Okregi wpisane w wielokat i opisane na wielokgcie

Autor: Dariusz Kulma

ZwréEmy uwage, jakie warunki muszg by¢ spetnione, aby okrag wpisa¢ w wielokat lub opisa¢ na wielokacie.

OKRAG OPISANY NA WIELOKACIE

Okrag opisany na wielokacie
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DEFINICJA

Okrag jest opisany na wielokacie (lub wielokat
jest wpisany w okrag), gdy kazdy wierzcholek tego
wielokata jest punktem okregu.

Na wielokacie mozna opisac okrag, gdy symetralne
wszystkich jego bokow przecinaja sie w jednym punk-
cie. Punkt ten jest srodkiem okregu.

OKRAG OPISANY NA TROJKACIE

Okrag opisany na trojkacie
TWIERDZENIE

Na kazdym tréjkacie mozna opisac okrag. Srodek tego okregu powstaje w przecieciu symetralnych bokéw tréjkata.
Srodek okregu opisanego na trojkacie moze znajdowac sie:
P wewnatrz trojkata— gdy P na boku trojkata — gdy trojkat P nazewnatrz trojkata — gdy

trojkat jest ostrokatny jest prostokatny (srodek znajduje trojkat jest rozwartokatny
sie w polowie przeciwprostokatnej)

-f' 3
7!
¥ L

il '
: 1 I |
| :

o !
| 7
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OKRAG WPISANY W WIELOKAT

Okrag wpisany w wielokat

DEFINICJA

Okrag jest wpisany w wielokat (lub
wielokat jest opisany na okregu), gdy
kazdy bok wielokata zawiera sie w sty-
cznej do tego okregu i ma z okregiem
doktadnie jeden punkt wspolny.

W wielokat moZna wpisac okrag, gdy
dwusieczne wszystkich katow tego
wielokata przecinajg sie

w jednym punkcie. Punkt ten jest
srodkiem okregu.

OKRAG WPISANY W TROJKAT

Okrag wpisany w tréjkat
TWIERDZENIE

W kazdy tréjkat mozna wpisa¢ okrag. Srodek tego
okregu powstaje w przecieciu dwusiecznych katow
wewnetrznych trojkata.

Srodek okregu wpisanego w wielokat zawsze znajdu-
je sie wewnatrz wielokata.
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PODSUMOWANIE - TROJKAT PROSTOKATNY | ROWNOBOCZNY

FIGURA

INNE WAZNE INFORMACJE

WZOR NA POLE
POWIERZCHNI P

WZOR NA OBWOD 0=3a

TROJKAT ROWNOBOCZNY

h= a.,z/g ; h —wysokosé trojkata
3

r= a‘é/_ ; ©— promien

okregu wpisanego w trojkat
5

R= 0‘3/ ; R — promien

okregu opisanego na tréjkacie

TROJKAT PROSTOKATNY

P=%a-b
O=a+b+c

a*+ b? = ¢? twierdzenie Pitagorasa

+ —
r= %; r — promien
okregu wpisanego w tréjkat

R= %; R — promien
okregu opisanego na trojkgcie

OKRAG WPISANY W CZWOROKAT | OPISANY NA CZWOROKACIE

Twierdzenie o okregu opisanym na czworokacie

Twierdzenie o czworokacie opisanym na okregu

OKRAG OPISANY NA CZWOROKACIE OKRAG WPISANY W CZWOROKAT

Na czworokacie mozna opisac okrag wtedy i tylko
wtedy, gdy sumy miar jego przeciwleglych katow

wewnetrznych s3 réwne 180°:

a+r=8+6=180

rowne:

W czworokat wypukly mezna wpisac okrag wtedy i tylko
wtedy, gdy sumy dlugosci jego przeciwleglych bokéw sg

atc=b+d
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Przejdzmy do zadan.

Katy w tréjkacie - zadanie 1

Kwadrat wpisany w okrag - zadanie

Trojkat prostokatny wpisany w okrag - zadanie

Trojkat prostokatny opisany na okregu - zadanie

Promien okregu wpisanego w trdjkat rownoboczny - zadanie

Szesciokat foremny opisany na okregu - zadanie

S Y Y Y Y Y

Czworokat wpisany w okrag - zadanie

TEST

Moje Testy #56 - Okregi wpisane w wielokat i opisane na wielokacie...
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Strona gtéwna o NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
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Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT

TEST

[#56] Okregi wpisane w wielokat i opisane na wielokgcie

Zadanie 1 (1 pkt.) Promien okregu wpisanego w tréjkat rownoboczny wynosi 6\/§ . Dtugosc boku tego tréjkata wynosi:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.12 B.18/3 C.364/3 D. 36

Zadanie 2 (1 pkt.) Dtugo$¢ boku tréjkata réwnobocznego wynosi 164/3 . Promier okregu wpisanego w ten tréjkat jest réwny:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.8 B.6 C.12 D.16

Zadanie 3 (1 pkt.) W szeéciokat foremny wpisano okrag o promieniu 94/3 . Obwéd tego szeéciokata wynosi:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 108 B.54/3 c.27 D. 135

Zadanie 4 (1 pkt.) Dany jest okrag o $rodku O , w ktéry wpisano tréjkat EF'G (zobacz rysunek). Miara kata o wynosi:
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odpowiedZ >>>  kratka >>>

A.110° B. 70° C.35° D. 30°

Zadanie 5 (1 pkt.) W tréjkat prostokatny o przyprostokatnych 5 i 12 wpisano okrag. Obwéd tego okregu wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 307 B. 4w C.16m D. 8w

Zadanie 6 (1 pkt.) Srodek okregu wpisanego w tréjkat lezy na przecieciu:
odpowiedZ >>>  kratka >>>

A. srrodkowych, B. dwusiecznych, C. wysokosci, D. symetralnych.

Zadanie 7 (2 pkt.) Dany jest tréjkat o przyprostokatnych 7 i 24 . Oblicz $rednice okregu wpisanego w ten tréjkat.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 8 (2 pkt.) Dany jest czworokat K LM N wpisany w okrag o srodku S (zobacz rysunek). Oblicz miary katéw tego czworokata.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 9 (2 pkt.) Pole kota opisanego na szesciokacie foremnym wynosi 127 . Oblicz pole kota wpisanego w ten szesciokat

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 10 (4 pkt.) W tréjkat prostokatny ABC wpisano okrag, ktéry jest styczny do przeciwprostokatnej AB w punkcie K . Oblicz promien

okregu, jesli wiadomo, ze |[AK| =21i|KB| =4.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Twierdzenie Talesa

Autor: Dariusz Kulma

Na poczatek kilka informaciji o Talesie.

TALES Z MILETU

Urodzit sie ok. 627 r. p.n.e. Zaliczany
jest do siedmiu medredw staro-
Zytnosci. Wedlug przekazow byt nie
tvlko matematykiem, ale takze kup-
cem, technikiem, astronomem, me-
teorologiem, politykiem, teologiem i
filozofem. Zasady geometrii prazy-
swoit sobie bedac w Egipcie, gdzie
obliczyt wysokosépiramid zapomoca
ich cienia. Zastugi Talesa polegaja
gléwnie na potozeniu fundamentow
matematyki jako nauki dedukeyvineg].
Wezesnie] matematykow intereso-
wat wynik, odpowiedZ na pytanie
“ile” i "jak", a Tales jako pierwszy
zadat pytanie "dlaczego”. Wprowa-
dzit pojecie dowodu twierdzenia i
formalnie udowodnit wiele geom-
etrycznych  faktow  uznawanych
wezesdnie] za oczywiste.

| laboratorium
matematyczne
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TWIERDZENIE TALESA

Jest to jedno z najbardziej znanych twierdzen w geometrii. Koniecznie trzeba zwrdéci¢ uwage na zalezno$ci wynikajgce bezposrednio z tego

twierdzenia (ktére podane s3 ponizej), poniewaz czesto bedziemy z nich korzystac.

Twierdzenie Talesa
TWIERDZENIE PRZYKLAD

Jezeli ramiona kata przetniemy kilko- h
ma prostymi rownoleglymi, to odcinki |sa| |AC]
wyznaczone przez te proste na jednym k. ' SB = BD |
ramieniu kata sg proporcjonalne do - A
odpowiednich odcinkdw na drugim ra- 2 =g =075
mieniu.
|sa]  _ |sB] _ |Aas|
|sA|+|Ac| |sB|+|8D|  |cD|
3 4 2 _
3+6 4+8 6 03B

TWIERDZENIE ODWROTNE DO TWIERDZENIA TALESA

TWIERDZENIE

Jezeli ramiona kata przetniemy kilkoma prostymi oraz odcinki wyznaczone przez te proste na jednym ramieniu
kata sa proporcjonalne do odpowiednich odcinkdw na drugim ramieniu, to te proste 53 réwnolegle.

Wykonajmy kilka przyktadéw.

Twierdzenie Talesa - przyktady
Twierdzenie Talesa - zadanie

TEST
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Moje Testy #55 - Twierdzenie Talesa...

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA T

KAPITAt LUDZKI @ ELITMAT | laboratorium EUROPEISKI [

CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FIRMA EDUKACYJNO-WYDAWNICZA motemofyczne FUNDUSZ SPOLECZNY RIS 181



laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

matematyczne

>

laboratorium
matematyczne

Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel

wyloguj (D

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥

Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT

TEST

[#55] Twierdzenie Talesa

Zadanie 1 (1 pkt.) Proste DE i GH s3 réwnolegte. Odcinek  ma dtugo$¢ (zobacz rysunek):

A'<3 ’
—y

5 E| x o ——

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.5 B.6 c.3 D. 10

Zadanie 2 (1 pkt.) Odcinki K'L i MN s3 réwnolegte. Korzystajac z danych na rysunku odcinek OK bedzie wynosit:

N

(0] K4 M

odpowied? >>>  kratka >>>

A. 12 B.8 c.10 D.6
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Zadanie 3 (1 pkt.) Ramiona kata przecieto prostymi réwnolegtymi k, I, m . Prawdg jest, ze:

o]

i

10 X y

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.5y =4z B.4y = 5z Cz+2=y D.y+2==x

Zadanie 4 (1 pkt.) Odcinki K L i NO s réwnolegte. Dtugosci odcinkéw M N, NO, KL s3 odpowiednio réwne 3, 6i 18 . Dtugos$¢ odcinka

KN jest réwna:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A9 B.6 C.3 D.4

Zadanie 5 (1 pkt.) Cien wiezowca ma dtugo$¢ 90 metréw, a cien cztowieka o wysokosci 180 centymetréw ma dtugosé 12 decymetrow.

Wysoko$¢é wiezowca wynosi:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 115 m B.135 m C.90m D.100 m

Zadanie 6 (1 pkt.) Ramiona kata przecieto dwiema réwnolegtymi prostymi k i [ (zobacz rysunek). Dtugo$é odcinka x jest wiec réwna:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.6 B.5,75 C.6,25 D.6,5

Zadanie 7 (4 pkt.) Oblicz brakujgce dtugosci z, y, z, wiedzac, ze proste a, b, c¢ sa réwnolegte.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
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odpowiedz >>>  kratka >>>

A.5 B.1 C.2 D. 10

Zadanie 9 (1 pkt.) Odcinki K L i M N sg rownolegte. Korzystajac z danych na rysunku odcinek K M bedzie wynosit:

N
L
10
8
0] 16 K M
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. 10 B.8 c.4 D.6

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Twierdzenie Pitagorasa

Autor: Dariusz Kulma
WSTEP

Najbardziej znane twierdzenie na $wiecie dotyczace geometrii czyli twierdzenie Pitagorasa zawdzieczamy nie tylko samemu Pitagorasowi.
Dokumenty pozostate po niezaleznie rozwijajgcych sie cywilizacjach Babilonu czy Egiptu pokazujg, ze zaleznosci bokéw w trojkgtach
prostokatnych byly znane juz duzo wczesniej. Pitagoras zaczat jednak te wiedze porzadkowac i za Talesem udowadnia¢ zaobserwowane
twierdzenia. Pitagoras dtugo podrozowat, odwiedzajgc zaréwno Babilonie jak i Egipt, ale oczywiscie nie mozna odebra¢ mu chwaty za

uprzadkowanie tych obserwacji i sformutowanie tego twierdzenia.
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PITAGORAS

Urodzit sie na wyspie Samos w
572 r. p.n.e. Majac 40 lat zaczat
podrézowaé. Po powrocie zEgiptu
zatozyt w greckim Krotonie 2Zwia-
zek Pitagorejski, zrzeszajacy za-
réwno mezcezyvzn jak i kobiety, By
sie do niego dosta, nalezato
przejs¢ trudny piecioletni okres
probny wstrzemieZliwosci, postu-
szenstwa, 2tozve sluby milczenia i
przyjac regute wspélnoty débr. Po
smierci Pitagorasa Zwiazek po-
dzielit sig na dwa obozy: akuzma-
tykow zajmujacych sie religia i
etylcg oraz matematykéw poswie-
cajgcvch sie nauce. Szkota Pitago-
rasa utrzymywata sie ponad sto
lat.

laboratorium
matematyczne

Twierdzenie Pitagorasa

¥ POKAZ ZALEZNOSE

[¥ POKAZ OBLICZENIA

a’ + b% = c?
(4)* + (4)° = (4 V2)?
. 16 + 16 = 32

Dariusz Kulma - E-laboratorium matematyczne, 15 Styczen 2013, Utworzony z GeoGebra
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BABILONSKI PLIMPTON 322

WSsréd odnalezionych 500 tysiecy glinianych tabliczek pochodzacych z Babilonu sprzed niemal 3500 lat 300 dotyczy matematyki. Jedng z
najstawniejszych jest tabliczka Plimpton 322 (patrz zdjecie ponizej). Nazwa pochodzi od nazwiska amerykanskiego dziennikarza George'a
Arthura Plimptona, ktory oznaczyt ja numerem 322 w swojej kolekgji. Tabliczka wypetniona znakami pisma klinowego zawiera cztery
kolumny, ktére wydajg sie liczbami zapisanymi w sze$édziesigtkowym uktadzie pozycyjnym. Okazuje sie, ze wsrod tych liczb znajduja sie

tréjki pitagorejskie czyli liczby spelniajace twierdzenie Pitagorasa. Oto kilka z nich:

3,45, 51213 81517

EGIPSKI PAPIRUS RHINDA

Druga wspaniale rozwijajgca sig cywilizacjg byt Egipt. Po Egipcjanach réwniez zachowato si¢ duzo dokumentéw, ale w odréznieniu od
Babilonczykéw uzywali oni do zapisu papirusu. O dziwo sprzyjajacy klimat pozwolit, by zachowaty sie¢ one w bardzo dobrym stanie.
Najlepszym odzwierciedleniem tego, co dziato sie w egipskim matematycznym swiecie, jest papirus Rhinda (patrz zdjecie ponizej). Nazwa
pochodzi od odkrywcy papirusa, szkockiego egiptologa Henry'ego Rhinda. Jest to zbiér 87 zadan arytmetycznych i geometrycznych, jakimi
zajmowali sie Egipcjanie, a powstat ok. 1650 roku p.n.e. Papirus Rhinda zawiera rozwigzania krok po kroku, nawet ze szkicami rysunkow.
Spisat go skryba Ahmes, ale podat on réwniez informacje, ze nie jest autorem, lecz tylko kopiowat starszy dokument z okoto 1800 roku p.n.e.
Wydawac¢ by sie mogto, ze budowniczy niewyobrazalnie wielkiej jak na tamte czasy Piramidy Cheopsa musieli zna¢ réwniez zasady, jakimi

rzgdzg sie trojkaty prostokatne.
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TROJKAT PROSTOKATNY W EGIPCIE

Po kazdym wylewie Nilu Egipcjanie na nowo mierzyli swoje dziatki rolne. Na zalanych terenach rozmywaty sie miedze i trzeba byto wyznacza¢
pola na nowo, a od powierzchni pola zalezaty tez podatki. Jedng z podstawowych miar powierzchni byt prostokat o wymiarach tokie¢ na 100
tokci. Jednak do doktadnego wyznaczenia tego prostokata potrzebny byt kat prosty. Okazato sie, ze Egipcjanie majg do tego znakomite
narzedzie. Wigzali w rownych odstepach wezly i tworzyli z nich tréjkat o bokach skladajacych sie z 3, 4, 5 weztow, zauwazajac tym

samym, ze najwiekszy kat jest katem prostym.

TROJKAT EGIPSKI

TROJKAT EGIPSKI TO TAKI
5)( TROJ KAT PROSTOKATNY
W KTORYM STOSUNEK
DEUGOSCI BOKOW WYNOSI:

< 3:4:5
3x

Pitagorejczycy zauwazyli, ze trojkatéw, w ktérych boki sg dlugosciami naturalnymi, jest wiele. Trojkaty takie w obecnych czasach nazywamy

4 x
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pitagorejskimi i jest ich nieskofnczenie wiele.
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Oto te najbardziej popularne i przydatne trojki pitagorejskie.

TROJKI PITAGOREJSKIE

TROJKI PITAGOREJSKIE - TO TROJKA LICZB
CALKOWITYCH DODATNICH SPEELNIAJACA
ROWNANIE PITAGORASA.

TROJEK PITAGOREJSKICH JEST NIESKONCZENIE WIELE.

STOSUNEK DLUGOSCI
BOKOW TROJKATA 3:4:5|5:12:13|8:15:179:40:41
WIELOKROTNOSC 6:8:10 10:24:26 16:30:34 18:80: 82
WIELOKROTNOSC 9:12:15 15:36:39 24 :45: 51
WIELOKROTNOSC 12:16: 20 20:48:52 .
laboratorium
matematyczne

Wielu matematykoéw przescigato sie w udowadnianiu na nowe sposoby twierdzenia Pitagorasa. Podstawowy dowdd przedstawilismy juz w
pierwszej planszy, budujgc kwadraty na bokach tréjkgta prostokgtnego i liczac ich pola. Obejrzyj animacje z jednym z dowodéw za pomocg

rozcinania na czesci mniejszych kwadratéw i uktadania z nich kwadratu zbudowanego na przeciwprostokgtne;j.

Dowdd twierdzenia Pitagorasa
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) B ) <
#‘

a ¥ WHNIDSEK

a2+b2:c2

>

Ogladaj dowdd poruszajac sie nawigacja lub suwakiem

Dariusz Kulma -E-laboratorium matematyczne, 9 Grudzien 2012, Utworzony z GeoGebra

A oto inny przyktad dowodu tw. Pitagorasa.
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Symetrie w uktadzie wspotrzednych

Autor: Dariusz Kulma

SYMETRIA OSIOWA WZGLEDEM PROSTEJ

Zanim przejdziemy do symetrii w uktadzie wspoétrzednych, przypomnijmy ogdine pojecie symetrii osiowej wzgledem prostej.

Obraz trojkata w symetrii osiowej

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA

KAPITAL LUDZKI @, | laboratorium EUROPEJSKI
CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJAL @ E!?'w!;l:mlﬂ«g: matematyczne FUNDUSZ SPOLECZNY 191




laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

DEFINICJA PRIYKLAD

i
Jedeli k jest ustalong prostg na plaszczyznie, a A do- B '

wolnym punktem i A" obrazem punktu A w symetrii
osiowe]j wzgledem prostej k, to:

P jesli punkt A nalezy do prostej k,to A = A’;

P jesli punkt A nie nale?y do prostej k, to A’ jesttakim
punktem, ze prosta k jest symetralng odcinka AA’,

Oznacza to, 7e odcinek AA' jest prostopadly do prostej
k i prosta k przechodzi przez srodek odcinka AA’,

WNIOSKI

W symetrii osiowej:

Obrazem odcinka jest odcinek o tej samej dlugosci. Aby znaleic obraz odcinka, wystarczy znaleic obrazy
jego konicow.

Obrazem trojkata jest trojkat przystajacy. Aby znale?¢ obraz trdjkata, wystarczy znaleZc obrazy
jego wierzchotkdw,

Obrazem prostej jest prosta. Aby znale?¢ obraz prostej, wystarczy znalezc¢ obrazy
dwdach dowolnych punktéw prostej.

Obrazem okregu jest okrag o tym samym Aby znalezc obraz okregu, wystarczy znalezé obraz
promieniu. srodka, diugosé promienia pozostanie bez zmian.

SYMETRIA OSIOWA WZGLEDEM OSI| UKt ADU WSPOrRZEDNYCH

Zwro¢ uwage, ze przy symetrii osiowej w zaleznosci od tego, wzgledem ktorej osi robimy przeksztatcenie zmienia sie pierwsza (x) lub druga

(y) wspotrzedna punktu, ktéry przeksztatcamy.

Obraz punktu w symetrii osiowej wzgledem osi uktadu wspétrzednych

TWIERDZENIE

Jesli punkt Al x; y) jest dowolnym punktem w ukladzie wspétrzednych, to :

P SoxAlGy)=A(x;—y) > So Al y)=A(—x;y)

symetria wzgledem osi OX symetria wzgledem osi QY

SYMETRIA SRODKOWA WZGLEDEM PUNKTU
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matematyczne

Podobnie jak rzy symetrii osiowej, zanim przejdziemy do symetrii w uktadzie wspotrzednych, przypomnijmy ogdine pojecie symetrii Srodkowe;j

wzgledem punktu.

DERINICJA PRZIYKLAD

Jezeli S jest ustalonym punktem na plaszczyZnie, a A
dowolnym punktem i A’ obrazem punktu A w symetrii
srodkowej wzgledem punktu 5, to:

P jesliA=5t0A =A;

P jesli A#S, to A jest takim punktem, ze punkt S
jestsrodkiem odcinka AA'.

WNIOSKI

W symetrii srodkowej:

Obrazem odcinka jest odcinek réwnolegly o tej samej Aby znale?¢ obraz odcinka, wystarczy znalezc obrazy
diugosci. jego koncow.
Obrazem trojkata jest trojkat przystajacy. Aby znaleZ¢ obraz trojkata, wystarczy znalezc obrazy

jego wierzcholkéw.

Obrazem prostej jest prosta rownolegla. Aby znaleZc obraz prostej, wystarczy znaleic¢ obrazy
dwdoch dowolnych punktow prostej.

Obrazem okregu jest okrag o tym samym promieniu. Aby znaleZc obraz okregu, wystarczy znaleic obraz
srodka, diugosé promienia pozostanie bez zmian.

Obraz czworokata w symetrii srodkowej

SYMETRIA SRODKOWA WZGLEDEM POCZATKU UKtADU WSPOLRZEDNYCH

W tym przypadku naszym punktem jest poczatek uktadu wspotrzednych, czyli punkt (0,0). Zwrd¢ uwage, ze przy symetrii wzgledem tego

punktu zmieniaja si¢ obie wspétrzedne (x i y) punktu, ktory przeksztatcamy.

Obraz punktu w symetrii srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych

TWIERDZENIE

Jesli punkt A(x; y) jest dowolnym punktem w ukfadzie wspétrzednych, to :

> So.0A(%Gy) =A(—x;—y) symetria wzgledem punktu (0;0)
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PODSUMOWANIE

Obrazy figur w symetriach osiowej lub srodkowej w uktadzie wspotrzednych - przyktady
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Punkt Odcinek
ﬁli ¥ BIL ¥
A'={-§,5) A =5 5)
& &
A" ={-3,4) A=(3 )
[} 4 L] 4
3 3
2 2
B"=1(3 2) B={2.2)
! S={0.0) ! S={0.0
g 0 S
F 6 -5 4 -3 -2 -1 |01 Z 3 4 B & 7x =7 =B <5 3 2 -1 |01 2 3 4 B B Tx
4 -1
B =1{-3, -2} B=i{3-2
-z -2
3 -3
® -4 ] -4
"= (-3, ) A= (3, -4)
-5 -5
A= (-5, -8) A'=(5, -5)
B -8
Trokat Okrag
e B4 1y
A'=(-3, B) A=(3,8)
B
5 ]
4 4
3 3
CE (-5 3) C={523)
2 2
B =(-22) B=1(2.2) B'={4,2) B=(4,2)
1 1
S=(0,0) 8={0,0)
] - g -
7 %6 -5 4 -3 -2 1 o1 2 3 4 5 & Tx -T 6 & -4 -3 -2 -1 o1 2 3 4 5 & Tx
-1
B = (2, -2) B=(2-2) B = (-4, -2} B ={4,-2)
-2 -2
C"={-5-3) *= (5, -3)
- |
-4 -4
-5 -5
- -& -6
A" =(-3, B} A =3 -8)
- =7
Prosta

Przejdzmy do zadan.
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Symetrie trojkata - zadanie

Symetrie czworokata - zadanie

Symetrie kwadratu - zadanie

K

TEST

Moje Testy #57 - Symetrie w uktadzie wspdtrzednych...
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>
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matematyczne
Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE ¥ Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥

Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT

[#57] Symetrie w uktadzie wspoétrzednych

Zadanie 1(1 pkt.) Punkty A(—3; 12) i A'(5 + a; 15b — 3) sa symetryczne wzgledem osi OY . Wynika z tego, ze:

odpowiedz >>>  kratka >>>

Aa=2b=-1 B.a=0,b=3 Ca=-1,b=2 D.a=-2,b=1

Zadanie 2 (1 pkt.) Okrag o $rodku A(73; 4) i promieniu dtugosci 6 przeksztatcono w symetrii osiowej wzgledem osi OY . Otrzymano okrag o

érodku A' . Odlegtosé miedzy srodkami tych okregdw wynosi:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.8 B. -8 C.6 D.12

Zadanie 3 (1 pkt.) Punkt A(—2; 3) przeksztatcono symetrycznie wzgledem osi OX , otrzymujac punkt B . Punkt B przeksztatcono symetrycznie

wzgledem osi QY , otrzymujac punkt C' . Obwéd tego tréjkata ABC' wynosi:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 10 B.12 C.24 D. 26

Zadanie 4 (1 pkt.) Punkt K (—3; 5) przeksztatcono w symetrii wzgledem osi OX oraz OY , a takze w symetrii wzgledem punktu (0; 0),
otrzymujac odpowiednio punkty L, M i IN . Przekatna czworokgta K LN M ma dtugos$¢:

odpowiedZ >>>  kratka >>>

A.4/34 B.24/34 C. 342 D. 122

Zadanie 5 (1 pkt.) Odcinek AB, gdzie A(0; 1) i B(2; 0), przeksztatcono jednocze$nie w symetrii osiowej wzglgdem osi OX i OY , a takze

symetrii wzgledem punktu (0; O) . Czworokat utworzony z odcinka A B oraz uzyskanych odcinkdw nie jest:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. rombem, B. deltoidem, C. trapezem, D. prostokatem.
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Zadanie 6 (1 pkt.) Okrag o $rodku w punkcie P(2; 3) i promieniu 7 = 3 przeksztatcono w symetrii wzgledem osi OX , otrzymujac okrag o
érodku w punkcie P’ . Okregi o érodkach P i P’ :

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. przecinaja sie w dwdch punktach, B. sg styczne wewnetrznie,

C. sg styczne zewnegtrznie, D. sg roztaczne.

Zadanie 7 (1 pkt.) Kwadrat ABCD , gdzie A(—1; 2), B(4; 2), C(4; —3), D(—1; —3), przeksztatcono w symetrii srodkowej wzgledem

punktu (0; 0) . Pole figury ztozonej z kwadratu ABC'D oraz kwadratu otrzymanego po przeksztatceniu wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.50 B. 42 C.58 D.24

Zadanie 8 (2 pkt.) Znajdz réwnanie prostej k : y = 3x + 4 w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspdtrzednych.

pokaz odpowied? >>>  kratka >>>

1
Zadanie 9 (2 pkt.) Znajdz réwnanie prostej s : y = — 3 = + 2 w symetrii wzgledem osi OX .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 10 (2 pkt.) Dany jest trojkat ABC', gdzie A(—4;3) , B(—6; —1) i C(—1; —3) . Znajdz obraz tego tréjkata po przeksztatceniu w

symetrii osiowej wzgledem osi OY .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje

laboratorium
matematyczne

&

Strona gtéwna

« POWROT

Proste prostopadte i rownolegte

Autor: Dariusz Kulma

NARZEDZIA POMOCNICZE

v

LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Jezeli chcemy okresli¢, czy dwie proste sg do siebie réwnolegte lub prostopadte, to musimy poréwnac ich wspétczynniki kierunkowe (a).

Przypomnijmy wiec, co nazywamy wspoétczynnikiem kierunkowym réwnania prostej.

Jesli rownanie wystepuje w postaci ogdlnej, to mozemy zamienic¢ je na posta¢ kierunkowa, wyznaczajac zmienng y i zapisujgc réownanie w

postaci: y = ax + b.

Prosta na plaszczyZnie mozna opisac rownaniami:

kKierunkowym
y=ax+b
ogdolnym
Ax+By+C=0

a, b —wspolczynniki liczbowe
a —wspoltczynnik kierunkowy
b —wyraz wolny

A, B, C —wspotczynniki liczbowe
A B CER

A%+ B? > 0 — wspétczynniki
A i B nie moga by¢ jednoczesnie
zerami

To rownanie opisuje
wszystkie proste, ktdre sg
funkcjami, czyli za pomoca
rownania w postaci
kierunkowej nie mozna
opisac proste] prostopadlej
do osi OX.

To rownanie opisuje
wszystkie proste na
plaszczyinie.

PRIYKYAD

y=2x—3
a=2,b=-3
y=4

a=0,b=4
2x+3y—1=0
A= B=3 t=—1
3x—4=0

A=3,B=0,C=—4
y+2=0
A=0.8=1€=2

Skoro wiemy, na co zwraca¢ uwage, to zobaczmy teraz, w ktérym przypadku drugi wspoétczynnik musi by€ taki sam jak pierwszy, a w ktérym

musi by¢ odwrotnoscig pierwszego z przeciwnym znakiem.
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PROSTE ROWNOLEGLE

Prosta réwnolegta do danej przechodzaca przez wybrany punkt

LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

TWIERDZENIE PRIYKEAD

Jezeli mamy dwie proste k i | o wzorach odpowied-
nio k:y=a,x+b, oraz |:y=a,x+b,, to
prosta k jest rownolegla do /, jesli @, = a,, czyli oba
wspolczynniki kierunkowe sg takie same.

Zrobmy zadanie.

Badanie rownolegtosci funkcji - test

PROSTE PROSTOPADLE

Prosta prostopadta do danej przechodzaca przez wybrany punkt

TWIERDZENIE

Jezeli mamy dwie proste k i | o wzorach odpo-
wiednio k : y=a,x+b, oraz| : y=a,x+bh,, 1o
prosta k jest prostopadia do [, jesli = —{}—1, czyli
jeden wspofczynnik kierunkowy jest odwrotnosciag
drugiego z przeciwnym znakiem, co oznacza, ze ilo-
czyn ich wspoiczynnikow kierunkowych jest rowny —1
(e, a3 =—1).

Zrobmy zadanie.

Proste y = — 2x iy = — 2x t 10 sa rownolegle,
poniewaz ich wspotczynniki kierunkowe sg sobie

rowne.

o
-
-

e A e . . -

PRZYKEAD

Prostey=2x—3iy= —%x +% 53 prostopadie,

poniewaz odwrotnoscig liczby 2 z przeciwnym

znakiem jest —

7"
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Badanie prostopadtosci funkcji - test

WYZNACZANIE ROWNANIA PROSTEJ, KTORA JEST ROWNOLEGLA LUB
PROSTOPADLA DO DANEJ | PRZECHODZI PRZEZ WYBRANY PUNKT

Jest to bardzo wazne zagadnienie. Zrébmy dwa zadania dla utrwalenia.

Wyznaczanie prostej rownolegtej do danej

K

Wyznaczanie prostej prostopadtej do danej

TEST

Moje Testy #58 - Proste prostopadte i rownolegte...
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Strona gtéwna o NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj (D
Aktualnie pracujesz z klasa:
-- wybierz klase -- ¥
Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT
[#58] Proste prostopadte i rownolegte
Zadanie 1 (1 pkt.) Wspdtczynnik kierunkowy prostej rownolegtej o réwnaniu y = 5z — g jest rowny:
odpowiedz >>>  kratka >>>
1 1
A —— B.—5 C.— D.5
5 5
. , ) 4 : o )
Zadanie 2 (1 pkt.) Prosta o réwnaniu y = I z + 5 jest prostopadta do prostej o réwnaniu y = 3z — 4 . Wtedy:
m

odpowiedZ >>>  kratka >>>

A.m = ! B.m=—4 cCm=4 Dm—1

m=-3 . . m= g
Zadanie 3 (1 pkt.) Réwnanie prostej réwnolegtej do prostej o réwnaniu —3z + 2y + 6 = 0 to:
odpowied? >>>  kratka >>>
3 2 3 2
Y= = B.y = — Yy=——x— Dy=—=-2—

Ay 5 7 y=3=2 +2 C.y 57 3 y 3% 2

3 1
Zadanie 4 (2 pkt.) Dana jest prosta k o réwnaniu y = (Z p— 3) x + 3 oraz prosta [ o réwnaniu y = (5 + p) z — 4 . Oblicz, dla jakiego

parametru p proste te bedg réwnolegte.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

4
Zadanie 5 (2 pkt.) Dana jest prostap : y = 3 T — 2orazprostao: y = (a - 3)x + 4 . Oblicz, dla jakiego parametru a proste te beda

prostopadte.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
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Zadanie 6 (1 pkt.) Prosta [ o réwnaniu y = (4m — 4)z — 3 jest réwnolegta do prostej k o réwnaniu y = m2z + 4 . Wynika z tego, ze:
odpowiedz >>>  kratka >>>

Am=4 B.m =2 C.m= -2 D.m=—4

1
Zadanie 7 (1 pkt.) Prosta k o réwnaniu y = <§p2 + p) z + p jest prostopadta do prostej y = 2z . Warto$¢ p jest réwna:

odpowiedz >>>  kratka >>>

1

A —
2

2
Zadanie 8 (1 pkt.) Dane sg prostep : y = (m2 + 1)z +morazq: y= 3 x — m . Prawda jest, Ze istnieje taki parametr m dla ktérego

proste:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. sg prostopadte, B. sg réwnolegte i nie maja punktéw wspdlnych,
C. sg rownolegte i majg punkty wspdlne, D. przecinaja sie¢ w jednym punkcie pod katem innym niz 90° .

1
Zadanie 9 (2 pkt.) Znajdz réwnanie prostej prostopadtej do y = 3 z + 2 przechodzacej przez punkt N(—6; 12) .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 10 (2 pkt.) ZnajdZ réwnanie prostej rownolegtej do prostej z — 2y — 6 = 0 przechodzacej przez punkt S(4; 6) .

pokaz odpowied? >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel

wyloguj (O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Srodek odcinka w ukfadzie wspoétrzednych

Autor: Dariusz Kulma

Wspotrzedne srodka odcinka w uktadzie wspétrzednych obliczamy, korzystajac ze wzoru podanego ponize;.

Skorzystajmy z planszy i zrobmy cztery przykfady, postugujac sie wzorem, a nastepnie dwa kolejne zadania.

Srodek odcinka w uktadzie wspotrzednych

TWIERDZENIE

Srodkiemn odcinka o koricach A(X4; V4)iB(Xg; ¥g) jest punkt S o wspéirzednych:

Xgt+Xg Yoty
(425;425}

Oznacza to, Ze obie wspdirzedne srodka odcinka sg srednimi arytmetycznymi odpowiednich wspdlrzednych
koncow tego odcinka.

Zadanie z wykorzystaniem wzoru na $rodek odcinka - przyktad 1

Zadanie z wykorzystaniem wzoru na $rodek odcinka - przyktad 2

ZADANIA Z WYKORZYSTANIEM SYMETRALNEJ ODCINKA
Przypomnijmy pojecie symetralnej odcinka.
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Symetralna to prosta, ktara dzieli odcinek na pofowy i jest do niego prostopadta.
f Znajdowanie wzoru symetralnej odcinka 1
f Znajdowanie wzoru symetralnej odcinka 2

Znajdowanie wzoru symetralnej odcinka 3

SN

TEST

Moje Testy #59 - Srodek odcinka w uktadzie wspétrzednych...
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Strona gtéwna o NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O
Aktualnie pracujesz z klasa:
-- wybierz klase -- ¥
Materiaty » BelferBOX » Moje Testy
TEST
[#59] Srodek odcinka w uktadzie wspétrzednych
. 1 o ) , .
Zadanie 1 (1 pkt.) Punkt S [ 5; 3 jest srodkiem odcinka AB, w ktérym B(9; 2) . Punkt A ma wspétrzedne:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A A(L; —1) 8. A (14; 2%) CA(-1; 1) D. A(5; —1)
Zadanie 2 (1 pkt.) Srodkiem odcinka AB , gdzie A(—1; 2) i B(5; —3), jest punkt P o wspétrzednych:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A (4 1) B. (2; - %) c.(6; 2) D.(-1; -2)
Zadanie 3 (1 pkt.) Punkt S(0, 5; 5) jest srodkiem odcinka AB , gdzie A(a; 6)iB(3; 6 + a) . Wtedy:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A.a=2 B.a=4 Ca=-2 D.a=-1

Zadanie 4 (1 pkt.) Dany jest prostokat ABC'D , w ktérym A(—3; 2) i C(5; —2) . Punkt przecigcia przekatnych prostokata ma wspétrzedne;:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.(-1;0) B.(0 —1) C.(0; 1) D. (1; 0)

Zadanie 5 (1 pkt.) Srodkiem odcinka AB, gdzie A(+/3 + 2; /5 — 1) i B(4 — 3+/3; 34/5 + 3) , jest punkt o wspétrzednych:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A (3—+3;2y5+1) B. (3—33; 45 +1)
C(1++/3;2¢/5-1) D.(3+3v3; V5 +1)
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Zadanie 6 (2 pkt.) Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka o kofcach P(1; 3) i O(—5; —1).

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 7 (1 pkt.) Punkt S(1, 5; 3) jest $rodkiem odcinka AB, w ktérym A(—6;4) . Punkt B ma wspétrzedne:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.B(3;2) B. B(—7,5;7) C. B(2;3) D. B(3;1)

Zadanie 8 (1 pkt.) Srodkiem odcinka AB , gdzie A(—8;2) i B(2;0) , jest punkt S o wspétrzednych:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. (10;2) B. (—6;0) C.(=3;1) D. (4;2)

Zadanie 9 (1 pkt.) Punkt S(—8; 1) jest srodkiem odcinka AB, gdzie A(5a; —3) i B(8 + a; 5) . Wtedy:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.a=2 B.a=5 C.a=-2 D.a = -4

Zadanie 10 (1 pkt.) Dany jest prostokat ABCD , w ktérym A(—2;1) i C'(—4;5) . Punkt przecigcia przekatnych prostokata ma wspétrzedne:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.(—6;6) B.(—3;3) c.(1;1) D. (3;-3)

Zadanie 11 (1 pkt.) Srodkiem odcinka AB, gdzie A(+/3 + 3;2+/7 + 2) i B(3v/3 — 3;4y/T + 4) , jest punkt o wspétrzednych:

odpowiedZ >>>  kratka >>>

A (243 +3;3/7 +3) B. (2v/3;3v7 +3)
C. (v3;4V7) D. (4/3;6+/7 +6)

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Dtugos¢ odcinka, odlegto$¢ punktu od prostej

Autor: Dariusz Kulma

DtUGOSC ODCINKA W UKLADZIE WSPOYRZEDNYCH

Dtugosc¢ odcinka w uktadzie wspoirzednych to odlegtos¢ miedzy dwoma punktami. Obliczamy jg wedtug nastepujacego wzoru.

TWIERDZENIE

Odleglosé¢ miedzy punktami o wspéirzednych A(x4; ¥, ) i B(Xg; Vg), czyli diugosé odcinka AB, obliczamy ze
wWZoru:

|AB|= v‘f(xs —Xa P+ (Vg —Vaf
Wykonajmy kilka przyktadéw z prostym zastosowaniem tego wzoru, a nastepnie dwa zadania, w ktorych trzeba bedzie skorzystac z tej
umiejetnosci.
Dtugo$¢ odcinka w uktadzie wspétrzednych - przyktady
Obwod rombu - zadanie
Obwod trdjkata rownobocznego - zadanie
Pole kwadratu - zadanie

Tréjkat réwnoramienny - zadanie

Y Y £Y EY KN
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ODLEGLOSC PUNKTU OD PROSTEJ

Drugi wazny wzér to wzér na odlegtos¢ punktu od prostej. Na poczatek zrébmy kilka przyktadéw na proste podstawienia do tego wzoru.

TWIERDZENIE

Odleglos¢ d punktu P(x,; v, ) od prostej o réwnaniu Ax + By + C = 0, gdzie A i B nie sg jednoczednie zerami,
obliczamy za pomoca wzoru:

d_lAXG‘l'ByU‘FCl
- /a2 2
\,“A +B

Odlegtos¢ punktu od prostej - przyktady

Nastepnie przejdziemy do zadan bardziej ztozonych, w ktérych jednym z etapéw bedzie zastosowanie danego wzoru.

Pole trojkata - zadanie

Obliczanie pola trdjkata w uktadzie wspotrzednych bezposrednio ze wzoru

Pole rownolegtoboku - zadanie

TEST

Moje Testy #60 - Dtugosc odcinka, odlegtos¢ punktu od prostej...
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Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT

TEST

[#60] Dtugos¢ odcinka, odlegtos¢ punktu od prostej

Zadanie 1 (1 pkt.) Dane sg punkty A(1; 1) i B(—3; 4) . Dtugos¢ odcinka AB wynosi:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.5/5 B.5 C.32 D.10

Zadanie 2 (1 pkt.) Punkty K (3; 2)i L(—4; 3) sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego K LM . Obwdd tego tréjkata jest réwny:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 15 B.20./5 c12y3 D. 152

Zadanie 3 (1 pkt.) Punkty B(7; —3) i D(1; 3) sa przeciwlegtymi wierzchotkami kwadratu ABCD . Pole tego kwadratu jest réwne:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 24 B. 18 C.12 D. 36

Zadanie 4 (1 pkt.) Obwéd rombu o boku AB, gdzie A(1; 0) i B(5; 2) , wynosi:
odpowied? >>>  kratka >>>

A.2¢/5 B.8+/5 C.45 D. 40

Zadanie 5 (1 pkt.) Trojkat ABC', gdzie A(—3; 0), B(2; 2), C(—1; 4), jest trojkatem:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. rozwartokatnym, B. prostokatnym, C. réwnoramiennym, D. ostrokatnym.

Zadanie 6 (2 pkt.) Oblicz pole tréjkata IJK , wiedzac, ze podstawa IJ o diugosci 12+/2 zawiera sie w prostej o réwnaniuz +y —3 =0, a
wierzchotek ma wspétrzedne K (6; 3) .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
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Zadanie 7 (2 pkt.) Oblicz pole rombu ABCD , gdzie A(0; 2), B(3; 5)iC(5; 2).

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 8 (5 pkt.) Oblicz pole tréjkata ABC', gdzie A(—2; 3), B(3; —1),a punkt C lezy na przecieciu prostychy = —x + 11 i

y=>5r—25.
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. B. C. D.

Zadanie 9 (1 pkt.) Dane sg punkty A(3;4) i B(11;2) . Dtugos¢ odcinka AB wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A 4/17 B. /69 V17 D. 217

Zadanie 10 (1 pkt.) Punkty K (4; —2) i L(6;2) s wierzchotkami tréjkata réwnobocznego K LM . Obwdéd tego trojkata jest réwny:

odpowiedZ >>>  kratka >>>

A.64/5 B. 105 c.2\5 D.5/6

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Przekroje prostopadtoscianu

Autor: Dariusz Kulma

Przypomnijmy, czym jest przekréj bryty. My zajmowac¢ sie bedziemy przekrojami szescianu i prostopadtoscianu.

DEFINICJE

Przekrojem bryly nazywamy czesc wspolng bryly i plaszczyzny, ktdra jg przecina.

W przypadku prostopadloscianu przekrojem moze byé punkt (wierzcholek), odcinek (krawed?) lub wielokat
zawarty w plaszczyinie, ktora przecina prostopadioscian. Wierzchotki tego wielokata nalezg do krawedzi

prostopadtoscianu.
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Zobaczmy na planszach przyktadowe przekroje.

Przekroje prostopadtoscianu
Przekroje szescianu
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Korzystajgc z ponizszej planszy, okreslmy, jakg figurg moze by¢ przekrdj prostopaditoscianu czy szescianu.

Przekroje szescianu 2

Przejdziemy teraz do zadan, w ktérych wykorzystamy wiadomosci odno$nie przekrojéw.

Przekroje szescianu - przyktady

Przekroj prostopadtoscianu - przyktady

Przekrodj graniastostupa trojkatnego - zadanie 1

Przekroj prostopadtoscianu - zadanie

OO

Przekrdj graniastostupa trojkatnego - zadanie 2

TEST

Moje Testy #61 - Przekroje prostopadtoscianu...

PRZYKLADOWE PRZEKROJE INNYCH BRYL

Ostrostup prawidtowy czworokgtny - przekroje 1

Ostrostup prawidtowy czworokatny - przekroje
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ZO0OM

PRZIEKROJ
s (P e—

[T POKAZ PUNKT PRZESUWARNIA

&) (@)

Uchwyt

Dariusz Kulma - E-laboratorium matematyczne, 9 Luty 2013, Utworzony z GeoGebra
Ostrostup prawidtowy czworokgtny - przekroje 2

Ostrostup prawidtowy czworokatny - przekroje 2
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ZO0OM

PRZEKROJ
e () S—

¥ POKAZ PUNKT PRZESUWARNIA

) @

Uchwyt

Dariusz Kulma - E-laboratorium matematyczne, 9 Luty 2013, Utworzony z GeoGebra
Ostrostup prawidtowy trojkatny - przekroje

Ostrostup prawidtowy tréjkatny - przekroje
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- O

PRZEKROJ

[ POKAZ PUNKT PRZESLIWANIA

Dariusz Kulma - E-laboratorium matematyczne, 10 Luty 2013, Utworzony z GeoGebra
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Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥

Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT

[#61] Przekroje prostopadtoscianu

Zadanie 1 (1 pkt.) Przekrojem sze$cianu nie moze byé:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. czworokat, B. trdjkat, C. pétprosta, D. pieciokat.

Zadanie 2 (1 pkt.) Szescian o krawedzi 6 przecieto ptaszczyzng przechodzacy przez réwnolegte przekatne naprzeciwleglych écian. Pole

powierzchni tego przekroju wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 32 B. 322 C.64 D.32/3

Zadanie 3 (1 pkt.) W szescianie poprowadzono przekrdj przez przekatne sasiednich $cian bocznych (zobacz rysunek). Jesli obwdd tego przekroju
wynosi 12\/5 , to krawedz podstawy szescianu ma dtugosc:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A4 B.8 C.4/2 D.2¢/2

Zadanie 4 (1 pkt.) W ostrostupie prawidtowym czworokatnym o podstawie ABC'D i wierzchotku S poprowadzono przekrdj przez przekatng
podstawy i wierzchotek. Przekréj ten jest zawsze trdjkatem:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. rozwartokatnym, B. ostrokgtnym, C. prostokatnym, D. réwnoramiennym.

Zadanie 5 (1 pkt.) Dany jest graniastostup ABCDA' B'C' D', ktéry przecieto ptaszczyzna prostopadia do ptaszczyzny podstawy i przecinajaca

krawedzie tej podstawy w potowie (zobacz rysunek). Wiedzac, ze krawedZ podstawy wynosi 8 , a wysoko$¢ graniastostupa 12 , mozna stwierdzié,

ze pole powierzchni tego przekroju wynosi:
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Df cl
A ie?

A B

odpowiedZ >>>  kratka >>>

A.48 B. 24 C.482 D.24/2

Zadanie 6 (2 pkt.) Szeécian o wysokosci réwnej 4 przecieto ptaszczyzng przechodzaca przez $rodki krawedzi wychodzacych z jednego

wierzchotka. Oblicz pole tego przekroju.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 7 (2 pkt.) W graniastostupie prawidtowym szesciokagtnym o boku podstawy réwnym 4 i wysokosci réwnej 8 utworzono ostrostup,

ktérego podstawa jest jedna z podstaw graniastostupa, a wierzchotkiem srodek drugiej podstawy. Oblicz pole Sciany bocznej tego ostrostupa.

pokaz odpowied? >>>  kratka >>>

Zadanie 8 (1 pkt.) Dany jest graniastostup ABCDA'B'C' D’ , ktéry przecieto ptaszczyzna prostopadta do ptaszczyzny podstawy i przecinajaca

krawedzie tej podstawy w potowie (zobacz rysunek). Wiedzac, ze krawedz podstawy wynosi 6\/§ , a wysokos¢ graniastostupa 44/3 , moina

stwierdzi¢, ze pole powierzchni tego przekroju wynosi:

D’ C’

A!

A B

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.24./6 B. 24 C.24,/2 D. 24+/3

Zadanie 9 (2 pkt.) Szeécian o wysokosci rownej a przecieto ptaszczyzng przechodzacy przez $rodki krawedzi wychodzacych z jednego
wierzchotka. Oblicz pole tego przekroju.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
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Zadanie 10 (2 pkt.) W graniastostupie prawidtowym szesciokatnym o boku podstawy réwnym 2a i wysokosci réwnej ' 3a utworzono ostrostup,

ktérego podstawa jest jedna z podstaw graniastostupa, a wierzchotkiem srodek drugiej podstawy. Oblicz pole Sciany bocznej tego ostrostupa.
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje

Graniastostupy i ostrostupy

Autor: Dariusz Kulma

GRANIASTOSLUPY

Zacznijmy od przypomnienia definicji graniastostupow.

DEFINICJE
podstawa _ krawedz podstawy
wierzchofek

Graniastoslup to wieloscian, ktérego dwie sciany,

zwane podstawami, sa przystajgcymi wielokgtami krawed:
zawartymi w plaszczyznach rownoleglych, a po- boczna
zostale sciany, zwane scianami bocznymi, sg réwno-
legiobokami o wierzcholkach nalezgcych do podstaw.

sciana boczno

Wysokosé graniastostupa (H ) to dowolny odcinek, ktdry faczy ptaszczyzny zawierajace podstawy graniastosiupa
i jest do nich prostopadly.

Powierzchnie boczng graniastosiupa tworza jego sciany boczne.

Mozemy moéwi¢ o graniastostupach prostych i pochytych. Zobaczmy, czym sie réznig. Skorzystamy réwniez z plansz ponize;j.
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Graniastostupy proste - wstep
DEFINICJE

Graniastosiup prosty to graniastosiup, ktorego kra-
wedzie boczne s3 prostopadie do podstawy.

Sciany boczne dowolnego graniastosfupa prostego sa
prostokatami.

Graniastostupy pochyte - wstep
DEFINICJE

Graniastoslup pochyly to graniastostup, ktorego kra- ¥
wedzie boczne nie 53 prostopadie do podstawy.

Waznym pojeciem jest przekatna graniastostupa. Zwré¢ uwage, ze jest to inny odcinek niz np. przekatna $ciany.

DERINICJE

Przekatne tego
graniastosfupa

to odcinki: AC", CA’,
BD', DB'.

Przekatng graniastoslupa nazywamy taki odcinek
faczacy dwa jego wierzcholki, ktdory nie jest zawarty
w zadnej scianie graniastostupa.

Zrobmy zadanie, zeby utrwali¢ pojecie przekgtnej graniastostupa i przekatnej sciany bocznej.

Przekatne graniastostupa - zadanie

GRANIASTOStUPY PRAWIDLOWE
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DEFINICJE

Graniastostup prosty, ktory w podstawie ma wielokat foremny, nazywamy prawidiowym.

W zaleznosci od tego, jakim wielokatem jest podstawa graniastosfupa, wyrdZniamy graniastostupy trojkatne,
czworokatne, pieciokatne itd.

Graniastostupy prawidtowe n-kgtne

L5
1 |
1 | 1 |
I 1 I |
I | 1 a
1 ---_'-‘-1'——— T 1 #
| I I 1
| I | 1 H
[} | 1 1 +
1 ! ! 1
1 1 1 I
I ! ! ]
I 1
I |
I I 1 1 e i
1 1 ' ®
LICZBA KRAWEDZI
PODSTAWY
GRANIASTOSLUPY - OBJETOSC | POLE POWIERZCHNI CALKOWITEJ
W kazdym graniastostupie objetos¢ oraz pole powierzchni catkowitej mozemy policzy¢ z nastepujgcych wzorow:
, . . V=~P = H
WZOR NA OBJETOSC podsiany
gdzie H — wysokosc graniastostupa
WZOR NA POLE POWIERZCHNI Pe = 2 Ppoustawy T Ppowierzchni bocznej
CAYKOWITEJ
Objetos¢ - wizualizacja
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[T PUNKT PRZESUWANIA
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18 Wrzesien 2015, Utworzony z GeoGebra

OSTROStUPY

Przechodzimy teraz do ostrostupéw. Przypomnijmy najwazniejsze pojecia. Podobnie jak przy graniastostupach, mozemy moéwi¢ o ostrostupach

prawidtowych i w zaleznosci, jaka figura znajduje sie w podstawie rozrézniamy rézne rodzaje ostrostupéw.
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DEFINICJE

wierzcholek

Ostroslup to wieloscian, ktérego jedna Sciana, zwana PR

podstawa, jest dowolnym wielokatem, a pozostafe B

sciany, nazywane Scianami bocznymi, sa tréjkatami
o wspdlnym wierzchotku, zwanym wierzchotkiem
ostrostupa.

wysokosc

krawedZ
podstawy

Sciana boczna

. podstowa

spodek wysokosci

Ostrosfup prosty to ostrostup, ktérego wszystkie krawedzie boczne maja te samg diugosé lub spodek wysokosci
pokrywa sie ze srodkiem okregu opisanego na podstawie.

W zaleznosci od tego, jakim wielokatem jest podstawa ostroslupa, wyrézniamy ostroslupy trojkatne,
czworokatne, pieciokatne itd.

Ostrostup prosty, ktory w podstawie ma wielokat foremny, nazywamy prawidlcwym.

Waznym pojeciem jest wysokos$¢ ostrostupa. Zwr6¢my uwage, ze wysoko$¢ moze by¢ potozona w rézny sposéb.

Ostrostupy - wstep
DEFINICJE

Wysokosé ostrosiupa to odcinek, ktérego jednym koricem jest wierzcholek ostrosfupa,
a drugim rzut prostokatny wierzchotka na plaszczyzne podstawy (spodek wysokosci).

Wysokosc poloZona poza ostrostupem

Wysokosc pokrywajaca sie z krawedzia boczng
ostrosiupa

Wysokos¢ pofoZzona wewnatrz ostrosfupa
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OSTROSLUPY - OBJETOSC | POLE POWIERZCHNI CALKOWITEJ

W kazdym ostrostupie objeto$¢ oraz pole powierzchni catkowitej mozemy policzy¢ z nastepujacych wzoréw:

1
~ s - V==P -1
WZOR NA OBJETOSC 3 " podstawy

gdzie H — wysokosc graniastostupa

WZOR NA POLE POWIERZCHNI Pe = Ppodstawy t Ppowierzchni bocznef

CAEKOWITEJ

Zwréémy uwage, ze wzor na objetos¢ ostrostupa wynika z zaleznosci pomiedzy objetoscig graniastostupa i ostrostupa.

Jeieli porownamy objetosci ostrostupow igraniastostupow, to zauwazmy, ze gdy mamy ostrostup
i graniastostup o takich samych wymiarach podstaw i wysokosdci, objetosc¢ graniastosfupa jest

trzy razy wieksza od objetosci ostrosfupa.
;b
a d

Zaleznos¢ migedzy objetoscig ostrostupa i graniastostupa - wizualizacja

- b / i
a a

TEST

Moje Testy #62 - Graniastostupy i ostrostupy...
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TEST

[#62] Graniastostupy i ostrostupy

Zadanie 1 (1 pkt.) Graniastostup prawidtowy czworokatny ma:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. trzy pary Scian réwnolegtych, B. cztery pary $cian réwnolegtych,

C. dziesie¢ par $cian prostopadtych, D. sze$¢ par $cian prostopadtych.

Zadanie 2 (1 pkt.) Wysoko$¢ ostrostupa prawidtowego moze by¢:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. pokrywajaca sie z krawedzig boczng, B. réwnolegta do krawedzi podstawy,

C. prostopadta do krawedzi podstawy, D. réwnolegta do wysokosci Sciany bocznej.

Zadanie 3 (1 pkt.) Graniastostup prawidtowy tréjkatny nie moze mieé:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. czterech identycznych Scian, B. dwdch identycznych $cian,

C. trzech identycznych $cian, D. trzech identycznych $cian prostokatnych.

Zadanie 4 (1 pkt.) Jezeli graniastostup ma 48 krawedzi, to liczba wierzchotkéw tego graniastostupa wynosi

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.16 B. 32 C.48 D.24

Zadanie 5 (1 pkt.) Ostrostup ma 23 wierzchofki. Liczba wszystkich krawedzi tego ostrostupa jest réwna:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.22 B.23 C.44 D. 46

Zadanie 6 (1 pkt.) Graniastostup ma 16 wierzchotkéw. Liczba krawedzi tego graniastostupa wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>
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A. 16 B. 32 Cc.24 D. 42

Zadanie 7 (1 pkt.) Liczba wszystkich krawedzi ostrostupa, ktéry ma 31 wierzchotkdw, jest rowna:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 32 B. 60 C.64 D. 30

Zadanie 8 (1 pkt.) Liczba $cian graniastostupa prawidtowego wynosi 22 . Podstawg tego graniastostupa jest:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. dziesieciokat foremny, B. dwunastokat foremny, C. dwudziestokat foremny, D. jedenastokat foremny.

Zadanie 9 (1 pkt.) Liczba $cian bocznych ostrostupa wynosi 14 . Liczba krawedzi tego ostrostupa jest réwna:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 14 B. 28 C.15 D. 17

Zadanie 10 (1 pkt.) Ostrostup prawidtowy osmiokatny ma W wierzchotkéw i K krawedzi. Prawdziwa wigc jest zaleznosé:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A K+1=2W BK+2=W CK=2W-2 DK=W

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Katy w graniastostupach i ostrostupach

Autor: Dariusz Kulma

KATY MIEDZY ODCINKAMI

W graniastostupach i ostrostupach mozemy poszukiwa¢ katéw pomiedzy prostymi zawierajgcymi odcinki tych wieloscianéw (czyli krawedzie,

przekatne, wysokosci, itp.)

H G
Katem miedzy dwiema prostymi k i [ E E E
przecinajgcymi sie w punkcie P y & —kat miedzy
1
naz?'wamy kat ostry Iut? prosty, - P prostyimi DF i AG
o wierzchotku w punkcie P oL-1Y .. i
i ramionach zawartych w prostych ki /. k Ny
A B

Katy w ostrostupie prawidlowym tréjkatnym:

& — kat miedzy krawedzig boczna a krawedzig
podstawy

/7 —kat miedzy krawedziami bocznymi

¥ —kat miedzy wysokoscig ostrostupa a krawedzig
boczng

. UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI ‘\.J ELITMAT |laboratorium EUROPEJSKI
CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FIRMA EDUKACY.JNO-WYDAWNICZA matematyczne FUNDUSZ SPOLECZNY 228




laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

matematyczne

Ostrostup prawidtowy trdjkatny - katy miedzy odcinkami

PRZYKEADY KATOW MIEDZY ODCINKAMI

d Katy w ostrostupie prawidtowym czworokatnym:

Jh @ — kat miedzy krawedzig boczng a krawedzig

‘% podstawy
/1 — kat miedzy krawedziami boeznymi
¥ — kat miedzy wysokoscig ostrostupa

B a krawedzig boczng
h & — kat miedzy przeciwleglymi krawedziami

bocznymi

Ostrostup prawidtowy czworokatny - katy miedzy odcinkami

PRZYKEADY KATOW MIEDZY ODCINKAMI

Katy w graniastostupie prawidlowym trajkatnym:

— @ — kat miedzy przekatnymi scian bocznych
Ai /7 —kat miedzy przekatna $ciany bocznej
a krawedzig podstawy

¥ — kat miedzy przekatng sciany bocznej
a krawedzig boczng

=

Graniastostup prawidtowy trojkatny - katy miedzy odcinkami

PRZYKEADY KATOW MIEDZY ODCINKAMI

Katy w graniastostupie prawidlowym
czworokatnym:

@ — kat miedzy przekatnymi écian bocznych
/7 — kat miedzy przekatng graniastostupa
a krawedzig boczng

¥ —kat miedzy przekatna sciany a krawedzig
boczng

6 — kat miedzy przekatna $ciany a krawedzig
podstawy

£ — kat miedzy przekatna graniastostupa
a przekatng sciany bocznej wychodzaca z tego

samego wierzchotka

Graniastostup prawidtowy czworokatny - katy miedzy odcinkami

Wykonajmy zadanie z ponizszej planszy.

Katy w ostrostupie - przyktady
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KATY MIEDZY ODCINKAMI | PLASZCZYZNAMI

W graniastostupach i ostrostupach mozemy poszukiwa¢ katéw pomigdzy prostymi zawierajgcymi odcinki tych wieloscianéw (np. krawedzie,

wysokosci, przekatne) a ptaszczyznami (czyli podstawami czy Scianami bocznymi).

k
Katemn nachylenia proste] &k da plaszczyzny 7, gdzie prosta k nie jest /
prostopadia do plaszczyzny 7, jest kat ostry @ utworzony przez te :
prosta i jej rzut prostokatny na plaszczyzne .

Katy w ostrostupie prawidtowym czworokatnym:
@ — kat nachylenia krawedzi

bocznej do plaszczyzny podstawy

£ — kat nachylenia wysokoéci éciany boczne]

do plaszczyzny podstawy

¥ — kat miedzy wysokoscig ostrostupa

a plaszczyzna sciany bocznej

Ostrostup prawidtowy trdjkatny - katy miedzy odcinkami i ptaszczyznami

PRZYKEADY KATOW MIEDZY ODCINKAMI | PLASZCZYZNAMI

Katy w ostrostupie prawidlowym czworokatnym:
« —kat nachylenia krawedzi

bocznej do plaszczyzny podstawy

[ — kat nachylenia wysokoéci éciany boczne]

do plaszczyzny podstawy

¥ — kat miedzy wysokoscig ostrostupa

a plaszczyznag Sciany bocznej

-q.l? Katy w graniastostupie prawidlowym tréojkatnym:
% @ — kat miedzy przekatna sciany bocznej

asgsiednig sciang boczng

Graniastostup prawidtowy trojkatny - katy miedzy odcinkami i ptaszczyznami
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PRZYKtADY KATOW MIEDZY ODCINKAMI | PLASICZYZNAMI

Katy w graniastostupie prawidiowym
czworokatnym:

@ — kat nachylenia przekatnej graniastosiupa
do plaszczyzny podstawy

Graniastostup prawidtowy czworokatny - katy miedzy odcinkami i ptaszczyznami

Wykonajmy zadania z ponizszych plansz.

Katy w prostopadtoscianie - przyktady

Graniastostup prawidtowy trdjkatny - zadanie

ST

KATY MIEDZY PLASZCZYZNAMI

W graniastostupach i ostrostupach mozemy poszukiwac katéw migdzy $cianami czy migdzy Scianami a ptaszczyznami podstaw (chodzi o tzw.

katy dwuscienne).

Kat dwuscienny
DEFINICJE

Dwie rézne polplaszczyzny 7;, 5 o wspdlnej krawedzi m dzielg m
przestrzen na dwie czesci. Kazda z nich wraz z tymi polplaszczyznami
nazywamy katem dwusciennym, a polplaszczyzny — scianami kata

dwusciennego.
ma|
F.| | .
Miarg kata dwusciennego nazywamy miare kata plaskiego otrzy- /
manego jako przekroj kata dwusciennego plaszczyzng prostopadia m
do jego krawedzi. T

Aby zmierzyc kat dwuscienny o krawedzi m, nalezy:
1° poprowadzic plaszczyzne & prostopadia do prostej m, 5
2° zmierzy¢ kat ptaski, wypukty lub wklesty, bedacy czescig
wspolna kata dwusciennego i plaszczyzny .

Jeden z katow dwusciennych ma miare &, a drugi 360° — @.
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Rozwigzmy zadanie.

Ostrostup prawidtowy czworokatny - zadanie

TEST

Moje Testy #64 - Katy w graniastostupach i ostrostupach...
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TEST

[#64] Katy w graniastostupach i ostrostupach

Zadanie 1 (2 pkt.) Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny ABCDEFGH (zobacz rysunek). Wiedzac, ze |AB| = 34/3 oraz
|AE| = 3, oblicz miare kata « .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

H G
E L F
I
I
I
I
I
I
I
Da--1--{23C
A B

Zadanie 2 (2 pkt.) Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny o podstawie ABC'D i wierzchotku S . Oblicz kat miedzy dwoma sgsiednimi

krawedziami bocznymi, wiedzac, ze krawedz boczna ma diugoé¢ 2 , a obwéd podstawy 8+/3 .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 3 (2 pkt.) Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny ABC DEFGH (zobacz rysunek). Wiedzac, ze | AB| = 2+/6 oraz

|AE| = 5, oblicz wartos¢ tangensa kata « .

pokaz odpowied? >>>  kratka >>>
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H G

1
L
]
1
1
I
I
1
I

L4

-
-

A B

Zadanie 4 (2 pkt.) Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny o podstawie ABC'D i wierzchotku S . Oblicz kat miedzy dwoma sagsiednimi

krawedziami bocznymi, wiedzac, ze krawed?z boczna ma dtugoéé 4+/6 , a obwdd podstawy 16\/€ .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 5 (1 pkt.) Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny, w ktérym wszystkie krawedzie sa rownej dtugosci. Kat, jaki tworzy krawedz
boczna z podstawg, ma miare:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 30° B. 60° C.45° D. 90°

Zadanie 6 (1 pkt.) Dany jest prostopadtoscian ABCDA'B'C' D’ . Korzystajac z danych podanych na rysunku, mozna stwierdzi¢, ze kat miedzy

przekatng prostopadtoscianu a podstawa ma miare

cJ’
A.‘

10

A

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 45° B. 30° C.90° D. 60°

Zadanie 7 (1 pkt.) W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym krawedz boczna o dtugosci 6 nachylona jest do ptaszczyzny podstawy pod katem
« . Wiedzac, ze krawedz podstawy ma dtugos¢ 3\/5 , mozna stwierdzi¢, ze:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.a = 30° B.a = 60° C.a=45° D.a = 75°

Zadanie 8 (2 pkt.) Dany jest graniastostup, w ktérym krawedz boczna jest dwa razy krétsza od przekatnej $ciany. Oblicz miare kata zawartego
miedzy przekatna Sciany a krawedzig podstawy.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 9 (2 pkt.) Krawed? boczna ostrostupa prawidtowego czworokatnego o dtugosci 6 nachylona jest do ptaszczyzny podstawy pod katem

45° . Oblicz wysoko$¢ ostrostupa.
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>
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Zadanie 10 (1 pkt.) Dany jest ostrostup czworokatny o podstawie prostokata (zobacz rysunek). Korzystajgc z danych na rysunku, mozna

stwierdzi¢, ze kat & ma miare:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 30° B. 45° C. 60° D. 75°

Zadanie 11 (1 pkt.) W graniastostupie prawidfowym o$miokatnym kat miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.120° B. 145° C. 150° D.135°

Zadanie 12 (1 pkt.) Wszystkie katy dwuscienne réwnej miary ma:
odpowied? >>>  kratka >>>

A. graniastostup tréjkatny, B. szescian,

C. ostrostup czworokatny, D. ostrostup prawidtowy czworokatny.

Zadanie 13 (1 pkt.) W ostrostupie prawidfowym sze$ciokatnym mozna znalezé:
odpowied? >>>  kratka >>>

A. dwa rézne katy dwuscienne, B. trzy rozne katy dwuscienne,

C. cztery rézne katy dwuscienne, D. sze$¢ réznych katdw dwusciennych.

Zadanie 14 (4 pkt.) W ostrostupie prawidfowym tréjkatnym krawedz podstawy ma dtugo$¢ 12, a krawedz boczna 18 . Oblicz cosinus kata

nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Bryty obrotowe

Autor: Dariusz Kulma

Na poczatek przypomnienie najwazniejszych informacji o brytach obrotowych, czyli walcu, stozku i kuli. Wykorzystamy plansze ponize;j.
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DEFINICJA

OINACIENIA

SIATKA BRYLY

INNE WAZNE
INFORMACJE

Walec

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Walec to bryla obrotowa
powstata w wyniku obrotu
prostokata wokol jego osi
symetrii lub wokdt prostej
zawierajacej jego bok.

r — promien

H — wysokosc

0 — spodek wysokosci,
czyli srodek podstawy
walca

r
2mr

&

Przekrojem osiowym walca
nazywamy przekrd] walca
plaszczyzng zawierajgca
jego os — jest to prostokat
o bokach H i 2r.

Podstawy walca to dwa
kota otrzymane w wyniku
obrotu prostokata.

KAPITAt LUDZKI @

CZEOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA!

FIRMA EDUKACY.JNO-WYDAWNICZA

STOZEK

Stozek to bryla obrotowa
powstata w wyniku obrotu
trojkata rownoramiennego
wokdl jego osi symetrii lub
trojkata prostokatnego
wokol prostej zawierajacej
przyprostokatng trojkata.

5 — wierzchotek

0 — spodek wysokosci

r — promien

H — wysokosé

| — tworzaca

« — kat rozwarcia stozka

Przekrojem osiowym
stozka nazywamy prze-
krdj stoika plaszczyznag
zawierajaca jego os — jest
to trojkat réwnoramienny
o bokach f, /i 2r.

Kat miedzy ramionami
trojkata, bedacego prze-
korjem osiowym stozka,
nazywamy katem rozwar-
cia stozka.

Podstawa stoika to kolo

otrzymane w wyniku
obrotu trojkata.

TMAT

| laboratorium
matematyczne

LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

KULA

Kula to bryla obrotowa
powstala w wyniku ob-
rotu kofa wokol prostej
zawierajacej jego srednice.

r — promien
0 — srodek kuli

Kula nie ma siatki.

Kazdy przekrdj kuli plaszezy-
zna, ktora ma wiecej niz
jeden punkt wspdlny z tg
kulg, jest kotem. Jesli pfa-
szczyzna ta przechodzi przez
srodek kuli, to przekroj ten
nazywamy kolem wielkim.

Kula o srodku w punkcie

O i promieniu r to zbiér
punktow przestrzeni,
ktorych odlegtosc od
punktu O jest mnigjsza lub
réwna r.

Sfera o srodku w punkcie
O i promieniu r to zbior
punktéw przestrzeni,
ktorych odleglosc od
punktu O jest rowna r.

UNIA EUROPEJSKA ey
EUROPEJSKI *
FUNDUSZ SPOLECZNY Tk
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Jak powstaje walec

Walec- siatka

Jak narysowac walec

Stozek

Jak powstaje stozek

Stozek - siatka

Jak narysowac stozek

Jak powstaje kula

Y Y Y Y Y EY AV

LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

OBJETOSCI | POLA POWIERZCHNI BRYL. OBROTOWYCH

WIZIOR NA
OBJETOSC

WZOR NA POLE
POWIERZCHNI
CAtKOWITEJ

INNE WAZNE
INFORMACJE

V=mr?H

P.=2xr’ +2marH

r — promien
H — wysokosé

STOZEK KULA

Il
u.||$x
=
W

VZ%‘rrrz-H v
P.=rr* + zrl P=4nr

r — promien

.. r — promien
H — wysokosé i

Zwréémy uwage, ze wzor na objetos¢ stozka wynika z zaleznosci pomiedzy objetoscig stozka i walca.

lezeli poréwnamy objetosci stozka i walca o réwnych promieniach i wysokosciach, to zauwaimy,
7e objetosc walca jest trzy razy wieksza od objetosci stozka.
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Zaleznos¢ migedzy objetoscia stozka i walca - wizualizacja

Przechodzimy do zadan.

Walec - przyktady

Stozek - przyktady

Kula - przyktady

Kula - zadanie z przekrojem
Stozek - zadanie

Walec - zadanie

Kula - zadanie

S Y Y Y Y Y

TEST

Moje Testy #65 - Bryty obrotowe...
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TEST

[#65] Bryty obrotowe

Zadanie 1 (1 pkt.) Tworzaca stozka jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60° . Jezeli $rednica stozka ma dtugo$¢ 12 , to dtugos¢
tworzacej jest réwna:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 4T B.12 C.44/3 D. 127w

Zadanie 2 (1 pkt.) Dany jest stozek, w ktérym tworzaca i érednica podstawy maja ditugosé rowna 4+/3 . Wysokosé tego stozka wynosi:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.23 B.6 C.4/3 D.4

Zadanie 3 (1 pkt.) Tworzaca stozka jest o 8 dituzsza od jego wysokosci, a obwdd podstawy stozka wynosi 407 . Dtugo$¢ wysokosci tego stozka jest
wiec réwna:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.23 B. 22 C.21 D. 20

Zadanie 4 (1 pkt.) Tréjkat prostokatny o przyprostokatnych a i 2a obraca sie wokét krétszego boku. Dtugo$é tworzgcej tego stozka wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.ay/3 B. 5a’ C.a\b D. G‘T\/g

Zadanie 5 (2 pkt.) Przekatna przekroju osiowego walca o dtugosci 6+/6 tworzy z wysokoscig kat 60° . Oblicz dtugo$¢ promienia i wysokosci
walca.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 6 (2 pkt.) Kat rozwarcia stozka wynosi 90° , a dtugos¢ tworzacej jest réwna 84/5 . Oblicz dtugosé
promienia i wysokosci stozka.
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pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 7 (1 pkt.) Pole powierzchni catkowitej walca, ktérego przekrojem osiowym jest kwadrat o boku dtugosci 8 , jest réwne:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 487 B. 967 C. 32w D. 96

Zadanie 8 (1 pkt.) Kwadrat o przekatnej 6\/5 obracamy wokoét jednego z bokdw. Objetos¢ powstatego walca jest réwna:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 36+/27 B. 367 C. 2167 D. 21627

Zadanie 9 (1 pkt.) Objeto$¢ walca o promieniu podstawy 6 jest rowna 144 . Pole powierzchni bocznej tego walca jest réwne:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 967 B. 487 C. 24w D. 1167

Zadanie 10 (1 pkt.) Tworzaca stozka ma dtugoéé 4 i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 30° . Pole powierzchni bocznej stozka

jest réwne:

odpowiedZ >>>  kratka >>>

A. 167 B. 87 C. 1627 D. 837

Zadanie 11 (1 pkt.) Przekrdj osiowy stozka jest tréjkatem réwnobocznym o boku 2d . Pole powierzchni catkowitej stozka ma postac:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. md? B. 37wd? C. 2nd? D. 37d

256 .
Zadanie 12 (1 pkt.) Kula ma objetos¢ V = =5 7 . Srednica tej kuli wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A4 B.8 c.16 D.12

Zadanie 13 (2 pkt.) Objeto$¢ walca o wysokosci 7 jest réwna 637 . Oblicz pole powierzchni bocznej tego walca.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 14 (5 pkt.) Tworzaca stozka ma dtugosé 10 , a wysoko$¢ stozka jest krétsza od $rednicy jego podstawy o 4 . Oblicz pole powierzchni

catkowitej i objetosc¢ tego stozka.
pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Proste i ptaszczyzny w przestrzeni

Autor: Dariusz Kulma

PLASZCZYZNY W PRZESTRZENI

Plaszczyzne wyznaczajg:

* trzy niewspdotliniowe punkty,

* dwie rozne proste rownolegle lub przecinajace sie,
* prosta i punkt poza nia.

Plaszczyzna ABC to plaszczyzna, ktdra zostala wyznaczona przez punkty A, Bi C.

Plaszczyzny bedziemy oznaczac jako: 4, T, ...

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

KAPITAL LUDZKI (@ ELITMAT laboratorium ~ UMAFORSK IR
CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FIRMA EDUKACYJNO-WYDAWNICZA motemofyczne FUNDUSZ SPOLECZNY RIS 242



laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

matematyczne

WZAJEMNE POLOZENIE DWOCH PYASZCZYZN W PRZESTRZENI

q
Plaszczyzny nie majgce punktow wspolnych —— o
T, NI, =@ >
Ptaszczyzny £ ™
rownolegte
Tyl 7y : ; :
Plaszczyzny pokrywaijace sie -_— =
== = 2
Ty =, it = a3
E2)
Ptaszczyzny Plaszczyzny przecinajace sie nieprostopadle == \k frz
przecinajgce sie Ty NI, =k >l =
Czescig wspolng
plaszczyzn :
przecinajacych sie jest >
prosta, kt6ra nazywamy Plaszczyzny przecinajgce sie prostopadle - - :éj{ .
krawedzia przeciecia. i ek =us - s

Wzajemne potozenie dwoch ptaszczyzn - 1

DEFINICJA

Wieloscian to figura przestrzenna ograniczona wielokatami, ktore sa wnetrzami rozigczne oraz bok kazdego
wielokata jest jeszcze bokiem dokfadnie jednego wielokata.

WEASNOSCI PRZYKLAD

Scianami wielodcianu sa Kazde trzy wierzchotki czworoscianu forem- /D\

wielokaty, a wierzchotki nego ABCD wyznaczajg w sumie cztery

kazdej dciany wielodcianu  blaszczyzny: ABD, BCD, CAD, ABC / N3 c /

wyznaczajg plaszczyzne. : el /
A A B //

Sciany w wieloscianie, ktore zawarte sg w plaszczyznach réwnoleglych, nazywamy scianami przeciwleglymi.

PROSTE | PLASZCZYZNY W PRZESTRZENI
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WIZAJEMNE POt OZENIE PROSTEJ | PELASZCZIYINY W PRZESTRZENI

Prosta jest zawarta w plasz- R
czyZnie — ma wszystkie punkty \\—

) s wspolne z ptaszczyznag
Prosta jest rownolegta do

ptaszczyzny

Brak punktow wspdlnych
prostej z plaszczyzna

Prosta nie jest prostopadia : M

do plaszczyzny '
Prostd przecing plaszczyzne —

ma jeden punkt wspoiny

Z ptaszczyzng .
Prosta jest prostopadia —

do plaszczyzny 3 M

Prosta k jest prostopadia do plaszczyzny, jesli jest ona prostopadia do kazdej prostej zawartej w tej plaszczyZnie.

lesli prosta k jest prostopadta do dwoch przecinajacych sie prostych, to jest prostopadla do plaszczyzny wyzna-
czonej przez te proste.

Wzajemne potozenie prostej i ptaszczyzny

WZAJEMNE POLOZENIE DWOCH PROSTYCH W PRZESTRZENI

lezg w jednej plaszczyinie

Proste S : :
réwnoleg{e i nie maja punktow wspol-
T " nych lub pokrywaja sie
rosie Wspot-
ptaszczyznowe
Proste lezg w jednej plaszczyinie Z
przecinc:jqce Si$ i majg jeden punkt wspdlny /

nie lezg w jednej
Proste skosne plaszczyinie, wiec nie maja
punktow wspdlnych
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DEFINICJA

Prosta k jest prostopadia do prostej | w przestrzeni (k L /), jedli istnieje
prosta k' réwnolegla do prostej k i przecinajgca prosta / pod katem prostym.

Zeby utrwali¢ informacje, zrébmy przyktad z ponizszej planszy oraz dwa zadania.

Rozpoznawanie krawedzi prostopadtych i rownolegtych - przyktady

ZAD. Dany jest prostopadioscian ABCDEFGH (zobacz rysunek).

a. Wypisz pary plaszczyzn zawierajacych sciany prostopadioscianu, ktore sg
rownolegle.

H
i
1
[
i
1
i
i
n

A

=}

b. Wypisz pary plaszczyzn zawierajgcych sciany prostopadioscianu, ktdre s e ---AC
prostopadie. =

ZAD. Dany jest szescian ABCDA'B' C'D’ (zobacz rysunek). Wskaz proste zawierajace
krawedzie szescianu, ktore:

AF

I

y

a. 5 skoéne z prostg zawierajgca odcinek A'C, E
I

I

b. przecinaja prosta zawierajaca odcinek A'C. [ L —— R
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Strona gtéwna o NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Bryly platonskie

Autor: Dariusz Kulma
Wstep

Niewiele os6b wie, ze Platon znany gtéwnie jako grecki filozof, byt tez znakomitym matematykiem. Prawdopodobnie urodzit sie w 427 r. p.n.e.
w Atenach, a zmart w dniu swoich urodzin w 347 r. p.n.e. Jego prawdziwe imi¢ brzmiato Arystokles. Przydomek Platon nada¢ mu miat
nauczyciel gimnastyki Ariston z Agros ze wzgledu na atletycznie szerokie ramiona utalentowanego sportowca. Platon bowiem nie tylko
startowat, ale i odnosit zwyciestwa w igrzyskach olimpijskich. Wczesnie rozpoczat nauke, jak i czeste podroze. Jako dwudziestolatek poznat
Sokratesa. Byt jego uczniem przez 8 lat, az do $mierci filozofa. P6zniej opuscit Ateny, by po 12 latach podrézowania wraz z innymi uczniami
Sokratesa powrdci¢ i zatozy¢ Akademig Atenska w gaju Akademosa. Na bramie szkoty widniat napis: "Kto nie zna geometrii, niech tu nie

wchodzi”. Akademig kierowat przez 42 lata.
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PLATON

Ok. 387 r. p.n.e. zatozyt w Atenach
Akademie, nad wejsciem do ktéd-
rej umiescit napis “Niech nie
wchodzi tu nikt, kto nie zna geo-
metrii* mieszczacg sie w gaju po-
swieconym herosowi ateniskiemu
Akademosowi, od ktérego imienia
pochodzi jej nazwa. W Akademii
zajmowano sie przede wszystkim
filozofig i matematyks, a takiere-
toryka i naukami przyrodniczymi.
MNajbardziej znanymi sg foremne
bryty okreglane mianem platon-
skich. Uznawat on bowiem, Zze ma-
teria zbudowana jest z catostek i
nie jest podzielna, a catostki sa
idealne, poniewaz sg figurami ge-
ometrycznymi. Najprostszg taka
figurg jest tréjkat - podstawowa
cegietlka, z ktorej zbudowany jest
kosmos.

| laboratorium
matematyczne

Platon uwazat, ze materie tworzg idealne catostki, ktére sg figurami geometrycznymi. Najprostszg figurg jest trojkat i to on tworzy materie.
Tréjkaty sg takze elementami Scian bryt wielodcianéw. Z tréjkgtéw rownobocznych mozna utworzy¢ trzy bryty idealne — czworo$cian,
odmioscian, dwudziestoscian, a dwa trojkaty ztozone w kwadrat utworzg $ciane szescianu. Wedtup Platona bryty te odpowiadajg czterem
zywiotlom: ogien, powietrze, woda, ziemia. Pigtym wieloscian foremny to dwunastoscian, ktérego $cianami sa pieciokaty foremne.

Symbolizuje on zespolenie wszystkich elementéw.

Wszystkie $ciany bryt platonskich sg przystajgcymi wielokatami foremnymi, a z kazdego wierzchotka wychodzi tyle samo krawedzi.

Wyréznamy tylko pie¢ wieloscianéw foremnych.

WELASNOSCI BRYt. PLATONSKICH

1. Wszystkie $ciany sg wielokgtami foremnymi przystajgcymi

2. W kazdym wierzchotku zbiega sie taka sama liczba $cian

3. Bryty platonskie sg brytami wypuktymi

RODZAJE BRYt PLATONSKICH

Wyrézniamy 5 bryt platonskich - szescian, czworoscian foremny, osmioscian foremny, dwunastoscian foremny i dwudziestoscian
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foremny.

W kolejnych planszach przedstawione sg poszczegolne bryly oraz ich siatki.

Czworoscian foremny
Czworoscian foremny - siatka
Szescian

Szescian - siatka

Osmio$cian foremny
Osmioscian foremny - siatka
Dwunastoécian foremny
Dwunasto$cian foremny - siatka
Dwudziestoscian foremny

Dwudziestoscian foremny - siatka

SEEEEEE R

KARTA OBSERWACJI

Postugujac sie planszami interaktywnymi, uzupetnijmy wtasnosci bryt w tabelce ponize;j.
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LICZBA LICZBA LICZBA

RYSHAE Riatiity SCIAN WIERZCHOLKOW | KRAWEDII

CZWOROSCIAN
TETRAEDR

SZESCIAN
HEKSAEDR

0OSMIOSCIAN
OKTAEDR

DWUNASTOSCIAN
DODEKAEDR

DWUDZIESTOSCIAN
IKOSAEDR

WNIOSKI

Okazuje sig, ze istnieje Scista zalezno$¢ migdzy liczbg $cian, krawedzi i wierzchotkéw - jest to twierdzenie Eulera o wielo$cianach, ktére jest

twierdzeniem uniwersalnym dla wszystkich wielo$cianédw wypuktych.
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TWIERDZENIE EULERA O WIELOSCIANACH

W+S—K=2

W — LICZBA WIERZCHOLKOW
S — LICZBA SCIAN
K — LICZBA KRAWEDZI

laboratorium
matematyczne
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Strona gtéwna o NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Parametry statystyczne - podsumowanie

Autor: Dariusz Kulma

Dzisiejszy swiat nie mogtby istniec bez statystyki czyli nauki, ktéra mierzy i analizuje okre$lone dane. Z jezyka niemieckiego stowo STATISTIK
oznacza badanie faktow i 0sob publicznych. W obecnych czasach badaniu i mierzeniu podlega wtasciwie wszystko. Analizujemy, poniewaz
chcemy wyciggnaé pewne wnioski, by zmieniaé rzeczywisto$é. Srednia ptaca, $rednia ocen w szkole, $redni wynik na egzaminie... - z tym

wszystkim spotykamy sie codziennie.

RODZAJE PARAMETROW STATYSTYCZNYCH

Wyrézniamy bardzo wiele rodzajow parametrow statystycznych. My zajmiemy sie tylko najwazniejszymi.
Najwazniejsze parametry to:

Srednia arytmetyczna - suma elementéw podzielona przez ich ilo$é

Mediana - warto$¢ srodkowa uporzadkowanej listy elementéw (jesli ilos¢ elmentéw jest nieparzysta, to mediang jest warto$¢ srodkowa listy,

jesli ilos¢ elementow jest parzysta, to mediang jest $rednia arytmetyczna dwéch srodkowych wyrazéw).
Wariancja - wykorzystywana gtéwnie do obliczania odchylenia standardowego.
Odchylenie standardowe - pierwiastek kwadratowy z wariancji. Parametr, ktéry opisuje, jak szeroko wokét $redniej rozrzucone sg wartosci.
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Dominanta (moda) - najczesciej wystepujacy element.

Otwoérzmy ponizszg plansze interaktywna z parametrami statystycznymi, wylosujmy liczby i zaobserwujmy, jak zmieniajg sie okreslone

wartosci. Plansza przypomina rowniez najwazniejsze wzory.

Plansze wykorzystamy takze do samodzielnego tworzenia nowych przyktadéw i obliczania poszczegdlnych parametréow.

Podstawowe parametry statystyczne

FY

MR LOsuUJ LICZBY @{9.7,2,8,4,10,3,9,10,9,8,5,2,4,1,6,10,10,2,5,6} “
o usmuomome {1,2,2,2,3,4,4,5,5,6,6,7,8,8,9,9,9,10, 10, 10, 10}
1 mioscelementow 21 P ueDians M = 6
21 ¥ SUMA ELEMENTOW 130 [ DOMINANTA (MODA) D == {10}
"™ W POKAZIUKRYJ DIAGRAM Fwweanca §2 — 0.11
™ @ sreonasrymieTczne X = 0.19  ® oochviene stanoaroowe § = 3.02
*1 = PRZYPOMNI WZOR NA SREDNIA ¥ PRZYPOMNIJWZOR NA WARIANCJE
. 31+32+E:]3+---+3n o M (=% - (a —nz)2+ et - (3 — X)?
o
o
ad
ad
24
N
L L T N R

Losuj liczby przyciskami LOSUJ LICZBY lub NOWY PRZYKLAD. Przy uzyciu przycisku NOWY PRZYKLAD pola wyboru pozostajg bez zmian.

Dariusz Kulma - E-laboratorium matematyczne, 9 Grudzien 2012, Utworzony z GeoGebra

PODSUMOWANIE

Czasami statystyka potrafi zafatszowa¢ rzeczywisty obraz. Srednie wynagrodzenie w czwartym kwartale 2010 r. wyniosto 3438,21 zt. Mediana
wynagrodzen w Polsce wynosita w 2010 roku 2639,51 ztotych brutto (okoto 1905 ztotych netto), a najczesciej pobierang pensjg (dominantg)

byta kwota 2091,35 ztotych brutto (okoto 1523 ziote netto).

Podawany komunikat przez bardzo wielu jest kwestionowany. Nie ma sig¢ czemu dziwi¢. 65% Polakéw zarabia mniej od $redniej!
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Czy mozesz odpowiedzie¢ i wyttumaczy¢ jak to mozliwe? Dlaczego $rednia nie oddaje rzeczywistej sytuacji dotyczgcej wysokosci zarobkéw?

ODCHYLENIE STANDARDOWE

Skupimy sie jeszcze na samym odchyleniu standardowym. Przypomnijmy doktadnie definicje i o czym nas informuje ten parametr.

DEFINICJA

Danych jest n dowolnych liczb (Xy, X5, X3, --., X,, ). Niech X oznacza $rednia arytmetyczng tych liczb. Wéwczas
odchylenie standardowe obliczamy wedtug wzoru:

[y =X P +(x,—XF +(x,—Xf +... +(x,~ X}
og=Y n

WY JASNIENIE

Odchylenie standardowe jest parametrem statystycznym informujgcym o rozproszeniu danych wzgledem
sredniej arytmetycznej. Im wieksze odchylenie standardowe, tym bardziej dane sa odlegle od siebie i od sredniej

arytmetycznej.

Zobaczmy, jak odliczamy odchylenie standardowe na przykladzie ponizej.
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PRZYKLAD

Czterech ucznidw otrzymalo nastepujace oceny:

* Uczen 1: bdb, db, dst, cel, dop * Uczen 3: bdb, bdb, db, dst, dst
* Uczen 2: db, db, db, db, db * Uczen 4: cel, cel, db, dop, dop

Oblicz srednie arytmetyczne i odchylenia standardowe dla poszczegdlnych uczniow.

Dla ucznia 1;

— 5+4+3+6+2
=T =4

J(5—aP+(@a—4aP+(3—aP+(6—4P+Q2—4F _ /Atit4+4 _ .
v 3 = 5 =42 =141

1

Dla ucznia 2;

—_4+4+4+4+4

X2 5 :4

_ [(a-aP+(@a-aP+@a-aP+@a-ap+@-af _ o _
727N 5 =yVs5 =0
Dla ucznia 3:

— 54+5+4+3+3
= =4

_ 5 aP (5 4P (A—aP+(3-aP+(3-4F _ /1+1+1F1 _ /4 _ g9
O3=vy 5 —V 5 =v5 =0

Dla ucznia 4:

—_b6+6+4+2+2

x=0rbriratl
_\/(5_4)2“5_4)2+(4—4)2+(2—4)2+(2—4)2 _ /a+a+a+a _ f16 _
0,= 5 =y 5 =V =179

Otrzymane wyniki wskazuja, Zze wszyscy uczniowie majg te same srednie arytmetyczne, jednak rozproszenia ich
ocen od srednigj arytmetycznej (oraz samych ocen) sg zréznicowane: od zera (czyli identyczne oceny) do 1,79 —
mozna powiedzied, ze uczen 4 okazal sie uczniem bardzo , nierdwnym?®.

Ateraz, korzystajgc z ponizszej planszy, zaobserwujmy, jak zmienia sig Srednia arytmetyczna i odchylenie standardowe w zaleznosci od

zmiany danych.

Wptyw zmiany danych na srednig arytmetyczng i odchylenie standardowe
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Dariusz Kulma - E-laboratorium matematyczne, 6 Styczen 2013, Utworzony z GeoGebra
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Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Srednia arytmetyczna, $rednia wazona, mediana, dominanta (moda)

Autor: Dariusz Kulma

SREDNIAARYTMETYCZNA

Przypomnijmy pierwszy z podstawowych parametréw statystycznych.

DEFINICJA

Srednia arytmetyczna n liczb nazywamy iloraz sumy tych liczb przez ich liczbe.

X tXx ... X,

L= n

n —ilos¢ wszystkich liczb
X1, X3, ..., X, —kolejne liczby

Wykonajmy kilka przyktadéw z wykorzystaniem wzordw.

4" Srednia arytmetyczna - przyktady
Srednia arytmetyczna z danymi z diagramu - przyktady

Srednia arytmetyczna - obliczanie brakujacego elementu - przyktady

SN
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SREDNIA WAZONA

Zwré¢ uwage, ze oprocz sredniej arytmetycznej mozemy mowi¢ réwniez o sredniej wazonej, w ktérej bierzemy pod uwage wagi.

DEFINICJA

Danych jest n dowolnych liczb (x4, X5, X3, ..

uralnych) wag (wy, Wy, ..., W, ). Srednia wazona tak ustalonych danych obliczamy ze wzoru:

_ Wy Xt wy X, twy Xyttt w, X,

X

L w1+w2+w3+...+wn

Jesli wszystkie wagi s rowne, to srednia wazona rowna jest sredniej arytmetycznej.

Zobaczmy ponizszy przyktad. Wynika z niego réznica pomiedzy $rednig arytmetyczng a $rednig wazong.

PRIYKLAD

Podczas egzaminu ustnego z jezyka angielskiego
wypowied? ucznia miala by¢ oceniana w trzech
kategoriach. Kaidej z nich egzaminator przypisal
inng wage (zobacz tabele obok).

Oto oceny zdebyte przez Bartka i Michala
w poszczegolnych kategoriach:

Oblicz, jaka koncowa ocene uzyskal kazdy z nich
i jakg ocene kazdy z nich by uzyskal, gdyby egza-
minator nie uwzglednial wag.

1° Korzystamy ze wzoru:
- Wy Xy T Wy Xy TWy X3+ ... TW, X,
w
wy tw, twy T wy !

aby obliczyé ocene uzyskang przez kazdego
z chlopcow.

2° Gdyby oceny zostaly policzone ze sredniej arytm-

X +x, ... +x )
122 70 ) o bylyby takie,

etycznegj ( xX=
jak przedstawiono obok.

MEDIANA
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., X,,), ktérym przypisano odpowiednio n dodatnich (najczesciej nat-

Kategoria | Slownictwo K igiasmos:
= komunikacji gramatyczna
Waga 2 3 1
) ) Umiejetnosc Poprawnosc
Ko | Smivg komunikacji gramatyczna
Bartek 5 4 3
Michat 4 2 b
Ocena Bartka:
—_2-5+3-4+1-3 _10+12+3 _ 25 _
Xw="_243+1 ~ & & =4
Ocena Michala:
—_2:-4+3-2+1-6 _8+6+6 _ 20 _
=" 2431 6 6 =F
Ocena Bartka:
X 3 3
Ocena Michala:
x 3 3
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Przypomnijmy pojecie mediany. Zwr6émy uwage, ze w zaleznosci od liczby elementéw liczymy jg w rézny sposob.

DEFINICJA

Dany jest zbior n liczb uporzadkowany w kolejnosci niemalejgcej. Mediana nazywamy:
* wyraz srodkowy w przypadku, gdy liczba elementdw jest nieparzysta;

¢ srednig arytmetyczna dwach srodkowych wyrazow, gdy liczba elementow jest parzysta.

Mediana moze zatem naleze¢ do zbioru danych, ale moze takze do niego nie nalezec.

Wykonajmy kilka przyktadéw.

Mediana - przyktady

DOMINANTA (MODA)

Ostatnim parametrem jest dominanta (inaczej: moda), czyli warto$¢ ktéra wystepuje najczesciej.

DEFINICJA

Dominanta (moda) zbioru danych to taka wartosé, ktéra w tym zbiorze wystepuje najczesciej.

lesliw zbiorze kilka wartosci wystepuje z ta sama (najwyisza) czestoscia, to kazda z tych wartosci jest
dominanta. Jesli wszystkie wartosci w zbiorze wystepuja z ta samga czestoscia, to przyjmuje sie, ze zhiér danych

nie ma dominanty.

Zobaczmy przykfad.
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PRZYKEAD

W czasie meczu koszykowki odnotowano liczbe celnych rzutow do kosza oddanych przez poszczegolnych zawod-
nikdw. Wyniki przedstawiono na diagramie. Jaka jest dominanta celnych rzutow do kosza?

6 & 10 12 14

16 18 20 22 24 26
Liczba celnych rzutdw

Liczba zawodnikow
[} - =] =53 -

- .

TEST

Moje Testy #66 - Srednia arytmetyczna, mediana, dominanta (moda)...
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Strona gtéwna o NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj (D

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥

Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT

[#66] Srednia arytmetyczna, mediana, dominanta (moda)

Zadanie 1 (1 pkt.) Srednia arytmetyczna liczb 6, =, 8, 9, 12, 15 wynosi 11 . Mediang tych liczb jest wiec liczba:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.10 B.11 C.8,5 D.10,5

Zadanie 2 (1 pkt.) Mediana uporzadkowanego niemalejacego zestawu szesciu liczb: 2, 3, 4, x, 7, 8 jest réwna 4 . Wtedy:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.z=6 B.x =5 Czrx=14 D.z =3

Zadanie 3 (2 pkt.) Srednia wieku w pewnej grupie studentéw réwna jest 22 lata. Srednia wieku tych studentdw i ich opiekuna réwna jest 25 lat.

Opiekun ma 49 lat. Oblicz, ilu studentdw jest w tej grupie.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 4 (2 pkt.) Tabela przedstawia wyniki uzyskane na sprawdzianie przez uczniéw pewnej klasy:

Ocena 6 | 5 4 3 2 1
Liczba ucznidw 1 | 4 7 6 5

Oblicz mediane i $rednig arytmetyczng uzyskanych ocen.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 5 (2 pkt.) Tabela przedstawia oceny z matematyki uczniéw jednej klasy na koniec semestru.

Ocena 1 | 2 | 3 4 [ s 6
Liczba uczniow 2 | 3| 3 7 X 5
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Srednia arytmetyczna tych ocen jest réwna 4, 0 .

Oblicz liczbe ocen bardzo dobrych wystawionych na koniec semestru.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 6 (3 pkt.) Wyniki sprawdzianu z matematyki przedstawiono na diagramie (zobacz rysunek). Podaj wartosé:

-

Liczba uezniow

& e R W B W N

o
P
e
w
s
w
@

a. Sredniej arytmetycznej,
b. mediany,
c. dominanty,

ocen uzyskanych przez uczniéw z tego sprawdzianu.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 7 (1 pkt.) Pewne zawody sportowe sktadajg sie z 2 etapdw. Wynik koricowy ustalany jest jako $rednia wazona liczby punktéw zdobytych
przez druzyne w kazdym etapie, przy czym suma wag wynosi 1 . W tabeli przedstawione s3 liczby punktéw zdobytych przez dwie druzyny w

poszczegdlnych etapach. Druzyna | uzyskata wynik koricowy réwny 35, 5 punktu. Druzyna |l uzyskata wiec wynik koficowy réwny:

Druzyna Etap 1 Etap 2
N =l [ Y. | (=Y - (e
-l it 45 e o 135

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 38 punktow, B. 40 punktéw, C. 36 punktdw, D. 37 punktdw,

Zadanie 8 (1 pkt.) Ogrodnik sprzedat jabtka réznych gatunkéw w stosunku 1 : 3 5. Cena 1 kg pierwszego gatunku jabtek wynosita 1, 50 zt,
drugiego 2, 20 z4, a trzeciego 2, 50 zt. Sredni przychdd ze sprzedazy 1 kg jabtek mozna obliczy¢ nastepujaco:

odpowied? >>>  kratka >>>

5 1,50+2,20 42,50

A.1-1,50+2-2,20+3-2,50 .

b 1,50+3-2,20+5-2,50

€.0,1-1,50+0,3-2,20+0,5-2,50 9

Zadanie 9 (1 pkt.) Srednia wazona liczby 7 z waga 3 i liczby 19 z waga jest réwna 17 . Wtedy:
odpowiedz >>>  kratka >>>

Ax=13 B.x =15 Cr="7 D.z =12

Zadanie 10 (1 pkt.) Jesli $rednia wazona danych w tabeli wynosi 4, 2, to:

X 2 3 4
Waga 5 6 a 5

odpowiedz >>>  kratka >>>
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A.a=0,4 B.a=2 Ca=4 D.a=8

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Strona gtéwna a NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel

wyloguj (O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Sposoby prezentowania danych zebranych w wyniku obserwaciji statystyczne;j

Autor: Dariusz Kulma

Chcac uzyska¢ odpowiedzi na rézne pytania dotyczace zycia codziennego, mozna postuzyé¢ sie metodami statystycznymi. Polegajg one na

zbieraniu danych (informacji), a nastepnie na analizie zebranego materiatu: ilosciowej i jakosciowej.

Dokonanie analizy iloSciowej oznacza m.in. pogrupowanie odpowiedzi, przedstawienie uzyskanych danych na wykresach.

Dokonanie analizy jakosciowej oznacza sformutowanie wnioskéw i odpowiedzenie na postawione pytania badawcze.

Na podstawie ponizszego przykfadu przedstawimy rézne sposoby prezentowania zebranych danych w analizie ilosciowe;j.

PRIYKLAD

Zalézmy, Zze badanie dotyczace ulubionego koloru wsréd miodziezy przeprowadzono na grupie 1000 osob. Kazida
osoba wskazywala tylko jeden kolor. Uzyskano nastepujgce wyniki:

* kolor niebieski wybrato 300 osdb; * kolor zielony wybrato 125 osab;
* kolor czerwony wybralo 250 oséb; * kolor czarny wybralo 200 osdb;
* kolor pomaranczowy wybrafo 75 osob; * kolor zotty wybralo 50 oséb.

TABELA LICZEBNOSCI

Suma liczb w prawej kolumnie jest réwna 1000. Przy przedstawianiu danych w tabeli méwimy, ze tabela zawiera wyniki mierzonej cechy

(koloru) i jej liczebnosci (liczby uczniéw, ktérzy wskazali dany kolor).
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Kolor Liczba osob
niebieski 300
czerwaony 250
pomaranczowy 75
zielony 125
czarny 200
olty 50

DIAGRAM KOLUMNOWY

Kazda z kolumn przedstawionych na diagramie odpowiada jednemu kolorowi. Wysoko$¢ kolumny odpowiada liczbie osob, ktore wskazywaty

dany kolor.
350
300
250
M niebieski
200
W czerwany
150 .
W pomaranczowy
00 m rielony
0 W czarmy
] oty

AL

DIAGRAM StUPKOWY

Os$ pozioma informuje o liczbie osob, a poszczegodlne stupki odpowiadajg wybranym kolorom.

sty
zamy Hniebieski
sielony M czerviony
W pomaranczowy
pomarariczouwy W zielomy
W czamy
cerwony )
2oy
niebiaski

o 50 100 150 200 250 300 350

DIAGRAM KOLOWY

Aby sporzadzi¢ diagram kotowy, nalezy wykona¢ odpowiednie obliczenia. Interesuje nas zalezno$¢ migdzy liczbg oséb, ktére wybraty dany

kolor, a czescig kota, ktéra odpowiada tej liczbie oséb. W tym celu wykonujemy nastepujace obliczenia.
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Kolor niebieski wybrato 300 oséb, co stanowi 300/1000 wszystkich gtoséw, czyli 0,3. Zatem tej liczbie osdb odpowiada kgt srodkowy o mierze
0,3 x 360° = 108°.
Kolor czerwony wybrato 250 0séb, co stanowi 250/1000 wszystkich gtoséw, czyli 0,25. Zatem tej liczbie os6b odpowiada kat $rodkowy o

mierze 0,25 x 360° = 90°.

Podobnie wykonujemy pozostate obliczenia.

Kolor pomaranczowy: 75/1000 = 0,075, czyli kat srodkowy o mierze 0,075 x 360° = 27°.
Kolor zielony: 125/1000 = 0,125, czyli kat $rodkowy o mierze 0,125 x 360° = 45°,

Kolor czarny: 200/1000 = 0,2, czyli kgt $rodkowy o mierze 0,2 x 360° = 72°,

Kolor z6tty: 50/1000 = 0,05, czyli kgt srodkowy o mierze 0,05 x 360° = 18°.

Diagram kotowy wyglada wiec nastepujgco:

M niehieski

W =erwony

M pomaranczowy
M zielony

W zamy

sshy

DIAGRAM KOLOWY PROCENTOWY

Diagram kotowy czesto wystepuje rowniez w postaci diagramu procentowego, w ktérym zebrane dane wyrazone sg w procentach.
Informacje otrzymane w badaniu wskazuja, ze kolor niebieski wybrato 30% wszystkich oséb, kolor czerwony — 25%, kolor pomaranczowy —

7,5%, kolor zielony — 12,5%, kolor czarny — 20%, a kolor 26ty — 5%.

20%
M niehieski

B zerwony

B pomarariczowy
W zielony

W zamy

sty

12,5%
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Korzystajgc z powyzszcyh informacji, wykonajmy kolejne zadania.

ZAD. Pewna organizacja pozarzadowa przeprowadzitaw pewnym miescie sonde uliczna, chcae zbadaé, jak czesto
mieszkancy uczestniczag w wydarzeniach kulturalnych. Badanie zostalo przeprowadzone na grupie 200 osob. Jedno
z pytani brzmiafo: ,lle razy w ostatnim miesigcu byl(a) pan(i) w koncercie muzycznym?”. Uzyskano nastepujace
wyniki: 0 razy — odpowiedzialo 55% osdb, 1 raz— 30% osob, 2 razy — 10% osdb, 3 razy — 5% osd6b. Przedstaw
wyniki badania w postaci tabeli liczebnosci, diagramu kolumnowego oraz diagramu kolowego.

ZAD. Na podstawie danych przedstawionych w tabeli ponizej wykonaj diagram kofowy prezentujgcy procen-

towy podzial Polski na obszary o okreslonej wysokosci n.p.m.

Udziat w powierzchni Polski obszaréw potozonych powyziej poziomu morza
ponizej 0 m 0,2% 300-500m 5,6%
0—-100m 25,2% 500— 1000 m 2,9%
100-200m 49,7% powyzej 1000 m 0,2%
200—300m 16,2%

Zrédto: Maty Rocznik Statystyczny 2015

ZAD. Na grupie 200 osdb przeprowadzono badanie ankietowe,
ktorego wyniki przedstawiono na diagramie kofowym (zobacz dia-
gram obok). Badanie dotyczylo ulubionego gatunku muzycznego.
Przedstaw wyniki badania na diagramie stupkowym, prezentujgcym
liczby oséb, ktore wybraly dany gatunek muzyczny.

TEST

innz; 13%

jarz; 12%
y _rock; 21%
disco polo; 5%
reggas; 7%_—
muzyka klasyczna;
&% ;
"\ pop; 28%
hip-hap; 8%/

Moje Testy #68 - Sposoby prezentowania danych zebranych w wyniku obserwacji statystyczn...
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Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O
Aktualnie pracujesz z klasa:
-- wybierz klase -- v
Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT
[#68] Sposoby prezentowania danych zebranych w wyniku obserwacji statystycznej
Zadanie 1 (1 pkt.)
Informacja do zadan 10.8.9-10.B.12
Miasta w Polsce w podziale ze wzgledu na liczbe :TL":”!‘;“:
mieszkancow (stan na dzieri 31.12.2014 1) 10000 19,999 o5
W20 D00 - 49 999 asoh
W50 00 - 99.999 oidh
100 000 « 199 733 osdb
200 000 | wigce| oush
Zrddito: Opracowanie wlasne na podstawie danych
z Matego Rocznika Statystycznego 2015
Miasta ponizej 10 000 mieszkarncédw stanowig w przyblizeniu:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A.52% B. 55% C.76% D. 36%

Zadanie 2 (1 pkt.)

Informacja do zadan 10.B.9-10.B.12

Miasta w Polsce w podziale ze wzgledu na liczbe
mieszkancow (stan na dzien 31.12.2014 r.)

W panipe) 5000 ossh
W 5000 - 9999 auch
10 DOD - 19 599 asdh
20 D00 - 49 955 assh
50 000 - 99 999 audh
100 000 - 199 995 odb
200 000 | wigeef osob
Zrédito: Opracowanie wiasne na podstawie danych
z Matego Rocznika Statystycznego 2015

Miast powyzej 200 000 mieszkaricéw jest okoto trzech razy mniej niz miast z liczbg mieszkaricéw z przedziatu:

odpowiedz >>>  kratka >>>
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A. 100 000 — 199 999 B. 20 000 — 49 999 C. 50 000 — 99 999 D. 100 000 — 19 999

Zadanie 3 (1 pkt.)

Informacja do zadan 10.B.9—-10.B.12

Miasta w Polsce w podziale ze wzgledu na liczbe
mieszkancow (stan na dzien 31.12.2014 r.)

8 panice) 5000 osob
5000 - 9999 ol
10 D00 - 19 559 asdb
W20 D00 - 49 999 su8h
W50 Ol - 39.9%9 asdh
100 000+ 199 999 ot
200 000 | wigeef osob
Zrddto: Opracowanie wlasne na podstawie danych
z Matego Rocznika Statystycznego 2015

Prawda jest, ze:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. prawie potowa mieszkaficéw miast mieszka w miastach z liczbg ludnosci do 10 000 osdb,
B. ponad 30% mieszkaricéw miast mieszka w miastach z liczbg ludnoéci wieksza niz 20 000,
C. niecate miast w Polsce to miasta z co najmniej 50 000 ludnosci,

D. miast z ludnoscig ponizej 5000 osob jest 21 razy wigcej niz miast z liczba ludnosci liczaca co najmniej 20 000 oséb

Zadanie 4 (1 pkt.)

Informacja do zadan 10.8.9-10.B.12

Miasta w Polsce w podziale ze wzgledu na liczbe
mieszkancow (stan na dzieri 31.12.2014 1)

W panite] S000 osoh
5000 - #3939 osch
10 000 - 19 599 a5eb
W20 000 - 44 999 asch
W50 G060 - 99.999 oudh
109 000 -+ 199 993 osib
200 000 | wigee| osab
Zridto: Opracowanie wlasne na podstawie danych
z Matego Rocznika Statystycznego 2015

Wiedzac, ze wszystkich miast w Polsce jest 913 , mozna stwierdzi¢, ze miast z liczba ludnosci ponizej 10 000 jest:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 504 B. 502 C.177 D.178

Zadanie 5 (1 pkt.)
ince N 1% |

restauracjed botele [N o.o%

Infarmacja do zadan 10.B.13 - 10.B.16

Przecietne miesieczne wydatki na 1 osobe edukacia [ 1.1%

w gospodarstwach domowych w Polsce rekreacis (huors N 6.5%

w 2014 roku wyniosty 1079 z. transpoct I ©.2%
rdrowie I 50

weytkawanie mieszkania s nadniki energt [N .
odried lobuwic [N 4%
Zrodio: Opracowanie wiasne na podstawie danych B e ————
z Matego Rocznika Statystycznego 2015 me 5% 1% 15%  20%  25%  30%

Przecietne miesieczne wydatki na edukacje poniesione przez 1 osobe wynosza:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.11,87 2t B.122t cl1,1z D. 118,69 zt
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matematyczne

Zadanie 6 (1 pkt.)
ine I (1%

restawracjei betele [ 2%

edukacia [l 1.1%

Informacja do zadari 10.B.13-10.B.16
Przecietne miesieczne wydatki na 1 osobe

w gospodarstwach domowych w Palsce rereacia {kultors I 6.5%
w 2014 roku wyniosty 1079 zi. transport | 1%
sdrowie [ S.0%

urytkowanie miesziania i nodni energi [ .5
adzied lobuwic [N 4%
Zrodto: Opracowanie wiasne na podstawie danych LR ——
z Matego Rocznika Statystycznego 2015 (i3 % 1% 1% 0% 25% 0%

Wydatki na zywno$¢ oraz odziez stanowia:
odpowiedZ >>>  kratka >>>

A. jedna trzecig wszystkich wydatkéw, B. potowe wszystkich wydatkéw,

C. mniej niz czwartg czes¢ wszystkich wydatkdw, D. blisko 30% wszystkich wydatkow.

Zadanie 7 (1 pkt.)

Infarmacja do zadan 10.B.13 - 10.B.16 ¥
restauracjed botele [N o.o%
Przecietne miesieczne wydatki na 1 osobe edukacs W 1.1%
w gospodarstwach domowych w Polsce rekreacis | itura [N 65%
w 2014 roku wyniosty 1079 zi. transport | ©.2%
zdrowic I .ox

wrytkawanie micszkania § nodniki eoerg (I 115
adries (obuwic [N =2%
Zrodio: Opracowanie wiasne na podstawie danych LR ——
z Matego Rocznika Statystycznego 2015 me 5% 1% 15% 20% 25% 30%

Wydatki dotyczace transportu sg wieksze od wydatkéw poniesionych na zdrowie o okoto:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 45zt B.112 zt C.42z D. 84 zt

Zadanie 8 (1 pkt.)
inoe | %

restawracjei betele [ 2%

edukacia [l 1.1%

Informacja do zadari 10.B.13-10.B.16
Przecietne miesieczne wydatki na 1 osobe

w gospodarstwach domowych w Palsce rereacia {kultors I 6.5%
w 2014 roku wyniosty 1079 zi. transport | 1%
sdrowie [ S.0%

urytkowanie miesziania i nodni energi [ .5
adzied lobuwic [N 4%
Zrodto: Opracowanie wiasne na podstawie danych LR ——
z Matego Rocznika Statystycznego 2015 me 5% 100 15% 20% 5% 0%

taczne wydatki na edukacje, rekreacje i kulture stanowig:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.7,6% B.6,7% C.6,5% D. wiecej niz 8%

Zadanie 9 (1 pkt.)
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Informacja do zadan 10.8.17 - 10.B.20

Struktura powierzchni lasow panstwowych
wedtug sktadu gatunkowego.

Zradto: Opracowanie wiasne na podstawie danych
z Malego Rocznika Statystycznego 2015

Jaka czes$¢ powierzchni laséw panstwowych stanowi Olsza?

odpowiedz >>>  kratka >>>

A2 B. &
" 20 "5

Zadanie 10 (1 pkt.)

Informacja do zadan 10.8.17 - 10.B.20

Struktura powierzchni lasow panstwowych
wedtug sktadu gatunkowego.

Zradto: Opracowanie wiasne na podstawie danych
z Malego Rocznika Statystycznego 2015

O ile procent wiekszg powierzchnie maja sosna i modrzew od powierzchni, na jakiej rosng wszystkie pozostate gatunki drzew?

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. ponad 50% wieksza,

Zadanie 11 (1 pkt.)

Informacja do zadan 10.8.17 - 10.B.20

Struktura powierzchni laséw panstwowych
wedtug sktadu gatunkowego.

Zradto; Opracowanie wlasne na podstawie danych
z Malego Rocznika Statystycznego 2015

6% catej powierzchni laséw porasta:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. buk, B. dab,

Zadanie 12 (1 pkt.)

Informacja do zadar 10.8.17 - 10.8.20

Struktura powierzchni lasow paristwowych
wedtug sktadu gatunkowego.

Zrédio: Opracowanie wlasne na podstawie danych
z Malego Rocznika Statystycznego 2015
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B. ponad 40% wieksza,

0

)
cnl'_‘

C. Swierk,

ELITIM\AT

FIRMA EDUKACY.JNO-WYDAWNICZA

W sasna §madzew
u Ewierk

W jodia | jedlica

- b

 dab, jesion, klon, jawor | wiaz

grab, owia, lipa, wierrba f tapola

brrora i rabinia
molia

poroatale

W sasna §madzew
u Ewierk

W jodia | jedlica

- b

 dab, jesion, klon, jawor | wiaz

graty, asi, lipa, wlerra | tapola

brrora i rabinia
molia

poroatale

C. ponad 20% wieksza,

W sasna §madzew
W fwierk

mjodis | jedlies

- b

m dah, jesion, kion, jawoe i wigz

grab, oi, lipa, wierrba | topola

Brroza i rabinia
W oliza

poroatale

W o0 i madzew
= fwierk

B jodia | jedlica

- bk

m dah, jesion, kion, jawoe i wigz

grab, owiea, lipa, wiertha | topola

Brzoza i rabinia
molua

poroatale

| laboratorium
matematyczne

D. ponad dwa razy wieksza.

D. brzoza.
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Ile procent stanowi powierzchnia poros$nieta przez jodte i jedlice powierzchni, na jakiej ro$nie swierk?

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.50% B. 30% C.3% D.6%

Zadanie 13 (1 pkt.)

Miejscowosé ur?:raem;m Zdobvte | Miejscowost hrcez::&mnm e
Polske Polske
1924, Paryz 66 2 1976, Montreal 223 26
1928, Amsterdam 64 5 1980, Moskwa 306 32
1932, Los Angeles 20 7 1984, Los Angeles - -
1936, Berlin 112 ] 1988, Seul 143 16
1948, Londyn 24 1: 1992, Barcelona 207 19
1952, Helsinki 28 4 1996, Atlanta 167 17
1956, Melbourne 64 9 2000, Sydney 187 14
1960, Rzym 186 21 2004, Ateny 194 10
1964, Tokio 140 23 2008, Pekin 263 10
1968, Meksyk 177 18 2012, Londyn 221 10
1572, Monachium 290 21
Zradto: Maly Rocznik Statystyczny 2015
Na pierwszych pieciu igrzyskach Polacy zdobyli tyle samo medali co w:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. Los Angeles, B. Sydney, C. Moskwie, D. Monachium.
Zadanie 14 (1 pkt.)
Miejscowosé u::;m;m zr:gd";‘g Miejscowosé h:::&m"w zﬂ‘f;’g’;"‘,:
Polske Polske
1924, Paryz 66 2 1576, Montreal 223 26
1928, Amsterdam 64 5 1580, Moskwa 306 32
1932, Los Angeles 20 7 1984, Los Angeles - -
1936, Berlin 112 6 1988, Seul 143 16
1948, Londyn 24 : 1992, Barcelona 207 19
1852, Helsinkj 28 4 1996, Atlanta 167 17
1956, Melbourne 64 9 2000, Sydney 187 14
1960, Rzym 186 21 2004, Ateny 194 10
1964, Tokio 140 23 2008, Pekin 263 10
1968, Meksyk 177 18 2012, Londyn 221 10
1572, Monachium 290 21

Zradto: Maly Rocznik Statystyczny 2015

Srednia medali zdobytych przez polskich sportowcéw w latach 2000 — 2012 wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 10 B. 10,2 c.11 D. 10,5
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Zadanie 15 (1 pkt.)

LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

Miejscowosé ur?:raem;w zr:gd";‘g Miejscowosé h:::&m"w zﬂ‘f;’g’;"‘,:
Polske Polske
1924, Paryz 66 2 1576, Montreal 223 26
1928, Amsterdam 64 5 1580, Moskwa 306 32
1932, Los Angeles 20 7 1984, Los Angeles - -
1936, Berlin 112 6 1988, Seul 143 16
1948, Londyn 24 : 1992, Barcelona 207 19
1852, Helsinkj 28 = 1996, Atlanta 167 17
1956, Melbourne 64 9 2000, Sydney 187 14
1960, Rzym 186 21 2004, Ateny 194 10
1964, Tokio 140 23 2008, Pekin 263 10
1968, Meksyk 177 18 2012, Londyn 221 10
1572, Monachium 290 21
Zradto: Maly Rocznik Statystyczny 2015
Najwieksza reprezentacja w historii igrzysk zdobyta:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. 21 medali, B. 32 medale, C. 10 medali,
Zadanie 16 (1 pkt.)
Miejscowosé urf:raem;m zrggg;‘: Miejscowosé h:::&z:mngyk;w m’;’::
Polske Polske
1924, Paryz 66 2 1576, Montreal 223 26
1928, Amsterdam 64 5 1980, Moskwa 306 32
1932, Los Angeles 20 7 1984, Los Angeles - -
1936, Berlin 112 6 1988, Seul 143 16
1948, Londyn 24 1 1992, Barcelona 207 19
1952, Helsinki 28 4 1996, Atlanta 167 17
1956, Melbourne 64 9 2000, Sydney 187 14
1960, Rzym 186 21 2004, Ateny 194 10
1964, Tokio 140 23 2008, Pekin 263 10
1968, Meksyk 177 18 2012, Londyn 221 10
1972, Monachium 290 21

Zrado: Maly Rocznik Statystyczny 2015

Dominanta liczby medali zdobytych przez polskich sportowcéw w historii wszystkich igrzysk jest liczba:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.21,
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C. wieksza niz 10,

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI

ELIT

0

MAT

FIRMA EDUKACY.JNO-WYDAWNICZA
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D. wigksza niz 15 .
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Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Reguta mnozenia, reguta dodawania

Autor: Dariusz Kulma

Do rozwigzywania zadan kombinatorycznych jest potrzebna umiejetnos$¢ zliczania elementéw zbioréw opisujacych przestrzen zdarzen
elementarnych. Jesli zdarzen nie jest zbyt duzo, to mozna je wypisac i policzy¢. Innym sposobem jest jednak zastosowanie reguty mnozenia

lub reguty dodawania.

REGULA MNOZENIA

TWIERDZENIE

Jesli doswiadczenie mozna wykonac w m kolejnych etapach, takich, ze w pierwszym etapie jest k; wynikow,
w drugim — k, wynikdw, w trzecim — k3 wynikow, ..., a w m-tym — k., wynikdw, to moc zbioru wynikéw

doswiadczenia jest réwna iloczynowi k, -k, -k, - ...k .

Zobaczmy te metode na przyktadach.

Kombinatoryka - przyktady
Kombinatoryka - zadanie

Kombinatoryka - przyktady 2

D

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA A

KAPITAL LUDZKI (@ ELITMAT llaboratorium euroressk [N 273

CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FIRMA EDUKACYJNO-WYDAWNICZA matematyczne FUNDUSZ SPOLECZNY T



laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

W analogiczny sposéb zrobimy kolejne zadania.

REGUtA DODAWANIA

TWIERDZENIE

Jesli zbior wszystkich wynikéw mozemy podzieli¢ na m podzbiorow takich, ze w pierwszym podzbiorze jest n,
wynikow, w drugim podzbiorze — n, wynikéw, w trzecim podzbiorze — n, wynikow, ..., a w ostatnim podzbiorze
n,,, wynikow i wyniki te sg rozne, to wszystkich wynikéw jest ny +n, +ny + ... +n,,.

Inaczej mozemy zapisac: L
Jesli zbiory A i B sgroztaczne,to A U B = A+ B,

Zobaczmy, jak zasade te stosujemy w praktyce.

Kombinatoryka - przyktady 4

Kombinatoryka - przyktady 3

TEST

Moje Testy #69 - Reguta mnozenia, reguta dodawania...
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Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE ¥ Elitmat Nauczyciel

wyloguj (D

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥

Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT

TEST

[#69] Reguta mnozenia, reguta dodawania

Zadanie 1 (1 pkt.) Kazdy uczestnik spotkania dziesiecioosobowej grupy przyjaciot uscisnat dtors kazdemu z pozostatych cztonkdw tej grupy. Liczba
wszystkich usciskow dtoni byta réwna:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.45 B. 100 C.180 D. 90

Zadanie 2 (1 pkt.) Wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, ktérych iloczyn cyfr wynosi 4 , jest:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.6 B.4 c.3 D.18

Zadanie 3 (1 pkt.) Wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, ktérych suma cyfr wynosi 3, jest:
odpowiedz >>>  kratka >>>

A.6 B.4 c.3 D.8

Zadanie 4 (1 pkt.) Wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 9 i niepodzielnych przez 18 jest:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A.6 B.10, c.11 D.5

Zadanie 5 (1 pkt.) 4 oséb w kolejce mozna ustawié na:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A. 10 sposobodw, B. 5 sposobdw, C. 24 sposoby D. 120 sposobdw.

Zadanie 6 (1 pkt.) Tworzymy liczbe czterocyfrowa wiekszg od 3000 , ktéra utworzona jest wytacznie z cyfr 1, 2, 3 . Wiedzac, ze cyfry moga sie
powtarzaé, ale nie wszystkie cyfry muszg by¢ wykorzystane, mozna stwierdzi¢, ze liczb tych jest:

odpowiedZ >>>  kratka >>>
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A.6 B.4 C.18 D.27

Zadanie 7 (2 pkt.) Tréjka dziewczat i czterech chtopcdw wysiada z autobusu. Na ile sposobéw moga wysigéé, jezeli najpierw bedg wysiadaé
dziewczeta?

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 8 (2 pkt.) lle jest liczb czterocyfrowych, w ktérych cyfry:

a. moga sie powtarzac,
b. nie mogg sie powtarzac?

pokaz odpowied? >>>  kratka >>>

Zadanie 9 (4 pkt.) Oblicz, ile jest liczb naturalnych sze$ciocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje zero, jest doktadnie jedna cyfra 5 oraz
dokfadnie jedna cyfra parzysta.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 10 (4 pkt.) Z klasy I, Il i lll dyrektor szkoty musi wybra¢ dwuosobowa delegacje na konferencje edukacyjng. Delegacja musi sktadaé sie z

jednej dziewczyny i jednego chtopca. W klasie | jest 12 dziewczat i 18 chtopcéw, w klasie Il jest 16 dziewczati 11 chtopcdw, a w klasie Il jest 17

dziewczat i 15 chtopcdw. Oblicz, na ile sposobow mozna wybraé delegacje ztozong z ucznidw z tej samej klasy.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE v Elitmat Nauczyciel
wyloguj O

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- v

Materiaty » BelferBOX » Moje Lekcje « POWROT

Prawdopodobienstwo klasyczne

Autor: Dariusz Kulma

DOSWIADCZENIA LOSOWE

Zanim przejdziemy do obliczania prawdopodobienstwa, musimy omoéwic pojecie doswiadczenia losowego.

Zwro¢ uwage na definicje przestrzeni zdarzen elementarnych i mocy tego zbioru.

DEFINICJE PRIYKLAD

Doswiadczenie losowe to zjawisko lub eksperyment, o wyniku Rzut monetg jest doswiadczeniem
ktorego decyduje przypadek. losowym, poniewaz moga pojawic sie
dwa wyniki (orzel lub reszka), ale przed

; ; o . = wykonaniem doswiadczenia nie wiem
Przestrzen zdarzeni elementamych to zbior wszystkich mozliwych 4 ¥:

do otrzymania wynikow. Oznaczamy jg litera £ (wielka grecks
literg omega).

co wypadnie.
Rzut symetryczna kostka do gry
jest doswiadczeniem losowym,

o — 0 Biaia O poniewaZ wiemy, co mozZe sie pojawic:
Liczbe element6w zbioru () nazywamy moca zhioru () ioznacza- ) _ 13,34 £ 6] ol e dokn-

my jako @ (lub| Q).

naniem rzutu nie wiemy, co wypadnie.

Kazdy mozliwy wynik doswiadczenia nazywamy zdarzeniem elementarnym i oznaczamy literg @ (malg grecka
literg omega).

Przyimujemy, ze doswiadczenie przebiega w warunkach, w ktorych otrzymanie kazdego wyniku jest jednakowo
mozliwe.
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matematyczne

Bardzo waznym pojeciem jest zdarzenie niemozliwe i zdarzenie pewne. Czym jest?

Podobnie jak przy zbiorze wszystkich zdarzen elementarnych, tak samo przy zdarzeniach losowych méwimy o mocy zbioru.

Zobaczmy ponizsze definicje.

DEFINICJA

Zdarzeniem losowym nazywamy kazdy podzbidr przestrzeni zdarzer: elementarnych (czyli Q).
Zdarzenia losowe oznaczamy wielkimi literami: A, B, C, D itd.

Podzbiorami zbioru  sa m.in. zbiér pusty @ (ktéry nazywamy zdarzeniem niemozliwym) i zbiér Q (ktéry nazy-
wamy zdarzeniem pewnym).

lesli zdarzenie elementarne @ nalezy do zbioru A, to mowimy, Ze zdarzenie elementarne @ sprzyja zdarzeniu A.

DEFINICJA

Liczbe elementéw zhioru A nazywamy mocg zbioru i oznaczamy jako ) (lub |A |].

Poznane pojecia zastosujmy w praktyce na przyktadzie.
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PRZYKEAD

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie kostka.

a. Wyznacz zhior wszystkich mozliwych wynikow tego doswiadezenia.
b. Wypisz wyniki sprzyjajace nastepujacym zdarzeniom:
A —za pierwszym razem wypadla nieparzysta liczba oczek,
B —w obu rzutach wypadla taka sama liczba oczek,
C —za drugim razem wypadla wieksza liczba oczek niz za pierwszym razem,
D — suma wyrzuconych oczek w obu rzutach jest nie mniejsza niz 13,

F — suma wyrzuconych oczek w obu rzutach jest nie wieksza niz 5.
Odp. a. Wypisujemy kolejne uporzadkowane pary.

Q={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),
(3,5),(3,6),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),(6,1),(6,2),
(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}

Odp. b.

A={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),(5,1),(5,2),(5,3), (5,4),
(5,5)(5,6)}

Moc tego zhioru, czyli liczba zdarzen sprzyjajacych, wynosi A =18.
8={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}
Moc tego zbioru, czyli liczba zdarzer sprzyjajacych, wynosi B = 6.

c={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,4),(3,5),(3,6),(4,5),(4,6),(5,6) }

Moc tego zhioru, czyli liczha zdarzen sprzyjajacych, wynosi T=15.

D = @ —zdarzenie D jestzdarzeniem niemozlivym.
E=1{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (4,1)}

Moc tego zhioru, czyli liczha zdarzen sprzyjajacych, wynosi E=10.

PRAWDOPODOBIENSTWO KLASYCZNE ZDARZENIA A

Méwimy, ze wyniki doswiadczenia losowego sg jednakowo prawdopodobne, gdy przy odpowiednio duzej liczbie préb czestosci wynikéw sg do

siebie zblizone.
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DEFINICJA

Dane jest doswiadczenie losowe, w ktérym wyniki sa jednakowo praw-
dopodobne. Wowczas prawdopodobienstwo okreslonego zdarzenia jest
ilorazem wynikow sprzyjajgcych temu zdarzeniu i liczebnosci catego zbio-
ru mozliwych wynikow.

P(A) = liczba elementow zbioru A _A
: liczba elementow zbioru wszystkich wynikow ~ Q)

A — liczba wynikow (zdarzen elementarnych) sprzyjajacych zdarzeniu A
0O —liczba wszystkich mozliwych wynikow (zdarzen elementarnych)

Zwro¢ uwage, ze warto$¢ prawdopobienstwa bedzie zawsze liczbg z przedziatu <0,1>.

TWIERDZENIE

Jezeli A jest zdarzeniem w doswiadczeniu losowym, to 0 = P(A) = 1.

WY JASNIENIE

Liczby Qia sg liczbami naturalnymi i zawsze prawdziwa jest nierowno$é 0 = A < Q. Jezeli obie strony tej

nieréwnosci podzielimy przez Q, to otrzymamy 0 < % =1, cyli0 S P(A) =1

Przechodzimy do zadan, w ktérych w praktyce wykorzystamy wzor na obliczanie prawdopodobienstwa.

f Wstep do prawdopodobienstwa - przyktady

a{' Wstep do prawdopodobienstwa - przyktady 2

W ponizszych zadaniach dotyczacych np. podwdéjnego rzutu kostkg wykorzystamy tabelke - jest to tabelka wszystkich mozliwych wynikéw.
Gorny wiersz poziomy oznacza liczbe oczek w pierwszym rzucie, a pionowy liczbe oczek w drugim rzucie. Nastepnie w tabeli zaznaczamy
zdarzenia sprzyjajace, czyli wybieramy takie pary liczb, ktére spetniajg dany warunek. Aby obliczy¢é moc zbioru, czyli liczbe zdarzen

sprzyjajacych, zliczamy, ile jest zaznaczonych pdl w tabeli.

Zobaczmy kilka przyktadéw w pierwszej planszy, a nastepnie wykonamy kolejna zadania.

Podwojny rzut kostka - przyktady
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Prawdopodobienstwo - zadanie 1

Prawdopodobienstwo - zadanie 3
Podwojny rzut kostka - zadanie 1
Podwajny rzut kostka - zadanie 2
Prawdopodobienstwo - zadanie 2

Prawdopodobienstwo - zadanie 4

EY Y EY Y Y K

DZIALANIA NA ZDARZENIACH LOSOWYCH

Przestrzen zdarzen elementarnych Q oraz zdarzenia A, B takie, 7e A, B c £, sg zbiorami, wiec moZemy na nich
wykonywac takie same dzialania jak na zbiorach.

DEFINICJA

Sumg zdarzen A i B nazywamy zdarzenie A U B, ktdremu sprzyjaja AUB E P.1.A.1
wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace A lub B. i =,

A

@w=sAUBeow=Alubw =B

lloczynem (czescig wspolna) zdarzen A i B nazywamy zdarzenie AN B,
ktaremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace
jednoczesnie Ai B.

weEANBesw=Aiw =B

Roznica zdarzen A | B nazywamy zdarzenie A \ B, ktdremu sprzyjaja
wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace A i niesprzyjajace B.

WEA\Besw=sAiweEB

Zdarzenia A i B sa roztaczne lub wykluczaja sie, jesli czesc wspdlna A B
AN B tych zdarzen jest zdarzeniem niemozliwym.

T ; 2 - ; ACB
Jezeli wszystkie elementy zdarzenia A naleig do zdarzenia 8, to &
mowimy, Ze zdarzenie A zawiera sie w zdarzeniu B, co oznaczamy B
A CB. A

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA

KAPITAL LUDZKI @, | laboratorium EUROPEJSKI
CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJAL w E&lﬂ:mg:!: matematyczne FUNDUSZ SPOLECZNY 281




laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

DEFINICJA

Zbidr wszystkich wynikéw w przestrzeni Q, ktdre nie sprzyjaia zdarze-
niu A, nazywamy zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A | oznaczamy O
jako A"

A=0\A

Zauwaimy,Ze AN A =@ oraz AUA =0,

Przesledzmy przyktad.

PRZIYKtAD

Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie monetg. Wypisz wyniki sprzyjajgce nastepujacym zdarze-
niom:

A — reszka wypadla co najwyiej raz,

B — orzel wypad! co najmniej raz,

C — wypadly same reszki,

D — orzet wypadt doktadnie dwa razy,

E — wypadlo mniej orfow niz reszek.

a. Wskaz pary zdarzen wykluczajacych sie. c. Wyznacz réznice zdarzen B\ E.
b. Wskaz pary zdarzen przeciwnych. d. Wyznacz iloczyn zdarzen A N B.

1° Wyznaczamy zhidr wszystkich mozliwych wynikéw tego dodwiadczenia (). Mozemy to zrobic za pomoca drzewka.
Wyniki doswiadczenia:
(0,0,0),(0,0,R),(0,R,0),(0,R,R),(R,0,0),(R,0O,R),(R,RO),(RRR)
2° Wypisujemy wyniki sprzyjajace poszczegdlnym zdarzeniom.
A={(R,0,0),(0,R,0),(0,0,R),(0,0,0)}
B={(0,R,R),(R,0,R),(R,R,0),(0,0,R),(0O,R,0),(R,0,0),(0,0,0)}
C={(R,R,R)}

D ={(0,0,R),(O,R,0),(R,0,0)}
£={(O,R,R),(R,O,R),(R,R,0),(R,R,R)}

Odp. a. Pary zdarzen wykluczajacych sieto: AiC,BiC,DiC,EiAEiD.

Odp. b. Para zdarzer przeciwnych to: Bi C, poniewaz B U C = Q.

odp.c. B\E={(0,0,R),(0,R,0),(R,0,0),(0,0,0)}

odp.d. An B={(R,0,0),(0,R,0),(0,0,R),(0,0,0)}

WEASNOSCI PRAWDOPODOBIENSTWA
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Idarzenie przeciwne

A’ — oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A, wiec: P(A) =1 —P(A") lub P(A') = 1—P(A).

Wiasnosci prawdopodobienstwa

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(A N B)
JedliA € B,toP(A) = P(B).
P(Q)=1,P(@)=0,P(A) =(0,1)

PRZIYKLAD

A jest zdarzeniem losowym oraz A’ jest zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A. Wiadomo, 7e P(A) = 3p(a’)— %
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A.

1° Skorzystamy z zaleznoici: P(A') = 1 —P(A).

2° Ztresci zadania wiemy, 7e P(A) = 3P(A) — 3, wiiec P(A)=3(1-P(A))—1

podstawiamy za P(A') = 1 —P(A) i obliczamy P(A). P(A)=3 —BP(A)—l
- 3

P(A)+3P(A)=2%

ap(A)=2% |:a
2
pa)=51
1
p(a)=%

3° Prawdopodobienstwo zdarzenia A wynosi %

TEST

Moje Testy #70 - Prawdopodobienstwo klasyczne...
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>

laboratorium
matematyczne

Strona gtéwna Q NARZEDZIA POMOCNICZE ¥ Elitmat Nauczyciel

wyloguj (D

Aktualnie pracujesz z klasa:

-- wybierz klase -- ¥

Materiaty » BelferBOX » Moje Testy « POWROT

TEST

[#70] Prawdopodobienstwo klasyczne

Zadanie 1 (1 pkt.) Rzucamy dwa razy symetryczna sze$cienng kostka do gry. Prawdopodobieristwo otrzymania sumy oczek réwnej 5 wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A1 B1 C D1
B ‘9 . .

Zadanie 2 (1 pkt.) Prawdopodobieristwo wyrzucenia w dwukrotnym rzucie sze$cienng symetryczng kostka do gry obu liczb parzystych wynosi:
odpowiedz >>>  kratka >>>
1

A —
2

N
o~

B1 C
3 .

Zadanie 3 (1 pkt.) Ze zbioru 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 14, 15, 16 wybieramy losowo jedng liczbg. Jezeli p oznacza prawdopodobierstwo

wylosowania liczby podzielnej przez 4 , to:

odpowiedz >>>  kratka >>>

1 1
Ap< — B.p:§ Cp=

D. —
7 P>

NS

Zadanie 4 (1 pkt.) W pojemniku znajduja sie 3 kule czerwone, 4 kule niebieskie i 5 kul zielonych. Losujemy jedng kule. Prawdopodobieristwo
wylosowania kuli niebieskiej rowne jest:

odpowiedz >>>  kratka >>>

A1 B1 C

w|
o
|

Zadanie 5 (1 pkt.) Ze zbioru dwucyfrowych liczb naturalnych wybieramy losowo jedna liczbe. Prawdopodobiefstwo otrzymania liczby podzielnej
przez 20 wynosi:

odpowiedz >>>  kratka >>>

Al Bg C4 D2
"30 g 89 45

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséw” wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA T

KAPITAL LUDZKI ELITMAT | laboratorium EUROPESSKI [

A CZLOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! k/‘ FIRMA EDUKACYJNO-WYDAWNICZA mofemofyczne FUNDUSZ SPOLECZNY RIS 284



laboratorium LEKCJE E-LABORATORIUM MATEMATYCZNEGO

Zadanie 6 (1 pkt.) Ze zbioru {1, 2, 3, ..., 20} losujemy jedng liczbe. Prawdopodobiefstwo wylosowania liczby pierwszej wynosi:
odpowiedz >>>  kratka >>>
A. 2 B. 7 C. 9 D. 3
5 20 20 10

Zadanie 7 (1 pkt.) Zdarzenie A’ jest zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A . Jesli P(A) = 4 - P(A') , to P(A) réwne jest:

odpowiedZ >>>  kratka >>>

A.0,8 B.0,6 c.0,2 D.0,4

Zadanie 8 (2 pkt.) Rzucamy dwa razy symetryczna szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia polegajacego na tym, ze

liczba oczek w pierwszym rzucie jest o 2 wieksza od liczby oczek w drugim rzucie.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 9 (2 pkt.) W pudetku P; znajduje sie 8 kul ponumerowanych kolejnymi liczbami od 1 do 8 , a w pudetku Py znajduje sie 6 kul

ponumerowanych kolejnymi liczbami od 2 do 7 . Losujemy po jednej kuli z kazdego pudetka, aby otrzymac liczbe dwucyfrowa. Liczba wylosowana

z pudetka P; jest cyfra dziesigtek, a z pudetka Py cyfrag jednosci. Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania liczby podzielnej przez 9 .

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

Zadanie 10 (4 pkt.) Rzucamy dwiema symetrycznymi sze$ciennymi kostkami do gry. Oblicz prawdopodobiefstwo, ze iloczyn wynikéw, ktére

wypadty na obu kostkach, jest dwucyfrowg liczbg parzysta.

pokaz odpowiedz >>>  kratka >>>

SPRAWDZANIE ODPOWIEDZI
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