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Rozdziat 1.
Oczekiwania:
Spoteczenstwo wiedzy






1. Oczekiwania: Spoteczenstwo wiedzy
Anna Pregler

1 maja 2004 r. Polska stala si¢ pelnoprawnym czlonkiem Unii Europejskiej — zwigzku panstw za-
kladajacego wspdtprace migdzy krajami cztonkowskimi i miedzy mieszkancami dla osiggania wspdl-
nych celéw gospodarczych, politycznych i spotecznych. Celami UE jest zapewnienie bezpieczenstwa,

postepu gospodarczego i spotecznego oraz ochrona praw i intereséw obywateli .

Od tej chwili nasze pafistwo m.in. wlaczylo sie w realizacje przyjmowanych przez Uni¢ Europejska
planéw dziatan. Jednym z nich byt plan rozwoju Unii Europejskiej zwany Strategia Lizbonska (przyjety
w marcu 2000 r.), ktérego celem bylo przeksztalcenie do 2010 r. gospodarki UE w najbardziej konku-
rencyjng gospodarke na $wiecie. Podstawowa role w osiggnieciu tego celu mialty odgrywac systemy
edukacyjne panstw cztonkowskich, dlatego zostal opracowany dokument Edukacja w Europie: rézne
systemy ksztalcenia i szkolenia — wspdlne cele do roku 2010. Program prac dotyczgcy przysztych celow
systemow edukacji .

Czytamy w nim m.in.:

»Rada Europejska (skupiajaca szeféw panstw lub rzadow krajéow UE), podczas posiedzenia w Lizbonie
w marcu 2000 r., potwierdzita, ze Unia Europejska staneta w obliczu fundamentalnych zmian, beda-
cych wynikiem globalizacji i rozwoju gospodarki opartej na wiedzy, oraz uzgodnita, iz do roku 2010
powinien by¢ osiagniety nastepujacy cel strategiczny:

Gospodarka europejska powinna stac si¢ najbardziej konkurencyjng i dynamiczng gospodarkg
w Swiecie — gospodarkg opartg na wiedzy, zdolng do trwalego wzrostu, tworzgcg coraz wigkszq liczbe

lepszych miejsc pracy i zapewniajgcg wigkszg spojnosc spoteczng’.

Dla osiagniecia tego strategicznego celu systemy edukacji i ksztalcenia w panstwach cztonkowskich
UE powinny przyczynia¢ si¢ do budowania spoleczenstwa wiedzy: ,,spoteczenstwa, w ktérym wytwa-
rzanie i przetwarzanie przedmiotéw materialnych typowe dla produkeji fabrycznej zostanie zepchnigte
na margines przez wytwarzanie i przetwarzanie wiedzy, ktéra stanie si¢ centralnym towarem gospo-
darki. Spofeczenstwo wiedzy jest nowym typem spoleczenstwa, ktdre wydaje si¢ powstawaé w okresie
gwaltownego rozwoju technologii informacyjnych i komunikacyjnych oraz gospodarki opartej na wie-
dzy. Do najwazniejszych cech tworzacego si¢ modelu spofecznego mozna zaliczy¢ permanentng edu-
kacje, nowg role nauki, role kapitatu spolecznego, zastosowanie wiedzy w praktyce, wzrost znaczenia

kapitatu spotecznego, ktéry jest podtozem rozwoju kapitalu intelektualnego™.’

' Na podstawie: Encyklopedia Unii Europejskiej, Praca zbiorowa pod redakcja prof. Konstantego Adama Wojtaszczyka. WSiP, Warsza-
wa 2004.

2 http://www.men.gov.pl/index.php?option=com_content&view=article&id=413%3Astrategia-lizboska&catid=104%3Amodzie
-i-zagranica-wspopraca-midzynarodowa-unia-europejska&Itemid=140

> http://mfiles.pl/pl/index.php/Spo%C5%82ecze%C5%84stwo_wiedzy

Cz.| Diagnoza



We wspomnianym dokumencie z 2000 r. wyszczegolniono kolejne cele strategiczne, wérdd ktérych
jako pierwszy zostal postawiony:
Cel strategiczny 1: Poprawa jakosci i efektywnosci systeméw edukacji w UE wobec nowych
zadan spoleczenstwa wiedzy oraz zmieniajacych si¢ metod i tre$ci nauczania i uczenia sig:
Cel 1.1.: Podniesienie jakosci ksztalcenia i doskonalenia zawodowego nauczycieli i 0s6b pro-
wadzacych szkolenia

Cel 1.2.: Rozwijanie kompetencji i umiejetnosci potrzebnych dla spoteczenstwa wiedzy
Cel 1.3.: Zapewnienie powszechnego dostepu do technologii informacyjno-komunikacyjnych
Cel 1.4.: Zwiekszenie rekrutacji w dziedzinach nauk $cistych i technicznych

Cel 1.5.: Optymalne wykorzystywanie zasobow.

W kolejnych latach trwaly prace nad uzgodnieniem wspolnego zestawu kompetencji i umiejetno-
$ci dajacych mlodym ludziom odpowiednie przygotowanie do dorostego zycia oraz stanowigcych pod-
stawe dla dalszej nauki i zycia zawodowego. W efekcie tych prac 18 grudnia 2006 r. wydano Zalecenie
Parlamentu Europejskiego w sprawie kompetencji kluczowych w procesie uczenia si¢ przez cate zycie®,
w ktérym zdefiniowano wskazane w celu 1.2 kompetencje i umiejetnosci potrzebne dla spoleczenstwa
wiedzy. Podkreslono, ze kompetencje kluczowe sg niezbedne kazdemu obywatelowi dla tatwego przy-
stosowywania sie¢ do szybko zmieniajacego si¢ $§wiata, ale takze do samorealizacji i rozwoju osobistego,
bycia aktywnym obywatelem, integracji spolecznej i zatrudnienia.

Ustanowiono osiem kompetencji kluczowych:

1) porozumiewanie si¢ w jezyku ojczystym;

2) porozumiewanie si¢ w jezykach obcych;

3) kompetencje matematyczne i podstawowe kompetencje naukowo-techniczne;
4) kompetencje informatyczne;

5) umiejetnos¢ uczenia sig;

6) kompetencje spoleczne i obywatelskie;

7) inicjatywnos¢ i przedsigbiorczo$é;

8) swiadomos¢ i ekspresja kulturalna,

ktdre zostaly zdefiniowane jako polaczenie wiadomosci, umiejetnosci i postaw odpowiednich do
sytuacji. Na przyktad opis kompetencji matematycznych wyglada w tym dokumencie nastepujaco:

Definicja:

»~Kompetencje matematyczne obejmuja umiejetnos¢ rozwijania i wykorzystywania myslenia ma-
tematycznego w celu rozwigzywania probleméw wynikajacych z codziennych sytuacji. Istotne sg za-
réwno proces i czynnosé, jak i wiedza, przy czym podstawe stanowi nalezyte opanowanie umiejetnosci
liczenia. Kompetencje matematyczne obejmuja — w réznym stopniu — zdolno$¢ i che¢ wykorzystywania
matematycznych sposobéw myslenia (myslenie logiczne i przestrzenne) oraz prezentacji (wzory, mode-

le, konstrukty, wykresy, tabele)”.

* L 394/10 PL Dziennik Urzedowy Unii Europejskiej z dnia 30 grudnia 2006 r.
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Niezbedna wiedza, umiejetnosci i postawy powigzane z tg kompetencja.

Konieczna wiedza w dziedzinie matematyki obejmuje solidng umiejetno$¢ liczenia, znajomos¢
miar i struktur, gléwnych operacji i sposobow prezentacji matematycznej, rozumienie terminéw i poje¢
matematycznych, a takze $wiadomos¢ pytan, na ktére matematyka moze da¢ odpowiedz.

Osoba powinna posiada¢ umiej¢tnosci stosowania gléwnych zasad i proceséw matematycznych
w codziennych sytuacjach prywatnych i zawodowych, a takze sledzenia i oceniania ciggdéw argumentow.
Powinna ona by¢ w stanie rozumowa¢ w matematyczny sposob, rozumie¢ dowdd matematyczny i ko-
munikowac sie jezykiem matematycznym oraz korzysta¢ z odpowiednich pomocy.

Pozytywna postawa w matematyce opiera si¢ na szacunku dla prawdy i checi szukania przyczyn
i oceniania ich zasadnosci.?

Budowanie spoteczenstwa wiedzy i gospodarki opartej na wiedzy jest bardzo wazne takze dla Pol-
ski, nie tylko ze wzgledu na naszg przynaleznosci do Unii Europejskiej — polski system edukacji musi
sta¢ sie filarem tych zmian. Jednym z dzialan zmierzajacych w tym kierunku bylo wpisanie do no-
wej podstawy programowej ksztalcenia ogélnego®, zaréwno dla szkét podstawowych, jak i gimnazjow
i szkot ponadgimnazjalnych, oémiu najwazniejszych umiejetnosci zdobywanych przez ucznia w trakcie
ksztalcenia ogdlnego w szkole podstawowej oraz na II1 11V etapie edukacyjnym, ktdre sa spdjne z euro-
pejskimi kompetencjami kluczowymi. Na przyklad, jako drugg umiejetno$¢ wymieniono myslenie ma-
tematyczne okreslone dla poziomu szkoty podstawowej jako umiejetnos¢ korzystania z podstawowych
narzedzi matematyki w Zyciu codziennym oraz prowadzenia elementarnych rozumowan matematycz-
nych, a dla III i IV etapu edukacyjnego jako umiejetno$¢ wykorzystywania narzedzi matematyki w zy-

ciu codziennym oraz formulowania sagdéw opartych na rozumowaniu matematycznym.

Niedlugo po podpisaniu przez Ministra Edukacji Narodowej rozporzadzenia w sprawie podstawy
programowej odbyta sie w dniach 9-10 stycznia 2009 r. ogélnopolska konferencja Spoleczeristwo wiedzy
- mit czy szansa dla Polski?, ktérej celem bylo przedyskutowanie probleméw zwigzanych z tworzeniem
sie w Polsce ,innowacyjnego spoleczenstwa wiedzy”, w tym tych dziatan, jakie nalezy podja¢, by spole-
czenstwo polskie nadrobilo tzw. luke innowacyjng wobec lideréw z Unii Europejskiej’.
Podczas tej konferencji uczestnicy sesji Spoteczeristwo edukacyjne i uczqgce sig starali si¢ odpowie-
dzie¢ na pytania dotyczace przyszlosci polskiej szkoly:
» Jaka powinna by¢ szkola za 7-10 lat, aby byla srodowiskiem budowania innowacyjnego spoteczen-
stwa wiedzy, a nie hamulcem rozwoju?
» Jaki mechanizm teraz uruchomiony moze doprowadzi¢ do urzeczywistnienia tej wizji?

» Jakie dzialania nalezy podjac juz, teraz, natychmiast?

> Op.cit,s. 8.
¢ Podstawa programowa ksztatcenia ogélnego dla szkot podstawowych i gimnazjow z 23 grudnia 2008 r. Dz. U. Nr 4, poz. 17 z dnia
15 stycznia 2009 .

7 http://www.fundacjaedukacji.pl/index.php/wydarzenia-fundacji/89-spoeczestwo-wiedzy-mit-czy-szansa-dla-polski?showall=1
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We wnioskach z tej dyskusji® mozemy przeczyta¢ m.in.:

»Szkota wymaga cigglej zmiany:

ma przygotowywac ucznia do zycia we wspolczesnym $wiecie, a ten zmienia si¢ bardzo szybko;
we wspolczesnym $wiecie szkota nie ma monopolu na edukacje — musi znalez¢ swoje miejsce
w systemie edukaciji;

wazne sg tez inne formy: uczenie si¢ przez calte zycie, doskonalenie nauczycieli, rodzicow. Inter-

net jest osobnym miejscem zdobywania wiedzy.

Szkota (jaka powinna by¢):

L]

dajaca kazdemu szanse — nastawiona na indywidualizacje;

ze znawstwem stosujagca nowoczesne technologie w nauczaniu;

uczaca umiejetnosci;

wykorzystujaca szeroka game metod aktywizujacych;

dostosowujaca oferte edukacyjna do potrzeb kazdego ucznia;

rozbudzajaca zainteresowania naukowe;

rozbudzajaca pasje, rados¢ nauki;

zmieniajgca si¢ wraz z potrzebami, oczekiwaniami i mozliwosciami uczniéw;

wspolpracujaca: z rodzicami, instytucjami, organizacjami ngo, w dziataniach interdyscyplinarnych;
wyprzedzajaca zmiany, inspirujaca rozwoyj;

(...

Szkota powinna uczy¢ umiejetnosci:

zarzadzania wiedza;

uczenia sie przez cale zycie;

samoksztalcenia;

komunikacj;

pracy zespolowej;

umiejetnosci zyciowych: radzenia sobie ze stresem, brania odpowiedzialnoci za swoje wybory,

uczenia si¢ na btedach itd.

Szkota jest miejscem:

L]

uczenia wartosci podstawowych, tj. budowania poczucia wlasnej wartosci, uczciwosci intelektu-
alnej;
wyzwalania potencjatu uczniéw;

rozbudzania wyobrazni, kreatywnosci, innowacyjnego myslenia;

(...

Istnienie takiej szkoly zalezy od:

nauczycieli - ich fachowosci, umiejetnosci interpersonalnych, postaw i osobowosci, pasji, powolania;
stosowanych metod uczenia i uczenia sie;

wspolpracy z innymi.

Op. cit. s. 9.
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Propozycje dzialan:

naglasnianie sukcesow;

upowszechnianie przyktadéw dobrej praktyki;

praca z uczniami szczegdlnie zdolnymi;

praca metoda projektow;

duzo zajec praktycznych, badawczych, laboratoryjnych;

réznorodne formy organizacji pracy w szkole: praca w grupach, dodatkowe godziny zajec
Z uczniami;

uczenie z wykorzystaniem zasad konstruktywizmu;

(..)"

Takze w Raporcie o Kapitale Intelektualnym Polski® zwrdcono uwage na najwazniejsze edukacyjne

wyzwania stojace przez naszym krajem — wymieniono wéréd nich m.in.:

stabg jako$¢ i réznorodnos¢ wezesnej edukacjis
brak skutecznych dziatan szkét w zakresie wyréwnywania szans;
zbyt malo spersonalizowany system nauczania w szkofach;

malo nowoczesne metody dydaktyczne na uczelniach.

Zmiana szkoly - w wyznaczonym przez Uni¢ Europejska kierunku budowania spoleczenstwa

wiedzy, zgodnie z zapisami krajowych dokumentéw, toczacs sie dyskusja oraz w poczuciu odpowie-

dzialno$ci za przyszlo$c¢ kolejnych pokolen - w wielu wymiarach moze i powinna by¢ wdrazana na

kazdym poziomie edukacji, w kazdym momencie. Wiele dzialan modyfikujacych szkole jej dyrek-

torzy i nauczyciele moga i powinni juz podejmowac w swojej codziennej pracy.

®  Raport o Kapitale Intelektualnym Polski. Warszawa 10 lipca 2008 r. http://www.slideshare.net/Polska2030/raport
-o-kapitale-intelektualnym-polski
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2. W drodze do celu: Gdzie jestesmy?

Jaki poziom matematycznych umiejetnosci i zaradnosci matematycznej prezentuja polscy ucznio-
wie? W ktérym miejscu ,,drogi do spoteczenstwa wiedzy” znajdujemy sie?

Gdy padaja takie pytania, najczesciej odwolujemy sie do obiegowej wiedzy, budowanej, np. na pod-
stawie krotkich notek prasowych dotyczacych edukacji albo do wlasnych szkolnych doswiadczen. Tym-
czasem sg znacznie bardziej obiektywne zZrodia dostarczajgce tego typu informacji: reprezentatywne
badania krajowe i miedzynarodowe czy masowe egzaminy zewnetrzne. Zobaczmy, co z nich wynika,

zwlaszcza w odniesieniu do operowania jezykiem symbolicznym matematyki przez polskich uczniow.

2.1.Wybrane umiejetnosci matematyczne ucznidw trzeciej klasy szkoty podstawowej
na podstawie badan prowadzonych przez Centralng Komisje Egzaminacyjng
Mirostaw Dgbrowski

O badaniach umiejetnosci trzecioklasistdow prowadzonych przez CKE

W roku 2005 Centralna Komisja Egzaminacyjna uruchomita projekt, wspétfinansowany przez Eu-
ropejski Fundusz Spoteczny, pod tytutem: Badanie podstawowych umiejetnosci uczniéow trzecich klas
szkoly podstawowej. Jego celem bylo m.in. zbadanie wybranych umiejetnosci jezykowych i matematycz-
nych uczniéw trzeciej klasy szkoty podstawowej. Badania zrealizowano na reprezentatywnej losowej
probie prawie 2500 uczniow z 137 szkdt podstawowych z terenu calej Polski'.

W roku 2007 uruchomiono dalszy ciag tego projektu, a jednym z jego podstawowych zadan bylo
systematyczne badanie umiejetnosci uczniow konczacych I etap ksztalcenia. Kolejne badania trzecio-
klasistow zrealizowano w latach: 2008 (ponad 4700 uczniéw z 262 szkét podstawowych), 2010 (prawie
5000 uczniow z 288 szkot) oraz 2011 (ponad 3000 uczniéw z 170 szkol). Bez watpienia sa to najwigksze
regularnie powtarzane badania tego typu prowadzone w Polsce. I, co bardzo wazne, za kazdym razem
realizowane na reprezentatywnej probie, czyli dostarczajace informacji o calej populacji trzecioklasi-
stow i o I etapie ksztalcenia jako takim, a nie tylko o uczniach i klasach biorgcych udziat w badaniach.

Wyniki badan prowadzonych w projekcie sg sukcesywnie upowszechniane w raportach' i opra-
cowaniach metodycznych kierowanych do nauczycieli'?. Szczegbélowe informacje o projekcie oraz jego

liczne publikacje mozna znalez¢ na stronie: www.trzecioklasista.edu.pl.

Dabrowski M., Zytko M. (red.), Badanie umiejgtnosci podstawowych uczniéw trzecich klas szkolty podstawowej, cz. I: Raport z badar
ilosciowych. CKE, Warszawa 2007, cz. II: Konteksty szkolnych osiggnie¢ uczniow. CKE, Warszawa 2008

Dagiel M., Zytko M. (red.), Nauczyciel ksztalcenia zintegrowanego 2008 - wiele réznych swiatéw? CKE, Warszawa 2009;
Dabrowski M. (red.), Trzecioklasista i jego nauczyciel. Raport z badati ilosciowych 2008. CKE, Warszawa 2009; Dabrowski M. (red.),
Trzecioklasista pot roku pézniej. Raport z badan dystansowych w klasie czwartej 2008/2009. CKE, Warszawa 2009; www.trzeciokla-
sista.edu.pl; Kalinowska A., Murawska B. (red.), Diagnoza umiejetnosci jezykowych i matematycznych uczniow klas trzecich szkét
podstawowych wojewédztwa kujawsko-pomorskiego. Bydgoszcz 2009; Dabrowski M. (red.), Trzecioklasista 2010. Raport z badan
ilosciowych 2010. CKE, Warszawa 2011; Dagiel M., Zytko M. (red.), Szkolne rzeczywistosci uczniéw klas trzecich w Srodowisku
wiejskim. CKE, Warszawa 2011; Wiatrak E. (red.), Trzecioklasista po pierwszym miesigcu nauki w klasie czwartej. CKE, Warszawa
2011; www.trzecioklasista.edu.pl

Dagiel M., Pozwélmy dzieciom bawic sie stowami. O doswiadczeniach jezykowych trzecioklasistow. CKE, Warszawa 2011; Dabrowski
M., Pozwélmy dzieciom mysle¢. O umiejetnosciach matematycznych polskich trzecioklasistow. wyd. II zmienione, CKE, Warszawa 2008;
Kalinowska A., Pozwdlmy dzieciom dziala¢ - mity i fakty o rozwijaniu myslenia matematycznego. CKE, Warszawa 2010; Murawska
B., Pozwdlmy dzieciom czytaé. CKE, Warszawa 2011; Zytko M., Pozwdlmy dzieciom méwic i pisa¢ — w kontekscie badari umiejetnosci
jezykowych trzecioklasistéw. CKE, Warszawa 2010
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Prezentowane dalej wyniki i prace uczniow zaczerpniete sa m.in. z tych wlasnie publikacji.

Ograniczymy sie do przeanalizowania jedynie kilku z bardzo wielu badanych obszaréw kompe-
tencji matematycznych dzieci - tych najscislej zwigzanych z rozumieniem jezyka symbolicznego:

* poréwnywania liczb naturalnych i rozumienia systemu dziesietnego,

* kolejnosci wykonywania dziatan,

* rozwigzywania zadan tekstowych,

siegajac do badan i danych z réznych lat.

Poréwnywanie liczb naturalnych i rozumienie systemu dziesietnego
W badaniach realizowanych w roku 2006 umiejetnos¢ poréwnywania liczb naturalnych badana

byta za pomoca dwdch zadan®:

W kazde okienko wpisz pasujacy cyfre.
A
a) 106 > 178 b) 801 < 0 c) 1005 > 0042 > 140
W tych liczbach dwucyfrowych zamazano niektére cyfry.
Tam, gdzie to nadal mozliwe, wstaw w okienko znak > albo <.
B W pozostale okienka wstaw znak zapytania.
a)§7048 b)§20p95 o§30mn

Zadanie A to typowe zadanie, cz¢sto pojawiajace si¢ w materiatach edukacyjnych'* na poziomie klasy
trzeciej. W punkcie a) w okienko nalezy wpisa¢ jedng z dwoch cyfr: 8 albo 9. W przykladzie b) znaczenie
ma drugie okienko do wypelnienia — musi si¢ w nim znalez¢ cyfra 9, natomiast do pierwszego moze by¢
wpisana dowolna cyfra. Ostatni przyktad jest nieco bardziej skomplikowany, gdyz trzeba uwzgledni¢ row-
noczesnie dwa warunki — w efekcie w srodkowym okienku musi si¢ znalez¢ 1, w pierwszym 0, 1, 2 albo 3,
a w ostatnim 0 albo 1. Jak wida¢, kazdy przyktad mozna uzupelni¢ na wiele mozliwych sposobow.

Zadanie B jest natomiast zadaniem nietypowym - nalezy sadzi¢, Ze uczniowie nie mieli z takim za-
daniem kontaktu podczas szkolnych zaje¢. Oznacza to, ze dziecko rozwigzujace to zadanie znajduje sie
w sytuacji problemowej: nie zna metody rozwigzania zadania, ale ma catg niezbedng wiedze potrzebng
do samodzielnego zbudowania tej metody. Nie mogac odwola¢ si¢ do pamieci w poszukiwaniu skutecz-
nego sposobu pokonania trudnosci, musialo ujawni¢, na ile rozumie strukture systemu dziesietnego
i potrafi postugiwac si¢ swoja wiedza z tego zakresu. W przykladzie a) zamazana jest cyfra dziesigtek
w pierwszej liczbie — nie wiadomo wigc, czy jest ona mniejsza czy wieksza od 4, zatem liczb nie mozna
poréwnac — w okienko nalezy wstawi¢ ,,?”. Podoba sytuacja jest w punkcie b). Natomiast w ostatnim
przykladzie po prawej stronie mamy liczbe 11, zatem ta po lewej musi by¢ wieksza, niezaleznie od tego,

jaka ma cyfre dziesigtek — w okienko nalezy wpisac ,,>”.

Na podstawie: Dabrowski M., Zytko M. (red.), Badanie umiejetnosci podstawowych uczniéw trzecich klas szkoly podstawowej,
cz. I: Raport z badati ilosciowych. CKE, Warszawa 2007, s. 68-70; Dabrowski M., Pozwélmy dzieciom mysle¢. O umiejetnosciach
matematycznych polskich trzecioklasistow, wyd. Il zmienione. CKE, Warszawa 2008, s. 7-10.

4 W chwili realizacji badania: 2006 r.
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Wyniki dla obu zadan przedstawia diagram 1.

Diagram 1. Poréwnywanie liczb naturalnych - procent poprawnych rozwigzan w roku 2006.

Jak wida¢, zadanie A okazalo sie dla trzecioklasistow tatwe, czy nawet bardzo tatwe. Kolejne przy-
klady uzupetnilo dobrze odpowiednio: 91,5%, 85,8% oraz 81,8% uczniéw - ani liczba cyfr do wstawie-
nia, ani znakéw nieréwnosci pojawiajacych si¢ w przykladzie nie wpltynela znaczaco na skutecznosé
uczniow.

Znacznie gorzej wypadio zadanie B. Z pierwszym przykladem poradzilo sobie zaledwie 19,2%
trzecioklasistow, czyli mniej wiecej co piaty uczen. Drugi okazal si¢ nieco fatwiejszy: 30,4% sukcesow,
czyli prawie co trzecie dziecko wstawito w okienko znak zapytania. Najbardziej zaskakujacy jest jednak
wynik dla ostatniego przyktadu: 34,2% poprawnych uzupelnien dla sytuacji, ktéra wydawata sie abso-
lutnie oczywista — po lewej stronie jest 13 albo 23 albo... — kazda z tych liczb jest przeciez wigksza od 11!

Skad ten wynik?
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Na diagramie 2. przedstawiono liczbe przyktadéw poprawnie uzupelnionych przez poszczegdl-

nych uczniéw w obu analizowanych zadaniach.

Diagram 2. Poréwnywanie liczb naturalnych - liczba poprawnie uzupetnionych przyktadow przez

uczniéw w badaniach 2006.

Ponownie wida¢ istotng roznice w danych dla obu zadan. W zadaniu A az 71,7% dzieci dobrze
uzupetnifo wszystkie szes¢ okienek, a 19,6% zrobilo btad w jednym przykiadzie. W zadaniu B sytuacja
jest zupetnie ,symetryczna” — tym razem stupki od lewej do prawej wyraznie maleja, a nie rosng, jak
byto w A. Az 45,4% trzecioklasistéw nie poradzito sobie z zadnym z trzech przykladéw, a 33,7% tylko

z jednym. Zaledwie 8,2% poprawnie wstawilo trzy znaki, a 12,7% raz si¢ pomylito.

Popatrzmy na przykladowe uczniowskie rozwigzania zadania B.

Cze$¢ ucznidw podstawiala w miejsce kleksa jakas cyfre, po czym zapisywata w okienku odpo-
wiedni znak — nawet znak réwnosci, jesli akurat los tak sprawit. Ta metoda dla przykladéw a) i b) gwa-
rantowala wstawienie zlego znaku w okienko. Tym bardziej jednak zastanawia globalny wynik dla c)

- przeciez w tym przykladzie kazde podstawienie daje wlasciwy kierunek nieréwnosci! Dlaczego wigc

tylko 34,2%? Bedziemy wracac¢ do tego pytania.
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Badanie umiejetnosci trzecioklasistow, ktorego wyniki zaprezentowali$my, odbylo si¢ w maju 2006 1.
Cze$¢ z jego uczestnikdéw wzieta ponownie udzial w powtérnych badaniach umiejetnosci matematycz-
nych w pazdzierniku 2006 r., czyli w drugim miesigcu swojej nauki w klasie czwartej. Uczniowie po
raz drugi, po pigciomiesiecznej przerwie, rozwigzywali te same zadania, wérdd nich takze zadanie
B. Zobaczmy, jak zmienil si¢ poziom rozwigzan dla tego zadania'®w przypadku tych uczniéw, ktdrzy

dwukrotnie je rozwigzywali'®:

Diagram 3. Poréwnywanie liczb naturalnych - poréwnanie wynikéw tych samych uczniéw

w badaniach w klasie trzeciej i klasie czwartej.

Jak wida¢, w przykiadach a) i b) wyniki nieco sie¢ poprawily — odpowiednio o 5,1% oraz 7,7%. I znowu
zaskakuje przyktad c) - wyniki pozostaty na tym samym poziomie.

We wszystkich chyba materiatach edukacyjnych uzywanych w roku 2006 w klasie czwartej poczat-
kowe strony poswigcone byly przypomnieniu i poglebieniu tematyki systemu dziesietnego: zapisywa-
nie i odczytywanie liczb wielocyfrowych, poréwnywanie ich, znaczenie cyfr w liczbie wielocyfrowej, itp.
Powyzsze wyniki pokazujg, ze pomimo tego poziom zrozumienia systemu dziesi¢tnego u ucznidéw nie

ulegl istotnej poprawie.

Dabrowski M., Raport z badania wybranych umiejetnosci uczniow klas czwartych, materiat niepublikowany. CKE 2007; materiaty wlasne

W badaniach w klasie czwartej w pazdzierniku 2006 r. wziglo udzial 423 uczniéw z 30 klas. Nie jest to reprezentatywna proba,
dlatego tez ich wyniki w klasie trzeciej roznia si¢ nieznacznie od wynikéw globalnych (por. diagram 1.). Wyniki w klasie czwartej maja
charakter przede wszystkim informacyjny.
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W badaniach zrealizowanych w roku 2008 wrécono do ,zadania z kleksami” w nieco rozbudo-

wanej wersji:

W tych liczbach dwucyfrowych zamazano niektére cyfry.

Tam, gdzie to nadal mozliwe, wstaw w okienko znak > albo <.

B1 W pozostate okienka wstaw znak zapytania.
a)7 048 b) §3011 029095
d)330 96 e)§205) f) §8 099

Podpunkty b) i ¢) s3 powtdrka odpowiednio przykiadéw c) i b) z badan 2006, natomiast d) jest po-
dobny do ,,starego” a). Doszly trzy nowe podpunkty. Przyklad e) jest symetryczny i w pelni analogiczny
do ¢). W a) znane sg obie cyfry dziesigtek, wigc sytuacja jest bardzo czytelna — na pewno pierwsza liczba
jest wieksza od drugiej. W f) po prawej stronie wystepuje 99, najwieksza liczba dwucyfrowa, nalezy
wiec wstawi¢ znak ,,<” - ten przyklad jest ,,dualny” do b).

Zobaczmy, jaki byt poziom poprawnych rozwigzan kolejnych podpunktéw tego zadania:

a) 760048  b) #3011  c)2600e65  d)330066  ¢) 62056  f) 480199

Diagram 4. Poréwnywanie liczb naturalnych - procent poprawnych rozwigzan w roku 2008.

Uderza ogromna rozpieto$¢ wynikéw: od 35,3% dla przyktadu b) (34,2% w roku 2006) do 78,2%
dla przykladu f). Ten drugi rezultat jest ponad dwa razy wyzszy od pierwszego, a oba przyktady wydaja
sie by¢ bardzo do siebie podobne. Skad ta réznica?

Drugim co do trudnosci okazat si¢ podpunkt d) - 39,5% poprawnych rozwigzan (podobny, cho¢
nie identyczny przyklad w 2006 r.: 19,2%, zatem wzrost). Blizniacze przyktady c) i ) maja odpowiednio
48,3% oraz 44,3% poprawnych uzupelnien (30,4% dwa lata wczesniej, zatem tu tez wzrost). W pod-
punkcie a) trzecioklasi$ci odnotowali nieco wigcej niz potowe sukceséw: 54,5%. Jak wida¢, wyniki

- poza przykiadem f) - nie s3 zbyt optymistyczne.

7 Na podstawie: Dabrowski M. (red.), Trzecioklasista i jego nauczyciel. Raport z bada# ilosciowych 2008. CKE, Warszawa 2009, s. 104-107.
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Zobaczmy, jakie typy uczniowskich strategii radzenia sobie z tym zadaniem mozna wyrdzni¢

analizujac ich prace z badan 2008'".

Strategia 1: Zawsze w jedna strone!

Ten trzecioklasista ,,postawil” na znak wiekszosci i byt konsekwentny. W efekcie przyklady a) i b)
uzupetnione dobrze, natomiast cztery pozostate - zle.
Zastosowanie wszedzie znaku mniejszosci daje tylko jedno trafienie — podpunkt f), natomiast

wstawienie wszedzie znakéw zapytania - az trzy: ¢), d) i e).

Strategia 2: Liczy sie to co wida¢!

Najprawdopodobniej ten uczen pominat zupetnie kleksy i to, co pod nimi moze si¢ znajdowac i za-
bral si¢ za poréwnywanie tylko tego, co widac: 7 jest mniejsze od 48, 3 od 11, 2 od 5, 8 od 99, a 33 jest
wiegksze od 6. W efekcie jedno trafienie — przyktad f) dobrze uzupetniony.

Strategia 3: Warto co$ podstawic!

Te metode postepowania sygnalizowali$my juz wczesniej, przy okazji badan 2006. Dziecko podsta-
wia jakas$ cyfre w miejsce kleksa, po czym wstawia odpowiednie znaki. Ostateczny skutek: ani jednego

znaku zapytania, ale az 3 trafienia — w podpunktach a), b) i f), i to niezaleznie od tego, co si¢ podstawi!

'8 Por. Dgbrowski M., Kleks prawde Ci powie?, http://trzecioklasista.edu.pl/artykuly/kleks-prawde-ci-powie
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Strategia 4: Trzeba zaufac losowi!

Autor tego rozwigzania postanowil chyba uzy¢ kazdego znaku dwukrotnie - mamy wiec dwa razy
»<’» dwa ,,?” oraz dwa razy ,,>”. Wydaje si¢, ze lokalizacja znakéw byla losowa - jak inaczej wyjasni¢
przeciwstawne znaki w przyktadach c) i e). Los jednak sprzyjal: trzy podpunkty: a), d) i f) uzupelnione

poprawnie.

Strategia 5: Podstawmy kilka razy!

Wiemy juz, ze jednokrotne podstawienie cyfry w miejsce kleksa moze by¢ zawodne. A gdyby
zrobi¢ kilka takich podstawien? By¢ moze autor tego rozwigzania tak wlasnie postegpowal — mogg to

sugerowac skreslenia. Koncowy rezultat wart tych zabiegdw — wszystkie przykiady dobrze.

Strategia 6: Zrozumie¢ system dziesietny!

Zadnych cyfr, zadnych préb, zadnych skreslen. I wszystkie przyktady dobrze uzupelnione. Wystar-

czy rozumied, jak zapisujemy i poréwnujemy liczby dwucyfrowe.
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Pamietajac o przytoczonych strategiach i ich skutecznos$ci sprawdzmy, jak wyglada rozktad liczby

poprawnie uzupelnionych przyktadéw przez uczniow:

Diagram 5. Poréwnywanie liczb naturalnych - liczba poprawnie uzupelnionych przyktadéw przez

uczniéw w badaniach 2008.

Najczesciej uczniowie dobrze uzupelniali jeden przykiad (na szes¢!) - stalo si¢ to udzialem 25,7%
trzecioklasistow, czyli ponad %. Jak rozumowali ci uczniowie rozwiazujac to zadanie? Przeciez wystar-
czy np. powtorzy¢ szes¢ razy prostg procedure jednokrotnego podstawienia jakiejkolwiek cyfry w miej-
sce kleksa, aby mie¢ trzy podpunkty prawidlowo wypelnione. Ten wlasnie wynik: trzy ,trafienia” byt
drugim najczesciej wystepujacym — uzyskato go 21,5% uczniow.

Jedynie 10,5% dzieci wstawilo dobrze wszystkie znaki, czyli mniej wiecej co dziesigty uczen w pelni
poradzil sobie z tym zadaniem. Jeden bfad zrobito 15,1% ucznidéw, a dwa 12,7%. Jesli zsumujemy te trzy

wyniki, to okaze sie, ze 38,2% dzieci zrobilo dobrze wigcej niz potowe przyktadéw. Duzo to, czy mato?

Wré¢my do postawionego wczesniej pytania dotyczacego ogromnej rozpigtosci wynikéw dwoch
- na pozdr - podobnych przykladéw: b) 3011 (35,3%) oraz f) 680199 (78,2%).

W przykladzie b) po prawej stronie mamy 11, czyli liczbe druga od dotu w uporzadkowanym sze-
regu liczb dwucyfrowych, natomiast w przykladzie f) mamy po prawej stronie 99, zatem najwigksza

dwucyfrowa. Sytuacja wigc bardzo podobna, a wyniki diametralnie rézne!
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Szukajac odpowiedzi na to pytanie popatrzmy, jakie

w okienka w poszczegélnych przykladach:

znaki i jak czesto wpisywali uczniowie

wpisany znak a) 76048  b) 630011 c¢)26065 d)3300ée6 e) 620056 ) 680099
brak 5,2 5,4 6,8 5,5 7,2 4,7
< 32,0 37,1 37,9 16,6 42,5 78,2
? 8,4 22,2 48,3 39,5 44,3 14,2
> 54,5 35,3 7,0 38,4 5,9 2,9

Tabela 1. Poréwnywanie liczb naturalnych - procentowy rozklad odpowiedzi uczniéw w bada-

niach w roku 2008. Kolorem zaznaczono poprawne odpowiedzi.

W przyktadzie a) 32,0% trzecioklasistow wpisato znak ,,<”. W przykladzie b) ten sam znak wstawi-
to 37,1% ucznidéw (czyli wiecej niz poprawny znak ,,>”), a w przykladzie c) 37,9%.

Co aczy te trzy przyklady? W szczegolnosci to, ze gdyby$my ograniczyli si¢ do poréwnania tylko
widocznych fragmentow liczb, to w kazdym z nich w okienko bysmy wpisali znak ,,<”.

W podpunkcie d) 38,4% trzecioklasistow wpisato znak ,,>” — znowu trzydziesci kilka procent.
Przyjrzyjmy si¢ kolejnemu przykladowi: w e) 42,5% dzieci wstawilo znak ,,<”. By¢ moze cze$¢ z nich
podstawila jakie$ cyfry w miejsce kleksow i stad taki a nie inny znak, ale inne wyttumaczenie wydaje si¢
znacznie bardziej prawdopodobne - jesli spojrzy si¢ na te czesci liczb, ktére ,widac¢” i zapomni o cyfrach
pod kleksami, to jedynym pasujacym znakiem jest wlasnie znak mniejszosci: 2 < 5. Uczen stosujacy
taka strategie wypetniania kwadratéw w pigciu poczatkowych przykladach wpisaltby kolejno:

w a) ,< (32,0%); w b) ,<” (37,1%); w ¢) ,<” (37,9%); w d) ,,>” (39,5%); w €) ,<” (42,5%), a w szdstym
przykladzie, czyli e: ,<” (78,2%).

Przyklad f) to jedyny przypadek, w ktérym poréwnanie obu liczb oraz poréwnanie ich widocz-
nych czesci daje ten sam efekt: lewa strona w obu wypadkach jest mniejsza od prawej. I nalezy sadzic,
ze to jest podstawowy, a moze i jedyny powdd, dla ktérego jego wynik ,,szybuje” tak wysoko.

Na koniec dokonajmy prostej ,,matematyzacji™: przyklad f) zrobilo poprawnie 78,2% uczniéw, a przy-
kiad b): 35,3%, czyli 0 42,9% mniej. 42,9% to jest prawie dokladnie tylu trzecioklasistéw, ilu w przykladzie e)

wstawito znak ,,<”, czyli najprawdopodobniej poréwnato widoczne kawalki liczb. Pasuje?
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Spojrzmy jeszcze raz na rozklad liczby poprawnie zrobionych przez uczniéw przykiadow, eliminu-

jac niepasujacy do reszty przyklad f), czyli ograniczajac si¢ do podpunktow a)-e):

Diagram 6. Poréwnywanie liczb naturalnych - liczba poprawnie wykonanych przyktadow przez

ucznia w badaniach 2008 przy pominieciu przyktadu f).

A7 26,0% trzecioklasistow, czyli ponad % nie poradzila sobie z zadnym z tych pigciu podpunktow.
Jeden przyklad zrobilo poprawnie 10,5% uczniow, a dwa: 22,0%. Jedynie 30,9% dzieci zrobilo dobrze

cztery albo pie¢ przyktadéw. Duzo to, czy mato?

Zdecydowanie najwigksze trudnosci z tym zadaniem, zwlaszcza z jego podpunktami a)-d), mieli

uczniowie szkdt z miast liczacych do 10 tysiecy mieszkancow:

a) 76048 b) 630011 c)260065 d)330066 e) 62056 f) 680199

wiejskie 55,2 36,5 46,7 35,7 41,5 79,5
miasto do 10 tys. 40,2 22,8 37,0 28,3 42,4 79,4
miasto 10-100 tys. 56,0 34,8 52,6 45,2 48,3 75,1
miasto ponad 100 tys. 56,2 38,1 49,8 43,4 45,3 79,3
ogdtem 2008 54,5 35,3 48,3 39,5 44,3 78,2

Tabela 2. Poréwnywanie liczb naturalnych - procent poprawnych odpowiedzi w badaniach 2008

w zalezno$ci od miejsca lokalizacji szkoty.

Cz.I Diagnoza

25



26

Jak wida¢, na ogo6! najlepsze wyniki uzyskiwali uczniowie szkét z duzych i srednich miast. Jedynie

dla f) sytuacja si¢ zmienifa. Po raz kolejny widag, jak ,,inny” jest to przyktad.

Na rozumieniu zapisu dziesietnego liczb opiera si¢ cala szkolna arytmetyka: obliczenia wykonywa-
ne w pamieci, algorytmy dzialan pisemnych, postugiwanie si¢ wyrazeniami dwumianowanymi i licz-
bami dziesietnymi, operacje na nich... Nie ma chyba w nauczaniu poczatkowym wazniejszego - dla
dalszego matematycznego rozwoju uczniéw - zagadnienia.

Prezentowane wyniki wskazuja na to, Ze powinniSmy bardzo powaznie przemysle¢ sposdb,

w jaki z ta strukturg zapoznajemy dzieci w klasach 1-3.

Kolejnos¢ wykonywania dziatan
Obliczenia ztozone oraz kolejno$¢ wykonywania dziatan do niedawna' byty waznymi obszarami
matematycznej wiedzy dzieci rozwijanymi na I etapie ksztalcenia. W badaniach w roku 2006 umiejet-

nosci trzecioklasistow w tym obszarze byly sprawdzane za pomoca serii typowych przyktadéw oblicze-

niowych?:
Oblicz:
a)40 —20:4 = .ot b)36-(16=9) = ittt
C
C)18:9: 2 =i A)37 =114+ 6=,
€) 16 +4-5= i, £)60:6+4-7 =i

Wykonujac te obliczenia uczen mial okazje do zademonstrowania znajomosci wszystkich podsta-
wowych regut rzadzacych kolejnoscig dziatan, czyli ze:

* najpierw wykonuje si¢ obliczenie w nawiasie (b),

* mnozenie czy dzielenie wykonuje si¢ przed dodawaniem oraz odejmowaniem (a, e i f),

* dzialania o tym samym priorytecie, czyli mnozenie i dzielenie oraz dodawanie i odejmowanie,

robi sie w kolejnosci ich zapisu, czyli od lewej do prawej (c i d).

O uznaniu obliczenia za poprawne decydowata wlasciwa kolejno$¢ wykonywanych dziatan, a nie
ich arytmetyczna poprawnos¢. Innymi stowy - jesli dziecko zapisalo swoj tok obliczenia i byt on do-
bry, tzn. dzialania byly wykonywane w kolejnosci zgodnej z obowiazujacymi regutami, a w oblicze-
niu pojawif sie btad rachunkowy, np. przy wykonywanym mnozeniu, to przyktad i tak byt ,,zaliczany”.
Przyjecie takiego klucza obiektywizuje wyniki sprawdzania — uzyskane rezultaty faktycznie dostarczaja
informacji o znajomosci przez dzieci kolejnosci wykonywania obliczen, a nie np. opanowaniu tabliczki

mnozenia.

1 Tresci te zostal przeniesione na II etap ksztalcenia w wyniku zmiany podstawy programowej z dnia 23 sierpnia 2007 r..

2 Na podstawie: Dabrowski M., Zytko M. (red.), Badanie umiejetnosci podstawowych uczniéw trzecich klas szkoly podstawowej, cz. I:
Raport z badan ilosciowych. CKE, Warszawa 2007, s. 79-81; Dabrowski M., Pozwélmy dzieciom myslec. O umiejetnosciach matematycz-
nych polskich trzecioklasistéw, wyd. II zmienione. CKE, Warszawa 2008, s. 20-28.
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Diagram 7. pokazuje procent poprawnych wynikéw dla kazdego z szesciu przyktadéw tego zadania:

Diagram 7. Kolejno$¢ wykonywania dziatan - procent poprawnych obliczen w roku 2006.

Az 88,8% trzecioklasistow poprawnie zrobito przyklad b) dotyczacy nawiaséw. Tylko troche mniej
uczniéw, bo 83,5%, poradzito sobie z podpunktem f) — na pozdr bardziej ztlozonym od czterech pozo-
statych.

Warto poréwnaé wyniki przykladéw a): 61,2% oraz e): 73,9% - obliczenia te s3 podobne struktu-
ralnie i dotyczg tych samych regul, nalezy wiec sadzi¢, ze ponad dwunastoprocentowa réznica wynikow
jest pochodng wykorzystanych w nich dzialan. Znaczna czes¢ dzieci wykonala je stosujac zasade od
lewej do prawej — bylo ich 36,8% dla a) oraz 23,7% dla e).

Tu mamy podobng, bo ponad trzynastoprocentowg réznice nasilenia tego bledu. By¢ moze dzieci
czesciej mialy kontakt w procesie ksztalcenia z obliczeniami, w ktérych wystepuje dodawanie i mnoze-
nie, a rzadziej z tymi ,,na dzielenie i odejmowanie”.

Najstabiej wypadly oba przyklady dotyczace dziatan o tym samym priorytecie. Tylko 45,1% trze-
cioklasistow, zatem sporo mniej niz potowa, jako pierwsze wykonalo dzielenie, jako drugie mnozenie,
czyli postapilo zgodnie z obowigzujacymi regutami. Wigkszos¢ pozostatych uczniéw uznala, ze naj-
pierw si¢ mnozy, dopiero potem dzieli. Zjawisko to wystapilo jeszcze silniej dla przykiadu d) - tylko

37,2% dzieci wykonalo to obliczenie od lewej do prawej, czyli poprawnie.
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Jedynie 12,8% trzecioklasistow poradzilo sobie ze wszystkimi szescioma przykladami:

Diagram 8. Kolejno$¢ wykonywania dziatan - liczba poprawnie zrobionych przykladéw przez

uczniéw w badaniach 2006.

Najwigcej uczniéw, bo az 37,5%, odnotowato po 4 sukcesy. To do$¢ naturalne w sytuacji, gdy dwa

przyklady okazuja si¢ wyraznie trudniejsze od pozostalych, niezbyt trudnych.

W badaniach w roku 2008 trzecioklasi$ci ponownie wykonywali obliczenia ztozone. Tym razem

jednak byto wiecej przykladéw, bo dziesie¢, a kazdy uczen rozwigzywat zestaw pigciu z nich**:

Oblicz: Oblicz:

)40 = 10 - 4 = ooooveeeeeeeeeeeee e )40 =20 54 = ooeeeeee e,

D) 24583 = ooeeeeee e, D) 18592 = toeeeeeeee e
C1

) 36 = (16 =9) = vveeeeeeeeeeeeeeeeeeenn, ) 164452 oo,

A) 124284 = oo )37 = 1L 4+ 6= eorreeeeeeeeeeeeeeeee,

€©) 34 = 1143 = eooeeeeeeeeeeee e €) 60 :6 447 = ceoeeeeeeeeeeeeeee,

' Czyli niespelna rok po wspomnianej wczesniej zmianie podstawy programowe;.

22

Na podstawie: Dabrowski M. (red.), Trzecioklasista i jego nauczyciel. Raport z badat ilosciowych 2008. CKE, Warszawa 2009, s. 101-103.
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Jak wida¢, w badaniu z roku 2008 powtdrzono wszystkie przyklady wykorzystane dwa lata wcze-

$niej. Porownajmy ich wyniki w obu tych badaniach:

Diagram 9. Kolejno$¢ wykonywania dziatan - poréwnanie wynikéw z badan 2006 i 2008.

W dwdch przyktadach: b) i f) nastapilo niewielkie obnizenie wynikéw, w trzech innych: a), ¢) i e)
niewielkie podwyzszenie. Wiekszy wzrost: o 10,4% daje si¢ zauwazy¢ dla przyktadu d). Ale réwnocze-
$nie w pelni analogiczny przyktad: 34 — 11 + 3 zrobito poprawnie w 2008 r. 35,2% dzieci, zatem wzrost
ten raczej nie wynika wprost ze zmiany poziomu umiejetnosci dzieci. Reasumujac: wyniki w obu ba-

daniach sg bardzo zblizone.

Bardzo ciekawych obserwacji o rozumieniu przez dzieci obliczen zlozonych dostarcza analiza ro-
bionych przez nich bledéw. Zacznijmy od rzutu oka na te najbardziej typowe z punktu widzenia kolej-

nosci dzialan (na bazie badan 2008).

Ten uczen w czterech poczatkowych przyktadach
konsekwentnie wykonatl obliczenia od lewej do prawej,
dopiero w ostatnim zmienit swojg taktyke. Rownie kon-
sekwentnie zapisywal wynik pierwszego wykonywane-
go obliczenia nad odpowiednim dzialaniem, co ulatwia

odtworzenie jego metody postepowania.
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Natomiast ten trzecioklasista, podobnie jak wielu
innych, byt przekonany, ze najpierw si¢ mnozy, a dopie-
ro potem dzieli oraz najpierw dodaje, a w drugiej kolej-
nosci odejmuje i tadnie zilustrowal swoje przekonania,
zapisujac czgstkowe wyniki nad odpowiednimi dziata-

niami.

Wréémy do badan 2006 i popatrzmy na te trudnosci dzieci, ktére nie wiaza si¢ z samymi regufa-
mi kolejnosci. Okazuje si¢ bowiem, zZe umieszczenie kilku obliczen w jednym zapisie jest dla uczniow
znacznie mniej naturalnym zabiegiem, niz nam si¢ to wydaje. W efekcie zdecydowanie komplikuje im
wykonywane obliczenia. Oto kilka przykladéw, wybranych sposréd wielu innych podobnych.

Ten uczen ,,ratowal si¢”, rozbijajac kolejne obliczenia ztozone na serie prostych - z réznym zreszta

skutkiem:

Dwaj kolejni prébowali w dos¢ podobny sposéb ,,eksperymentowac” ze znakiem réwnosci, co pro-

wadzito do absurdalnych zapiséw, ale czasami takze do dobrych wynikéw:
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Nastepny, konsekwentnie skupit si¢ na pierwszych dzialaniach, w dostownym znaczeniu tego okre-

$lenia, pomijajac reszte:

Skad sie biorg tego typu trudnosci?

Zeby z ta nowa forma zapisu, czyli obliczeniem zlozonym, sobie poradzi¢, uczern musi nie tylko
pamietac o kolejnosci wykonywania dzialan, ale przede wszystkim musi rozumiec sens stosowanego
znaku rowna si¢. Wczesniej, znak ten ,wolal” do dziecka: podaj wynik. Tu zaczyna pelni¢ swoja wta-
$ciwg role - staje si¢ symbolem informujacym, ze po jego lewej i prawej stronie znajduje si¢ to samo, co

najwyzej inaczej zapisane.

Spodjrzmy na kolejne przyktady uczniowskich obliczen:

Jak rozumowali ich autorzy? Ich wyniki sg na ogét rézne, ale wida¢ sporo podobienstw: 205 oraz
520, 207 i 720. Skad sie to bierze?
Odpowiedz jest zaskakujaco prosta: uczniowie wykonujg dziatania, ktére majg przed oczyma, ale
nie wiedza, co zrobi¢ z ich wynikami, wiec je zapisuja obok siebie w dowolnej kolejnosci:
40 - 20 = 20, 20 : 4 = 5, stad 205 albo 520
36 - 16 = 20, 16 — 9 = 7, zatem 207 albo 720
16 + 4 = 20,4 - 5 = 20, czyli 2020
60:6=10,6+4=10,4-7 =28, czyli 101028
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czasami przy tym sie mylac:
37 - 11 =26, 11 + 6 = 77, wiec 2677,

albo zamiast wyniku przepisujac jedna z podanych liczb:
18 :9 =2, ijeszcze 2, czyli 22.

I dwa kolejne, bardziej rozbudowane, przykiady z tej samej serii:

Ich autorzy doszli do wniosku, ze jak juz sg dwie liczby, to najlepiej je doda¢ albo pomnozy¢.

Popatrzmy na kolejne podobne przyklady:

Skad wzieta sie ta strategia, pojawiajgca si¢ u znacznej czesci uczniow, z roznych szkot i obszaréw Polski?
Mozliwg i prawdopodobng odpowiedz podsuwaja dwa ostatnie obliczenia powyzej — ich autorzy
wyraznie buduja ,drzewko”. Jezyk ,drzewek”, czesto w przeszlosci wykorzystywany do utrwalania ko-
lejnosci wykonywania dzialan, jest trudnym jezykiem symbolicznym. Jego zestawienie z obliczeniami
zlozonymi jest obiektywnie na tyle abstrakcyjne, ze — w ramach samoobrony — mogto skloni¢ dzieci

do tworzenia wlasnej ,strategii drzewka” dla obliczen zlozonych, wizualnie podobnej do tej z lekeji,

brzmigcej np. tak:
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robimy kazde dzialanie z osobna, a potem lgczymy otrzymane wyniki.

Jak aczymy? Analiza prac trzecioklasistow podsuwa krotka odpowiedz — réznie:

Na koniec popatrzmy na wyniki (z badan 2008) szesciu analizowanych przyktadéw obliczen zlo-

zonych z rozbiciem na cztery typy lokalizacji szkot:

szkoly 36-(16-9) 40-20:4 16+4-5 18:9-2 37-11+6 60:6+4-7
wiejskie 79,2 59,1 74,2 45,4 44,8 77,3
miasto do 10 tys. 81,8 62,9 74,2 47,4 46,4 84,5
miasto 10-100 tys. 82,6 68,2 76,9 50,9 45,7 85,2
miasto ponad 100 tys. 87,8 66,3 76,0 44,8 47,7 80,3
ogoétem 2008 82,3 63,4 75,3 46,9 47,6 80,7
ogotem 2006 88,8 61,2 73,9 45,1 37,2 83,5

Tabela 3. Kolejno$¢ wykonywania dziatan - procent poprawnych obliczen w badaniach 2008

w zaleznosci od miejsca lokalizacji szkoly.

Takze i tym razem widac, Ze najlepiej z obliczeniami ztozonymi poradzili sobie uczniowie szkoét
z duzych i $rednich miast. Na ogét wyraznie gorzej poszly one uczniom szkot wiejskich oraz nieco go-

rzej uczniom szkot z miast matych. Podobne prawidlowosci wystapity w roku 2006.

Musimy powtérzy¢ jeszcze raz: zapis kilku dzialan w jednym obliczeniu jest dla dzieci duzo
trudniejszy niz sadzimy.

Tego stanu rzeczy nie zmieni przeniesienie tej tematyki na II etap ksztalcenia, tym bardziej, ze
w §lad za obliczeniami ztozonymi trafig do klasy czwartej takze dzieci o rok mlodsze, czyli dokladnie

w wieku tych, ktorych prace tu przytaczamy.
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Rozwigzywanie zadan tekstowych
Waznym obszarem kazdej edycji omawianych badan bylo rozwigzywanie zadan tekstowych. Z bo-

gatych danych na ten temat wybierzemy tylko niektdre, skupiajac si¢ na badaniach z lat 2008 i 2010.

Wsrdd zadaniach tekstowych, ktore trzecioklasisci rozwiazywali w badaniach w roku 2008 znala-

zly sie m.in. te cztery*:

D W kinie sg dwie sale. W pierwszej jest 156 miejsc, a w drugiej o 24 miejsca mnie;j.
Ile facznie miejsc jest w tym kinie?
E W kinie sg dwie sale. W pierwszej sa 122 miejsca, a w drugiej jest o 35 miejsc wigcej.
Ile facznie miejsc jest w tym kinie?
. Ania w ciggu 10 minut czyta 10 stron ksigzki. Ile stron ksigzki przeczyta
w ciggu 45 minut?
G Beczka z kapusta kiszong wazyta 16 kilograméw. Gdy sprzedano z niej polowe kapusty,
wazyla juz tylko 9 kilogramoéw. Ile wazylta sama beczka?

Zadania D i E to bardzo typowe dla naszej szkoly zadania ztozone dotyczgce poréwnywania rdz-
nicowego. Rdznig sie jedynie ,kierunkiem” poréwnywania — w pierwszym z nich w sali drugiej jest
mniej miejsc niz w pierwszej, a w drugim: wiecej. Metoda rozwigzania dla obu jest identyczna: najpierw
ustalamy liczbe miejsc w drugiej sali, a nastepnie w kinie.

Zadania F i G s3 zdecydowanie mniej typowe dla polskiego nauczania poczatkowego matematyki,
cho¢ rownie arytmetycznie proste jak poprzednie, a moze nawet prostsze. W zadaniu F odpowiedz jest
oczywista bez wykonywania jakichkolwiek obliczen, natomiast w G wystarczy np. wykona¢ dwa odej-
mowania w zakresie 20.

Zadanie tekstowe bylo uznawane za poprawnie rozwiazane, jesli metoda zastosowana przez

dziecko byla dobra, nawet jesli w samym rozwigzaniu pojawily si¢ bledy rachunkowe czy notacyjne.

»  Na podstawie: Dabrowski M. (red.), Trzecioklasista i jego nauczyciel. Raport z bada# ilosciowych 2008. CKE, Warszawa 2009, s. 114-132.
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Spojrzmy na poziom rozwiazan tych zadan:

Diagram 10. Wybrane zadania tekstowe — procent poprawnych rozwigzan w badaniach w roku 2008.

Pierwsze zadanie na poréwnywanie réznicowe
(D) rozwigzalo poprawnie 65,0% trzecioklasistow.

Ogromna wigkszo$¢ z nich zrobita to kolejno
odejmujac i dodajac, czyli w klasyczny sposéb: Roz-
wigzania wykorzystujace dwa zapisy (jak obok) oraz
te, w ktdrych wystapil jeden zapis, czyli uczen zapi-
sal poprawne obliczenie zlozone, byly mniej wiecej

jednakowo popularne.

Tylko sporadycznie pojawialy si¢ bardziej oryginalne rozwigzania:

Trudno sig¢ zresztg temu dziwic¢ - typowe, ,,utrwalone” zadanie generuje typowe rozwigzania.
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W przypadku drugiego zadania na poréwnywanie réznicowe (E) kategorie poprawnych rozwigzan

byly w petni analogiczne:

Poziom wykonania zadania byl natomiast zaskakujgco niski - jedynie 47,9%. Przypomnijmy - ta-
kie rozwigzania, jak pierwsze powyzej, w ktérych uczen - poprawnie rozumujac - robit bfad rachunko-
wy (czy nawet kilka bledéw) byty uznawane za dobrze zrobione.

Skad taka rozpigtos¢ wynikéw dla dwoch blizniaczo podobnych zadan?

(65,9% 1 47,9%, czyli az 17,1%)

Szukajac mozliwej odpowiedzi na to pytanie, popatrzmy na najbardziej typowe bledy robione
przez trzecioklasistow.

W pierwszym zadaniu (D) najczesciej wystepujacy blad polegal na ograniczeniu si¢ przez ucznia

do odjecia liczb podanych w tresci zadania:

W ten sposob postapilo 26,2% trzecioklasistow.

36 O umiejetnosciach matematycznych uczniow



W przypadku drugiego zadania (E) takze dominowat btad tego samego typu:

W ten sposéb postapilo az 43,4% trzecioklasistow, czyli o 17,2% wiecej niz dla zadania D.

Jesli polaczy sie te wyniki z poziomem poprawnych rozwigzan obu tych zadan,

D: 65,0% + 26,2% = 91,2% E: 47,9% + 43,4% = 91,3%

to wida¢, ze w obu przypadkach ogromna wigkszo$¢ uczniow, bo rzedu 91%, zaczela rozwigzywac
zadanie w sposob, ktéry powinien doprowadzic¢ ich do koncowego sukcesu.

Jednak w trakcie rozwigzywania, po wykonaniu pierwszej operacji arytmetycznej, co$ zaczelo si¢
psu¢ w rozumowaniu znacznej czesci z nich. Przy czym dla zadania E zjawisko to byto zdecydowanie
czestsze!

W takiej sytuacji na ogét przyjmuje sie, ze uczen zamiast zadania zlozonego rozwiazal zadanie
proste (jednodzialaniowe) i ograniczyt sie do obliczenia liczby miejsc w drugiej sali. Czesto, zgodnie
z kluczem oceniania, dostawal za to nawet cz¢$¢ mozliwych do zdobycia punktow. Tylko skad odpowie-
dzi odnoszace si¢ albo do kina, albo do facznej liczby miejsc?

Wydaje sie, ze inne wyjasnienie tego zjawiska jest bardziej prawdopodobne. By¢ moze ,doszla
do glosu” strategia uruchamiana przez slowo-klucz lacznie wystepujace w obu pytaniach: lacznie,
zatem trzeba dodac¢. W zadaniu D najpierw sie odejmuje, ale jest przeciez lacznie, zatem jeszcze trzeba
doda¢ - w efekcie s dwa dziatania. Natomiast dla E pierwsze wykonywane dzialanie to wlasnie doda-
wanie, cze$¢ uczniow mogta wiec uznac, ze to konczy proces rozwigzania. Do tworzenia przez uczniow

tego typu strategii bedziemy jeszcze wielokrotnie wracac.
Pozostale dwa zadania wypadly gorzej — pierwsze z nich, dotyczace czytania ksigzki (F) rozwiaza-

lo poprawnie 39,6% trzecioklasistow, a drugie: o wadze beczki (G) jedynie 17,1%.

Zobaczmy, jak uczniowie probowali je rozwigzywac.
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W przypadku poprawnych rozwigzan zadania F uczniowie odwolywali si¢ do proporcji opisanej

w tresci, czasami dodatkowo rozbijajac jg na bardziej elementarne fragmenty:

Wisrdd blednych rozwigzan dominowaty préby bardzo podobne do tych oméwionych przy okazji

poprzedniej pary zadan. Az 21,4% trzecioklasistow pomnozylo 45 minut przez 10:

12,2% uczniéw dodalo te liczby:

a 12,0% dzieci pomnozyl wszystkie liczby z tresci zadania:

38 O umiejetnosciach matematycznych uczniow



Zadanie G mozna bylo rozwigza¢ na kilka sposobéw - wymagalo to wykonania dwoéch, trzech

prostych operacji arytmetycznych:

Zwlaszcza ciekawy jest ten ostatni typ rozwigzania: beczka z polowa kapusty razy dwa to dwie
beczki - jedna pelna, druga pusta, jesli odejmiemy wage tej pelnej, to jestesmy u celu.

Przypomnijmy - tacznie poradzito sobie z tym zadaniem 17,1% trzecioklasistow.

A pozostali uczniowie?

Najliczniejsza ich grupa: 50,1% odjela obie liczby podane w tresci zadania:
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Natomiast 15,0% uczniéw wykonalo nastepujacy ciag operacji:

Pochodzenie poprzedniego rozwigzania jest proste: 16, sprzedano, 9, czyli 16 - 9.
A skad dzielenie przez 2 w powyzszym rozwigzaniu? By¢ moze jest to efekt pojawienia sie w tresci

stowa polowa.

Spodjrzmy na wyniki czterech oméwionych zadan z uwzglednieniem lokalizacji szkoty:

D E F G
szkoty por. réznicowe por. réznicowe »ksigzka” »beczka”
w wersji ,mniej”  w wersji ,wiecej”
wiejskie 57,4 41,9 35,2 15,5
miasto
do 10 tys. 64,7 31,5 35,1 11,3
miasto
10-100 tys. 73,3 56,6 41,7 21,0
miasto
, 4, 47, 17,
ponad 100 tys. 678 40 7.0 7.6
ogoétem
2008 65,0 47,9 39,6 17,1

Tabela 4. Wybrane zadania tekstowe — procent poprawnych rozwigzan w badaniach w roku 2008

z uwzglednieniem lokalizacji szkoty.

Jak wida¢, z analizowanymi zadaniami najlepiej poradzili sobie uczniowie ze $rednich i duzych

miast, a wyraznie slabiej uczniowie z malych miast oraz ze szkoét wiejskich.
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W tych samych badaniach®* pojawila si¢ takze nast¢pujaca seria zadan tekstowych zlozonych,

dotyczacych poréwnywania réznicowego:

- Janek, Piotr i Michat zbieraja modele samochodéw. Janek ma juz 24 modele.
Piotr ma o 8 wiecej niz Janek, a Michal o 2 mniej niz Piotr. Ile modeli ma Michal?

I Janek, Piotr i Michat zbieraja modele samochoddéw. Janek ma juz 40 modeli. Piotr ma
o osiem wiecej niz Janek, a Michal o 2 mniej niz Piotr. Ile modeli ma Michal?

| Janek, Piotr i Michat zbieraja modele samochodéw. Piotr ma o 8 modeli wigcej niz Janek,
a Michat o 2 mniej niz Piotr. Ile modeli ma Michal, jesli Janek ma 16 modeli?

K Janek, Piotr i Michat zbierajag modele samochoddéw. Piotr ma o osiem modeli wiecej niz
Janek, a Michal o 2 mniej niz Piotr. Ile modeli ma Michal, jesli Janek ma juz 32 modele?

Pierwsze z tych zadan to typowe, czesto w szkole rozwigzywane®, zadanie tekstowe zlozone. Szu-
kajac odpowiedzi na postawione pytanie, dziecko dokonuje dwukrotnego poréwnywania réznicowego.
Dane w zadaniu s3 podawane w takiej kolejnosci, w jakiej nalezy ich uzy¢ w procesie rozwigzywania
zadania. W wykorzystywanych w naszych szkolach materialach edukacyjnych, a - w efekcie - takze
w procesie ksztalcenia dominujg zadania o takim wtasnie szyku danych, ,,oddajagcym” kolejnos¢ siega-
nia po nie.

Kolejne trzy zadania s3 modyfikacjami pierwszego:

* W zadaniu I zostat zachowany identyczny uktad danych, ale jedna z podawanych informacji zo-

stala zapisana za pomoca stowa.

* W zadaniu J zmieniono - w stosunku do oryginatu - kolejno$¢ podawania informacji. Liczba,
od ktdrej powinny zaczac si¢ obliczenia pojawia sie w tekscie jako ostatnia — znajduje si¢ ona na
koncu pytania.

* Zadanie K taczy obie opisane powyzej modyfikacje — szyk danych jest w nim zmieniony, a ponad-
to jedna z nich podana w postaci stowne;j.

Zadania pojawily si¢ w badaniach w réwnolegtych testach, co oznacza, ze kazde z nich byto roz-

wigzywane przez inng grupe trzecioklasistow. Wszystkie te grupy byty reprezentatywne dla populacji

polskich trzecioklasistow, zatem — w szczegdlnosci — w pelni z sobg wzajemnie poréwnywalne.

**  Por. Dgbrowski M. (red.), Trzecioklasista i jego nauczyciel. Raport z badan ilosciowych 2008. CKE, Warszawa 2009, s. 117-118.

» W momencie realizacji badan. Trudno oceni¢ w tej chwili, jak zmiana podstawy programowej wplynela na pojawianie sie tego typu
zadan w procesie ksztalcenia w klasach I-II1I.
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Zobaczmy, jak te modyfikacje struktury zadania wptynely na poziom dobrych rozwiazan:

Diagram 11. Zadania tekstowe zlozone o réznym szyku i sposobie podanych danych - procent

poprawnych rozwigzan w badaniach w roku 2008.

Z zadaniem w wersji podstawowej poradzilo sobie 75,1% trzecioklasistow, czyli ponad % uczniow.
To wysoki wynik, zwlaszcza jedli odniesiemy go do poziomoéw rozwiazan zadan omawianych wczesniej.
Dlaczego to zadanie wypadlo az tak dobrze? Jego tresc jest przeciez stosunkowo dluga i bogata w infor-
macje. Jedno z mozliwych wyjasnien jest nastepujace: uczniowie czesto rozwigzywali tego typu zadania,
majg wiec utrwalong metode postepowania w takiej sytuacji.

Przyjrzyjmy si¢ wynikom dla pozostatych zadan:

* Zadanie I, w ktérym jedna liczba zostala zapisana stowem rozwigzalo dobrze 66,7% czyli o 8,4%

mniej.

* Z zadaniem ] - o zmienionym szyku danych - poradzito sobie 56,6% trzecioklasistow, zatem

o0 18,5% mniej niz z zadaniem w wersji podstawowej.

* Natomiast w zadaniu K sukces odniosto 51,8% dzieci, czyli o 23,3% mniej niz w H.

Jak wida¢, zmiana szyku danych sprawita znacznie wigkszg trudno$¢ dzieciom niz podanie in-
formacji stowem, cho¢ i ta — niewielka w koncu modyfikacja - istotnie zmienila poziom poprawnych
rozwigzan.

Wydaje sig, ze wytlumaczenie wysokiego wyniku zadania w wersji podstawowej (H) nalezy uzu-

pelnié: w duzym stopniu na poziom rozwigzan mogt wptyngc sposéb podawania danych.
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Zastosujmy do tego zadania strategie sygnalizowang juz wcze$niej — zobaczmy, co si¢ wydarzy, jesli
skupimy uwage na liczbach i stowach-kluczach wystepujacych w tresci tego zadania:

24, o 8 wiecej, czyli 24 + 8 = 32; 0 2 mniej, zatem 32 - 2 = 30.

Zeby poprawnie rozwiaza¢ to zadanie, wcale nie trzeba wnikaé w jego tres¢ — wystarczy skupic sie
na liczbach i sfowach-kluczach. Ta metoda zawodzi dla trzech pozostatych wersji tego zadania i stad,
najprawdopodobniej, ta rosngca réznica wynikéw. Bo, przeciez, jesli dziecko potrafi rozwigzywac zada-

nia tekstowe, to wszystkie te cztery zadania powinny mie¢ dla niego bardzo zblizony poziom trudnosci.

Ponownie sprawdzmy, jak z tymi zadaniami radzili sobie uczniowie réznych typéw szkot:

H I ] K
zadanie informacja zmiana szyku zmiana szyku,
podstawowe  podana slownie danych informacja stownie
wiejskie 73,6 65,9 53,1 43,8
miasto
do 10 tys, 68,2 55,0 48,5 46,0
miasto
10-100 tys. 79,3 68,1 59,9 61,0
miasto
ponad 100 tys. 75,1 70,4 62,4 56,8
ogoélem
2008 75,1 66,7 56,6 51,8

Tabela 5. Zadania tekstowe zlozone o réznym szyku i sposobie podanych danych - procent

poprawnych rozwigzan w roku 2008 z uwzglednieniem lokalizacji szkoly.

Podobnie jak poprzednio, najlepiej wypadli uczniowie szkét ze srednich i duzych miast, znacznie
gorzej z matych miast i szkot wiejskich. Warto zwréci¢ uwage na rozpietos¢ tych wynikéw. Dla zadania
H poziom wykonania dla uczniéw szkoét z matych miast byt o 11,1% nizszy od rezultatu uczniow szkot
z miast $rednich. Dla kolejnych zadan réznica ta rosnie, pomimo tego, Ze same wyniki znacznie spada-
ja — dla I wynosi ona 14,6%, dla J 13,9%, a dla K az 17,2%. Im zadanie bardziej réznito si¢ od oryginatu,
tym uczniowie szkoét wiejskich i z matych miast mieli z nim wigksze klopoty - znacznie wieksze niz ich

koledzy z miast §rednich i duzych. Warto o tym pamietac.
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W badaniach realizowanych w roku 2010°° wykorzystano seri¢ czterech zadan tekstowych dotycza-

cych proporcjonalnosci:

L Cztery takie same duze ogrodowe krasnale wazg tacznie 10 kg.
Ile wazyloby tacznie 6 takich krasnali?
M Za 4 pluszowe misie i 6 lalek zaptacono 110 ztotych. Lalka kosztuje tyle samo co mis.
Ile zaptacono by za 5 lalek?
N Za 4 misie i 10 lalek zaptacono 120 zl.
Ile by zaptacono za 2 misie i 5 lalek?
o Cztery takie same maskotki kosztuja 36 zl.
Ile bedzie kosztowalo 12 takich maskotek?

Zadania tego typu sporadycznie wystepuja w procesie ksztalcenia w szkole podstawowej — mozna
wiec uznad, ze tworza one dobre warunki do zaprezentowania przez trzecioklasistow swojej wiedzy
w nowej, nietypowej sytuacji, ze daja szans¢ na ujawnienie ich rzeczywistych strategii pokonywania

trudnosci w obszarze rozwigzywania zadan tekstowych.

Kazde z tych zadan daje si¢ rozwigzac za pomocg elementarnych narzedzi arytmetycznych. Dodat-
kowym ufatwieniem moze by¢ zauwazenie wzajemnych relacji miedzy informacjami podanymi w tre-
$ci — ich wykorzystanie pozwala na natychmiastowe podanie odpowiedzi, np. w nastepujacej postaci:

* poéttora raza wigcej, czyli 15 kg;

* potowe, czyli 55 zt;

* ponownie polowe, czyli 60 zl;

* trzy razy wiecej, czyli 108 zt.

Mozliwych drég prowadzacych do znalezienia poprawnych rozwigzan kazdego z tych zadan jest,
oczywiscie, znacznie wiece;j.

Takze i w tym wypadku zadania znajdowaly si¢ w réwnoleglych testach, zatem kazdy uczen roz-

wigzywat tylko jedno z nich.

26

Na podstawie: Dabrowski M. (red.), Trzecioklasista 2010. Raport z badat ilosciowych 2010. CKE, Warszawa 2011, s. 132-137.

44 O umiejetnosciach matematycznych uczniow



Spojrzmy na wyniki:

Diagram 12. Zadania tekstowe dotyczace proporcjonalnosci — procent poprawnych rozwigzan
w badaniach w roku 2010.

Jak wida¢, wszystkie zadania sprawily klopoty. Stosunkowo najlatwiejsze okazalo si¢ zadanie O
- rozwiazalo je poprawnie 49,6% trzecioklasistow, czyli mniej wiecej co drugi uczen. Z zadaniem L po-
radzito sobie 37,7% dzieci, zatem nieco wigcej niz '/,.

Warto zwroci¢ uwage na ,wizualne” podobienstwo tresci tych zadan: w kazdym dwie liczby poda-
ne sg cyframi oraz trzecia stowem.

Oba pozostale zadania: M i N okazaly sie jeszcze trudniejsze — odniosto w nich sukces odpowied-
nio 32,6% oraz 33,8% ucznidw, czyli mniej wigcej co trzeci trzecioklasista.

Takze i one sg ,wizualnie” podobne: w kazdym wystepuje kilka liczb zapisanych cyframi.

Przyjrzyjmy sie, jak uczniowie rozwigzywali te zadania — zaréwno poprawnie, jak i blednie. Zrob-

my to w kolejnosci od najlatwiejszego zadania do najtrudniejszego.
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W zadaniu O uczniowie, ktérzy sobie z nim poradzili najczesciej zaczynali od obliczenia ceny

jednej maskotki, a nastepnie mnozyli ja przez 12 - zrobilo tak 34,3% trzecioklasistow:

Znacznie mniej dzieci, bo 13,7%, odwotalo si¢ do odpowiedniej proporcji:

Wsrdd blednych rozwigzan dominowalo wykonywanie obliczen na obu liczbach podanych

w tresci cyframi:

Postapilo tak az 32,8% trzecioklasistow, czyli mniej wiecej co trzeci uczen.
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Bardzo podobna sytuacja wystgpila w zadaniu L, gdzie uczniowie najczesciej zaczynali swoje

poprawne rozwigzanie od obliczenia wagi jednego krasnala — postapito tak 32,7% trzecioklasistow:

Tylko 2,5% uczniéw odniosto sukces, wykorzystujac wage dwoch krasnali:
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Takze najbardziej typowy blad, powtérzony przez 27,7% trzecioklasistow, byl tego samego typu, co

poprzednio:

W zadaniu N zdecydowanie mniej naturalne bylo obliczanie ceny jednej zabawki, uczniowie

skupili si¢ wiec na szukaniu zwigzkéw pomiedzy podanymi w tresci informacjami:

Zrobito tak 22,8% uczniow.

5,9% trzecioklasistow tak dobralo ceny poszczegélnych zabawek, aby pasowalty do warunkéw

sformutowanych w zadaniu, co takze doprowadzilo ich do sukcesu:
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Poczatkowe operacje pierwszego z tych rozwigzan to, najprawdopodobniej, proba wstepnego

oszacowania ceny jednej zabawki.
W zadaniu tym uczniowie szukajacy odpowiedniego dziatania na ,chybil-trafil” mieli wiecej

mozliwosci do wyboru niz w dwoch poprzednich, bo i liczb w tresci wigcej. Liczby te dodawano i odej-

mowano (7,5%):
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Laczono tez w znacznie bardziej skomplikowany sposéb (ok. 30%):

Pora na ostatnie, najtrudniejsze, zadanie. W zadaniu M ponownie ,,w cenie” bylo obliczenie ceny

jednej zabawki, co 28,4% trzecioklasistow doprowadzito do sukcesu:

Inne kategorie poprawnych rozwigzan wystepowaty jednostkowo.
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Wsréd typowych bledéow bylto, podobnie jak dla poprzedniego zadania, operowanie dwiema

liczbami spo$réd podanych w tresci zadania (13,1%):

albo ich wigkszg iloscig (ok. 38%).

W tabeli nizej zebrano dane o poziomie wykonania tych czterech zadan w szkotach o réznej loka-

lizacji — ponownie najlepsze wyniki majg uczniowie szkét z duzych miast, a rozpigetos¢ wynikow jest

szczegolnie duza w zadaniach M i O.

krasnale pie¢ lalek misie i lalki maskotki
miasto
do 10 tys. 364 24,6 35,7 34,9
miasto
10-100 tys. 39,9 29,3 32,4 50,9
miasto
ponad 100 tys. 43,6 394 34,4 51,0
ogolem
2010 S5/ 32,6 33,8 496

Tabela 6. Zadania dotyczace proporcjonalnosci — procent poprawnych rozwiazan w roku 2010

z uwzglednieniem lokalizacji szkoly.
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I dwa, ostatnie juz, zadania tekstowe z badan z roku 2010:

Rano dostarczono do sklepu 150 kajzerek. Do potudnia sprzedano ich 112.
P Z piekarni dowieziono kolejny transport i znowu w sklepie bylo 150 kajzerek.

Ile kajzerek dowieziono?

Na drzewie siedzialo 40 wrdbli. Nagle wiekszos¢ z nich, oprécz 8, odleciala.

Ile wrébli zostalo na drzewie?

Oba te zadania sg strukturalnie podobne - w kazdym podana jest odpowiedz na postawione w nim
pytanie:

* dowieziono tyle kajzerek, ile sprzedano, czyli 112;

* odleciata wiekszo$¢, oprdcz 8, zatem 8 zostato.

Ich celem bylo sprawdzenie, na ile trzecioklasisci rozumieja, na czym polega proces rozwigzywania
zadania tekstowego, na ile potrafig analizowac i wykorzystywac zwigzki pomiedzy danymi zawartymi
w jego tresci. Te wlasnie umiejetnos¢: statego badania zaleznosci pomiedzy informacjami podanymi
w tresci zadania G. Polya, wybitny matematyk, twérca wspolczesnej heurystyki, czyli nauki o roz-
wigzywaniu zadan i probleméw, przedstawial jako zasadniczy element sztuki rozwigzywania zadan

tekstowych?.
Wyniki obu zadan s3 bardzo wymowne - zadanie P rozwigzalo 34,8% trzecioklasistow, a zadanie
R jeszcze mniej, bo zaledwie 30,9%. Zatem poradzil sobie z nimi mniej wigcej co trzeci uczen. Ponownie

popatrzmy na typowe rozumowania.

W zadaniu ,,0 kajzerkach” (P) 34,3% uczniéw wykonato takie oto obliczenia:

77 Por. np. G. Polya, Jak to rozwigza¢? PWN, Warszawa 1993.
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Tylko trzech uczniéw (0,3%) ograniczylo si¢ do podania poprawnej odpowiedzi, bez zadnych

dodatkowych operacji arytmetycznych.

A727,3% trzecioklasistow, czyli ponad %, w swoim rozwigzaniu wykonato tylko jedno odejmowanie:

Czasami dodatkowo sprawdzajac je:

To sprawdzenie, najprawdopodobniej, miato upewnic¢ ucznia, ze dobrze rozwigzat zadanie. Tego
typu metod¢ postepowania daje si¢ zauwazy¢ przy rozwigzywaniu zadan tekstowych bardzo czesto.
Powyzszy przyklad wyraznie pokazuje, ze przekonanie to jest falszywe. Jedynym skutecznym sposo-
bem weryfikacji poprawnosci rozwigzania jest sprawdzenie, czy uzyskana odpowiedz spetnia warunki

podane w tresci zadania.

Nieco mniej uczniéw, bo 20,2%, postanowilo w swoich obliczeniach wykorzysta¢ wszystkie liczby

podane w tresci zadania:
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Skad takie rozwigzania?
Zeby to zrozumieé, popatrzmy na liczby podane w zadaniu i stowa-klucze im towarzyszace:

* 150, sprzedano 112, zatem: 150 - 112 = 38;
* dowieziono, 150, czyli: 38 + 150 = 188.

A przeciez liczby te jeszcze mozna dodac¢:
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Bardzo podobne uczniowskie strategie ujawnia takze zadanie ,,0 wroblach” (R), cho¢ w tym wy-
padku potrzeba wykonywania obliczen byta stabsza — 11,3% trzecioklasistéw podato tylko poprawna

odpowiedz, czasami jako$ to dodatkowo ,,ttumaczac™

Ta ostatnia wypowiedz ujawnia, co to znaczy dla ucznia rozwigzac zadanie. Rozwigza¢ zadanie,
czyli: wykonaé pewne obliczenie, a nie: odpowiedzie¢ na pytanie sformutowane w tresci zadania. Jesli
uczniowie tak wlasnie rozumiejg proces rozwigzywania zadania tekstowego, to ich strategie postepo-

wania stajg si¢ znacznie bardziej zrozumiate.
Nieco wigcej trzecioklasistow, bo 18,0%, swoja poprawna odpowiedz uzupetnito jakims oblicze-

niem, najczesciej jednym z dwdch odejmowan: 40 — 8 = 32 albo 40 - 32 = 8, ewentualnie ,,pasujagcym”

rOwnaniem:
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Znacznie cze$ciej, jednak, dzialanie 40 - 8 = 32 prowadzito do bednych konkluzji:

»Rozwiazalo” w ten sposob to zadanie az 49,1% trzecioklasistow, czyli prawie co drugi!
I znéw mozna postawi¢ pytanie: skad takie rozwigzania?

Odpowiedz jest juz prosta: 40, 8, odlecialo, zatem 40 - 8 = 32.
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Nie wyczerpuje to jednak listy mozliwych blednych rozwigzan, bo liczby podane w tresci tego

zadania mozna jeszcze podzieli¢, doda¢ albo pomnozy¢ - zrobito tak 8,6% ucznidw:

Spojrzmy po raz kolejny na wyniki tych dwdch zadan z uwzglednieniem lokalizacji szkot:

szkot - -
Y kajzerki wroble
wiejskie 36,2 28,1
miastodo 10 tys. 32,5 25,1
miasto 10-100 tys. 30,9 33,3
miasto ponad 100 tys. 38,0 34,7
ogolem 2010 34,8 30,9

Tabela 7. Zadania tekstowe z podang w tresci odpowiedzig — procent poprawnych rozwigzan

w roku 2010 z uwzglednieniem lokalizacji szkoty.

Jak zawsze, najlepsze wyniki uzyskali uczniowie szkét z duzych miast. Tym razem tylko oni we
wszystkich zadaniach lokuja si¢ powyzej sredniej.

Na ogoét najstabiej wypadaja uczniowie szkdt wiejskich oraz z malych miast. Wsréd prezentowa-
nych zadan jedynym wyjatkiem od tej prawidlowosci jest wlasnie zadanie o kajzerkach (P). Powtarza
si¢ to tak czesto i tak regularnie, ze musi nasuwac przypuszczenie, ze dla matematycznej wiedzy trze-
cioklasistow jedna z kluczowych kwestii, a moze nawet najwazniejsza, jest ich srodowisko lokalne,

czy raczej: domowe. Dzialania szkoty schodzg tu na plan dalszy.
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Te dwa ostatnie zadania tekstowe sa dobra okazja do sformulowania ogélniejszego wniosku wyni-

kajacego z omawianych badan:

znaczna czes¢ trzecioklasistow tworzy ,wlasne” strategie rozwigzywania zadan tekstowych,

ktdre znacznie odbiegaja od naszych oczekiwan.

Strategie te maja kolejne poziomy i wersje. Najprostsze z nich polegaja na wybraniu z tresci zadania
dwdch podanych w niej liczb i dopasowaniu do nich odpowiedniego dzialania. Jesli w tresci jest wigcej
liczb, to nalezy poszukac kilku ,,pasujacych” dziatan. Moga w tym pomdc stowa-klucze facznie: odleciaty,
dowieZli... Odwolanie si¢ do nich zwieksza, zdaniem dzieci, szanse na dopasowanie wlasciwego oblicze-
nia. Przy podrecznikach, w ktérych wystepuja serie podobnych, schematycznych zadan strategie te oka-
zuja sie na tyle skuteczne, ze tylko bardzo nieliczni nauczyciele zdaja sobie sprawe z ich powszechnosci.

Strategie te, by¢ moze, dobrze swiadczg o dziecigcej spostrzegawczosci i pomystowosci, ale z roz-
wigzywaniem zadan tekstowych i - ogdlniej — rozwojem umiejetnosci matematycznych uczniow,

niestety, nie maja nic wspdlnego.

Nalezy sadzi¢, Ze rozwigzywanie zadania tekstowego za pomoca obliczenia jest dla dzieci tak skom-
plikowang czynnoscia, ze zaczynaja szuka¢ metod ukrycia tego, ze nie rozumieja, co i w jaki sposéb
maja zrobi¢. Powtorzmy raz jeszcze: prowadzone badania dobitnie pokazuja, ze dla znacznej czesci
dzieci poslugiwanie si¢ jezykiem symbolicznym jest znacznie trudniejsze niz nam, dorostym sie¢

wydaje.



2.2. Wybrane umiejetnosci matematyczne trzecioklasistow
na podstawie badarn OBUT 2011

Mirostaw Dgbrowski

O badaniach OBUT 2011 zrealizowanych przez CKE

W dniu 17 maja 2011 r. zostala zrealizowana pierwsza edycja Ogolnopolskiego Badania Umiejetnosci
Trzecioklasistow (OBUT 2011). Badanie to, zaplanowane na trzy kolejne lata, zostalo uruchomione w ra-
mach projektu Badanie umiejetnosci podstawowych uczniow trzeciej klasy szkoly podstawowej wspotfinan-
sowanego przez Unie Europejska z Europejskiego Funduszu Spolecznego - Program Operacyjny Kapitat
Ludzki, Priorytet III ,Wysoka jakos$¢ systemu o$wiaty”, Dzialanie 3.2 ,,Rozwdj systemu egzamindéw ze-
wnetrznych”.

Celem badania jest dostarczanie szkolom podstawowym: ich dyrektorom oraz nauczycielom klas
1-3 i 4-6, informacji o poziomie wybranych umiejetnosci jezykowych i matematycznych uczniéw kon-
czacych I etap nauczania, wraz z szeregiem poglebionych analiz poréwnawczych i praktycznych re-
komendacji dotyczacych przebiegu procesu ksztalcenia. Badanie OBUT ma by¢ narzedziem polityki
edukacyjnej, ktére umozliwi, m.in. dzigki polaczeniu z badaniami Edukacyjnej Wartosci Dodanej,
stopniowe doskonalenie pracy szkoly zaréwno na I, jak i na II etapie ksztalcenia?.

Wykorzystywane w OBUT narzedzia sg tak konstruowane, aby sprawdzaty nie tylko opanowanie
tresci wymienionych w podstawie programowe;j dla I etapu ksztalcenia, ale takze dostarczaly informa-
cji o tym, jak uczniowie potrafig posiadang wiedze wykorzystywac w réznych, takze nowych dla siebie,
sytuacjach. Dzigki temu badanie to, prawdopodobnie jako jedyne badanie realizowane w Polsce, do-
starcza szkotom informacji takze o tym, na ile skutecznie realizuja zadania stawiane im przez podstawe
programowa w obszarze celow ksztalcenia ogélnego w szkole podstawowej oraz w obszarze rozwijania
umiejetnosci kluczowych.

W roku 2011 w badaniu wzigto udzial prawie 9800 szkot oraz ok. 285 000 trzecioklasistow. Nale-
zy wiec uznad, ze jego wyniki dajg bardzo dobre przyblizenie faktycznego stanu edukacji na I etapie
ksztalcenia.

W obrebie edukacji matematycznej badaniami objeto trzy obszary umiejetnosci: wykonywanie
obliczen, rozwigzywanie zadan tekstowych oraz czytanie tekstu matematycznego. Przyjrzymy si¢ blizej

kilku wykorzystanym zadaniom.

% Por. www.obut.edu.pl; www.trzecioklasisci.edu.pl
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Dzielenie liczb®
Jednym z przykladéw sprawdzajacych umiejetnosci rachunkowe trzecioklasistow w badaniu
OBUT 2011, czy raczej ich zaradnos¢ arytmetyczng, czyli umiejetno$¢ sprytnego znalezienia wyniku,
byto dzielenie liczby dwucyfrowej przez dwucyfrowa:
88:22 84:14
Poniewaz przygotowano dwie wersje testu matematycznego, wigc kazdy uczen wykonywat jedno

z tych obliczen.

Zadanie to spotkalo si¢ z bardzo zywa reakcja nauczycieli i rodzicéw - znaczna ich czgs$¢ byta zda-
nia, ze jednoznacznie wykracza ono poza zapisy podstawy programowej. Na ogét bylo to uzasadniane
tym, Ze algorytm pisemnego dzielenia przez liczby dwucyfrowe znajduje si¢ w podstawie dla II etapu
ksztalcenia. Zamiast na faktycznej umiejetnosci dzielenia skupili oni swojg uwage na jednym z narze-
dzi, ktore temu celowi, czyli znalezieniu ilorazu, stuza.

Jest to dobra ilustracja tego, jak postrzegana jest podstawa przez cze¢s¢ osob zainteresowanych edu-
kacja - skupiaja si¢ oni na lidcie tresci, pomijajac zupelnie nadrzedne cele, ktorych osiagniecie, tresci te
maja umozliwi¢. Warto pamietac, ze cele te, np.:

* dochodzenie do rozumienia, a nie tylko do pamigciowego opanowania przekazywanych tresci

* rozwijanie zdolnosci myslenia analitycznego i syntetycznego

* rozwigzywanie problemow w sposob tworczy

W jawny sposob sg takze wymienione w tym dokumencie®.

Zadaniem przytoczonych przykiadéw bylo sprawdzenie, na ile uczniowie potrafig zastosowac w ta-
kiej, prawdopodobnie nowej dla siebie sytuacji swoja wiedze o dzieleniu, czyli: czy i na ile rozumiejq, na
czym to dzialanie w ogéle polega.

Zobaczmy, w jaki sposob trzecioklasisci mogli znalez¢ te dwa ilorazy, nie postugujac si¢ — przywo-
tanym przez oponentdw - algorytmem pisemnego dzielenia:

* mogli wykorzysta¢ zwigzki dzielenia z mnozeniem, czyli poszukac ,,pasujacego” iloczynu - jest

to najbardziej typowa strategia, np. dla dzielenia wykonywanego w pamieci:

»  Napodstawie: Pregler A., Wiatrak E. (red.), Raport z bada#i OBUT 2011. CKE, Warszawa 2011, s. 32-45; Dabrowski M., Trudne stowo
DZIELENIE, www.trzecioklasista.edu.pl

% Por. Podstawa programowa ksztatcenia ogélnego dla szkét podstawowych i gimnazjéw z 23 sierpnia 2007 r., Dz. U. Nr 157, poz. 1102
z dnia 31 sierpnia 2007 r. oraz Podstawa programowa ksztatcenia ogolnego dla szkot podstawowych i gimnazjow z 23 grudnia 2008 r.,
Dz. U. Nr 4, poz. 17 z dnia 15 stycznia 2009 r.
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* mogli wykorzysta¢ dodawanie:

* mogli postuzy¢ si¢ takze odejmowaniem - tak jak o mnozeniu méwi sig, ze jest wielokrotnym

dodawaniem, tak dzielenie jest wielokrotnym odejmowaniem tej samej liczby, czyli dzielnika:

* mogli, wreszcie, siegna¢ po rysunek i np. strategi¢ dzielenia przez mieszczenie:

Cz.I Diagnoza
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A jak nasi trzecioklasisci poradzili sobie z tymi przyktadami?

Ich wyniki, z uwzglednieniem lokalizacji szkol, zebrano w tabeli:

Procent poprawnych obliczen

L miasto miasto miasto
S do10tys.  10-100tys.  od 100 tys.
88:22 43,1 41,5 41,5 43,9 45,3
84:14 39,4 38,0 37,5 40,0 41,9
facznie 41,3 39,8 39,5 42,0 43,6

Tabela 8. Dzielenie liczb dwucyfrowych - procent poprawnych obliczen w badaniach

Mniej wiecej 40% ucznidow konczacych I etap ksztalcenia potrafito poda¢ poprawny wynik swojego
dzielenia — nieco ponizej 40% w szkolach wiejskich oraz w szkotach z malych miast, troch¢ powyzej
w szkotach z miast $rednich i duzych. Jest to bardzo wyrazny sygnal, ze nasi trzecioklasiéci, dzielenia
- W jego zapisie symbolicznym - w wi¢ekszosci nie rozumieja. Zwraca takze uwage wysoki odsetek

dzieci, ktdre w ogodle nie podjety proby wykonania tych dziatan — 7,8% dla 88 : 22 oraz 13,4% dla 84 : 14.

Przyjrzyjmy sie, jakiego typu bledy pojawiaja sie przy okazji takiego dzielenia, z jakich metod

postepowania korzystaja uczniowie.

Metoda 1:

Osiem przez jeden to osiem, cztery przez cztery — jeden, czyli 81 (albo 80, jesli uczen przy okazji

OBUT 2011 z uwzglednieniem lokalizacji szkoty.

zrobi popularny biad rachunkowy). I to niezaleznie od wybranej notacji — w stupku czy inaczej.
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Podobnie dla drugiego dzialania:

Jak mogla si¢ narodzi¢ taka strategia postgpowania?

Moze by¢ ona efektem mniej lub bardziej przypadkowego ,,zonglowania” symbolami:

Ale moze mie¢ takze bardziej ,§wiadome” pochodzenie.

Autorzy niektérych pakietéw edukacyjnych wykorzystuja, np. przy wprowadzaniu dzielenia pi-
semnego — ktdre w wersji ,,przez jednocyfrowa” jest wcigz obecne w klasie trzeciej — przyklady typu
88 :4, czy 646 : 2, w ktdrych kazda cyfra dzielnej dzieli si¢ przez jednocyfrowy dzielnik. Moze uczniowie
starali si¢ otrzymac wynik swojego dzielenia, dopasowujac znang procedure postepowania do nowej
sytuacji: tam dzielilismy kazdq cyfre dzielnej przez dzielnik, to moze teraz trzeba podzielic kolejne cyfry
dzielnej przez odpowiednie kawatki dzielnika. To wyjasnialoby obecnosc¢ i posta¢ niektoérych z przyto-
czonych wyzej ,,stupkow”.

A moze ich rozumowanie przebiegalo w prostszy sposob, bez szukania analogii z poznanym algo-
rytmem: jak dzielimy liczbe 84 przez same jednosci, np. przez 2, to dzielimy 8 przez 2i 4 przez 2, to moze
teraz trzeba dziesigtki podzieli¢ przez dziesigtki, a jednosci przez jednosci i bedzie dobrze.

W badaniu OBUT 2011 ze strategii tej skorzystalo 9,8% trzecioklasistow wykonujacych dzielenie
84 : 14 oraz az 36,1% sposrdd tych, ktorzy szukali wyniku dziatania 88 : 44.
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Metoda 2:

Zaczyna si¢ podobnie jak poprzednio: dziesigtki przez dziesigtki, jednosci przez jednosci, ale na
tym uczniowie nie poprzestajg — pojawia si¢ kolejna operacja: uzyskane wyniki sg dodawane.

Warto przyjrzec sie uwazniej tym trzem zapisom powyzej. Wizualnie s3 one podobne do zapisow
dotyczacych, np. rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania — moze taki wlasnie jest rodowdd tej
metody. Moze jest ona efektem ,,powzorowania si¢” wlasnie na zapisie rozdzielnosci, ale bez odwolania

sie do sensu tej wlasnosci dziatan.

Niekiedy, w trakcie wykonywanych obliczen pojawiajg si¢ bledy rachunkowe, ktére rozszerzaja

skale mozliwych do uzyskania w ten sposéb wynikéw:

Ta metoda byta mniej popularna - zastosowalo ja 7,5% trzecioklasistow wykonujacych obliczenie

84 : 14 oraz 2,0% uczniéw dzielacych 88 przez 22.
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Zwlaszcza dla dzielenia 84 : 14 réznorodnos$¢ dziecigcych pomystow i rozpietos¢ wynikéw byta duza:

Uderza to, ze ci uczniowie, ktdérzy nie potrafili ,,od reki” znalez¢ poprawnego wyniku swojego dzie-
lenia w ogromnej wiekszosci siggali po réznorodne manipulacje symbolami, skazujac si¢ w ten sposob,
jak pokazuja przyklady, na porazke.

Wydaje sie, ze w $wiadomosci wielu trzecioklasistow, dzielenie, to wlasnie nie do konca zrozu-
miala Zonglerka symbolami. Biorac pod uwage powszechnos¢ tego zjawiska®, nalezy uznac, ze jest
ono przede wszystkim efektem tego, w jaki sposéb uczymy dzieci zar6wno samego dzielenia, jak
i postugiwania si¢ jezykiem symbolicznym.

Warto jeszcze odnotowac, ze zadna z oséb wypowiadajacych si¢ na temat wykorzystywanych w ba-
daniu OBUT 2011 przykladow dzielenia nie zwrécita uwagi na to, ze 84 : 14 to tyle samo, co 42 : 7

- zatem mamy do czynienia, w praktyce, z ilorazem ,,z zakresu tabliczki mnozenia”.

3 Por. takze: Dgbrowski M., Zytko M. (red.), Badanie umiejetnosci podstawowych uczniéw trzecich klas szkoly podstawowej, cz. I:

Raport z badat ilosciowych. CKE, Warszawa 2007, s. 74-77; Dabrowski M. (red.), Trzecioklasista i jego nauczyciel. Raport z bada#
ilosciowych 2008. CKE, Warszawa 2009, s. 94-100.
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Rozwigzywanie zadan tekstowych?3?

W badaniu OBUT 2011 wiele miejsca poswigcono umiejetnoéci rozwigzywania zadan tekstowych.
W testach zamieszczono zadania w wersji zamknietej, z czterema odpowiedziami do wyboru. Dystraktory®
do nich zostaly zbudowane na podstawie rozwiazan ucznidow zebranych dzieki wezesniejszemu wykorzysta-
niu tych samych zadan w wersji otwartej podczas badan prowadzonych w projekcie Badanie podstawowych
umiejetnosci uczniow trzecich klas szkoty podstawowej. Dzigki temu, mozna z duzym prawdopodobienstwem
okresli¢, w jaki sposob rozumowali ci uczniowie, ktérzy zaznaczali poszczegolne odpowiedzi.

Przyjrzymy si¢ blizej pieciu z wykorzystanych w badaniu OBUT zadan.

Pierwsze z nich to typowe zadanie zlozone na poréwnywanie réznicowe, ktére blizej opisywalismy,

w wersji otwartej, w poprzednim rozdziale raportu®*:

W kinie sg dwie sale. W pierwszej sa 122 miejsca,
a w drugiej o 35 miejsc wigcej. Ile tacznie miejsc jest

w tym kinie?

A. 157
B. 314
C. 279
D 87

Zobaczmy, jakie odpowiedzi wybierali uczniowie w tym zadaniu:

Procent wyboréw

Odpowiedz : : ;
miasto miasto miasto
do 10 tys. 10-100 tys. od 100 tys.

A. 157 56,1 58,3 58,7 55,5 52,1

B. 314 1,5 1,6 1,6 1,4 1,4

C. 279 37,5 35,0 343 38,3 42,0

D. 87 4,3 4,6 4,7 4,2 3,9
brak rozwigzania 0,6 0,5 0,6 0,6 0,6

Tabela 9. Zadanie tekstowe dotyczace poréwnywania réznicowego — procentowy rozktad odpo-

wiedzi w badaniach OBUT 2011 z uwzglednieniem lokalizacji szkoly.

2 Na podstawie: Pregler A., Wiatrak E. (red.), Raport z badasi OBUT 2011. CKE, Warszawa 2011, s. 6-31.

33

Czyli bledne odpowiedzi.

*  Zadanie E, por. s. 34.

O umiejetnosciach matematycznych uczniow



Zadanie rozwigzalo poprawnie jedynie 37,5% badanych uczniéw.

Uderza bardzo wysoki poziom wyboru odpowiedzi 157, ktéra powstaje w wyniku dodania obu
liczb podanych cyframi w tresci zadania i odpowiada najbardziej popularnemu btedowi pojawiajacemu
sie przy rozwigzywaniu otwartej wersji tego zadania. Zaznaczylo ja 56,1% trzecioklasistow, czyli zde-
cydowanie wiecej niz polowa. Na dodatek, odpowiedz 87, ktora jest réznicg liczb z tresci wybralo 4,3%.

Zatem, ponad 60% dzieci, rozwiazujac to zadanie, prawdopodobnie ograniczylo sie do wyszu-
kania w tresci zadania liczb i dodania ich albo odjecia - tylko te dwa dzialania byty do wyboru ze

wzgledu na postac obu liczb.

Kolejne z prezentowanych zadan mialto na celu zbadanie, na ile trzecioklasi$ci rozumieja pojecie

obwodu:

Prostokatna dziatka ma 40 metréw dlugosci i 25 metréw.

Ile metréw siatki potrzeba do ogrodzenia tej dziatki?

A. 105
B 65
C. 15
D. 130

Najczestszy blad wystepujacy podczas rozwigzywania tego zadania jako zadania otwartego polega

na dodaniu liczb podanych w tresci (odpowiedz B):

Warto zwroci¢ uwage na odpowiedz sformulowang przez ucznia w podanym przykladzie - mowa
w niej o ogrodzeniu dziatki, a nie np. sumie dtugosci sgsiednich jej bokéw, co sugeruje, ze autor tego

rozwigzania byl przekonany, Zze wykonat dokladnie to, czego od niego oczekiwano.
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W przypadku zadania zamknietego dominowal ten sam btad - odpowiedz B wybralo az 44,6%

badanych trzecioklasistow:

Procent wyboréw

Odpowiedz : : :
miasto miasto miasto
do 10 tys. 10-100 tys. od 100 tys.
A. 105 1,9 2,0 1,9 1,7 1,7
B. 65 446 45)7 46,7 443 42.4
C. 15 2,5 2,8 2,7 2,5 2,1
D. 130 50,5 49,0 48,2 51,1 53,3
brak rozwigzania 0,5 0,4 0,4 0,4 0,5

Tabela 10. Zadanie tekstowe dotyczace obwodu prostokata — procentowy rozkiad odpowiedzi
w badaniach OBUT 2011 z uwzglednieniem lokalizacji szkoty.

Tym razem wiec, okolo 47% dzieci dodalo albo odjelo liczby z zadania, zaznaczajac otrzymany
wynik jako odpowiedz na postawione w zadaniu pytanie. Niewiele wigcej, bo jedynie 50,5% rozwigzato

to zadanie poprawnie.

Uzupelnieniem zadania o dzialce byto typowe algorytmiczne zadanie sprawdzajace znajomos¢

procedury obliczania obwodu prostokata:

Jaki jest obwdd prostokata o bokach 4 cm i 7 cm?
A. 1lcm
B. 22cm
C. 15cm
D. 28cm

Odpowiedzi w tym zadaniu zostaly dobrane podobnie, jak w poprzednim. Odpowiedz A to suma
podanych dlugosci bokéw, D - ich iloczyn, C - suma dtuzszego boku i podwojenia krétszego.

Zadanie to wypadlo zdecydowanie lepiej od tego o dzialce — poradzito sobie z nim 71,5% trzecio-
klasistow. Warto jednak zwrdci¢ uwage na to, ze pomimo jego bardzo typowego charakteru, az 21,7%
dzieci dodato liczby podane w tresci, a 4,8% je pomnozylo.

Tym razem wiec, 26,5% ucznidw, czyli nieco ponad %, siegnela po ratunek w postaci omawia-

nej strategii.
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Procent wyboréw

Odpowiedz ! ! :
miasto miasto miasto
do 10 tys. 10-100 tys. od 100 tys.

A. 1lcm 21,7 22,7 22,6 21,4 20,2

B. 22cm 71,5 70,1 70,4 72,0 73,5

C. 15cm 1,2 1,2 1,2 1,3 1,3

D. 28cm 4,8 53 5,0 4,5 4,2
brak rozwigzania 0,8 0,7 0,8 0,7 0,8

Tabela 11. Zadanie algorytmiczne dotyczace obwodu prostokata — procentowy rozklad odpowie-

dzi w badaniach OBUT 2011 z uwzglednieniem lokalizacji szkoty.

Kolejnym wykorzystanym zadaniem tekstowym bylo zadanie proste z nadmiarem danych:

Adam narysowal szlaczek zlozony z kolek, trojkatow
i kwadratow. Kétek narysowat 50. Tréjkatow byto

o 7 wiecej, a kwadratéw o 14 mniej niz kotek.

A. 43
B 71
C. 57
D 36

Gdybysmy usungli z tego zadania zbedng informacje o trdjkatach, otrzymalibysmy bardzo typowe
zadanie proste na poréwnywanie roznicowe.

Wykorzystane dystraktory odpowiadaja najbardziej popularnym bledom pojawiajacym si¢ dla
zadania otwartego:

A.43=50+7-14

B.71=50+7+14

C.57=50+7

Zadanie to rozwigzalo poprawnie 60,7% uczniéw biorgcych udzial w badaniu.

Ponad % trzecioklasistow (27,3%) rozwiazujac to zadanie mogta rozumowac w taki sposéb: 50, 7

wiecej, zatem 50 + 7 = 57; 14 mniej, czyli 57 - 14 = 43 - efekt: odpowiedz A.
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Procent wyboréw

Odpowiedz ! ! :
miasto miasto miasto
do 10 tys. 10-100 tys. od 100 tys.
A. 43 27,3 29,0 28,5 26,9 24,6
B. 71 3,8 4,6 4,2 3,4 3,1
C. 57 6,8 7,5 7,4 6,5 5,7
D. 36 60,7 57,6 58,6 62,0 65,3
brak rozwigzania 1,3 1,3 1,3 1,3 1,3

Tabela 12. Zadanie tekstowe proste z nadmiarem danych - procentowy rozklad odpowiedzi

w badaniach OBUT 2011 z uwzglednieniem lokalizacji szkoty.

tacznie 37,9% ucznidw moglo siegna¢ w tym zadaniu po manipulowanie liczbami podanymi

W jego tresci.

I ostatnie z prezentowanych zadan, dokladnie juz oméwione wezesniej*:

Na drzewie siedziato 30 wrébli. Nagle wiekszo$¢ z nich,

oprocz 6, odleciata. Ile wrébli zostalo na tym drzewie?

A. 5
B. 24
C. 6
D 36

Jak juz wspominali$my, jest to przyklad zadania z podang w tresci odpowiedzia, ktérego rozwigza-
nie nie wymaga wykonania zadnej operacji arytmetycznej. Liczby zostaly w nim tak dobrane, Ze mozna
je doda¢ (D), odjac¢ (B) oraz podzieli¢ (A).

Zadanie rozwigzalo poprawnie 50,2% trzecioklasistow, czyli nieznacznie wigcej niz polowa.
A7 41,9% dzieci wybrala odpowiedz B - ich sposdb analizy zadania jest dos¢ oczywisty: bylo 30, 6 odle-
cialo, zatem 30 - 6 = 24. Zdecydowanie rzadziej uczniowie dzielili podane liczby: 4,0% albo je dodawali:

3,3%. Lacznie, znowu ponad 49% dzieci wykonalo jakas operacje na liczbach podanych w tresci.

% Por.s.51-57.
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Procent wyboréw

Odpowiedz ; ; :
miasto miasto miasto
do 10 tys. 10-100 tys. od 100 tys.
B. 24 41,9 43,6 4472 41,2 39,0
C. 6 50,2 47,7 47,4 51,3 54,3
D. 36 3,3 3,8 3,8 3,0 2,4
brak rozwigzania 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6

Tabela 13. Zadanie tekstowe z podang w tresci odpowiedzig — procentowy rozklad odpowiedzi

w badaniach OBUT 2011 z uwzglednieniem lokalizacji szkoty.

W badaniu OBUT 2011 w przypadku pieciu, przedstawionych wyzej, zadan tekstowych mogta
pojawic sie strategia polegajaca na wybieraniu z tresci zadania liczb i dobieraniu do nich, takze wyko-
rzystujac stowa-klucze, pasujacego, zdaniem ucznia, dzialania. Dlatego tez kazda klasa bioraca udzial

w badaniu otrzymywala w swoim matematycznym raporcie zestawienie tego typu sytuacji:

Tabela 3A. Rozwigzywanie zadan tekstowych - ewentualne bledne strategie uczniowskie
(por. Ogédlnopolski raport z badan - OBUT 2011)

Imie i nazwisko ucznia

- . Komentarz nauczyciela
(wpisuje nauczyciel)

w dzienniku
dziatka
szlaczek
prostokat

kino

wroéble

—

o .S
=I=
5 3
Z 5

o0 IN N |G 0=

[—
e

p—
p—

Nasilenie zjawiska
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Warto zwroci¢ uwage na to, ze w pokazanym autentycznym(!) zestawieniu dwaj uczniowie (nume-
ry 219) w kazdym z pieciu mozliwych przypadkéow wybrali takie odpowiedzi, ktére moga sugerowac,
ze zastosowali te wlasnie strategie. Czterej inni zrobili to czterokrotnie. Tylko jeden uczen (numer 7) ani

razy nie wybral dystraktora, ktéry moglby to sugerowac, a dwaj inni zrobili to tylko przy okazji jednego

7 zadan.

Ponizszy wykres pokazuje, z jakim nasileniem zjawisko to wystgpowalo w calej badanej populaciji

trzecioklasistow:

Diagram 13. Rozwigzywanie zadan tekstowych - procentowy rozklad liczby zadan, w ktérych
uczniowie biorgcy udzial w badaniach OBUT 2011 mogli zastosowac¢ strategie pole-

gajace na dopasowywaniu dziatan do liczb podanych w tresci.

Jak wida¢, trzecioklasisci najczesciej dwukrotnie siegali po te strategie, tzn. w przypadku dwoch
zadan (sposrdéd pigciu mozliwych) prawdopodobnie skupili uwage na liczbach oraz stowach-kluczach

podanych w tresci i na ich podstawie dobrali ,,pasujace” dzialanie, a jego wynik zaznaczyli jako swoja

odpowiedz. Zrobilo tak 23,4% badanych trzecioklasistow.
Mniej wiecej co dziesiaty badany uczen (9,9%) postapit tak w kazdym z pieciu zadan. Nieco mniej,

bo 8,8% trzecioklasistow wcale nie skorzystalo z tej strategii.
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Az 44,7% trzecioklasistow prawdopodobnie siggneto po t¢ metode rozwigzywania zadan teksto-
wych w wiecej niz polowie mozliwych przypadkéow. Moze to oznaczaé, ze dla prawie polowy absol-
wentow I etapu ksztalcenia rozwigzywanie zadan tekstowych polega na analizowaniu postaci liczb
i stow-kluczy zawartych w tresci zadania i dobieraniu do nich odpowiedniego obliczenia, a nie czy-
taniu ze zrozumieniem tresci zadania i poszukiwaniu zwigzkéw pomiedzy podanymi informacjami.
Jak wida¢ z przytoczonych przyktadow zjawisko to wyraznie nasila si¢ w przypadku zadan nietypo-
wych, o nieznanej wczesniej uczniom strukturze. Cho¢, by¢ moze, jeszcze bardziej zaskakujace jest
to, ze pojawia si¢ ono - i to wcale nie w marginalny sposéb — w przypadku zadan bardzo typowych
i dobrze uczniom znanych.

Wydaje si¢, Ze strategie stosowane przez cz¢$¢ uczniow podczas rozwigzywania zadan teksto-

wych moga znacznie odbiegac od naszych oczekiwan.
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2.3. O umiejetnosciach matematycznych uczniéw na podstawie sprawdzianu
w klasie szostej
Anna Pregler

10 kwietnia 2002 r. po raz pierwszy we wszystkich szkotach podstawowych w Polsce przeprowa-
dzono w szdstej klasie sprawdzian — powszechny i obowigzkowy egzamin. Wprowadzono go wraz
z egzaminem gimnazjalnym, maturg i egzaminami zawodowymi tworzacymi system egzamindéw
zewnetrznych, ktérych zasady i tryb przeprowadzania okresla Rozporzgdzenie Ministra Edukacji
Narodowej z dnia 21 marca 2001 r. w sprawie warunkéw i sposobu oceniania, klasyfikowania i promo-
wania uczniow i stuchaczy oraz przeprowadzania egzaminow i sprawdzianow w szkotach publicznych’®.
Sprawdzian w klasie szostej ma dostarczy¢ zobiektywizowanych i poréwnywalnych w skali calego kra-
ju informacji o wiedzy uczniow konczacych II etap edukacji. Dla osiagnigcia tego celu dla wszystkich
egzaminéw, w tym dla sprawdzianu, opracowano standardy wymagan egzaminacyjnych, zastosowano
wystandaryzowane narzedzia — testy, zapewniono obiektywnos¢ sytuacji egzaminacyjnej i anonimo-
wos¢ prac ucznidéw, a sprawdzanie i punktowanie prac uczniowskich wedlug jednolitych kryteriéw

powierzono specjalnie przeszkolonym egzaminatorom.

Podstawg przeprowadzania sprawdzianu s3 standardy wymagan egzaminacyjnych ogloszone
w Rozporzgdzeniu Ministra Edukacji Narodowej i Sportu z dnia 10 sierpnia 2001 r. w sprawie standar-
dow wymagan bedgcych podstawg przeprowadzania sprawdziandw i egzaminow”.

Standardy te, okreslajace pozadane umiejetnosci ucznia konczacego szkole podstawows, opra-
cowane zostaly w oparciu o obowigzujaca podstawe programowa ksztalcenia ogdlnego dla pierwsze-
go i drugiego etapu edukacyjnego. Nadano im charakter ponadprzedmiotowy i zgrupowano w piec¢
obszaréw:

* czytanie

® pisanie

® rozumowanie

* korzystanie z informacji

* wykorzystywanie wiedzy w praktyce.

W obszarze czytanie znajduja si¢ zardwno umiejetnosci rozwijane przede wszystkim na lekcjach
jezyka polskiego, historii, plastyki i muzyki, m.in. odczytywania réznorodnych tekstow kultury, okre-
slania funkcji elementéw tych tekstow, ale tez umiejetnosci ksztaltowane w edukacji matematycznej,
jak rozumienie symboli w instrukcjach i opisach diagramoéw, odczytywanie danych z tabeli, wykresu
i diagramu.

Podobnie, obszar pisanie obejmuje umiejetnos¢ postugiwania si¢ réznymi formami wypowiedzi
(np. opowiadanie, opis, instrukcja) ze swiadomoscig celu, z poprawnos$cia kompozycyjna, jezykowa,

ortograficzng i gramatyczng oraz dbaloscig o uklad graficzny, czytelnos¢ i estetyke; ale pojawia sie
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tutaj takze umiejetnos¢ przedstawiania danych, m.in. na osi liczbowej, w ukladzie wspétrzednych czy
w postaci diagramu stupkowego.

W obszarze rozumowanie zgromadzone s3 bardzo réznorodne umiejetnosdci rozwijane gtéwnie
na lekcjach historii i przyrody, m.in. postugiwania si¢ kategoriami czasu i przestrzeni w celu porzad-
kowania wydarzen; przedstawiania przyczyn i skutkéw wydarzen i zjawisk; okreslania znaczenia osig-
gniec¢ czlowieka dla rozwoju cywilizacji oraz ksztaltowane na matematyce, m.in. opisywania sytuacji
przedstawionej w zadaniu za pomocg wyrazen arytmetycznych i algebraicznych, réwnania, diagramu
stupkowego; rozpoznawania charakterystycznych cech i wlasnosci liczb i figur; ustalania sposobu roz-
wigzania zadania oraz prezentacji tego rozwiazania; analizowania otrzymanych wynikéw i oceny ich
Sensownosci.

Obszar korzystanie z informacji opisuje dwie umiejetnosci — wskazywania i postugiwania si¢ zro-
dlami informacji oraz analizowania oferty mediow.

Podobnie jak w rozumowaniu, w ostatnim obszarze: wykorzystywanie wiedzy w praktyce znalazly
si¢ bardzo zréznicowane umiejetnodci z zakresu edukacji przyrodniczej i technicznej, m.in. wykorzy-
stywania w sytuacjach praktycznych wlasnosci zjawisk, przemian, obiektow przyrodniczych, elementéw
srodowiska; znajomodci i rozumienia potrzeby stosowania zasad, np. higieny, bezpieczenstwa, zdrowego
trybu Zycia; a obok nich umiejetnosci matematyczne, m.in. wykonywanie obliczen dotyczacych dlugosci,
powierzchni, objetosci, wagi, czasu, temperatury i pieniedzy; planowanie i wykonywanie obliczen za po-

mocy kalkulatora; wykorzystywanie w sytuacjach praktycznych wiasnosci liczb i figur.

Przyjeto takze staly plan testu (tabela 14.), zmodyfikowany w roku 2006, ktéry okreslal sumy licz-
by punktow (i ich wagi) mozliwych do zdobycia za zadania sprawdzajace umiejetnosci z poszczegol-

nych obszaréw, przy wynikajacym z rozporzadzenia zalozeniu mozliwosci uzyskania maksymalnie

40 punktow za caly sprawdzian.

2002 - 2005 OA=000

Obszar umiejetnosé Liczba o Liczba o
punktow & punktéw &

Czytanie 10 25% 10 25%

Pisanie 12 30% 10 25%
Rozumowanie 8 20% 8 20%
Korzystanie z informacji 2 5% 4 10%
Wykorzystywanie wiedzy w praktyce 8 20% 8 20%

Tabela 14. Plan testu w klasie szdstej.
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Interdyscyplinarny charakter sprawdzianu mial zacheca¢ nauczycieli do miedzyprzedmiotowej
wspolpracy w planowaniu i realizacji ksztalcenia. W tym samym czasie promowano tez ide¢ nauczania
blokowego oraz realizacji $ciezek edukacyjnych na zajeciach z réznych przedmiotéw lub w trakcie od-
rebnych modulowych zaje¢. Okazalo si¢ jednak, ze w realiach polskiej szkoty nie udalo sie zrealizowac
takiego zalozenia, a praktyka pokazala, ze ponadprzedmiotowy sprawdzian nie spetnia wystarczaja-
co oczekiwan. Informacje o wynikach sprawdzianu, przekazywane uczniom, szkofom, organom pro-
wadzacym i kuratoriom oswiaty oraz Ministerstwu Edukacji Narodowej w celu refleksji nad jakoscia
ksztalcenia nie przystaja do przedmiotowego charakteru nauczania na II etapie ksztalcenia.

Podstawowe umiejetnosci ksztaltowane przede wszystkim na lekcjach jezyka polskiego - czytanie
i pisanie - badane sg zadaniami skupionymi w dwoch adekwatnych obszarach, za ktdre Iacznie mozna
uzyska¢ do 50% wszystkich punktéw za sprawdzian. W dziesiecioletniej praktyce tego egzaminu nie-
wielki procent z tych punktéw przypadal na umiejetnosci rozwijane na innych przedmiotach (matema-
tyce, przyrodzie).

Odmiennie przedstawia si¢ sytuacja z umiejetnosciami rozwijanymi na lekcjach matematyki.
Wigkszo$¢ zadan matematycznych lokowala si¢ w obszarach rozumowanie i wykorzystywanie wiedzy
w praktyce, co daje maksymalnie do 40% mozliwych punktéw do zdobycia. Na te same obszary przy-
padala takze wigkszos¢ zadan badajacych umiejetnosci rozwijane na lekcjach historii i przyrody, co
dodatkowo uszczuplalo te pule punktow. W efekcie, struktura testu ograniczala mozliwos¢ rzetelnego
wnioskowania o matematycznych umiejetnosciach uczniow.

Dlatego tez od roku 2009 sprawdzian konstruowany jest tak, ze bada umiej¢tnosci: czytania, pisania,
korzystania z informacji i umiejetnosci matematyczne. Réwniez wedlug planéw Ministerstwa Eduka-
cji Narodowej sprawdzian od roku 2015 (kiedy podstawg jego przeprowadzania bedg zapisy podstawy
programowej sformutowanej w jezyku wymagan dla poszczegdlnych przedmiotéw) bedzie sktadal sie
z trzech czgsci: jezyk polski, matematyka i jezyk obcy.

Whioskowanie o poziomie opanowania umiejetnosci matematycznych, jak wspomniano wczesniej,
odbywa si¢ przede wszystkim na podstawie informacji o rozwigzaniach zadan z dwoch obszaréw - ro-
zumowanie i wykorzystywanie wiedzy w praktyce. Pordwnanie wynikéw (tabela 15.) uzyskanych w po-
szczegolnych obszarach umiejetnosci podczas dotychczas przeprowadzonych sprawdzianéw pokazuje,

ze wlasnie wyniki uzyskiwane w tych dwoch obszarach najcze¢sciej nalezg do najnizszych.
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Procent punktéw mozliwych do uzyskania

Obszar umiejetnosci

2004 2005 2006 2007 2008 2009

Czytanie 790 | 78,6 | 81,9 | 82,0 | 76,6 | 80,0 | 750 | 76,2 | 73,6 | 82,8
Pisanie 785 | 74,0 | 68,7 | 66,0 | 68,5 | 64,6 | 57,0 | 49,9 | 53,2 | 54,6
Rozumowanie 73,5 | 68,0 | 46,0 | 72,8 55,6 | 60,9 | 69,0 | 47,3 654 | 66,0
Korzystanie 850 | 87,0 | 745 | 744 | 605 | 66,1 | 61,0 | 61,0 | 593 | 57,8
z informacji
Wykorzystywanie | o | sy | 404 | 737 | 491 | 57.2 | 57.0 | 47.6 | 534 | 49.1
wiedzy w praktyce

Tabela 15. Wyniki sprawdzianéw z lat 2002-2011 w badanych obszarach umiejetnosci. Szarym

tlem wyrézniono dwa najnizsze wyniki w kazdym roku.

Bardziej wnikliwa analiza zadan, ktérymi sprawdzano umiejetnosci rozumowania i wykorzystywa-
nia wiedzy w praktyce, pokazuje, ze wnioski s3 jeszcze bardziej pesymistyczne. Znajduje to odzwiercie-
dlenie w omoéwieniach wynikow kolejnych sprawdzianéw przedstawianych w raportach opracowywanych
przez Centralng Komisje Egzaminacyjng®.

I tak w raporcie z 2002 r. czytamy:

Osiggniecia w rozumowaniu nalezy uznac za zadowalajgce. W tym obszarze na poziomie niskim
zostata opanowana matematyczna umiejetnos¢ odnoszenia wynikow oblicze# do warunkéw zadania.

Osiggniecia w wykorzystywaniu wiedzy w praktyce nalezy uznac za niskie. Na taki wynik szczegol-
nie wptywa niski poziom osiggniec matematycznych w zakresie umiejetnosci wykonywania praktycznych
obliczen i szacowania.

Trzy zadania z tego sprawdzianu mialy poziom wykonania ponizej 50% i wszystkie sprawdzatly
umiejetnosci matematyczne zapisane w obszarze wykorzystywania wiedzy w praktyce: wykonywanie
obliczen dotyczacych czasu (zad. 13.), szacowanie uptywu czasu (zad. 14.) oraz wykonywanie obliczen

dotyczacych masy (zad. 15.)%.

13. Zaczelo padac za pigtnascie dziewiata wieczorem i padalo do wpdt do dsmej rano nastepnego
dnia. Ile czasu padal deszcz?

A. 11 godz. 45 min

B. 10 godz. 15 min

C. 10 godz. 45 min
D. 11 godz. 15 min

*  Tenikolejne cytowane raporty CKE na stronie http://www.cke.edu.pl/index.php?option=content&task=view&id=136&Itemid=107

¥ Podkre$lono poprawne odpowiedzi
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14. Bociany odlecialy w:

A. pierwszej potowie wrzednia,
B. pierwszej polowie sierpnia,
C. drugiej potowie wrzesnia,

D. drugiej polowie sierpnia.

16. Jesienig $wistak gromadzi pod skorg zapas tluszczu na zime, powigkszajac az o 2/3 mase swego
ciala. Na poczatku lata $wistak wazyt 3 kg. Ile kilogramoéw bedzie wazyl tuz przed zapadnieciem
W sen zimowy?

A.2

B.5

C. 4%

D. 3%

Raport w kolejnym, 2003 r., wyszczegélnial grupy zadan w obrebie obszaréw. W rozumowaniu,
w ktorym ogélny poziom rozwigzania zadan wynidst 68%, czg$¢ matematyczna obejmujaca umiejet-
nosci: rozpoznawanie wlasnosci figur, ustalanie sposobu rozwigzywania zadania, analizowanie wynikow
obliczen, argumentowanie wypadla na poziomie 65,3%. Jedno z zadan (zad. 8.), w ktérym nalezalo
wykorzysta¢ w sytuacji praktycznej wlasnosci figur geometrycznych zostalo rozwigzane jedynie przez

49% piszacych sprawdzian.

8. Pudlo po telewizorze ma wysoko$¢ 64 cm i podstawe o wymiarach 60 cm i 70 cm. Marek chce je
wykorzysta¢, by zrobi¢ z kartonu okragly tarcze¢ do gry ,,w strzatki”. Ze $ciany bocznej o najwigkszej
powierzchni wyciagt mozliwie najwigksze koto. Jaki jest promien tego kota?

A. 60 cm

B.32 cm

C. 64 cm

D.35cm

W 2004 r. sprawozdanie tak komentowalo wyniki sprawdzianu:

Osiggniecia w Rozumowaniu nalezy uznac za niskie. Niepokojgcy jest fakt, ze ponad 181 500 (35%)
populacji przyszlych gimnazjalistow uzyskato wyniki co najwyzej dwupunktowe, w tym ponad 19,5 tysigca
z nich - wyniki zerowe.

Rozwigzania dwdch zadan sprawily problem wiekszosci uczniow - z pierwszym (zad. 11.), wymagaja-
cym zaznaczenia wyrazenia arytmetycznego prowadzacego do obliczenia wskazanej wartosci, pora-
dzilo sobie tylko 29% zdajacych, z drugim (zad. 25.), w ktérym nalezalo zapisa¢ obliczenia $wiadczace

o niedokltadnosci podanych danych jedynie 23%.
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Chleb zytni

Masa netto: 500 g 100 g chleba zawiera przecietnie:

Liczba kromek: 10 30,0 g weglowodanoéw,
5,59 biatka,

Najlepiej spozy¢ przed 31.01.2004 r. 1,5 g thuszczu,

Wartos¢ energetyczna 100 g chleba: 154 kcal 9,0 g btonnika.

11. Ktore wyrazenie prowadzi do obliczenia wartosci energetycznej 1 kromki kupionego chleba?
A.154:100 B.500:10 C.(154.5):10 D.(154.10):5

25. W piekarni byly sprzedawane tylko cate bochenki chleba. Bochenek wazy 0,8 kg. Piekarz
powiedzial, ze sprzedano 250 kg chleba. Zapisz obliczenia §wiadczace o tym, ze piekarz nie podat

dokladnej wagi sprzedanego chleba.

I kolejne informacje ze sprawdzianu w roku 2004:

Osiggniecia w Wykorzystywaniu wiedzy w praktyce trzeba uznac za niskie. Ponad 37% populacji

szostoklasistow (prawie 193 tysigce) umiejetnosc te opanowato w stopniu zadowalajgcym® i powyzej.
Niestety, niewiele mniej przyszlych gimnazjalistow (ok. 30% populacji) uzyskato wyniki mieszczgce sie
w przedziale 0 - 2 pkt.
Rozwigzanie zadania (zad. 6.) dotyczacego obliczania odlegtosci z postuzeniem sie skalg przedstawito
48% szostoklasistow, a zadania sprawdzajacego umiejetnosci z obu obszaréw: ustalenia sposobu obli-
czenia pola trapezu oraz wielkosci plonu i wykonania tych obliczen, a takze postuzenia si¢ jednostkami,
tylko 30%.

6. Z mlyna do piekarni jest 150 m. Ile to centymetréw na planie w skali 1 : 50007

A.3 B.2 C. 10 D.7,5

24. Dzialka ma ksztalt i wymiary podane na rysunku. Rolnik posial na tej dzialce pszenice.

Z kazdego hektara zebral 4,5 tony pszenicy. Ile ton pszenicy zebral z calej dziatki?

% Ustalonym na 70%
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Dlatego tez we wnioskach podsumowujacych osiaggniecia szostoklasistow po raz kolejny zwrécono
uwage na umiejetnosci matematyczne:

Z satysfakcjg trzeba stwierdzié, ze w biezgcym roku uczniowie osiggneli wyzsze wyniki w czytaniu.
Jednak w rozumowaniu i wykorzystywaniu wiedzy w praktyce uczniowie uzyskujg wyniki niezadawala-
jgce. Taki stan rzeczy powinni wzigc pod uwage w trakcie planowania i realizacji dziatan dydaktycznych

dyrektorzy i nauczyciele szkét podstawowych.

Zdecydowana poprawa, ktérg mozna zauwazy¢ w roku 2005, okazala si¢ pozorng, co wyjasniono
W raporcie:

Odnoszgc powyzsze wyniki do sprawdzianu 2004, zauwazamy, ze nastgpit znaczny wzrost w rozu-
mowaniu i wykorzystywaniu wiedzy w praktyce. Nalezy wyjasnic go tym, ze w tegorocznym tescie zada-
nia badajqgce te umiejetnosci wymagaty rozwigzania mniej skomplikowanych probleméw i w zwigzku
z tym wykonania znacznie prostszych operacji myslowych. Byly ponadto blizsze Zyciowym doswiadcze-

niom uczniow.

Z podsumowania sprawdzonego w roku 2006 poziomu opanowania umiejetnosci z obszaru rozu-
mowanie wynika, ze:

Najtrudniejsze okazalo si¢ ustalenie sposobu obliczenia pola czgsci prostokqgta (45% pkt). Trudne byto
réowniez okreslenie liczby osi symetrii figury sktadajqgcej sig z czterech szesciokgtow (49% pkt).

Natomiast z obszaru wykorzystywanie wiedzy w praktyce uczniom sprawito klopot obliczenie roz-
nicy temperatur (zad. 4. o poziomie wykonania 49% pkt.), obliczenie najmniejszej liczby calkowitej
spelniajacej podany warunek (zad. 19. - 48% pkt.), a przede wszystkim:

Najwigcej ktopotow széstoklasisci mieli z wykonaniem obliczeri procentowych dotyczgcych powierzchni

(36% pkt) oraz obliczeniem réznicy powierzchni (34% pkt).

4. W zimowy dzien w $rodku ula bylo plus 24°C, a na zewnatrz ula minus 17,5°C. W $rodku ula
bylo wtedy cieplej niz na zewnatrz o:
A.6,5°C B.7,5°C C. 40,5°C D. 41,5°C

19. Do pomalowania jednego ula zuzywa sie 2/3 puszki farby. Ile puszek farby trzeba kupi¢, zeby
pomalowa¢ 14 takich uli?
A.21 B. 14 C. 10 D.9

21. Dziatka ma ksztalt prostokata, ktérego szerokos$¢ wynosi 24 m, a diugos¢ jest 2 razy wieksza. Na
kwiaty i warzywa przeznaczono 80% powierzchni dzialki, a pozostala czes¢ na pasieke. Ile metrow
kwadratowych dziatki przeznaczono na pasieke?

Odpowiedz: Na pasieke przeznaczono............... m? dzialki.
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Analiza zamieszczonych w raporcie ze sprawdzianu w 2007 r. tabel z zestawieniem procentéw punk-
tow uzyskanych za poszczegoélne czynnosci w obszarach rozumowanie i stosowanie wiedzy w praktyce
pokazuje, ze ponizej poziomu koniecznego (50% punktdéw) opanowane zostaly umiejetnosci ustalania
sposobu obliczenia facznego czasu trwania zdarzen i wykonania tego obliczenia (zad. 21.), poprawnego

postugiwania si¢ jednostkami czasu oraz obliczenia pola prostokata.

21. Klasa VI miata 5 lekcji, po 45 minut kazda. Ile czasu uptyneto od rozpoczecia pierwszej lekeji
do konca piatej, jesli jedna przerwa byla 15-minutowa, a pozostate 10-minutowe? Obliczony czas
wyraz w godzinach.

Odpowiedz: Od rozpoczecia pierwszej lekcji do konca pigtej uptyneto ................... .

Podobna sytuacja wystepuje w 2008 r.. Ponizej progu 50% punktéw znalazty sie: poréwnywanie roznicy

liczb (zad. 15.), wyznaczanie reszty i okreslanie, ile razy jedna wielko$¢ miesci si¢ w drugiej (zad. 23.).

Kartki z kalendarza

LUTY 2007 MARZEC 2007
1 1
CZWARTEK CZWARTEK
Wschéd Storica 7.17 Wschdéd Storica 6.23
Zachdd storica 16.22 Zachod storica 17.14

15. Dzien 1 marca byl dluzszy niz dzien 1 lutego o:

A. mniej niz godzing

B. wigcej niz godzine, ale mniej niz o péttorej godziny

C. wiecej niz poltorej godziny, ale mniej niz o dwie godziny
D. wigcej niz dwie godziny

Cennik do zadania 23

Napoj Cena jednostkowa
sok jabtkowy 0,98 zt / kartonik
woda mineralna 1,60 zt / butelka

23. Podczas wycieczki w upalny dzien dzieci przeznaczyly na napoje 42 zt. Kupily 16 kartonikow

soku jabtkowego. Ile najwigcej butelek wody mogly kupic¢ dzieci za reszt¢ pieniedzy?

Od roku 2009 w raportach przedstawiane s3 wyniki sprawdzania umiej¢tnosci matematycznych
uczniéw poprzez omodwienie poziomu rozwigzan poszczegdlnych zadan. I tu réwniez pojawily sie
zadania, z ktérymi nie poradzita sobie ponad polowa szdstoklasistow.

Byly to zadania zamkniete, w ktérych m.in. nalezato:
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— wykonac¢ obliczenia dotyczace czasu z zastosowaniem zaleznosci migdzy godzinami i minutami:

7. W jakim czasie golagb pokona 120 km, jesli w ciggu godziny lotu pokonuje 90 km?

A. 1 godz. 20 min B. 1 godz. 15 min C. 1 godz. 30 min D. 1 godz. 33 min

— wyznaczy¢ skale planu na podstawie dtugosci odcinka w terenie i na planie:

8. W odleglosci 600 m od lesniczéwki znajduje si¢ pasnik dla saren. Na planie wykonanym przez
Kasie odlegltos¢ ta jest rowna 15 cm. W jakiej skali jest ten plan?
A. 1: 4000 B.1:40 C. 1: 9000 D. 1: 90

- sprawdzi¢, ktory z wynikow spetnia podane w zadaniu warunki:

10. Uczestnicy konkursu o zwierzetach otrzymywali: 2 punkty za poprawng odpowiedz, 0 punk-
tow za brak odpowiedzi i -1 punkt za bledng odpowiedz. Uczestnik, ktéry uzyskal 62 punkty,
odpowiedzial poprawnie na 36 pytan. Na ile pytan odpowiedzial blednie?

A.Na 10. B. Na 13. C. Na 26. D. Na 36.

oraz dwa zadania otwarte:

zadanie 23:
Dzialka przeznaczona na tagke ma ksztalt rownolegloboku o wymiarach
_— podanych na rysunku. Paczka nasion trawy wystarcza na obsianie 2500 m?
dzialki. Ile co najmniej takich paczek nalezy kupi¢, aby obsia¢ trawg te
A 2om dziatke?

za rozwigzanie ktoérego maksymalng liczbe punktéw uzyskato jedynie 43% uczniéw, pomimo ze mozna
go bylo rozwigza¢ kilkoma sposobami (w raporcie zaprezentowano 5 rdznych uczniowskich strategii)

oraz zadanie 24:

Samochoéd Jana zuzywa 6,5 litréw paliwa na 100 km. Jeden litr paliwa kosztuje 4,80 zt. Jan zamierza
pojecha¢ samochodem z domu do stadniny oddalonej o 40 km. Oblicz ile bedzie kosztowalo paliwo

na przejazd z domu do stadniny i z powrotem.

z ktérym poradzilo sobie jedynie 13% szdstoklasistow (stosujac co najmniej sze$¢ przedstawionych

w raporcie roznych metod), natomiast az 58% uczniéw nie uzyskalo za to zadanie ani jednego punktu.
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Jak przypuszczajg autorzy sprawozdania, taka rdznica, w i tak zle wypadajacych zadaniach mogla
by¢ spowodowana tym, ze pierwsze zadanie bylo zadaniem typowym, w ktérym mozna bylo siegnaé
po schemat postepowania ¢wiczony podczas lekeji, natomiast rozwigzanie drugiego zadania wymagalo
samodzielnego opracowania strategii uwzgledniajacej trzy warunki: diugos¢ drogi, ilo§¢ paliwa i koszt
jego zakupu. Stwierdzajg takze, ze szwankuje zaréwno rozumowanie matematyczne, jak i sprawnos$¢

rachunkowa w wykonywaniu dziatan na utamkach.

Podobnie w roku 2010 okazalo sie, ze z najtrudniejszym zadaniem polegajacym na obliczeniu dtu-
gosci trasy wys$cigu poradzilo sobie jedynie 24% ucznidw, a blisko 67% szdstoklasistow wykazalo sie

zupelng bezradnos$ciag wobec tego zadania.

Podczas ostatniego sprawdzianu w 2011 r. tylko 48% piszacych go rozwigzalo zadanie wymagaja-
ce obliczenia dlugosci ogrodzenia dzialki (najczestszymi bledami bylo obliczanie pola zamiast obwodu,
dwukrotne pomniejszanie dtugosci ogrodzenia o szeroko$¢ wejscia na dziatke oraz obliczanie jedynie po-
lowy obwodu prostokata*!), natomiast jedynie co trzeci uczen poradzit sobie z wieloetapowym zadaniem

sprawdzajacym umiejetnosci zwiazane z obliczeniami dotyczacymi pieniedzy.

Jak wida¢, uczniowie konczacy szkote podstawowa majg trudnosci z rozwigzywaniem zadan zlo-
zonych, zwlaszcza nietypowych, czyli nie ¢wiczonych podczas lekcji matematyki a wymagajacych wy-
kazania si¢ umiejetnoscig tworzenia strategii. Lepiej radzg sobie z rozwigzywaniem prostszych zadan,
ale przygladajac sie przedstawionym w raportach dokonywanym przez uczniéow wyborom btednych
odpowiedzi w zadaniach zamknietych (w ktérych uczen wybiera jedna z czterech podanych odpo-
wiedzi) oraz przykladom niepoprawnych rozwigzan zadan otwartych (w ktérych uczen zapisuje swoj
sposob rozwigzania zadania), mozna zauwazy¢, ze bardzo czesto szostoklasisci wykonujg dzialania
na podanych w zadaniu liczbach bez zwigzku z trescia zadania.

Oto kilka zadan zamknietych ze sprawdzianu z 2008 r.:

16. We wtorek sprzedano 35 butelek wody mineralnej, a w srode 3 razy wiecej. Ile facznie butelek
wody sprzedano we wtorek i rode¢?
A. 105 B.73 C.38 D. 140

17. Na straganie wystawiono do sprzedazy 48 plazowych czapek. Przed poludniem sprzedano
potowe, a po potudniu % pozostalych. Ile czapek sprzedano po potudniu?
A.8 B. 16 C.24 D. 32

W zadaniu 16. najczesciej wybierang bledng odpowiedzig byla odpowiedz A, czyli iloczyn liczb

podanych w tresci. Podobnie w zadaniu 17. — odpowiedz B, wiec znowu iloczyn danych.

1 Wydaje sig, ze przyczyna tych bledéw moze by¢ zupelnie inna, por. komentarz na s. 65-67.
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Ta sama sytuacja powtarza si¢ w kolejnym zadaniu — uczniowie najczesciej wskazywali odpowiedz B,

czyli iloczyn 2,50 zt i 3,5 godziny:

18. Wypozyczenie kajaka na pot godziny kosztuje 2,50 z1. Ile ztotych trzeba zaptacic¢ za
wypozyczenie kajaka na 3,5 godziny?
A.7,50 B. 8,75 C. 10 D. 17,50

W zadaniu otwartym:

22. W pewnym momencie cienn Agaty byl 2,5 razy dtuzszy niz jej wysoko$¢. Jaka dtugos¢ mial jej
cien, jesli Agata ma 164 cm wzrostu? Dlugo$¢ cienia wyraz w metrach.

Zapisz obliczenia.

Odpowiedz: Cien Agaty miat................ m dlugosci.

najczesciej wystepujacym bledem w doborze metody rozwigzania zadania bylo wykonanie

niezwigzanych z treécig zadania dziatan na dwdch wystepujacych w nim liczbach, np.

albo
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Trudno$¢ uczniéw z rozwigzywaniem zadan zaréwno prostych, jak i zlozonych moze mie¢ zwia-
zek z niepokojacym zjawiskiem, ktérym jest niczym nieuzasadnione i bezrefleksyjnie przekazywane
innym przekonanie wielu osob, ze podczas sprawdzianu uczen moze zdoby¢ punkty za rozwigzanie za-
dania tylko jedna, wskazang w schemacie punktowania metoda. Dowodzi to, ze powtarzajace je osoby
nie zadaly sobie trudu zapoznania si¢ z kryteriami oceniania zadan matematycznych, w ktérych zawsze
znajduje sie zapis mowiacy, ze:

* Jezeli uczen rozwigzal zadanie inng metodqg niz przedstawiona w schemacie punktowania, nalezy

okresli¢ czynnosci rownowazne do czynnosci wymienionych w schemacie.

* Za kazde poprawne rozwigzanie zadania uczen otrzymuje maksymalng liczbe punktow.

oraz sprawozdaniami ze sprawdzianéw, w ktorych przedstawiane sg, wypunktowane na maksy-
malng liczbe punktéw rdzne zastosowane przez uczniéw strategie rozwigzania zadania.

Na przyktad dla przytoczonego wczesniej zadania ze sprawdzianu w roku 2009, w ktérym nalezato
obliczy¢ liczbe paczek nasion trawy potrzebniej do obsiania dzialki, w sprawozdaniu podano nastepu-

jace przyktady uczniowskich rozwigzan:
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Utrzymywanie si¢ wsréd nauczycieli, i to nie tylko II etapu edukacji, ale takze edukacji wczesnosz-
kolnej, przekonania o uznawaniu przy ocenianiu rozwigzan zadan tylko jednej metody moze miec
(a moze nawet juz ma) bardzo niepokojace konsekwencje dydaktyczne. Nauczyciele ci beda wdrazac
uczniow do schematycznego, algorytmicznego, jedynego slusznego sposobu rozwiazywania zadan ty-
powych, co nie pozwoli na rozwijanie u dzieci myslenia matematycznego, wyposazania ich w spraw-
no$ci matematyczne potrzebne w sytuacjach zyciowych i szkolnych (ktére bardzo czesto sa sytuacjami
nietypowymi, wymagajacymi postuzenia si¢ wiedzg i umiejetnosciami w nowy sposob) oraz przy roz-
wigzywaniu probleméw (ktdre wymagaja myslenia twoérczego, nieschematycznego), modelowania ma-
tematycznego oraz rozumowania i tworzenia strategii — a przeciez takie umiejetnosci zostaly zapisane

w podstawie programowej i powinny by¢ takze badane podczas sprawdzianow.



2.4. O umiejetnosciach matematycznych uczniéw na podstawie badan PISA
Elzbieta Jabtoriska

PISA (The Programme for International Student Assessment) jest migdzynarodowym badaniem
poréwnawczym umiejetnosci pietnastolatkéw. Badania prowadzone sg w cyklu trzyletnim poczawszy
0d 2000 r.. Odbyly si¢ juz ich cztery edycje: 2000, 2003, 2006, 2009. Obecnie przygotowywana jest piata
edycja w roku 2012. W 2000 r. w badaniach uczestniczyly 32 kraje, a w roku 2009 liczba krajéw uczest-
niczacych wzrosta do 65. Polska brata udziat we wszystkich dotychczasowych edycjach.

Program PISA realizowany z inicjatywy OECD mierzac kompetencje uczniéw, sprawdza systemy
szkolne i szkoly panstw w nim uczestniczacych, wraz z obowigzujacymi w nich programami. Analizuje,
w jakie kompetencje moga one wyposazy¢ ucznia, aby przygotowac go do dorostego zycia.

Badanie odbywa si¢ w trzech dziedzinach waznych w zyciu wspoélczesnego czlowieka: czytaniu
i interpretacji, matematyce oraz rozumowaniu w naukach przyrodniczych (Reading, Mathematics
i Science). Za kazdym razem inna z tych dziedzin jest wiodaca, chociaz zawsze wystepuja wszystkie trzy,
co umozliwia poréwnywanie wynikéw. W roku 2003 zostata jednorazowo wprowadzona dodatkowa
domena rozwigzywanie probleméw (Problem Solving) taczaca elementy trzech podstawowych obsza-
réw i odbiegajaca od podziatu na typowe przedmioty szkolne. Niezmienno$¢ zatozen i powtarzalnos¢
niektérych zadan pozwalaja $ledzi¢ zmiany i tendencje w opanowaniu umiejetnosci w badanych dzie-
dzinach, co z kolei umozliwia panstwom uczestniczagcym w badaniach dokonywanie ewaluacji zmian
i reform systemu edukacji. Dziedzina uznana za gléwna w danej edycji badania zajmuje potowe czasu
przeznaczonego na rozwigzywanie zadan sprawdzajacych kompetencje uczniéw, pozostate dwie - po
jednej czwartej. Uczen ma tacznie dwa razy po 60 minut (z przerwa 10 minut) na rozwigzanie calego
zestawu zadan, przy czym dziedziny zadan sg przemieszane i uczen nie wie, do jakiej dziedziny przy-
pisane jest dane zadanie. Ze wzgledu na specyfike sprawdzanych umiejetnosci stosowane sg przede
wszystkim zadania otwarte, ktérych rozwigzanie wymaga sformulowania odpowiedzi. Zadania spraw-
dzajgce umiejetnosci matematyczne réznig si¢ od tych, ktére pojawiajg sie na polskich egzaminach gim-
nazjalnych i ktore uczniowie najczesciej rozwigzuja w szkole. Ich celem jest sprawdzenie, jak uczniowie
stosuja umiejetnosci matematyczne w rozwigzaniu autentycznych probleméw wystepujacych w zyciu
codziennym, nie jest natomiast wazne jak uczniowie postuguja si¢ technikami i algorytmami, na kto-
rych czgsto opiera si¢ uczenie matematyki w szkole (jak np. techniki rozwigzywania ukladéw réwnan
czy prawa dzialan na potegach i pierwiastkach). Rozwigzania s3 kodowane przez odpowiednio prze-
szkolone osoby przy uzyciu zweryfikowanych schematéw punktowania. Kodowanie jest skrupulatnie
sprawdzane i monitorowane.

Po zakonczeniu badan i podsumowaniu wynikéw zostaja opublikowane raporty z badan oraz
opracowania opisujace umiejetnosci polskich gimnazjalistéw. W dostepnych publikacjach zamieszcza-
na jest tylko niewielka liczba zadan uzytych do badania, bo aby zapewni¢ poréwnywalno$¢ wynikéw
w poszczegdlnych latach czgs¢ zadan uzywana jest w kolejnych testach. Autorzy raportéw przedstawiaja
wyniki badan i ujawniajace si¢ przy tym tendencje oraz zmiany. Starajg si¢ rowniez skomentowac i wy-

jasni¢ rezultaty analizy wynikow. Biorg pod uwage zmiany w systemie edukacji, zachodzace zmiany
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programowe, wplyw egzamindw zewnetrznych, a nawet motywacje ucznioéw i ich stosunek do nauczy-
cieli, szkoly oraz réwiesnikow. Te wnioski sg mozliwe, bo badaniom PISA towarzysza wypelniane przez
uczniéw i nauczycieli ankiety.

Skala osiggnie¢ wyréznia szes¢ pozioméw umiejetnosci matematycznych. Poziom 6. okresla naj-
wyzsze umiejetnosci: uogélniania i wnioskowania na podstawie samodzielnie zbudowanego modelu
matematycznego, wykonywania zaawansowanego rozumowania i precyzyjnego formulowania komu-
nikatu uzasadniajacego postepowanie. Kolejne poziomy opisujg umiej¢tnosci coraz mniej zaawanso-
wane. Umiejetnosci na poziomie 1. to przede wszystkim rozwigzywanie prostych, typowych zadan
zawierajagcych wyraznie podane dane, wymagajacych podejmowania tylko rutynowych dziatan.
Kazdego ucznia mozna ustawi¢ na skali umiejetnosci matematycznych stosujac model teoretyczny,
w ktérym wynik ucznia ustalany jest za pomocg odsetka rozwigzanych poprawnie przez niego zadan
oraz relatywnej trudnosci poszczegélnych z tych zadan. Kazdy uczen ma przypisany wspétczynnik
wagowy okreslajacy jego reprezentacje w skali calej populacji piszacych. W ten sposdb zostaje okreslony
wynik krajowy. Skala zostala tak skalibrowana by sredni wynik krajow czlonkowskich OECD wynosit
500 punktéw.

Oprocz skali ogélnej stosowane sg cztery podskale matematyczne:

* przestrzen i ksztalt

* zmiana i zwigzki

* ilosci

* niepewnosc¢.

Matematyka byta dziedzing wiodaca w roku 2003 i bedzie nig po raz drugi w roku 2012. Z raportu
dotyczacego tego badania dowiadujemy sig, ze Polska uzyskata wynik na poziomie 490 punktow. Wsrod
krajow, ktorych wynik nieznacznie tylko odbiegal od Polski znalazty si¢ Niemcy, Stowacja, Norwegia,
Luksemburg (powyzej 490) oraz Wegry, Hiszpania, Lotwa i USA (ponizej 490). Mozliwe bylo réwniez
poréwnanie wynikéw badan PISA 2000 i 2003 w obszarach przestrzer i ksztalt oraz zmiana i zwigzki,
poniewaz w badaniu z roku 2000 bylo dostatecznie duzo zadan z tych obszaréw mimo, ze matematy-
ka nie byta wtedy tematem wiodacym. Z tego poréwnania wynika, Ze polscy uczniowie z ,,pierwszej
¢wiartki” (najstabsi) i Sredni poprawili swoj wynik w tych dwdch obszarach.

W publikacji ,,Umiejetnosci polskich gimnazjalistéw”** mozna znalez¢ informacje dotyczace wy-
nikow badan PISA 2003. W rozdziale poswieconym matematyce, autorzy omawiajg mocne i stabe
strony polskich uczniéw. Przytaczane sa umiejetnosci i opisana jest tematyka zadan, z ktérymi nasi
uczniowie dobrze sobie poradzili. Na podstawie rozwigzan wielu zadan o roznej tematyce autorzy
raportu zauwazaja, ze polscy najlepsi uczniowie s3 w wielu zadaniach stabsi od najlepszych uczniéw
$wiata. To niepokojace zjawisko nazywaja problemem gornej ¢wiartki i twierdza, ze skoro pojawia sie
w wielu réznych zadaniach i dotyczy ucznidéw najlepszych, to ma swoja przyczyne w niedoskonato-
$ciach sposobu nauczania. Wigkszo$¢ zadan ocenia si¢ wielostopniowo, przyznajac punkty za catko-
wicie poprawne oraz cze¢$ciowo poprawne rozwiazanie. Analiza wykreséw przedstawiajacych procent

uczniow w kazdej grupie (od najstabszej do najlepszej), ktorzy rozwigzali zadanie catkowicie poprawnie

# Praca zbiorowa pod redakcja Michala Fedorowicza, Wydawnictwo IFiS PAN, Warszawa 2007
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czesciowo poprawnie pozwala sformulowaé stwierdzenie, ze w poréwnaniu ze $rednig §wiatowg sto-

sunkowo niewielu polskich uczniéw potrafi poda¢ kompletne rozwigzanie zadania, natomiast wielu

ucznidéw jest w stanie rozwigzac je czgsciowo. Przytoczone w publikacji wykresy przedstawiajace pro-

cent poprawnych odpowiedzi w poszczegdlnych grupach uczniéow (poczawszy od najstabszych, a skon-

czywszy na najlepszych) rozwiazujacych trzy zadania: Rozmowa przez Internet, Wyniki testu i zada-

nie jeszcze utajnione, w ktérym uczen mial przeanalizowa¢ podany wykres, a nastepnie sformutowac

i

przedstawi¢ swojg opini¢ na zadany temat oraz poprzec jg argumentami, dowodzg, Ze istotng trudno$¢

sprawia naszym uczniom samodzielne poprowadzenie toku rozumowania: projektowanie rozwigzania,

stawianie hipotez, formulowanie wlasnych opinii i wnioskéw.

Oto jedno z tych zadan — Rozmowa przez Internet (zadanie z badania PISA 2006)*:

Mark (z Sydney w Australii) i Hans (z Berlina w Niemczech) czgsto porozumiewaja si¢ ze sobg przez
Internet, za pomocg tzw. ,,czatu”. Zeby méc tak ze sobg rozmawiaé, muszg wchodzi¢ do Internetu
w tym samym momencie. Chcac znalez¢ odpowiednig pore na taka rozmowe, Mark doszukat sie

diagramow pokazujacych czas w roznych miastach $wiata

Greenwich, 24:00 Berlin 1:00 w nocy Sydney, 10:00 rano

Pytanie 1.
Ktéra godzina jest w Berlinie, kiedy w Sydney jest 19:00?

Pytanie 2.
Mark i Hans nie moga ,rozmawia¢” w godzinach 9:00-16.30 czasu lokalnego, poniewaz sg wtedy
w szkole. Nie mogg tez faczy¢ sie migedzy 23.00 a 7.00 rano czasu lokalnego, bo w tych godzinach

powinni spa¢. Kiedy Mark i Hans moga porozmawia¢ przez Internet? Wpisz do tabeli czasy lokalne.

Miasto Czas

Sydney

Berlin

Wedlug autoréw tego zadania dotyczy ono umiejetnosci matematyzacji sytuacji praktycznej z uzy-

ciem przedzialow czasowych i jej wykorzystania do rozwigzania problemu.

Z rozkladu wynikéw tego zadania widac, ze srednie wyniki polskich uczniéw w poréwnaniu ze

srednimi wynikami uczniéw OECD w grupach VIII, IX i X (uczniowie najlepsi) sa wyraznie gorsze.

43

Op. cit. s. 36
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Autorzy przytaczanej publikacji w ten sposob opisuja podstawowa stabos$¢ polskich ucznidw:
Polska mlodziez, niezaleznie od dziatu matematyki, gorzej radzi sobie z zadaniami wymagajgcymi abs-
trakcyjnego myslenia: analizy lub uogélniania. Znaczy to, ze polscy gimnazjalisci z tego typu zadaniami
radza sobie gorzej niz przecigtny uczen $wiata. Przyklady zadan $wiadczace o tej tezie nie sg jeszcze
ujawnione, a jedynie moga zosta¢ opisane. Do zwigztych opiséw czterech przykltadow wigzek zadan

dodane s3 omodwienia, jak polscy uczniowie je rozwigzywali.

Wigzka 1:

W pierwszym zadaniu trzeba byto wykona¢ obliczenia wedlug prostego algorytmu, a nastepnie
uogdlni¢ wynik i odpowiedzie¢ na kilka pytan. Z tym zadaniem uczniowie polscy poradzili sobie
znacznie gorzej niz z drugim zadaniem, w ktérym nalezalo wykona¢ obliczenia wedtug duzo bardziej

skomplikowanego i dtuzszego algorytmu oraz poda¢ wynik.

Wigzka 2:

W dwoch zadaniach z tej wiazki (drugim i trzecim) nalezalo odczyta¢ dane z diagraméw i na ich
podstawie wykonac¢ obliczenia. Pytanie czwarte wymagalo zinterpretowania diagramu i udzielenia od-
powiedzi na bardziej ogélne pytania. Z zadaniem drugim i trzecim polscy uczniowie poradzili sobie

srednio dobrze, z czwartym znacznie gorzej niz $rednia §wiatowa.

Wiazka 3:
W zadaniu pierwszym nalezalo wykona¢ obliczenia wedlug podanego algorytmu, a w drugim
przeanalizowac i poréwnacé dwa podane algorytmy. Uczniowie polscy pierwsze zadanie wykonali zna-

komicie, a w zadaniu drugim mieli wieksze trudnosci niz inni uczniowie bioracy udziat w badaniu.

Wiazka 4:

W pierwszym zadaniu nalezalo obliczy¢ srednig arytmetyczna, a w drugim ocenic, co z niej wyni-
ka, a co nie. Polscy uczniowie pierwsze zadanie wykonali bardzo dobrze, drugie natomiast na poziomie
sredniej $wiatowej. Oznacza to, ze polscy gimnazjalisci radzg sobie dobrze z obliczaniem $redniej aryt-

metycznej, ale nie bardzo rozumiejg, co ona oznacza i jak jg interpretowac.

Wyniki uczniéw z kilku zadan sugeruja rowniez, ze polscy gimnazjalisci nie potrafig opisa¢ wzorem
podanej zaleznosci oraz przeksztalca¢ wzordw, co $wiadczy przede wszystkim o niskich umiejetnosciach

postugiwania si¢ jezykiem symbolicznym.
W badaniu PISA 2003 zadanie Kroki sprawdzalo umiejetnos¢ interpretacji zaleznosci miedzy

kilkoma wielko$ciami wyrazonymi wzorem oraz wyznaczania jednej z tych wielkosci w zaleznosci od

podanych wartosci wielkos$ci pozostatych. Oto tre$¢ tego zadania:

O umiejetnosciach matematycznych uczniow



Na rysunku wida¢ $lady stop idgcego mezczyzny. Diugos¢ kroku P to odleglos¢ pomiedzy koncami
dwdch kolejnych §ladéw. Dla mezczyzn, wzdr '/, =140 podaje przyblizong zaleznos$¢ miedzy n a P, gdzie
n = liczba krokéw na minute

P = dtugos¢ kroku w metrach

Pytanie 1.
Zastosuj ten wzor do krokéw Janka i oblicz, jaka jest dlugo$¢ jego kroku, jesli Janek stawia 70 krokow

na minute. Przedstaw swoje obliczenia.

Pytanie 2.
Bernard wie, ze dlugos¢ jego kroku wynosi 0,8 metra. Zastosuj wzor do jego krokéw. Oblicz, z jaka

predkoscia chodzi Bernard. Podaj odpowiedz w metrach na minute¢ oraz w kilometrach na godzine.

Przedstaw swoje obliczenia.

Schemat oceny pytania pierwszego podaje, ze za calkowicie poprawne rozwigzanie mozna bylo
zdoby¢ dwa, a za czeSciowo poprawne jeden punkt. Za cze$ciowo poprawne uznawano rozwigzanie,
w ktérym uczen prawidtowo podstawit do wzoru podane wartosci, ale zle wykonat obliczenia. Za odpo-
wiedz na pytanie 2. mozna bylo zdoby¢ trzy, dwa lub jeden punkt. Uczen otrzymywal trzy punkty, gdy
prawidlowo obliczyl liczb¢ krokéw na minute i podat te odpowiedz jako predkos¢ w metrach na minute,
a potem prawidlowo zamienil jg na kilometry na godzing. Dwa punkty przyznawane byly wowczas,
gdy uczen zapomnial o zamianie liczby krokéw na minut¢ na metry na minute i reszte operacji wyko-
nal wlasciwie, albo prawidlowo podat predkos¢ w metrach na minute, ale nie zamienit jej poprawnie
na kilometry na godzing. Jeden punkt uczen otrzymywat, gdy obliczyt tylko liczbe krokéw na minute,
a dalsze obliczenia byly niepoprawne.

Wykres przedstawiajgcy procent uczniow w kazdej z dziesigciu grup, ktorzy uzyskali trzy punkty
za odpowiedz do pytania 2. $wiadczy o tym, Ze tylko 30% polskich uczniéw w grupie X (uczniowie naj-
lepsi, decyl dziesiaty) rozwigzalo zadanie calkowicie poprawnie, podczas gdy na swiecie 40% uczniow
z tej grupy uzyskalo trzy punkty za to zadanie. W decylach I - VIII procent uczniéw, ktérzy przedsta-
wili w pelni poprawne rozwigzanie byt bliski 0 i nieznacznie tylko réznil sie od wyniku $wiatowego.

W pozostalych zadaniach sprawdzajacych umiejetnosci postugiwania si¢ wzorami nasi uczniowie
osiggali wyniki na poziomie $redniej §wiatowej. Nalezy tu zwrdci¢ uwage, ze w badaniu PISA 2003 brali
udzial uczniowi z krajéw, ktére wypadty bardzo stabo i znacznie zanizyly srednie $wiatowe. Wynik na

poziomie $wiatowym nie stanowi wigc specjalnego powodu do zachwytu.

Autorzy raportu PISA 2003 za mocne strony polskich uczniéw uwazaja umiejetnosci:

* postugiwania si¢ poznanymi ze szkoly lub podanymi explicite w tresci zadania algorytmami,
rozwigzywania zadan typowych, w ktérych mozna wyodrebni¢ poszczegoélne kroki

* odczytywania, poréwnywania danych, obliczania $redniej na podstawie roznego typu diagra-

mow, wykresow, tabel i innych form graficznych
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* orientacji i wyobrazni przestrzennej, postugiwania si¢ modelami i siatkami bryt

* szacowania odleglosci, obliczania dtugosci famanej

* rozwigzywania prostych problemdéw optymalizacyjnych typu: czy wystarczy na ..., ktorg opcje
wybrad, aby bylo taniej

* w kontekstach matematycznych postugiwania si¢ intuicja prawdopodobienstwa, losowosci i nie-
zaleznosci oraz rozwigzywania prostych zadan kombinatorycznych.

Badanie PISA 2003 wykazalo réwniez, Ze w poréwnaniu z uczniami z innych krajow:

* polscy najstabsi uczniowie lepsi sg od najstabszych uczniéw na $wiecie, ale najlepsi polscy ucznio-
wie gorsi sa od najlepszych na $wiecie (wspominany juz problem gérnej ¢wiartki)

* wielu polskich uczniow potrafi rozwigza¢ zadanie czesciowo, ale niewielu catkowicie poprawnie

* trudno$¢ stanowi samodzielne przeprowadzenie rozumowania, wycigganie wnioskéw i stawia-
nie hipotez oraz uogélnianie

* polska mlodziez gorzej radzi sobie z zadaniami wymagajacymi abstrakcyjnego myslenia: uogdl-

niania i analizy.

W roku 2006 przeprowadzono kolejne badania, w ktérych tym razem dziedzing dominujacg bylo
rozumowanie w naukach przyrodniczych. W dziedzinie matematyki wynik krajowy nieznacznie si¢
poprawil (wynidst 495 punktéw) przy jednoczesnym pogorszeniu wyniku §wiatowego o dwa punkty.
W ten sposob Polska osiaggneta poziom $redniej krajow OECD. Zauwazono jednoczesnie, ze poprawily
si¢ wyniki uczniéw o najnizszym poziomie umiejetnosci, a odsetek ucznidw pozostajacych na wyz-
szych poziomach pozostal taki sam lub nieznacznie si¢ zmniejszyl. Potwierdzit si¢ sformulowany po
badaniu PISA 2003 ,,problem gornej ¢wiartki”. W tescie 2006 umieszczono 48 zadan matematycznych
nieujawnionych po badaniu w 2003 r.. Dzieki temu zaistniala mozliwo$¢ poréwnania, jak uczniowie
radzili sobie z tymi samymi zadaniami w latach 2003 i 2006. Sformulowano po raz kolejny wnioski
dotyczace polskich uczniéw, a - w efekcie - takze polskiej edukacji.

Mocnymi stronami polskich uczniéw w poréwnaniu z uczniami OECD - podobnie, jak w roku
2003 - sa:

* umiejetnos¢ stosowania znanych algorytmow

* umiejetnos¢ odczytywania danych przedstawionych w formie graficznej: tabeli, wykresu, diagramu

* wyobraznia geometryczna.

Polscy uczniowie majg natomiast wyrazne klopoty z:

* samodzielnym opanowaniem wcze$niej nieznanego algorytmu

* opracowaniem strategii rozwigzania zadania skladajacego sie z kilku dobrze znanych krokéw

* poprowadzeniem rozumowania polegajacego na analizie dzialania pewnego systemu i sformuto-

wanie wnioskdow.

Jak wida¢, takze badania PISA pokazuja, Ze polscy uczniowie maja trudnosci z zadaniami nie-

typowymi, nowymi, wymagajacymi kreatywnosci i samodzielnego tworczego myslenia.
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W badaniach PISA 2009 dziedzing dominujaca bylo czytanie i interpretacja. Krajowy wynik ogélny
w obszarze matematyki nie zmienil si¢ w poréwnaniu do sredniej krajow OECD. Daje si¢ zauwazy¢ na-
tomiast wzrost wyniku dziewczat przy jednoczesnym takim samym spadku wyniku chtopcéw. Zmiany
te wzajemnie si¢ znosza powodujac, ze sredni wynik polskiego ucznia w ciggu ostatnich trzech lat si¢
nie zmienil. Dziewczeta, podobnie jak w calej OECD, stanowig mniejszo$¢ na wyzszych poziomach
umiejetnosci, ale jednoczesnie, inaczej niz w OECD, na nizszych poziomach jest wiecej chlopcéw niz

dziewczat. Problem ,,gornej ¢wiartki” nadal wystepuje.

W badaniu 2009 uzyto 35 zadan, ktére wczesniej zastosowano na testach w 2003 i w 2006 r., co
pozwolilo poréwna¢ wyniki uczniéw na przestrzeni szesciu lat. W raporcie zamieszczono wykresy
przedstawiajace réznice w odsetku uczniéw rozwiazujacych poszczegolne zadania w Polsce i srednio
w OECD. Z wykreséw wynika, ze w 2003 r. wyniki dla wigkszosci zadan byly slabsze niz w 2006, ale
w 2009 nie ulegly juz dalszej zmianie. Lepsze wyniki dotycza gléwnie zadan polegajacych na stoso-
waniu algorytmow, a zadania wymagajace samodzielnego przeprowadzenia rozumowania wypa-
daja zdecydowanie stabiej. Wida¢ to szczegdlnie na podstawie wynikow 11 zadan P-F (prawda - falsz)

wymagajagcych przeprowadzenia rozumowania.

W krajowej czesci badania w roku 2006 i 2009 brali takze udzial uczniowie szkét ponadgimna-
zjalnych: liceéw ogolnoksztatcacych, technikéw, licedw profilowanych i szkét zawodowych. Zaobser-
wowano niewielkie (nieistotne statystycznie) pogorszenie poziomu umiejetnosci uczniow starszych
w stosunku do roku 2006. Autorzy raportu ttumacza to tym, ze reforma programowa, ktéra wkro-
czyla do szkét w 2009 r. nie dotarla jeszcze do tego poziomu edukacji. Obecnie przygotowywane jest

badanie PISA 2012, ktérego podstawowa domeng znowu bedzie matematyka.
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2.5. O umiejetnosciach matematycznych uczniéw na podstawie
egzaminu gimnazjalnego
Elzbieta Jabtoriska

Egzamin na zakonczenie nauki w gimnazjum, podobnie jak sprawdzian, przeprowadzany jest
w Polsce od 2002 r.. Do biezacego roku sktadat si¢ z dwoch czedci: humanistycznej i matematyczno-
przyrodniczej. Do kazdej z czgsci zostaly opracowane wymagania egzaminacyjne zwane ,,Standardami
wymagan egzaminacyjnych”.** Zostaly one zapisane nie w formie wymagan przedmiotowych, lecz jako
zestaw umiejetnosci miedzyprzedmiotowych.

Wymagania do cze¢sci matematyczno-przyrodniczej zgrupowano w czterech obszarach:

I.  Umiejetne stosowanie terminéw, poje¢ i procedur z zakresu przedmiotéw matematyczno-

przyrodniczych niezbednych w praktyce zyciowej i dalszym ksztalceniu;

II.  Wyszukiwanie i stosowanie informacji;

III. Wskazywanie i opisywanie faktéw, zwiazkow i zaleznosci, w szczegdlnosci przyczynowo-

skutkowych, funkcjonalnych, przestrzennych i czasowych;

IV. Stosowanie zintegrowanej wiedzy i umiejetnosci do rozwigzywania problemow.

W kazdym z obszaréw wymienione s3 umiejetnosci, ktérych brzmienie czasem sugeruje jakiej
dziedziny moga dotyczy¢, ale z reguly nie da si¢ ich przypisa¢ poszczegélnych przedmiotom szkolnym.
Raporty opracowywane przez Centralna Komisje Egzaminacyjng i Okregowe Komisje Egzaminacyjne
po przeprowadzeniu poszczegolnych edycji egzaminu odnoszg si¢ do zadan i umiejetnosci sprawdza-
nych za pomoca tych zadan, a nie do przedmiotéw szkolnych. Nie otrzymujemy wiec informacji, jak
uczniowie radzg sobie z zadaniami z matematyki, fizyki, chemii, biologii i geografii. Jednak analiza
zestawOw egzaminacyjnych, sposobéw punktowania rozwigzan zadan wraz z podanymi w raportach
tatwosciami lub poziomami wykonania zadan (stosunek liczby uzyskanych przez uczniéw punktéw do
liczby punktéw mozliwych do uzyskania) pozwala przyjrzec si¢ prezentowanym przez uczniéw umie-
jetnosciom lub zauwazy¢ ich brak. Niektdre z publikowanych przez CKE raportéw zawierajg rozdzia-
ty zatytulowane ,,Mocne i stabe strony wyksztalcenia matematyczno-przyrodniczego gimnazjalistow”.
Autorzy raportéw omawiaja w nich wyniki egzaminu, odnoszac si¢ do zadan najlepiej i najstabiej wy-
konanych. W dalszej czesci tego opracowania postaramy si¢ przeanalizowa¢ wyniki egzaminu gimna-
zjalnego, zwracajac uwage na niski poziom pewnych bardzo istotnych umiejetnosci matematycznych

uczniow piszacych egzamin gimnazjalny kolejno w latach 2009, 2010 i 2011.

W raporcie z egzaminu gimnazjalnego w roku 2009*° przygotowanym przez CKE opisano stabe
i mocne strony naszych gimnazjalistow. Wsrdd tych pierwszych wymieniono, m.in. braki w umiejetnosciach
matematycznych, takie jak popetnianie bledéw rachunkowych polegajacych, np. na umieszczaniu przecinka
w dowolnym miejscu liczby dziesietnej, nierozumieniu, Ze liczbe podnosimy do kwadratu mnozac ja przez

siebie, a nie mnozac przez 2, niezachowywanie kolejnosci wykonywania dziatan.

* Rozporzgdzenie Ministra Edukacji Narodowej i Sportu z dnia 10 sierpnia 2001 r. w sprawie standardow wymagar bedgcych podstawg
przeprowadzania sprawdziandw i egzaminéw, Dz. U. nr 92, poz. 1020, z pdzn. zm.

# Ten ikolejne cytowane raporty CKE na stronie http://www.cke.edu.pl/index.php?option=content&task=view&id=141&Itemid=122

O umiejetnosciach matematycznych uczniow



Uczniowie stabo réwniez radzili sobie z obliczeniami procentowymi. Zastanawia bardzo wyrazny
brak konfrontacji wyniku z warunkami zadania. Uczniowie z powodu bledéw rachunkowych otrzy-
muja wyniki, ktére juz ,,na oko” powinny mocno niepokoi¢, a mimo to sg wpisywane jako odpowiedz
do zadania. Autorzy raportu podaja nastepujace przyklady: Masa biatka zawartego w $niadaniu Mi-
chata wynosi 1323 kg, podczas gdy masa calego $niadania byla réwna 320 g, czy tez Pojemnos¢ kosza
w ksztalcie walca to 246 176 litréw, przy wymiarach kosza catkiem zwyczajnych - $rednica 28 cm,
a wysokos$¢ 40 cm.

Stabo uczniowie poradzili sobie z opisywaniem sytuacji przedstawionych w zadaniu za pomoca
réwnan lub uktadéw réwnan, uzupelnianiem réwnan rekcji chemicznych i ich bilansowaniem.

W zadaniu zamknietym méwigcym o zakupie czekolady az 31% uczniéw wybrato odpowiedz B,

z ktérej wynikalo, ze suma ceny czekolady pomnozonej przez 3 i 15 zlotych daje razem 60 groszy*®:

Hania, placac w sklepie za trzy tabliczki czekolady, podata kasjerce 15 zt i otrzymata 0,60 zt reszty. Ktére

z rownan odpowiada tresci zadania, jesli cene tabliczki czekolady oznaczymy przez x?

A.3x+0,6=15 B.3x+15=0,6 C.0,6x+3=15 D.15x+ 0,6 =3

Okazalo sig, ze gimnazjalisci nie radzg sobie z postugiwaniem si¢ jednostkami i ich zamiang, trud-
nosci maja zaréwno z jednostkami dtugosci, objetosci, masy oraz czasu, jak i jednostkami wielkosci
fizycznych: pracy, mocy, sily.

Uczniowie mieli ktopoty z odczytywaniem danych z wykreséw, szczegdlnie wtedy, gdy osie ukla-
dow wspoélrzednych opisane byly inaczej niz x i y. Najgorzej jednak wypadto zadanie wymagajace za-
planowania dzialan prowadzacych do rozwigzania sytuacji problemowe;.

Podczas egzaminu gimnazjalnego w roku 2010 wsréd zadan zamknigtych bylo niewiele zadan
matematycznych. Najtrudniejsze z nich (zad. 24.) wymagato poréwnania obwoddow trzech figur, ktdre
zbudowano poprzez dorysowanie réwnoleglobokéw do tréjkatéw réwnobocznych. Wymiary tych figur

zapisane byly literami.

Zadanie 24. (0-1)
Kazda z figur przedstawionych na rysunkach powstata z tréjkata rownobocznego o boku dlugosci a i réw-

nolegtoboku o jednej parze bokéw diugosci b. Poréwnaj obwody tych figur. Ktére zdanie jest prawdziwe?

A. Figura I1I ma wigkszy obwdd niz kazda z pozostatych.
B. Figura III ma mniejszy obwod niz kazda z pozostatych.
C. Wszystkie figury maja takie same obwody.

D. Za malo danych, by poréwna¢ obwody.

% Por. takze uwagi o strategiach uczniowskich na s. 39-43
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Najprostszym sposobem jego rozwigzania bylo przedstawienie kazdego obwodu za pomocg wyra-
zenia algebraicznego lub poréwnanie, ile odcinkéw o dtugosciach a i b wchodzi w skiad obwodu kazdej
z figur. Z zadaniem poradzilo sobie 40% uczniéw. Niektorzy z nich zapewne udzielali odpowiedzi A lub
B, co moze $§wiadczy¢ o pomyleniu pojecia obwodu z pojeciem pola.

Zadania matematyczne 26. i 27. dotyczg informacji podanej w dluzszym tekscie:

Informacje do zadan 25.-27.

Karat jubilerski to jednostka masy kamieni szlachetnych. Termin ten pochodzi od greckiego stowa
keration, oznaczajacego srodziemnomorska rosline, ktéra po polsku nazywa si¢ szaranczyn. Jest to
drzewo z rodziny motylkowatych o lisciach zlozonych, parzystopierzastych (o parzystej liczbie listkéw).
Nasiona z jego dojrzatych stragkéw - drobne, twarde, o bardzo wyréwnanej (197 miligraméw) masie
— stosowane byly jako odwazniki. Wspoélczesnie do podawania masy kamieni szlachetnych i peret stuzy
karat metryczny (et) réowny 0,2 g.

Najwiekszy z dotychczas znalezionych diamentéw (noszacy nazwe Cullinan) mial mase 3106 et. Wyko-

nano z niego 105 brylantdéw, tracac przy obrébce az 65% pierwotnej masy kamienia.

Pierwsza czgs$¢ tej informacji stuzyla przede wszystkim rozwigzaniu biologicznego zadania 25.,
w ktérym nalezalo rozpozna¢ opisang rosline. Kolejne zadanie: 26. wymagalo obliczenia procentu z da-

nej liczby. Warunkiem koniecznym bylo, oczywiscie, zrozumienie przeczytanej informacji.

Zadanie 26. (0-3)

Ile karatéw maja facznie brylanty wykonane z Cullinana? Zapisz obliczenia.

Wedtug klucza punktowania opublikowanego na stronie CKE uczen otrzymuje 3 punkty za cal-
kowicie prawidlowe rozwigzanie zadania, 2 punkty - gdy popetnit btad rachunkowy, 1 punkt - gdy
obliczyt 65% liczby zamiast 35%, albo podal wynik w gramach, a nie w karatach, jak byto w poleceniu.
Zadziwia fakt, ze uczniowie uzyskali za rozwigzanie tego zadania zaledwie 35% mozliwych do uzyska-
nia punktow.

Kolejne zadanie dotyczace tego samego tekstu na pozoér jest zadaniem z fizyki, bo uczen musi wie-
dzie¢, czym jest gestos¢. Aby je rozwigzac nalezy mase diamentu wyrazi¢ w gramach, po czym obliczy¢
objetos¢, korzystajac z podanej gestosci. Takie zadania sg obecne zaréwno na lekcjach matematyki, jak

i fizyki. Poziom wykonania tego zadania wynidst tylko 29%.

Zadanie 27. (0-3)

Oblicz, jaka objetos¢ mial Cullinan (najwiekszy znaleziony diament). Przyjmij, ze gestos¢ diamentu

wynosi 3,2 g/cm®. Zapisz obliczenia. Wynik zaokraglij do catosci.

Za catkowicie poprawne rozwigzanie zadania uczen otrzymywatl 3 punkty, 2 punkty - gdy nie

podal odpowiedzi z prawidlowq jednostka, popelnit btad rachunkowy lub Zle zaokraglil otrzymany
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wynik. Jeden punkt przyznawano, gdy uczen zamienit tylko mase¢ w karatach na gramy, lub w ogole
nie zauwazyl, Ze masa podana jest w karatach, a gestos¢ w g/cm’. Nie mamy niestety informacji, ilu
uczniéw rozwigzalo to zadanie bezblednie. Wydaje sig, ze trudnoscia — obok znajomosci pojecia gesto-

$ci i koniecznosci wylowienia informacji z do$¢ diugiego tekstu — byta takze konieczno$¢ operowania

réznymi jednostkami.

W egzaminie gimnazjalnym 2010 wsrdd zadan otwartych przewazaly zadania matematyczne i one

wlasnie okazaly si¢ najtrudniejsze. Oto kilka z nich.

Informacje do zadan 29. i 30.

Pracownik ochrony chodzi wzdtuz ogrodzenia parkingu (w ksztalcie trapezu prostokatnego) ze stalg

predkoscig 1 m/s. Obchéd zaczyna od wartowni A. Na rysunku przedstawiono plan jego trasy, a obok
podano wymiary parkingu.

AB=125m
BC=65m
CD =100 m
AD=60m

W pierwszym z zadan uczen musi wskaza¢ odcinek, na ktérym znajdzie si¢ ochroniarz po 10 mi-
nutach od wyjscia z punktu A. Za to zadanie uczniowie uzyskali 59% mozliwych punktéw — a wigc nie

okazalo si¢ trudne. Wiecej klopotéw sprawialo rozwigzanie kolejnego zadania do tego samego tekstu.

Poziom wykonania zadania 30. wynidst zaledwie 29%.

Zadanie 30. (0-3)

Pracownik doszed! do ¥ odcinka BC (punkt P). Oblicz, w jakiej odlegtosci jest on od odcinka AB,
a w jakiej od punktu B. Zapisz obliczenia.

Nietrudno jest obliczy¢, ze punkt P znajduje si¢ w odlegtosci 13 m od punktu B, trudno$¢ mo-
gla sprawiac pierwsza cze$¢ zadania. Nielatwo bylo zauwazyc, ze odlegtos¢ PF réwna jest '/, dtugosci
odcinka AD. Uczniowie rzadko korzystaja w nietypowych sytuacjach praktycznych z podobienstwa
trojkatow, tym bardziej, Ze na rysunku nie wida¢ tréjkata podobnego do FBP. Z klucza punktowania
wynika, ze pojawialy sie odpowiedzi, w ktérych uczen najpierw obliczal dtugos¢ odcinka FB, a potem
korzystajac z twierdzenia Pitagorasa szukanego odcinka PF.

Nastepne zadanie tez nie okazalo si¢ tatwe. Nalezalo w nim tylko napisa¢ uktad réwnan ilustrujacy
sytuacje przedstawiong w zadaniu.
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Zdanie 31. (0-2)
Maksymalnie zaladowane cigzaréwki: jedna o nosnosci 8t, a druga 12t przewiozly 520 ton wegla,

wykonujac w sumie 60 kursow.

U167 uklad réwnan, ktory pozwoli obliczy¢, ile kurséw wykonata kazda z cigzarowek.

Poziom wykonania tego zadania wyniost zaledwie 39% — mimo, Ze jest ono typowym zadaniem
rozwigzywanym w szkole. Nie wiemy, ilu uczniow uzyskato 2, a ile 1 punkt za swoja odpowiedz. Uczen
otrzymywat 1 punkt, gdy tylko jedno zapisane réwnanie bylo poprawne.

W zadaniu 32., ktérego poziom wykonania réwniez nie byt zadowalajacy (37%) nalezalo wypisac
wszystkie mozliwe odpowiedzi spetniajace warunki zadania i wykaza¢, ze tych mozliwosci nie moze
by¢ wigcej. Tego typu polecenia nie pojawialy si¢ dotychczas na egzaminie gimnazjalnym. Stad by¢
moze taka fatwo$¢ wydawaloby sie prostego zadania. Trudnos¢ z jego poprawnym rozwigzaniem mogt

mie¢ tylko taki uczen, ktéry nie rozumie treéci zadania lub czyta ja nieuwaznie.

Zadanie 32. (0-4)

Uczniowie klasy III wybierali przedstawiciela do samorzadu szkolnego. Bylo troje kandydatéw: Ola,
Pawet i Romek. W klasie jest 32 uczniéw i kazdy z nich oddal jeden wazny glos. Zwyciezyta Ola,
uzyskujac mniej niz polowe gloséw. Reszta glosow rozlozyla sie réwno miedzy pozostatych kandydatow.
Ile gloséw otrzymata Ola, a po ile pozostali kandydaci?

Znajdz i wypisz wszystkie mozliwosci. Uzasadnij, Ze nie ma wiecej.

Zgodnie z opublikowanym kluczem punktowana byta kazda z dwéch mozliwych odpowiedzi oraz
uzasadnienia, ze nie ma ich wiecej. Wydaje si¢, Ze wlasnie zapisanie sensownego uzasadnienia moglo

stanowic dla uczniéw najwiekszy problem.

W raporcie Osiggnigcia uczniow kotniczgcych gimnazjum w roku 2011 omoéwione s3 zarowno te
zadania, ktore okazaly si¢ dla ucznidow latwe, jak i te, z ktorymi mieli wigcej klopotéw. Do zadan trud-
niejszych nalezaly - tradycyjnie — otwarte zadania matematyczne oraz dwa zadania zamkniete.

Wedlug autoréw raportu zadanie 4. sprawdzalo umiejetnos$¢ postugiwania si¢ jezykiem symboli
i wyrazen algebraicznych, a zadanie 5. stosowania technik twdrczego rozwigzywania probleméw. Oba

dotyczyly tekstu informujacego o wynikach wyboréw na przewodniczgcego samorzadu szkolnego.

Informacje do zadan 4.1 5.
W wyborach na przewodniczacego samorzadu szkolnego kandydowalo czworo uczniéw. Kazdy

wyborca oddal jeden wazny glos. Ala otrzymala 25 gltoséw, a Basia 15 gloséw. Na Michata glosowalo

¥ pozostalych osob, a reszta glosow przypadta Oli.

Aby rozwigza¢ oba zadania uczen przede wszystkim powinien zrozumiec tres¢ tej informacji. Brak

danych o liczbie 0s6b glosujacych lub liczbie 0séb, ktore glosowaly na Ole nie pozwolil, co byloby w tym

98 O umiejetnosciach matematycznych uczniow



zadaniu naturalne, obliczy¢ ile gloséw otrzymat kazdy z kandydatow, a wiec, ktéry z nich wybory wy-
gral. Zadanie 4. wymagalo zapisania wyrazenia algebraicznego pozwalajacego uzalezni¢ liczbe gloséw

oddanych na Michala od liczby glosujacych.

Zadanie 4. (0-1)
Ktére wyrazenie przedstawia liczbe oséb glosujacych na Michala, jesli w glosowaniu brato udzial # os6b?
A.%n-16 B. %sn-16 C. ¥n-40 D. ¥n-24

Wszystkie zaproponowane odpowiedzi zawieraly wyrazenie algebraiczne bez nawiaséw. Jezeli wigc,
co bardzo prawdopodobne, uczen zapisal wyrazenie zawierajace nawias: %5(1-40), to musial jeszcze prze-
ksztalcic je tak, aby nie byto nawiasu - co mogto sprawi¢ mu kolejng trudnos¢. Ilu uczniéw nie poradzito
sobie z przeksztalceniem wyrazenia, a ilu nie umiato go nawet zapisa¢, nie dowiemy sie¢ z raportu, bo au-
torzy nie podaja, jak rozkladaly si¢ wybierane odpowiedzi. Wiadomo tylko, ze zaledwie 14% odpowiedzi
bylo prawidlowych, co oznacza, Ze z rozwigzaniem tego zadania nie poradzilo sobie az 86% piszacych
egzamin.

Zadanie 5. dotyczylo stosowania technik tworczego rozwigzywania probleméw. Podano w nim
liczbe 0sdb glosujacych w wyborach, wigc uczen mégt nie odwotujac si¢ do zapisu symbolicznego od-
czyta¢ zadanie i obliczy¢ liczbe glosow oddanych na poszczegdlnych kandydatéw, operujac liczbg glo-
sujacych. Dlatego pewnie to zadanie zostalo prawidlowo wykonane przez wigksza niz poprzednie grupe

0s06b piszacych egzamin (okolo 45%).

Zadanie 5. (0-1)
Kto zajal trzecie miejsce w wyborach, jesli w glosowaniu wzieto udziat 120 os6b?
A. Ala. B. Basia. C. Michal. D. Ola.

Kolejne trzy zadania matematyczne, z ktérymi trudno bylo uczniom sobie poradzi¢, sg skupione
wokot jednej informacji o réznych taryfach optat telefonicznych. Taryfy réznig si¢ oplata abonamento-
wa i oplatami za jedng minute polaczenia. Latwo jest zauwazy¢, ze przy wyzszym koszcie abonamentu

koszt jednej minuty jest nizszy.

Informacje do zadan 28.-30.
Pewna firma telekomunikacyjna proponuje uzytkownikom telefonéw komoérkowych cztery taryfy:
A, B, C, D. Miesieczny rachunek telefoniczny jest sumg kwoty abonamentu i kosztu rozméw wediug

podanych w tabeli stawek.

Taryfa A B C D
Abonament miesieczny w zi 20 40 80 120
Koszt jednej minuty polaczenia w zt 1,10 0,75 0,60 0,40
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W zadaniu 28. uczen otrzymuje dodatkowa informacj¢ o bezplatnych minutach i ma obliczy¢

wysokos¢ rachunku.

Zadanie 28. (0-2)
Pan Kowalski wybral taryfe C. W marcu otrzymal w promocji 120 bezplatnych minut. Jaka jest wyso-
kos¢ miesiecznego rachunku telefonicznego, jesli taczny czas pofaczen wykonanych przez pana Kowal-

skiego w marcu wynidst 300 minut? Zapisz obliczenia.

W tresci zadania podano z jakiej taryfy nalezy skorzysta¢. Zadanie nie wydaje si¢ trudne, ale
uczniowie otrzymali za nie tylko 38% mozliwych do uzyskania punktéw. Wedtug dostepnego na stro-
nie CKE sposobu punktowania zadan uczen otrzymywal maksymalng liczbe punktéw (2 punkty), gdy
calkowicie prawidtowo rozwigzal zadanie, a 1 punkt, gdy przy prawidtowej metodzie rozwigzania po-
petnit blad rachunkowy. Poziom wykonania tego zadania $wiadczy o tym, Ze nie tylko btedy rachunko-
we s3 przyczyna otrzymania mniejszej liczby punktow.

Nizej zamieszczone odpowiedzi uczniowskie pokazuja, jakiego rodzaju bledy w metodzie rozwia-

zania uczniowie popetniali.

Autor tego rozwigzania mimo, ze prawidlowo odjat liczbe bezplatnych minut od calego czasu po-
taczen, a nastepnie pomnozyt otrzymany wynik przez koszt jednej minuty w odpowiednio wybranej
taryfie, to nie byl w stanie doprowadzi¢ rozwigzania zadania do konca zgodnie z zalozonym planem.
Zamiast doda¢ otrzymany iloczyn do kosztu abonamentu, nie wiedzie¢ czemu wykonat odejmowanie,
odliczajac od kosztu 180 minut abonamentu. Wida¢, ze uczen nie poradzit sobie z przeprowadzeniem
planu rozwigzania zadania, chociaz wyjasnienia, ktore stosuje $wiadczg o tym, Ze pierwsze dwa kroki
wykonat §wiadomie.

Kolejne zadania dotyczace tego samego tekstu okazaly sie jeszcze trudniejsze.

W zadaniu 29. nalezalo poréwnac¢ wysoko$¢ rachunku w dwoéch taryfach przy liczbie minut nie

mniejszej niz 200.

Zadanie 29. (0-2)
Ktoéra z taryf: C czy D jest korzystniejsza, jezeli miesieczny czas polaczen jest nie mniejszy niz

200 minut? Zapisz obliczenia.
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Autorzy zadania domagali si¢ zapisania obliczen, chociaz fatwo mozna sprawdzi¢ (nawet pamie-
ciowo), ze przy 200 minutach koszty rachunku w obu taryfach bedg jednakowe, a korzystniejsza przy
wiekszej liczbie minut bedzie taryfa zakladajaca mniejszy koszt jednej minuty polaczenia. Uczen mogt
wiec fatwo zauwazy¢ — postugujac si¢ intuicja wlasnosdci funkcji liniowej - ze koszt rachunku w taryfie
D ro$nie wolniej niz koszt rachunku w taryfie C i odpowiedzie¢, ze korzystniejsza jest taryfa D.

Z opublikowanego przez CKE klucza ponownie nie dowiemy sie, jak takie rozwigzanie bytoby
punktowane. Wsrdd przyktadowych rozwigzan sg tylko takie, ktére zawieraja obliczenia wysokosci ra-
chunku przy 200 minutach i dowolnie wybranej, wigkszej niz 200 liczby minut. Nie ma tam przykiado-
wego rozwigzania zawierajacego schematyczny wykres zaleznosci liniowych zawartych w obu taryfach.
Klucz punktowania opracowywany jest na podstawie spotykanych uczniowskich rozwiagzan. Nalezy
zatem sadzi¢, ze uczniowie rozwigzania ilustrowanego rysunkami nie przedstawiali, chociaz w pro-
gramach nauczania matematyki w gimnazjum jest odczytywanie i sporzadzanie prostych wykresow
i diagramoéw.

Jeszcze gorzej uczniowie wykonali zadanie 30. Nalezalo w nim obliczy¢, przy jakiej liczbie minut

korzystniejsza od B bedzie taryfa A. Poziom wykonania tego zadania wyniost zaledwie 20%.

Zadanie 30. (0-2)
Ile pelnych minut potaczen mozna maksymalnie wykona¢ w ciggu miesigca, aby rachunek

telefoniczny w taryfie A byl nizszy niz w taryfie B? Zapisz obliczenia.

Przedstawione w kluczu punktowania przyklady rozwigzan zawieraja ciag dzialan prowadzacych
do wyliczenia przy jakiej liczbie minut rachunki w obu taryfach beda jednakowe lub nieréwnosci, kto-
rych rozwigzanie prowadzi do odpowiedzi, przy jakiej liczbie minut koszt rachunku w taryfie A bedzie
mniejszy niz w taryfie B.

Zgodnie z kluczem przy calkowicie prawidfowym rozwigzaniu uczen otrzymuje 2 punkty, 1 punkt
przyznawany jest wtedy, gdy uczen prowadzi poprawne rozumowanie, ale popetnia btagd rachunkowy
lub gdy jego obliczenia prowadza do rozstrzygniecia, przy jakiej liczbie minut taryfa A jest korzystniej-
sza, ale uczen nie potrafi tego wyniku zinterpretowa¢ prawidtowo.

Analiza kilku prac uczniowskich pozwala stwierdzi¢, jak trudno bylo uczniom opracowac strategie
rozwigzania tego zadania.

Zacznijmy od sposobow rozwigzania, ktérych sens trudno jest dostrzec.
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Zadanie 30. (0-2)
Ile petnych minut polaczenn mozna maksymalnie wykonaé w ciggu miesigca, aby rachunek

telefoniczny w taryfie A byl nizszy niz w taryfie B? Zapisz obliczenia.

Zadanie 30. (0-2)
Ile pelnych minut polaczen mozna maksymalnie wykona¢ w ciggu miesigca, aby rachunek

telefoniczny w taryfie A byl nizszy niz w taryfie B? Zapisz obliczenia.

Zadanie 30. (0-2)
Ile pelnych minut potaczen mozna maksymalnie wykona¢ w ciggu miesigca, aby rachunek

telefoniczny w taryfie A byl nizszy niz w taryfie B? Zapisz obliczenia.
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Pora na przypadkowe dzialania, w ktérych uczen oblicza réznic¢ miedzy abonamentami w obu

taryfach, a potem dzieli jg przez koszt minuty w taryfie A.

Zadanie 30. (0-2)
Ile pelnych minut potaczen mozna maksymalnie wykona¢ w ciggu miesigca, aby rachunek

telefoniczny w taryfie A byl nizszy niz w taryfie B? Zapisz obliczenia.

Zadanie 30. (0-2)
Ile pelnych minut potaczen mozna maksymalnie wykona¢ w ciggu miesigca, aby rachunek

telefoniczny w taryfie A byl nizszy niz w taryfie B? Zapisz obliczenia.

Niektorzy uczniowie probuja réwniez metodg kolejnych préb dotrze¢ do liczby minut polfaczenia,

przy ktérych taryfa A przestaje by¢ korzystniejsza od taryfy B. Mogloby to §wiadczy¢ o tym, Ze majg oni
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$wiadomos¢, ze wyrazone poprzez przedstawione w tabelce dane koszty w obu taryfach nie rosng tak
samo szybko przy wzroscie liczby minut polaczenia. Kolejny przyklad rozwigzania wskazuje na taka

metode, niestety jest ona przeprowadzona niekonsekwentnie.

Jest rowniez przyklad rozwigzania, w ktdrym uczen oblicza réznice migdzy abonamentami i kosz-

tami jednej minuty polaczenia w obu taryfach, ale nie wie, co dalej mozna z nimi zrobic.

Zadanie 30. (0-2)

Ile petnych minut polaczen mozna maksymalnie wykonaé w ciggu miesigca, aby rachunek
telefoniczny w taryfie A byl nizszy niz w taryfie B? Zapisz obliczenia.

W egzaminie 2011 bardzo trudne okazalo si¢ réwniez zadanie 35., ktére w zamierzeniu auto-

réw testu mialo sprawdza¢ tworzenie i realizacje planu rozwigzania. Poziom wykonania tego zadania

wynidst 26%.

Zadanie 35. (0-4)

Ania ulepifa kuliste koraliki o $rednicy 1 cm, wykorzystujac catkowicie dwa kawatki modeliny. Kazdy
z kawatkow modeliny mial ksztal walca o $rednicy 2 cm i wysokosci 6 cm. Ile koralikow ulepita Ania?

Zapisz obliczenia.

Sposéb punktowania tego zadania byl skomplikowany, poniewaz za prawidlowe i catkowite roz-
wigzanie uczen otrzymywal az 4 punkty. Z analizy sposobu punktowania mozna wywnioskowac¢, ze
uczen otrzymywal punkt, gdy obliczal objeto$¢ przynajmniej jednej z bryt: kuli lub walca, 2 punkty,
gdy mylil sie uzywajac zamiast dtugosci promienia dtugosc¢ srednicy. Trzy punkty, gdy popelnil jedynie

btad rachunkowy. Btedy rachunkowe zdarzaly si¢ prawdopodobnie czgsto, poniewaz uczniowie na ogo6t
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niechetnie uzywaja w obliczeniach symbolu n, zastepujac go przyblizeniem 3,14, co powoduje o wiele
bardziej skomplikowane rachunki i stwarza wigkszg mozliwos¢ popelnienie btedu. Uczniom o wiele

tatwiej przychodzi zabranie si¢ do zmudnych wyliczen niz pomyslenie, jak mozna by ich uniknac.

Zadanie 35. (0-4)
Ania ulepifa kuliste koraliki o $rednicy 1 cm, wykorzystujac catkowicie dwa kawatki modeliny. Kazdy
z kawatkow modeliny mial ksztal walca o $rednicy 2 cm i wysokosci 6 cm. Ile koralikow ulepita Ania?

Zapisz obliczenia.

Dodatkowsg i chyba najwazniejszg trudnoscig w tym zadaniu byta matematyzacja przedstawione;j
sytuacji. Uczniowie powinni postuzy¢ sie w zadaniu pojeciem objetosci, ktora pozostawata niezmienna
w czasie lepienia z plasteliny, podczas gdy zmienial si¢ ksztalt powstajacych bryt. Rzadko w czasie nauki
szkolnej uczniowie maja doczynienia z zadaniami, w ktérych nie jest podane, o jaka wielko$¢ chodzi,
czy aby rozwigzac zadanie trzeba obliczy¢ pole powierzchni bryty albo jej objetos¢.

Uczniowie prezentowali rozwigzania, w ktérych mozna dostrzec nieumiej¢tnos¢ dopasowania

odpowiedniego modelu matematycznego do sytuacji przedstawionej w zadaniu.
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Najtrudniejsze w egzaminie gimnazjalnym 2011 okazalo si¢ zadanie dotyczace chemii, w ktérym
nalezalo napisa¢ réwnanie reakcji chemicznej w opisanym doswiadczeniu. Symbole substancji wzie-
tych do tego do$wiadczenia dane byly w tresci zadania. Sprawdzalo ono - zgodnie z opisem w sprawoz-
daniu z wynikéw egzaminu i zapisami w standardach wymagan egzaminacyjnych - postugiwanie si¢
jezykiem symboli i wyrazen algebraicznych. Symbole pierwiastkow i zwigzkéw chemicznych, a przede
wszystkim odczytywanie, rozumienie i zapisywanie rownan reakcji chemicznych jest dla polskich

uczniéow niezwykle trudne.

Z analizy raportéw z egzaminéw gimnazjalnych, zadan umieszczonych w arkuszach egzamina-
cyjnych i kluczy punktowania oraz przyktadéw prac uczniowskich wynika, Ze uczniowie gimnazjum
wykazujg znaczne braki w umiejetnosciach matematycznych. Na egzaminach najslabiej wypadaja
zadania wymagajace opracowania strategii rozwiazania i przeprowadzenia kolejnych jej krokow.
Nieumiejetnos¢ operowania jezykiem symbolicznym objawia si¢ trudnosciami w zapisywaniu
przedstawionych w zadaniu sytuacji za pomoca réwnan, nieréwnosci i ukladéw réownan. Sporej
grupie piszacych egzamin gimnazjalny nie udaje si¢ dobra¢ odpowiedniego modelu matematyczne-
go do zalezno$ci zapisanych w tresci zadania. Czeste bledy rachunkowe powodowane sg nieumiejet-
noscig szacowania wyniku i przewidywania jego rzedu wielkosci oraz niestarannoscig w zapisie liczb.
Gimnazjalisci maja klopoty ze stosowaniem jednostek miar réznych wielkosci oraz z zamiang jedno-
stek. Osobny i powazny problem stanowi bezkrytyczne podejscie do otrzymanego wyniku i brak
potrzeby skonfrontowania go z warunkami zadania®. Niski poziom tych umiejetnosci ma wplyw na

trudnosci na dalszych etapach edukacji nie tylko matematycznej a takze w Zyciu codziennym.

¥ Moze to by¢ efekt innego, niz by$my chcieli, rozumienia przez czes¢ ucznidw, co to znaczy rozwiazaé zadanie, por. s. 71.



2.6. O umiejetnosciach matematycznych polskich maturzystéw
Elzbieta Jabtoriska

W Polsce 80% absolwentéw gimnazjéw kontynuuje nauke w szkotach ponadgimnazjalnych, ktd-
re koncza si¢ maturg. Prawie wszyscy absolwenci liceéw ogolnoksztalcacych oraz profilowanych przy-
stepuja do tego egzaminu, rzadziej czynig to absolwenci technikéw. Matura pisemna od kilku lat jest
egzaminem calkowicie zewnetrznym, przygotowywanym i organizowanym przez Centralng Komisje
Egzaminacyjng i Okregowe Komisje Egzaminacyjne. Prace uczniéw sprawdzane s3 przez odpowiednio
przygotowanych oraz przeszkolonych egzaminatoréw z zastosowaniem obiektywnych sposobéw punk-
towania. Swiadectwo maturalne jest przepustka na studia wyzsze, a wyniki z poszczegélnych przedmio-
tow zastepuja egzaminy wstepne na uczelnie. Matematyka jako przedmiot obowigzkowy na egzaminie
maturalnym zaistniata — po raz pierwszy po 27 latach przerwy - w roku 2010. Uczniowie mogg zdawac
ja na poziomie podstawowym i rozszerzonym. Poziom podstawowy piszg wszyscy przystepujacy do eg-
zaminu w czasie 170 minut, a po przerwie przez 180 minut poziom rozszerzony tylko ci, ktérzy ztoza
wczeséniej taka deklaracje. Poziom rozszerzony wymagany jest przy przyjeciu na uniwersyteckie kierun-
ki ciste, uczelnie techniczne i niektdre ekonomiczne. Matematyke na poziomie rozszerzonym wybieraja
z reguly uczniowie, ktérych program nauki w szkole ponadgimnazjalnej obejmowatl poziom rozszerzony
z tego przedmiotu (wigkszg liczbe godzin i szersze tresci programowe).

Standardy wymagan egzaminacyjnych obejmujg umiejetnosci matematyczne uczniéow zgrupowa-
ne w pieciu obszarach:

Wykorzystywanie i tworzenie informacji;
Wykorzystywanie i interpretowanie reprezentacji;
Modelowanie matematyczne;

Uzycie i tworzenie strategii;

A e

Rozumowanie i argumentacja.

Szczegolowy opis standardéw ilustrowany przyktadami zadan znajduje si¢ w Informatorze o egza-
minie maturalnym z matematyki od 2010 r.*

Do sprawdzania prac uczniowskich stosowany jest holistyczny klucz punktowania oparty na oce-
nie, jakiego postepu uczen dokonal w drodze do catkowitego rozwigzania zadania. Egzamin uznaje
sie za zdany, gdy uczen osiggnie prog przynajmniej 30% mozliwych do zdobycia punktéw. Wyniki
egzaminu obowigzkowego z matematyki w latach 2010 i 2011 wskazaly braki waznych umiejetnosci
matematycznych absolwentdéw polskich szkét ponadgimnazjalnych. W dalszej czesci tego opracowania
znajda si¢ omowienia zadan z egzaminu maturalnego na poziomie podstawowym, ktére maturzystom

sprawily szczegolne trudnosci.

Zewnetrzny obowigzkowy egzamin maturalny z matematyki w roku 2010 zakonczyt sie sukce-

sem dla 87% zdajacych. Arkusz egzaminacyjny skiadal si¢ z 34 zadan, sprawdzajacych przede wszystkim

#  Ten informator i kolejne cytowane raporty CKE oraz arkusze i klucze na stronie http://www.cke.edu.pl/index.php?option=content&task

=view&id=10&Itemid=33
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umiejetnos¢ interpretowania tekstu matematycznego, analizowania sytuacji problemowych, tworzenia
ich opisu matematycznego, argumentowania i prowadzenia rozumowania. Zadania mialy r6zng forme.
Arkusz zawieral 25 zamknietych i 9 otwartych zadan, z ktérych szes¢ byto dwupunktowych, dwa czte-
ropunktowe i jedno pieciopunktowe. Latwos¢ zadan (stosunek liczby uzyskanych punktéw do liczby
mozliwych do uzyskania) wahata si¢ od 0,08 do 0,94. Najtrudniejszymi okazaly si¢ zadania otwarte 28.
i 30. Obydwa sprawdzaly umiejetnosci z obszaru rozumowanie i argumentacja. Za rozwiagzanie zadania

28. uczniowie otrzymali jedynie 8% mozliwych do uzyskania punktéw.

Zadanie 28. (2 pkt)
Trojkaty prostokatne rownoramienne ABC i CDE s3 potozone tak, jak na ponizszym rysunku (w obu

trojkatach kat przy wierzchotku C jest prosty). Wykaz, ze |[AD| = |BE].

C

A B

Rozwigzanie zadania polegalo na przeprowadzeniu krétkiego dowodu geometrycznego wykorzy-
stujacego ceche przystawania tréjkatéw bok-kat-bok tréjkatéow ADC i BCE. Wymagano od uczniéw
prawidlowego uzasadnienia tej cechy, logicznego i konsekwentnego przedstawienia toku rozumowania.
Z raportu o wynikach matury 2010 wynika, ze bledy uczniowskie polegaty gtéwnie na wnioskowaniu
o przystawaniu na podstawie réwnosci bokéw, korzystaniu z tezy w trakcie prowadzenia dowodu oraz
myleniu cech przystawania trojkatow z cechami podobienstwa. Akceptowane byly jednak takie rozwig-
zania, w ktérych uczen prawidlowo przedstawial wnioskowanie na podstawie cechy bok-kat-bok, ale
popetnial btad nazywajac przystawanie podobienistwem - traktowano to jako przejezyczenie.

Bardzo trudne (fatwo$¢ 0,30) okazato sie tez zadanie 30.

Zadanie 30. (2 pkt)

at+1 a+1
Wykaz, ze jedlia > 0, to >
a+1 2

Zadanie wymagalo przeprowadzenia krotkiego, nieskomplikowanego dowodu nieréwnosci. Ak-
ceptowane byly rozne sposoby prowadzenia rozumowania. Dowéd uznawano za przeprowadzony, jeze-
li uczen na przyklad doprowadzil nieréwnos¢ do postaci (« - 1)* > 0, nawet bez udzielania odpowiedzi,
ze ta nierowno$¢ spetniona jest dla kazdego a. Nie wymagano komentarzy méwigcych o rownowaznym
przeksztalcaniu nieréwnosci oraz pisania, ze obie strony mozna bez zmiany znaku nieréwnosci na

przeciwny pomnozy¢, bo liczba « + 1 jest dodatnia.

O umiejetnosciach matematycznych uczniow



Trudne okazaly si¢ réwniez cztery inne zadania otwarte. Jedno z nich, o fatwosci 0,46, wymagalo
przeprowadzenia analizy prostej sytuacji geometrycznej oraz wyznaczenia dlugosci odcinkéw potrzeb-
nych do obliczenia obwodu czworokata. Najwigcej klopotu sprawit maturzystom wlasciwy podzial tego
czworokata na trojkaty. Najczestszym bledem bylo przyjecie zalozenia, ze jeden z tych trojkatéw jest
prostokatny i réwnoramienny.

Drugie zadanie (fatwos¢ 0,47) dotyczylo obliczenia objetosci ostrostupa, ktérego krawedz boczna
byla jednoczesnie wysokoscig ostrostupa. Zasadnicza trudnoscig bylo obliczenie pola powierzchni pod-
stawy. Aby maturzysta mégt rozwigzac¢ zadanie, musial zaplanowac i przeprowadzi¢ kilka kolejnych
krokow. Celem zadania byto wiec sprawdzenie, jak uczen radzi sobie z tworzeniem strategii rozwigza-
nia zadania.

W trzecim zadaniu, ktére okazalo si¢ jeszcze trudniejsze (fatwos¢ 0,34), nalezato obliczy¢ prawdo-
podobienstwo zdarzenia przy dwukrotnym rzucie kostka szescienng. Tym razem maturzysci mieli spory
klopot z zastosowaniem odpowiedniego modelu probabilistycznego, przedstawieniem zbioru zdarzen ele-
mentarnych i zliczeniem, ile jest zdarzen elementarnych sprzyjajacych rozwazanemu zdarzeniu.

Czwarte zadanie (fatwos¢ 0,44) dotyczylo réwniez modelowania matematycznego. Sytuacje przed-
stawiong w zadaniu nalezalo przedstawi¢ w postaci ukladu réwnan, po czym przeksztalci¢ ten uklad
doprowadzajac do réwnania kwadratowego z jedng niewiadomga, ktére nastepnie nalezato rozwiazac.
Dodatkows trudno$¢ stanowilo tu istnienie dwoch réznych rozwigzan - zostalo to zasygnalizowane

w tresci zadania poleceniem ,,podaj wszystkie mozliwe odpowiedzi”.

Autorzy czesci raportu poswigconej matematyce w podsumowaniu zwracaja uwage na to, ze w ar-
kuszu egzaminacyjnym na poziomie podstawowym oprdcz zadan rutynowych, w ktérych nalezato
skorzysta¢ z gotowych schematoéw i algorytméw znalazly si¢ takze zadania wymagajace rozumowa-
nia i argumentacji. Ten obszar umiejetnosci stanowi kwintesencje matematyki, zasadne jest wigc, aby
w przyszlosci zadania tego typu pojawialy sie na maturze z matematyki na poziomie podstawowym.

Nalezy mie¢ nadzieje, ze sprawi to, iz w nauczaniu matematyki akcenty zostang przeniesione

z opanowywania algorytmow, wzoréw i schematéw na umiejetnos¢ matematycznego myslenia.

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie podstawowym w roku 2011 zdato 79% do niego
przystepujacych. Arkusz egzaminacyjny sktadat sie z 33 zadan, z ktérych 23 byly zamknigte a 10 otwar-
tych. Latwosci zadan miescily si¢ w przedziale od 0,07 do 0,91. Najtrudniejsze okazaly si¢ dwa zadania
otwarte: 25. i 29. Podobnie jak w roku 2010 obydwa dotyczyly umiejetnosci z obszaru rozumowanie
i argumentacja.

Za rozwigzanie zadania 25. uczniowie uzyskali 12% mozliwych do uzyskania punktéw.

Zadanie 25. (2 pkt)
Uzasadnij, ze jezelia+ b=1ia*+ b*=7,toa* + b4 = 31.
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Zadanie wymagalo przeprowadzenia konsekwentnego i przemyslanego, cho¢ raczej prostego rozu-
mowania opartego na przeksztalcaniu wyrazen algebraicznych.
Najtrudniejsze (fatwos¢ 0,07) bylo zadanie 29., wymagajace przeprowadzenia prostego dowodu

geometrycznego.

Zadanie 29. (2 pkt)
Dany jest czworokat ABCD, w ktérym AB||CD. Na boku BC wybrano taki punkt E,
ze |[EC| = |CD| i |[EB| = |BA|. Wykaz, ze kat AED jest prosty.

Rozwiazujac je nalezalo przeprowadzi¢ rachunek na miarach katéw, stosujac wlasnosci trapezu
i trojkatow rownoramiennych. Na uwage zastuguje fakt, ze w 91% prac zadanie to bylo opuszczone.
Autorzy czesci poswieconej matematyce w raporcie o wynikach matury w 2011 r. ze sporym zdzi-

wieniem zauwazajg, ze wérdd zadan trudnych znalazlo si¢ zadanie zamkniete 19. (fatwos¢ 0,40).

Zadanie 19. (1 pkt)
Styczna do okregu (x - 1)* + y* - 4 = 0 jest prosta o réwnaniu
Ax=1 B.x=3 C.y=0 D.y=4

Aby je rozwigzac nalezalo znac pojecie stycznej do okregu i narysowac okreslone wzorem figury:
okrag oraz proste lub przeprowadzi¢ elementarne podstawienia.
Inne trudne zadanie zamknigte (fatwos¢ 0,41) wymagalo zastosowania twierdzenia o kacie wpisa-

nym i srodkowym opartych na tym samym tuku.

Zadanie 16. (1 pkt)
Punkt O jest srodkiem okregu. Kat wpisany o ma miare

B

<X

' (160 c

A. 80 B. 100 C. 110 D. 120
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Prawdopodobnie uczniowie nie zauwazyli, ze kat wpisany ABC jest oparty na tym samym tuku,
co srodkowy kat wklesty AOC, a nie kat wypukly AOC o mierze 160°".
Obydwa te zadania zamkniete dotyczyly umiejetnosci z obszaru wykorzystywanie i interpretowa-

nie reprezentacji.

W podsumowaniu raportu z egzaminu maturalnego z matematyki czytamy, ze polscy maturzysci
dobrze radzg sobie z zadaniami typowymi o malym stopniu zlozonosci. W zadaniach niealgorytmicz-
nych zdajacy egzamin na poziomie podstawowym mieli problemy z analizg i doborem wlasciwej meto-
dy rozwigzania. Zaréwno na poziomie podstawowym, jak i rozszerzonym trudne okazaly si¢ zadania
wymagajace przeprowadzenia rozumowania i wnioskowania. Poziom umiejetnosci piszacych mature
jest bardzo zréznicowany, czestym mankamentem jest niedostateczna sprawnos¢ w przeksztatcaniu
wyrazen algebraicznych i bledy rachunkowe przy rozwigzywaniu réwnan, a takze brak krytycznego

spojrzenia na otrzymane wyniki i konfrontacji ich z warunkami zadania.

Wryniki matury 2010 pokazaly, a matury 2011 to potwierdzily, zZe absolwenci naszych szkot
ponadgimnazjalnych dobrze radza sobie z typowymi zadaniami, natomiast zadania niealgoryt-
miczne, wymagajace przeprowadzenia rozumowania, opracowania i realizacji metody rozwigzania

stwarzajg im zdecydowanie wi¢ksze trudnosci.






Rozdziat 3.
W drodze do celu:
Dlaczego tu jesteSmy?






3. W drodze do celu: Dlaczego tu jestesmy?
Mirostaw Dgbrowski

Matematyki mozna si¢ uczy¢ w dwojaki sposob*:

* na poziomie rozumienia instrumentalnego (algorytmicznego): uczen wie, jaki schemat w danej

sytuacji nalezy zastosowac

* na poziomie rozumienia relacyjnego: uczern dostrzega zwigzki miedzy poznawanymi pojeciami

i rozumie, dlaczego stosowane przez niego procedury funkcjonujg w taki, a nie inny sposob.

Ten pierwszy rodzaj rozumienia pozwala uczniom na mniej lub bardziej bezpieczne radzenie sobie
z typowymi, raczej prostymi, zadaniami. Ten drugi pozwala budowa¢ dziecku strukture jego wiedzy
matematycznej.

Prowadzone badania: migdzynarodowe i krajowe oraz egzaminy zewnetrzne na kazdym z trzech
poziomoéw: sprawdzianu, egzaminu gimnazjalnego i matury przekazuja dokladnie taki sam komunikat
o0 sposobie rozwijania umiej¢tnosci matematycznych uczniéw w naszej szkole — na kazdym jej szczeblu

- 10 jego skutkach:

polscy uczniowie, niezaleznie od etapu ksztalcenia, opanowuja, czesto do perfekcji, umiejet-
nos$¢ rozwigzywania typowych zadan wedle utrwalonego schematu postepowania i maja ogromne
trudnosci, gdy nalezy zastosowac posiadana wiedz¢ matematyczna w nowej, nietypowej z ich punk-
tu widzenia, sytuacji.

Nasza szkola uczy matematyki w sposob instrumentalny, na ogé! zupelnie pomijajac kwestie jej
relacyjnego rozumienia. W efekcie, nasi uczniowie czesto nie rozumieja, co i dlaczego robig. Aby to
ukry¢, budujg sobie wlasne strategie pokonywania trudnosci, ktdre czgsto nie maja zadnego zwigzku
z tym, czego chcieli$my ich nauczy¢. W nowych sytuacjach okazuja si¢ bezradni i wielu z nich rezygnuje
z jakiejkolwiek proby znalezienia rozwigzania — wyuczona przez szkole bezradnos¢ dochodzi do glosu.

Dlaczego tak si¢ dzieje? Co decyduje o takiej szkolnej matematycznej rzeczywistosci?

Zeby poszuka¢ odpowiedzi na te pytania, ,,oddajmy glos” nauczycielom klas 1-3. W trzech edy-
cjach badan umiejetnosci trzecioklasistéw — w latach 2006, 2008 i 2010°° badano opinie nauczycieli
o celach edukaciji jezykowej i edukacji matematycznej oraz sposobach ich realizacji. Nauczyciele usto-
sunkowywali si¢ do kilkudziesieciu podanych stwierdzen na czterostopniowej skali: zdecydowanie tak,
raczej tak, raczej nie, zdecydowanie nie.

Zobaczmy, jakie przekonania ksztaltuja prace nauczycieli w trakcie rozwijania u dzieci umiejetno-
$ci matematycznych. Skupmy sie, np. na sztuce rozwigzywania zadan tekstowych, jednej z najistotniej-

szych umiejetnosci matematycznych:

# Np. Skemp R.R., Relational Understanding and Instrumental Understanding, Mathematics Teaching 77, 20-26, (1976).

Por. Dabrowski M., Zytko M. (red.), Badanie umiejgtnosci podstawowych uczniéw trzecich klas szkoly podstawowej, cz. 1: Raport
z badat ilosciowych, CKE, Warszawa 2007, cz. II: Konteksty szkolnych osiggniec¢ uczniow. CKE, Warszawa 2008; Dabrowski M. (red.),
Trzecioklasista i jego nauczyciel. Raport z badati ilosciowych 2008. CKE, Warszawa 2009; Dabrowski M. (red.), Trzecioklasista 2010.
Raport z badan ilosciowych 2010. CKE, Warszawa 2011.
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* 55,3% badanych nauczycieli nauczania poczatkowego zgadzalo sie z tym, ze: Uczgc si¢ matema-
tyki dziecko powinno przede wszystkim uwaznie stuchac nauczyciela i powtarzac jego czynnosci.

* Nieco wigcej, bo 64,2%, potwierdzalo, ze: Przed rozwigzaniem zadania tekstowego dzieci muszg
poznac metode jego rozwigzania.

» Z akceptacja az 78,2% ankietowanych spotkalo si¢ stwierdzenie: Podstawowym zadaniem nauczy-
ciela jest staranne Humaczenie dzieciom, w jaki sposéb majg rozwigzywac zadania réznych typow.

» Roéwnie popularna wérdd nauczycieli byla takze opinia, ze: Jesli chcemy, aby uczniowie opanowali
umiejetno$¢ rozwigzywania zadan tekstowych, musimy przerobi¢ z nimi duzq liczbe typowych

zadan - zgodzilo si¢ z nig az 78,9% badanych.

Jaki obraz lekcji matematyki wytania sie z tych przekonan?

Doktadnie taki, jaki znamy z codziennosci polskiej szkoly: to nauczyciel prezentuje gotowe me-
tody postepowania, a podstawowym zadaniem ucznidw jest przede wszystkim ich mechaniczne
utrwalenie - najczesciej dzigki wykonaniu serii podobnych, typowych zadan ,,pasujacych” do utrwa-

lanego schematu.

W przypadku zadan tekstowych mozna, oczywiscie, wyrdzni¢ kilkanascie podstawowych ich
kategorii i poda¢ uczniom metody ich rozwigzywania. Takie podej$cie ma nawet pewne ,,praktyczne”
zalety — daje szanse, ze cze$¢ dzieci poradzi sobie z zadaniami ,,utrwalonych” typéw, np. na popular-
nych w naszych szkotach testach kompetencji.

To podejscie ma jednak przede wszystkim bardzo powazne wady:

» wzmacnia i utrwala jako podstawowg czy nawet jedyng strategie intelektualna, strategie przypo-

minania

* co, wefekcie, wypacza i degeneruje sens umiejetno$ci rozwigzywania zadan tekstowych — i w ogo-

le nauczania matematyki.

Sam zwyczaj szukania ,,gotowca” w pamieci nie jest niczym nagannym. Szkodliwe sie to staje dopiero
wtedy, gdy ta strategia jest jedynym narzedziem intelektualnym stosowanym przez ucznia. Prowadzi to
bowiem szybko do tego, Ze dziecko jest w stanie poradzi¢ sobie tylko z tymi zadaniami, ktére poprawnie
rozpozna: Prosze Pani, czy to jest na mnoZenie? i do ktérych ,wzér” posiada w pamieci. Ale co wowczas, je-
8li rozpozna typ zadania Zle, albo nie rozpozna wcale? W tym drugim przypadku najczesciej albo stosuje
rdzne, opisane wczesniej, strategie obronne, albo tez nie podejmuje proby rozwigzania zadania.

Rozwigzanie serii typowych, podobnych zadan, wbrew powszechnym obiegowym opiniom,
nie pomaga opanowac umiejetnosci rozwigzywania zadan, ale wrecz uniemozliwia jej zdobycie! Jedy-
nym efektem Zzmudnego powtarzania tych samych czynnosci podczas rozwigzywania serii podobnych
zadan jest co najwyzej bezmyslne zapamietanie sekwencji wykonywanych dziatan. Ale dlaczego je sie
wykonuje? Dlaczego wynik jest tym szukanym? Tego juz uczen, niestety, nie wie — ani §ladu relacyjne-
go rozumienia matematyki. Zamiast rzeczywistych umiej¢tnosci, w ostatecznym rozrachunku udzia-

tem dziecka staje si¢ kilka schematdéw, brak wiary we wlasne sity i intelektualna bezradno$¢™.

51

Por. np. Klus-Staniska D., Nowicka M., Sensy i bezsensy edukacji wezesnoszkolnej. WSiP, Warszawa 2005.
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Wréémy do wezesniej postawionych pytan. Wydaje sie, Ze najwazniejszym czynnikiem, ktory
w zdecydowany sposob wplywa na styl nauczania matematyki w polskich szkolach jest tradycja
edukacyjna, zgodnie z ktéra uczen wie tylko to, czego si¢ dowiedzial od doroslych: nauczycieli i ro-
dzicow. Wierzac w to, staramy sie caly wysilek intelektualny wykona¢ za ucznia, dostarczajac mu goto-
wych wzorcow do nasladowania, zeby ,tatwiej mogt si¢ nauczy¢”. Pozostaje pytanie: czego?

Kazdy z nas, takze przyszli nauczyciele i rodzice, spotyka si¢ z tg tradycja najpierw jako uczen
podczas pobytu w szkole. Przygotowanie nauczyciela do zawodu jest na tyle krétkie®, ze nie zawsze
moze to juz utrwalone nastawienie skutecznie zmieni¢. Na to wszystko nakladajg sie jeszcze bardzo
tradycyjne podreczniki i inne materialy edukacyjne, tradycyjny - w swych przekonaniach i oczeki-
waniach - nadzdr, oraz rodzice, ktérzy znajg tylko taka szkole, do jakiej sami chodzili, czyli naprawde
bardzo tradycyjng. W efekcie, tylko najbardziej zdeterminowani nauczyciele potrafig wyrwac sie z tego
»zakletego kregu”, szukajac innych form pracy na lekcji, lepiej dopasowanych do rzeczywistych potrzeb
i mozliwosci dzieci. Trzeba si¢ zgodzi¢ ze stwierdzeniem, ze takze sami nauczyciele s, podobnie jak ich
uczniowie, ofiarami tej tradycji*’.

Az 80,0% nauczycieli nauczania poczatkowego uwaza, ze ich uczniowie nie maja jeszcze na tyle roz-
winietej wyobrazni przestrzennej, aby moéc na zajeciach zajmowac si¢ brytami. By¢ moze tylko te pozosta-
le 20,0% uswiadomilo sobie, ze klocki, pudetka, itp. to modele wlasnie bryl, z ktérymi dzieci obcujg prawie
od samych narodzin. Ponad potowa badanych (53,7%) jest przekonana, Ze najwazniejszym celem edukacji
matematycznej w klasach 1-3 jest zapoznanie dzieci z symbolami matematycznymi, a jeszcze wigcej, bo az
93,8% wierzy w to, ze grafy i drzewka, ktére maja silnie symboliczny charakter, pomagaja w rozumieniu

matematyki. Kolejny przejaw naszej matematycznej tradycji edukacyjne;j.

Kazde zadanie, w tym takze tekstowe, mozna rozwigza¢ na wiele sposobéw i na réznych pozio-
mach formalnej komplikacji. Mozna wykona¢ odpowiednig symulacj¢, mozna pomoc sobie rysunkiem,
mozna wreszcie siegnac po takie czy inne obliczenia. Kazdy poprawny, tzn. prowadzacy do podania
wlasciwej odpowiedzi na postawione w zadaniu pytanie, sposdb rozwigzania zadania jest — z matema-
tycznego punktu widzenia — jednakowo dobry.

Rozwigzania ,,przez dzialanie” (enaktywne) oraz ,przez rysunek” (ikoniczne) wynikaja w natural-
ny sposob z tresci zadania i dos§wiadczen dziecka. Rozwigzanie ,,przez obliczenie” (symboliczne) wyma-
ga umiejetnosci dokonania matematyzacji sytuacji opisanej w zadaniu — wymaga zastapienia czynnosci
czy stanu opisanego w zadaniu odpowiednim dzialaniem czy serig dziatan. Wymaga takze rozumienia
uzywanych symboli i zasad postugiwania si¢ nimi. Z punktu widzenia ucznia jest to zdecydowanie
najtrudniejszy i najbardziej formalny sposdb rozwigzania zadania, wymagajacy najwiekszej dojrzalosci

i najbardziej zaawansowanej wiedzy.

2 Por. takze s. 11.

% Klus-Stanska D., Mentalne zniewolenie nauczycieli wezesnej edukacji - epizod czy prawidlowosé, w: Problemy Wezesnej Edukacji
nr 1, 55-66, 2005. Klus-Stanska D., Nauczycielska tozsamosé zawodowa jako konstrukt negocjowany spolecznie, czyli o pozorach
podmiotowosci nauczyciela wczesnej edukacji, w: Waloszek D. (red.), Edukacja szkolna i wczesnoszkolna. Obszary sporéw, poszu-
kiwan, wyzwaii i doswiadczert w kontekscie zmian oswiatowych, Krakéw, Wydawnictwo Centrum Edukacyjne Blizej Przedszkola,
43-60, 2010.
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Poslugiwanie si¢ jezykiem symbolicznym to jedna z najtrudniejszych umiejetnosci matema-
tycznych rozwijanych w calym procesie ksztalcenia. Stopniowo ja doskonalgc, musimy dbac o to,
zeby dziecko przede wszystkim rozumialo, co i dlaczego robi. Tradycja uczenia matematyki, ktéra
o to wystarczajaco nie dba, prowadzi wprost do zjawiska zdegenerowanego formalizmu - uczen
»zongluje” symbolami, zupelnie nie rozumiejac ich sensu, a jego rozwoj matematyczny jest skutecznie

zastopowany.

Tradycja edukacyjna, tradycyjne systemy ksztalcenia i doskonalenia nauczycieli, niektére uwarun-
kowania prawne i organizacyjne, wiekszo$¢ podrecznikéw i innych materiatléw dydaktycznych wcigz
trzymaja polska szkole w minionej epoce, gdzie jednym z gléwnych zadan edukacji byto przygotowywa-
nie robotnikéw pracujacych w fabrykach przy tasmie produkcyjnej - powtarzajacych proste, wyuczone
czynnosci. Do polskiej szkoty z trudem dociera swiadomos$¢ coraz szybszego tempa zmian w otaczajg-
cym S$wiecie, przyrostu wiedzy - takze dotyczacej procesu ksztalcenia®. Aby uczen moglt w tym swie-
cie funkcjonowaé musi zosta¢ wyposazony — juz od najwczesniejszych etapow swojej edukacji — nie
tylko w pewien zasdb wiadomosci i schematéow do odtwarzania, ale przede wszystkim w umiejetnosé
wykorzystywania swojej wiedzy (wiadomosci i umiejetnosci) w catkiem nowych sytuacjach; nie tylko
w zasob informacji, ale przede wszystkim w umiejetnos¢ ich wyszukiwania, selekcjonowania, przetwa-
rzania i wykorzystywania. Wspolczesna szkota musi stwarza¢ warunki do rozwijania przez uczniow
umiejetnodci komunikowania si¢ w réznorodny sposéb - takze z wykorzystaniem jezyka symbolicz-
nego. Musi stwarza¢ warunki do rozwijania umiejetnosci myslenia - takze, a moze przede wszystkim,

na lekcjach matematyki. Bez tego spoleczenstwo wiedzy pozostanie mitem.
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