UNIWERSYTET SLASKI (\
W KATOWICACH

AKTYWNY W SZKOLE - AKTYWNY W ZYCIU

WARSZTATY
pod redakcja JOANNY SAMSEL-OPALLI

KSZTALYTOWANIE KOMPETENC]I KLUCZOWYCH
W NAUCZANIU MATEMATYKI

Publikacja jest dystrybuowana bezptatnie

Projekt wspoffinansowany przez EUROPEJSKI
_ KAPITAL LUDZKI Unig Europejska w ramach FUNDUSZ SPOLECZNY

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI Europejskiego Funduszu Spotecznego




Redakcja serii: Jerzy Zioto

Sekretarze redakcji: Marek Kaczmarzyk, Aneta Szczygielska

Wydawca: Wydawnictwo Uniwersytetu Slaskiego
© Copyright by Uniwersytet Slaski, Katowice 2009
ISBN 978-83-226-1870-7

Druk i oprawa: ARF design & media, ul. Wyczétkowskiego 30, 41-902 Bytom



MODUL I

Matematyka — nauka CZy JEZYK? .o

MODUL I1
Elementy statystyki z wykorzystaniem

arkusza KalKul@CyjNego ... seseesessssessesseseesssssessssensens

MODUL III
Ocenianie kompetencji kluczowych i ksztatcenie
ich na lekcjach matematyki.

Rozwijanie myslenia matematycznego .....eoeerenens

Modut IV
Praca z tekstem matematycznym.

Matematyka drogQq do SUKCESU..nireeressnesessesessessessanesenns

Modut V
Rozwijanie kompetencji informatycznych

na lekcjach MmatemMatyKi. e

............... 7






ZALECENIE PARLAMENTU EUROPE]JSKIEGO I RADY W SPRAWIE KOMPETENC]I KLUCZOWYCH W
PROCESIE UCZENIA SIE PRZEZ CALE ZYCIE

ZALACZNIK
Bruksela, 18 grudnia 2006 r.

Kompetencje kluczowe w uczeniu sie przez cale zZycie - europejskie ramy odniesienia

Tto i cele

W zwiazku z postepujaca globalizacja Unia Europejska staje przed coraz to nowymi wyzwaniami,
dlatego tez kazdy obywatel bedzie potrzebowat szerokiego wachlarza kompetencji kluczowych, by ta-
two przystosowac sie do szybko zmieniajacego sie Swiata, w ktéorym zachodzg rozliczne wzajemne po-
wigzania.

Gléwnymi celami ram odniesienia sa:
1. oKkreslenie i zdefiniowanie kompetencji kluczowych koniecznych do osobistej samorealizacji,

bycia aktywnym obywatelem, spdjnosci spotecznej i uzyskania szans na zatrudnienie w spote-
czenstwie wiedzy,

2. wspieranie dziatan zmierzajacych do zapewnienia mtodym ludziom po zakonczeniu ksztatcenia
i szkolenn kompetencji kluczowych w stopniu przygotowujacym ich do dorostego zycia i stano-
wigcym podstawe dla dalszej nauki i zycia zawodowego oraz zapewnienia dorostym mozliwosci
rozwijania i aktualizowania ich kompetencji kluczowych w ciggu catego zycia,

3. dostarczenie twdrcom polityki, instytucjom edukacyjnym, pracodawcom oraz osobom uczacym
sie narzedzia referencyjnego na poziomie europejskim, aby utatwi¢ starania na rzecz osiagnie-
cia wspolnie uzgodnionych cel6w na szczeblu krajowym i europejskim.

Kompetencje kluczowe

Kompetencje sa definiowane jako potgczenie wiedzy, umiejetnosci i postaw odpowiednich do sytu-
acji. Kompetencje kluczowe to te, ktérych wszystkie osoby potrzebuja do samorealizacji i rozwoju
osobistego, bycia aktywnym obywatelem, integracji spotecznej i zatrudnienia.

W ramach odniesienia ustanowiono osiem kompetencji kluczowych:
1. porozumiewanie sie w jezyku ojczystym,
porozumiewanie sie w jezykach obcych,
kompetencje matematyczne i podstawowe kompetencje naukowo-techniczne,
kompetencje informatyczne,
umiejetnos¢ uczenia sie,
kompetencje spoteczne i obywatelskie,

inicjatywno$¢ i przedsiebiorczos¢ oraz

® N o kW

Swiadomo$¢ i ekspresja kulturalna.

Kompetencje kluczowe uwazane s3a za jednakowo wazne. Zakresy wielu sposrod nich cze$ciowo
sie pokrywaja i s3 powiazane, aspekty niezbedne w jednej dziedzinie wspierajg kompetencje w inne;.
Dobre opanowanie podstawowych umiejetnosci jezykowych, czytania, pisania, liczenia i umiejetnosci
w zakresie technologii informacyjnych i komunikacyjnych (TIK) jest niezbedng podstawg uczenia sie;
umiejetnos¢ uczenia sie sprzyja wszelkim innym dzialaniom ksztatceniowym. Niektére zagadnienia
majg zastosowanie we wszystkich elementach ram odniesienia: krytyczne myslenie, kreatywno$¢, ini-



cjatywno$¢, rozwigzywanie problemoéw, ocena ryzyka, podejmowanie decyzji i konstruktywne kiero-
wanie emocjami sg istotne we wszystkich o§miu kompetencjach kluczowych.

Kompetencje matematyczne i podstawowe kompetencje naukowo-techniczne
Definicja:

* Kompetencje matematyczne obejmujg umiejetno$¢ rozwijania i wykorzystywania myslenia mate-
matycznego w celu rozwigzywania probleméw wynikajacych z codziennych sytuacji. Istotne s3
zaréwno proces i czynnos¢, jak i wiedza, przy czym podstawe stanowi nalezyte opanowanie
umiejetnosci liczenia. Kompetencje matematyczne obejmujg - w réznym stopniu - zdolnos¢ i
che¢ wykorzystywania matematycznych sposobéw myslenia (myslenie logiczne i przestrzenne)
oraz prezentacji (wzory, modele, wykresy, tabele).

Niezbg¢dna wiedza, umiejetnosci i postawy powigzane z tg kompetencja:

* Konieczna wiedza w dziedzinie matematyki obejmuje solidng umiejetnos$¢ liczenia, znajomos¢
miar i struktur, gtéwnych operacji i sposobéw prezentacji matematycznej, rozumienie termi-
now i poje¢ matematycznych, a takze Swiadomo$¢ pytan, na ktére matematyka moze da¢ odpo-
wiedz.

Osoba powinna posiada¢ umiejetnosci stosowania gtéwnych zasad i proces6w matematycznych w
codziennych sytuacjach prywatnych i zawodowych, a takze $ledzenia i oceniania ciaggéw argumentow.
Powinna ona by¢ w stanie rozumowa¢ w matematyczny sposoéb, rozumie¢ dow6d matematyczny i komu-
nikowac sie jezykiem matematycznym oraz korzysta¢ z odpowiednich pomocy.

Pozytywna postawa w matematyce opiera sie na szacunku dla prawdy i checi szukania przyczyn i
oceniania ich zasadno$ci.
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Matematyka jest jedng z podstawowych nauk $cistych, ktérej stan wiedzy jest obecnie inten-
sywnie rozbudowywany. Wigze sie to z jednej strony z oczywista potrzeba lepszego zrozumienia
i checig poglebienia samej wiedzy teoretycznej, a z drugiej z koniecznoscig tworzenia nowych
abstrakcyjnych modeli matematycznych, pozwalajgcych lepiej zrozumiec i szczegbétowiej opisy-
wac otaczajacy nas Swiat. Matematyka jest obecnie jedna z tych dyscyplin naukowych, ktére
znaczaco stymuluja rozwdj osiagnie¢ ludzkosSci. Jej wcigz doskonalone narzedzia pozwalaja
w coraz to precyzyjniejszy sposob interpretowac oraz opisywaé przerdzne zjawiska przyrodni-
cze, a jednoczes$nie rozwigzywac rozmaite problemy pochodzace z innych nauk, takich jak fizyka,
medycyna, ekonomia, technika.

Biorac pod uwage wymagania stawiane obecnie matematyce jako nauce, wydaje sie oczywi-
ste, ze kazdy nauczyciel tego przedmiotu powinien stale ugruntowywac i pogtebia¢ swoja wie-
dze. Szczegoblnie wazna w tym kontekscie staje sie umiejetno$¢ rozwigzywania probleméw czy-
sto teoretycznych i przenoszenia abstrakcyjnych rozumowan na grunt matematyki szkolnej.
Z drugiej strony coraz cze$ciej pojawiajace sie pytania uczniéw o sens uczenia sie matematyki
oraz o zastosowania zdobytej wiedzy wskazuja na to, Ze obecnie nauczyciel matematyki musi
takze dobrze orientowac sie w podstawach modelowania matematycznego, to znaczy znac¢ nie
tylko jezyk opisu modelu, ale i sam opis.

Wszystkie wspomniane wyzej elementy Swiadcza o ztozonosci i wielopoziomowosci naucza-
nia matematyki. State rozwijanie u uczniéow umiejetnos$ci wykorzystywania matematycznych
sposobdw logicznego rozumowania, interpretacji wzoréw, wykreséw oraz modeli matematycz-
nych wplywa znaczaco na ich wszechstronny rozwoj oraz wyposaza mtodych ludzi w niezbedne
kompetencje kluczowe stanowiace podstawe do dalszej nauki.

Cele modutu
* pogtebienie teoretycznej wiedzy matematycznej z uwzglednieniem jej zastosowan w na-
uczaniu matematyki w szkole gimnazjalnej,
* doskonalenie narzedzi matematycznych pozwalajacych rozwigzywaé problemy zaczerp-
niete z r6znych dziedzin zycia i mozliwo$ci wykorzystania ich na lekcjach,
* wzbogacenie wlasnych umiejetno$ci modelowania matematycznego na bazie materiatu
zawartego w podrecznikach szkoty gimnazjalnej,

* poznanie i analizowanie wybranych modeli matematycznych.
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Realizujac tresci objete tym podmodutem, pracujemy nad wszechstronnym rozwojem naste-

pujacych kompetencji kluczowych:

porozumiewanie sie w jezyku ojczystym - ksztattowanie umiejetno$ci poprawnego wy-
powiadania sie w jezyku matematyki,

porozumiewanie sie w jezykach obcych - wzbogacenie wiedzy stuchaczy o niektore
zwroty i okre$lenia z jezyka angielskiego,

kompetencje matematyczne i podstawowe kompetencje naukowo-techniczne - rozwijanie
zdolnosci i checi wykorzystywania matematycznych sposob6w myslenia oraz prezentacji,
kompetencje informatyczne - rozwijanie umiejetnosci obejmujacych zdolnosci poszuki-
wania, gromadzenia i przetwarzania informacji matematycznych,

umiejetnos¢ uczenia sie - docieranie do nowej wiedzy i umiejetnosci oraz zdobywanie,
przetwarzanie i przyswajanie ich,

kompetencje spoteczne i obywatelskie - rozwijanie wspotpracy wewnatrz grupy ¢wicze-
niowej (podziat stuchaczy na podgrupy i prowadzenie zaje¢ w tych podgrupach),
inicjatywno$¢ i przedsiebiorczo$¢ - rozwijanie umiejetnosci odnoszacych sie do zarza-
dzania projektami (co obejmuje np. planowanie, organizowanie, kierowanie, zlecanie za-
dan, analizowanie, sprawozdawczos¢),

Swiadomos¢ i ekspresja kulturalna - kreatywne ,rozwigzywanie réznego typu zadan”
i pokazywanie ,estetyki” poruszanych probleméw.

Cele podmodutu

opisywanie i interpretowanie zaleznos$ci wystepujacych w przyrodzie, gospodarce i Zyciu co-
dziennym, graficzne ich przedstawienie,

prezentacja sposobow rozwigzywania trudniejszych zadan i probleméw typu matema-
tycznego, analiza metod ich rozwigzywania,

ksztattowanie i rozwijanie wyobraZni przestrzenne;.

Podstawowe bloki zaje¢
1.

2
3.
4

Zagadnienia zwigzane z proporcjonalnoscig prostg i odwrotng - 2 godziny.
Rola uktadéw réwnan w nauczaniu szkolnym - 2 godziny.
Bryty w nauczaniu szkolnym - 2 godziny.

Uogolnianie wzoréw skréconego mnozenia - 2 godziny.
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Scenariusz 1. Zagadnienia zwigzane z proporcjonalnos$cig prosta
i odwrotng

Pojecia i tresci

1.1.

1.2.

Cele

Pojecia podlegajace analizie:

proporcjonalno$¢ prosta,

proporcjonalnos¢ odwrotna,

proporcje.

Tresci wystepujace w scenariuszu:

réznorodne sposoby okreslania proporcjonalnosci prostej i odwrotnej (tabele, wykresy,
wzory),

okreslanie w postaci proporcjonalnosci zaleznosci funkcyjnej miedzy wielko$ciami licz-
bowymi.

opisywanie za pomocg proporcjonalnos$ci zalezno$ci w przyrodzie, gospodarce i zyciu co-
dziennym,

interpretowanie zaleznoSci funkcyjnej (proporcjonalnosci) na podstawie danego wzoru,
wyKkorzystywanie proporcjonalnosci do zadan rachunkowych,

graficzne przedstawianie proporcjonalnos$ci prostej i odwrotnej w postaci funkcji liniowej
i homograficzne;j.

Czas: 2 godziny

Przebieg zajec

1.
2.
3.

Analiza pojecia proporcjonalnosci prostej i odwrotne;j.
Stosowanie definicji i wzoréw zwiazanych z proporcjonalnoscig prostg i odwrotna.

Dobieranie odpowiedniego algorytmu dotyczacego proporcjonalnosci do danej sytuacji.
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Materiaty uzupeiniajace do scenariusza 1.

Do zagadnienia 1. Okre$l (zdefiniuj) nastepujace pojecia:
* proporcjonalno$¢ prosta (tabela, wykresy, wzory),
* proporcjonalno$¢ odwrotna (tabele, wykresy, wzory),

* proporcja (wtasnosci).

Do zagadnienia 2. U6z zadanie rachunkowe zwigzane z:

* proporcjonalnos$cia prosta,

* proporcjonalnoscig odwrotna,

* proporcjamiiich wlasno$ciami.
Do zagadnienia 3. Dobierz odpowiedni algorytm dotyczacy proporcjonalnosci do danej sytuacji
poprzez utozenie zadan z trescia:

* dla proporcjonalnosci proste;j,

* dla proporcjonalno$ci odwrotnej,

* dla proporgiji.
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Scenariusz 2. Rola uktadéw rownan w nauczaniu szkolnym

Pojecia i tresci

2.1.

Czas

Pojecia podlegajace analizie:

uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi,

uktady rownan liniowych z trzema niewiadomymi,

uktady dwoch réwnan liniowych z parametrem,

uktady rownan drugiego stopnia z warto$cig bezwzgledng,

uktady réwnan z dwiema niewiadomymi, z ktérych przynajmniej jedno jest stopnia dru-
giego,

uktady réwnan wymiernych z warto$cig bezwzgledna lub parametrem.

Tresci wystepujace w scenariuszu:

metody rozwigzywania wyzej wymienionych uktadéw réwnan (algebraiczne i graficzne),
metody rozwigzywania zadan tekstowych zwigzanych z uktadami rownan,

sposoby rozwigzywania trudniejszych uktadéw réwnan (z parametrem, z warto$cia bez-
wzgledng, z ktérych przynajmniej jedno jest stopnia drugiego).

przeanalizowanie metod rozwigzywania uktadéw réwnan,
ukazanie zastosowan uktadéw réwnan w rozwigzywaniu zadan tekstowych,

przedstawienie sposobow rozwigzywania trudniejszych uktadéw réwnan.

: 2 godziny

Przebieg zajec

1.
2.
3.

Analiza metod rozwigzywania uktadéw réwnan (algebraiczna i graficzna).
Stosowanie uktadéw réwnan do zadan z trescia.

Analiza sposob6w rozwigzywania ciekawych uktadéw réwnan.
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Materiaty uzupeiniajace do scenariusza 2.

Do zagadnienia 1. Opisz metody rozwigzywania uktadéw réwnan:
* metoda podstawiania,
* metoda przeciwnych wspotczynnikéw,
* metoda graficzna,

* metoda wyznacznikowa.

Do zagadnienia 2. Ut6z zadanie z tre$cig zwigzane z uktadami réwnan (w przyrodzie, gospodar-
ce i zyciu spotecznym) z uwzglednieniem uktadow:

* oznaczonych,

* nieoznaczonych,

* sprzecznych.

Do zagadnienia 3. Analiza metod rozwigzywania trudniejszych uktadéw réwnan:

1. Z parametrem.
Rozwiaz nastepujace uktady rownan poznanymi metodami:
Ox+ y=a Oxtay=1
Q 0
0x-y=a paxt y=1

2. W ktorych wystepuje warto$¢ bezwzgledna.
Rozwiaz nastepujace uktady rownan poznanymi metodami:
HIX!+ |y F 4 %\XIW: 10
0y-x=0 oy-x=1

3. Zktérych przynajmniej jedno jest stopnia drugiego.
Rozwiaz nastepujgce uktady rownan poznanymi metodami:
DX2+y2:8 Dx2+y2=2
D 2 2
y-x=0 x°-y°=0
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Scenariusz 3. Bryty w nauczaniu szkolnym

Pojecia i tresci

3.1. Pojecia podlegajace analizie:
* graniastostupy i ostrostupy (proste, prawidtowe),
* bryly obrotowe,
* wielo$ciany.

3.2. Tresci wystepujace w scenariuszu:
* wlasno$ci podstawowych figur przestrzennych (graniastostupéw i ostrostupow),
* wlasnosci bryt obrotowych,
¢ siatki wielo$cianéw,
* wzory na pola powierzchni i objetosci wielo$cianéw oraz bryt obrotowych,

* przekroje ptaskie wielo$cianow.

* zapoznanie z wlasno$ciami figur przestrzennych,
» ksztattowanie umiejetnos$ci rysowania siatek wielo$ciandw,
* ukazanie zastosowan wzorow zwigzanych z brytami w zadaniach z trescia.
Czas: 2 godziny
Przebieg zajec
1. Okre$lanie wtasnos$ci podstawowych figur przestrzennych.
2. Stosowanie wzoréw (na pole powierzchni i objeto$¢) do konkretnych zagadnien geome-
trycznych.

3. Okreslanie wlasnos$ci wielo$cian6w foremnych i stosowanie wzoréw z nimi zwigzanych.

Materialy uzupetniajace do scenariusza 3.

Do zagadnienia 1. Przypomnij wtasnosci podstawowych figur przestrzennych:
* graniastostupow,
* ostrostupow,

* bryl obrotowych.

Do zagadnienia 2. U6z zadanie z trescia o figurach przestrzennych (pole powierzchni, objetos¢,
wiasnosci) dotyczace:

* graniastostupdw,

* ostrostupow,

* bryl obrotowych.

Do zagadnienia 3. Wielo$cianem foremnym nazywamy wielo$cian wypukty, ktérego wszystkie
Sciany sg przystajacymi wielokgtami foremnymi i wszystkie katy dwus$cienne wyznaczone przez
$ciany sg rOwne.
1. Istnieja tylko nastepujgce wieloSciany foremne:
Czworoscian: 4 Sciany trojkatne, 4 wierzchotki, 6 krawedzi.
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a
o P

Szescian: 6 Scian kwadratowych, 8 wierzchotkdéw, 12 krawedzi.

|

\I‘\ .
|
[

-

a

OS$mioScian: 8 Scian tréjkatnych, 6 wierzchotkéw, 12 krawedzi.

P

Dwunastoscian: 12 $cian pieciokatnych, 20 wierzchotkéw, 30 krawedzi.

il

9
Dwudziestos$cian: 20 $cian tréjkatnych, 12 wierzchotkéw, 30 krawedzi.

o/
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2.

Utrwalenie wzoréw zwigzanych z tymi brytami:

V2,

Czworo$cian: P = /342, V = Ea

Szescian: P= 64°,V = a°

V2

Os$mioscian: P = 2/34%,V = Ta

Objasnienia: P - pole powierzchni catkowitej, V - objetos¢.

Stosowanie poznanych poje¢ w zadaniach z treécia:

Zadanie 1. Ile kartonu potrzeba na wykonanie pudetka o ksztalcie czworos$cianu forem-
nego o krawedzi réwnej 10 cm?

Zadanie 2. [le wody musimy nala¢ do akwarium w ksztatcie sze$cianu o krawedzi 30 cm,
aby akwarium to byto catkowicie wypeinione wodg?

Zadanie 3. O ile procent objetos¢ czworoscianu foremnego o krawedzi 12 cm jest wiek-
sza od objetosci czworoscianu foremnego o krawedzi 8 cm?

Zadanie 4. Fabryka produkuje dwa rodzaje flakonéw z perfumami. Kazdy flakon ma po-

jemno$¢ 24+/2 cm?®. Jeden rodzaj flakonéw jest w ksztatcie o$mioscianu foremnego,

a drugi rodzaj w ksztatcie czworos$cianu foremnego. Oblicz, na wykonanie ktérego flako-
nu zuzyjemy wiecej materiatu.
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Scenariusz 4. Uogdlnianie wzoréw skréconego mnozenia

Pojecia i tresci
4.1. Pojecia podlegajace analizie:
* wzory skréoconego mnozenia wykorzystywane w szkole (sze$cian sumy, réznicy, suma
i r6znica szeScianow),
* dwumian Newtona, symbol Newtona,
* tréjkat Pascala.
4.2. Tresci wystepujace w scenariuszu:
* stosowanie wzoréw skréconego mnozenia, dwumianu i symbolu Newtona oraz tréjkata
Pascala,
* rozwigzywanie zadan z zastosowaniem uog6lnionych wzoréw skréconego mnozenia,

* stosowanie indukcji matematycznej w omawianej problematyce.

* zapoznanie z uogo6lnionymi wzorami skréconego mnozenia i omoéwienie ich zastosowan,
* ksztattowanie umiejetnosci stosowania wzoréw skréconego mnozenia w zadaniach z tre-
Scia.
Czas: 2 godziny
Przebieg zajec
1. Omowienie znanych wzoréw skréconego mnozenia i ich zastosowan.
2. Zapoznanie z uogo6lnionymi wzorami skréconego mnozenia.

3. Przedstawienie zastosowan w zadaniach.

Materiaty uzupeiniajace do scenariusza 4.

Do zagadnienia 1. Usystematyzowanie znanych wzoréw skréconego mnozenia:
* przypomnienie ,szkolnych” wzoréw skréconego mnozenia,
* stosowanie wzoréw skréoconego mnozenia w zadaniach rachunkowych,

* stosowanie wzoréw skréconego mnozenia w zadaniach z treScia.

Do zagadnienia 2. Zapoznanie z uogélnionymi wzorami skréconego mnozenia:

1. Symbol Newtona.

n
Symbol Newtona E k% (czytaj n nad k, n po k lub k z n) jest to funkcja dwdch argumentéow

nl n!

ké : m , gdzie wykrzyknik oznacza sil-

catkowitych nieujemnych, zdefiniowana jako E
nie.

2. Dwumian Newtona.
Dwumian Newtona lub wzdér Newtona to wzor pozwalajacy wyrazi¢ potegi sumy dwéch

liczb. Jego najprostsza postac to:

n

n nL kpn-k n
(a+ b) = Z i a'b™ ", gdzie i jest symbolem Newtona.
=0
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3. Tréjkat Pascala.
Trojkat Pascala to trojkatna tablica liczb:

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 35 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9 1 9 36 84 126 126 84 36 9

Do zagadnienia 3. Ut6z zadanie (rachunkowe oraz z trescig) dotyczace:
* symbolu Newtona,
¢ dwumianu Newtona,

* trdjkata Pascala.
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To, Ze matematyka jest nauka pozwalajacg opisywac otaczajaca nas rzeczywistos¢, stwarza
mozliwo$ci tworzenia w niej zaréwno réznych abstrakcyjnych modeli rzeczywisto$ci, jak i bada-
nia ich w oparciu o wypracowane wcze$niej narzedzia. Nauczyciel matematyki jest coraz czesciej
pytany na lekcjach o sens uczenia sie matematyki: Po co sie tego uczymy? Gdzie to ma zastoso-
wanie? Do czego sie to przydaje? Pytania te sg naturalne i zapewne beda zadawane przez coraz
liczniejsza grupe uczniow. Wydaje sie oczywiste, Ze wspotczesny nauczyciel matematyki powi-
nien umie¢ udzieli¢ na te nurtujgce pytania odpowiedzi, ktore usatysfakcjonuja ucznia. Aby temu
zadaniu sprostaé, jest zmuszony do systematycznego poszerzania oraz aktualizowania swojej
wiedzy (szczeg6lnie dotyczacej nowoczesnych modeli matematycznych), a jednocze$nie do wy-
pracowywania nowych sposobdow prezentowania ich na lekcjach.

Cele podmodutu

* poznanie wybranych modeli matematycznych zwigzanych z materiatem nauczania mate-
matyki w szkole gimnazjalnej,

* nabycie umiejetnosci transformowania istniejgcych modeli matematycznych do nowych
sytuacji zaistniatych na lekcjach oraz wzbogacenie wtasnych umiejetnosci tworzenia no-
wych modeli,

* dostarczenie nauczycielowi inspiracji do poszukiwania i pogtebiania we wtasnym zakre-
sie tresci realizowanych na lekcji,

* przedstawienie szeregu przyktadéw zaczerpnietych z Zycia, ktére mogg by¢ wykorzysta-
ne na lekcji, a ktérych zrozumienie wymaga jedynie elementarnej wiedzy na poziomie
szkoty podstawowej i gimnazjalne;j.

Podstawowe bloki zaje¢

1. Zagadki logiczne na tle klasycznego rachunku zdan - 2 godziny.

2. Czym jest odlegtos¢, czyli dlaczego linijka zawodzi? - 2 godziny.

3. 0d pojecia procentu liczby do matematyki finansowej - 2 godziny.
4. Zastosowanie matematyki w ekonomii - 2 godziny.
5

Co majg wspdélnego uktady rownan z ekonomia? - 4 godziny.
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Scenariusz 1. Zagadki logiczne na tle klasycznego rachunku zdan

Opracowanie: Janusz Morawiec

Pojecia i tresci

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

Zdanie logiczne

W kazdym naturalnym jezyku przez zdanie rozumie sie poprawnie zbudowany cigg stow
tego jezyka. OczywiScie, nalezy formalnie okres$li¢, co to znaczy poprawnie zbudowane
zdanie. Tym zagadnieniem zajmuje sie gramatyka danego jezyka. Z logicznego punktu wi-
dzenia interesujg nas tylko te zdania oznajmujace, ktore sg albo prawdziwe, albo fatszy-
we; bedziemy je nazywac zdaniami logicznymi.

Wartosciowanie

Kazdemu zdaniu logicznemu przypisujemy jedng z dwdch wartosci logicznych: 0 albo 1;
przy czym warto$¢ 0 przypisujemy zdaniom fatszywym, a warto$¢ 1 - prawdziwym.
Funktory zdaniotwoércze

Z danych zdan logicznych mozna budowa¢ nowe zdania za pomocg nastepujacych stow:
nie, i, lub, jezeli..., to..., ..wtedy i tylko wtedy, gdy... Stowa te nazywamy funktorami zdanio-
twérczymi i oznaczamy symbolami [ [J, [} [0, <. Kazde zdanie logiczne mozna zapisac
w postaci schematu zdaniowego, uzywajac funktoréw zdaniotwdérczych oraz zdan pro-
stych. Postugujac sie pojeciem ,wartosci logicznej zdania”, przyjmujemy umowe, ktéra
wyrazamy za pomoca nastepujacej tabelki:

p q Cp plq plq plq pP=q
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Prawa rachunku zdan

Schematy zdan ztoZonych majgce te wlasnosé¢, ze kazde zdanie podpadajace pod ten sche-
mat jest zdaniem prawdziwym, bez wzgledu na wartosci logiczne zdan prostych,
z ktdérych jest ono zbudowane, nazywamy prawami logiki lub tautologiami.

Wynikanie logiczne

Matematyka interesuje sie gléwnie zdaniami o postaci Z[J T. Jezeli zdanie takie jest pra-
wem logiki, to méwimy, Ze zdanie T wynika logicznie ze zdania Z. Prawa logiki o tej postaci
nazywane s twierdzeniami; przy czym zdanie Z nazywane jest zatoZeniami, a T - teza.

Whnioskowanie dedukcyjne

Jezeli zdanie T wynika logicznie ze zdania Z, to prawdziwo$¢ zdania Z gwarantuje praw-
dziwos$¢ zdania T Zatem wiedzac, Ze zdanie Z jest prawdziwe, moZemy wnioskowac, ze
prawdziwe jest rowniez zdanie T. Wnioskowanie, w ktéorym wniosek wynika logicznie
z przestanki, nazywamy wnioskowaniem dedukcyjnym.

Zagadki logiczne

Whioskowanie dedukcyjne jest gtéwnym narzedziem kazdego nauczyciela, zwtaszcza na-
uczyciela matematyki. Rozwigzanie kazdego zadania czy tez problemu matematycznego
jest w samej rzeczy ciggiem wnioskowan dedukcyjnych. A zatem sprawne postugiwanie
sie wnioskowaniem dedukcyjnym w nauczaniu matematyki jest umiejetnoscig pierwszo-
rzedng. Doskonatym ¢wiczeniem rozwijajacym te wazng umiejetnos$c jest rozwigzywanie
rozmaitych zagadek logicznych.



20 Warsztaty ,Ksztaltowanie kompetencji kluczowych w nauczaniu matematyki”

Cele
* budowanie schematéw zdan ztozonych poprzez ich rozktad na zdania proste,
* przypisywanie wartosci logicznych schematom zdan i zdaniom logicznym,
* postugiwanie sie wnioskowaniem dedukcyjnym na przyktadach zagadek logicznych.
Czas: 2 godziny
Wymagane srodki: otéwek, gumka
Przebieg zajec
1.1. Cze$¢ teoretyczna:

* podanie definicji: zdania logicznego, wartosciowania, funktoréw zdaniotwdrczych,
zdania prostego, zdania ztoZonego, schematu zdania, tautologii, wynikania logicznego,
wnioskowania dedukcyjnego,

» przeanalizowanie wprowadzonych poje¢ na wybranych przyktadach,

* wprowadzenie pojecia zagadki logicznej.

1.2. Cze$c praktyczna:

* testowanie i weryfikowanie rozumienia wprowadzanych pojec,

* budowanie schematéw zdan oraz weryfikacja ich prawdziwoSci,

* badanie pojecia wynikania logicznego,

* rozwigzywanie zagadek logicznych poprzez wnioskowanie dedukcyjne,

* analiza kolejnych krokéw wnioskowania dedukcyjnego.

Bibliografia
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Materiaty uzupetniajgce do scenariusza 1.

Zadanie 1.1. Stwierdzi¢, ktére z ponizszych wypowiedzi sg zdaniami logicznymi, oraz przypisa¢

im wartosci logiczne.

a.

ISH

R T VR

Kazda kobieta jest blondynka.
Andrzej jest rudy.

Réwnanie x + 4 = 0 ma rozwigzanie.
x+4=0.
Jezeli dzisiaj jest Sroda, to jutro jest czwartek.

Jutro jest czwartek.

g. Kazda liczba naturalna jest dodatnia.
h.

Przeczytam kilka ksigzek lub wystucham wyktadu i rozwigze kilka zadan.

Zadanie 1.2. Zbudowa¢ schematy ponizszych zdan oraz stwierdzi¢, ktore sa prawdziwe.

a.

Jezeli nie znam logiki, to z faktu, iz znam logike, wynika, Ze nie znam logiki.

p
1

0

Jezeli wiesz, ze umartes$, to umartes, i jezeli wiesz, ze umartes, to nie umartes, wiec nie
wiesz, ze umartes.

p q
1 1
1 0
0 1
0 0

Poniewaz jestem mezczyzna, wiec z faktu, Ze nie mam karty kredytowej, wynika, iZ nie je-
stem mezczyzna.

Jezeli liczba x dzieli sie przez 3 i dzieli sie przez 5, to z faktu, Ze x nie dzieli sie
przez 3, wynika, Ze x nie dzieli sie przez 5.

Jezeli liczba naturalna n jest liczbg pierwsza, to o ile n jest liczbg ztozong, to n = 4.
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Zadanie 1.3. Ktore z ponizszych zdan wynika logicznie ze zdania: Brutus zabit Cezara?

a. Brutus zabit Cezara lub Kasjusz zabit Cezara.

Jezeli Brutus zabit Cezara, to Kasjusz zabit Cezara.

Brutus zabit Cezara, a Kasjusz nie zabit Cezara.

Jezeli Brutus nie zabit Cezara, to Kasjusz zabit Cezara.

Z ktorego z powyzszych zdan wynika logicznie zdanie: Brutus zabit Cezara?

Zadanie 1.4. Stopnie wojskowe uporzgdkowane rosngco wedlug starszenstwa to: szeregowiec,

sierzant, porucznik, kapitan, major, putkownik. Kazdy z szeSciu panéw ma inny stopiei wojsko-

wy. Ustal, jakie stopnie wojskowe ma tych szesciu panéw, jezeli wiemy, ze:

Pan Abacki jest putkownikiem, majorem lub kapitanem.

Pan Babacki jest porucznikiem, sierzantem lub szeregowcem.
Pan Cabacki jest majorem, porucznikiem lub szeregowcem.
Pan Dabacki jest putkownikiem, kapitanem lub sierzantem.
Pan Ebacki jest porucznikiem, kapitanem lub majorem.

Pan Fabacki jest kapitanem, porucznikiem lub sierzantem.

Pan Abacki jest mtodszy stopniem niz pan Cabacki.

PULKOWNIK
MAJOR
KAPITAN
PORUCZNIK
SIERZANT
SZEREGOWIEC

ABACKI
BABACKI
CABACKI
DABACKI
EBACKI
FABACKI
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Zadanie 1.5. Na krajowej wystawie kotéw do finatu zakwalifikowaty sie trzy koty: Puszek, Kicia

i Urwis, z ktorych kazdy ma futerko innego koloru (czarne, biate, szare). Ustal, ktéry kot zajat

ktére miejsce i jakie ma imie, jezeli wiemy, ze:

Urwis nie jest szary i nie zajat pierwszego miejsca.
Kot z biatym futerkiem nie zajat ostatniego miejsca.
Na pierwszym miejscu na podium nie byto Puszka, a na drugim nie byto Urwisa.

Puszek nie jest biaty.

) [a]
= § 2|2
2|2 |2 |E E
S ISIS|I==2]2
m wn (@] — — —
PUSZEK
KICIA
URWIS
I MIEJSCE
11 MIEJSCE
111 MIEJSCE

Zadanie 1.6. Czterech kolegéow (Adam, Marek, Jacek, Wojtek) pisato w poniedziatek klasowki

z czterech réznych przedmiotow (biologia, geografia, fizyka, chemia). Kazdy z nich dostat inng

ocene (3+, 4-, 5+, 6). Ustal, kto pisat klasowke z ktérego przedmiotu i jakg dostat ocene, jezeli

wiemy, ze:

Marek nie dostat 4-.

Klasowke z fizyki pisat Adam albo Marek.

Kolega, ktéry dostat 4-, nie pisat klasowki ani z geografii, ani z fizyki.

Woijtek nie dostat najgorszej oceny sposrod czterech kolegdw, a Marek nie dostat najlepsze;j.
Kolega, ktory pisat klaséwke z fizyki, nie dostat 3+ ani 5+.

Ani Jacek, ani Marek nie pisali klasowki z geografii.

Najgorzej oceniona zostata klaséwka z innego przedmiotu niz chemia.

<
<|Z -
&) =
SEIEIE
— S >~ =)
S| = N + +
Nnjlo|lmlfo]lmwm]|<x]wn] o
ADAM
MAREK
JACEK
WOJTEK
3+
4-
5+
6
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Zadanie 1.7. Jacek, Witek i Radek poszli razem na basen i urzadzili sobie wyscigi ptywackie.
Kazdy startowat na innym torze i kazdy ptynat innym stylem. Ustal, kto startowat z ktérego toru,
jakim ptynat stylem i ktore zajat miejsce, jezeli wiemy, ze:

* Witek nie ptynat zabka.

* Osoba startujaca na torze 1. nie zajeta Il miejsca.

* Radek nie startowat na torze 2. i nie ptynat kraulem.

* Osoba ptynaca zabka nie zajeta Il miejsca.

* Witek nie startowat na 3. torze i nie zajat IlI miejsca.

* Osoba startujaca z toru 2. nie ptyneta ani kraulem, ani delfinem.

[£4}
8122
. = Z I 213
— ~N ™ § =) = =l B ==
-4 o o m < = = S =
clolol=z| |m|= =
Ele el |alZ2]l=]=
JACEK
WITEK
RADEK
I MIEJSCE
11 MIEJSCE
[II MIE]JSCE
ZABKA
KRAUL
DELFIN

Zadanie 1.8. Uzupetni¢ puste pola cyframi od 1 do 9 tak, aby w kazdym wierszu, kolumnie i ma-
tym kwadracie kazda cyfra wystgpita tylko jeden raz, gdy wiemy;, ze:

8 4 911 6 23
1 918 3 4
8 1
9 3 2 518 6 3
6|4 91114 5
4 9 7|3 612]9 117
8 7 31518
3 5
4 712 3 4 9

Zadanie 1.9. W niedzielnej gonitwie wystartowato 13 koni. Pierwsze cztery miejsca zajety ko-
nie: Piorun, Blysk, Grad i Grzmot. Konie te startowaty z numerami 4, 7, 8 13 i zostaty wystawio-
ne przez cztery kluby jezdzieckie: Klub Rodeo, Klub Pegazus, Klub Gonitwa i Klub Centaura.
Ustal, ktory kon startowat z ktérym numerem, przez ktéry klub zostat wystawiony i ktére zajat
miejsce. Wiemy, ze:
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* Kon wystawiony przez Klub Rodeo nie zajat IV miejsca.

* [l miejsce zajat Piorun albo Grad.

* Kon z Klubu Gonitwa nie startowat z pechowym numerem 13.

* Blysk nie zostat wystawiony przez Klub Centaura.

* Grad nie startowat z numerem 4.

* Kon wystawiony przez Klub Rodeo wystartowat z numerem wcze$niejszym niz kon wy-
stawiony przez Klub Gonitwa.

* Koni z numerem 7 nie wygrat wyscigu.

* Piorun nie startowat z numerem 13 i nie byt wystawiony przez klub Centaura.

* Kon z numerem 7 nie byt wystawiony przez Klub Gonitwa i nie zajat Il miejsca.

* Klub Rodeo nie wystawit Pioruna.

* Grad nie startowat z numerem 13.

* Btysk nie zajat Il miejsca.

* Kon startujacy z numerem 8 zajal nieparzyste miejsce.

<
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PIORUN
BLEYSK
GRAD
GONITWA
I MIEJSCE
II MIEJSCE
111 MIEJSCE
IV MIE]JSCE
KLUB RODEO
KLUB PEGAZUS
KLUB GONITWA
KLUB CENTAURA
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Scenariusz 2. Czym jest odlegtos¢, czyli dlaczego linijka zawodzi?

Opracowanie: Janusz Morawiec

Pojecia i tresci

2.1.

2.2,

2.3.

Cele

Odlegtos¢
Mierzenie odlegtosci jest jedng z podstawowych umiejetnosci zycia codziennego. Chcac
zmierzy¢ odlegto$¢ pomiedzy dwoma punktami na kartce papieru, wystarczy odpowied-
nio przytozy¢ linijke i odczyta¢ wynik. Jednak nie zawsze linijka jest pomocna. Kiedy
chcemy na przyktad dosta¢ z miasta A do miasta B, dobrze jest wiedzie¢, jaka jest odle-
gto$¢ miedzy nimi, Zeby oszacowac czas podrdzy. Ale ta odlegto$¢ wcale nie chce by¢ od-
legtoscia ,linijkowa”, tzn. odlegtoscig mierzong w linii prostej. Jest ona w istocie wymu-
szona przez drogi, po ktérych mozemy sie poruszaé. Aby zdefiniowac pojecie odlegtosci,
musimy zastanowi¢ sie, jakie warunki ma ono speinia¢. W matematyce odlegtoscia (me-
trykg) na zbiorze X nazywamy funkcje p: X X X - [0, o) spelniajgcg warunki:
1L.pxy)=0 < x=y, 2. pxy)=p(yx), 3. p(xy) <pxz)+p(zy), dawszelkichx,y, z O X.
Przyklady metryk na plaszczyznie

a) metryka euklidesowa (linijkowa): p((x [,y ):(X5,¥,)) = [(xl-x2)2+(y1-y2)2]1/2

b) metryka takséwkowa: p((X},y):(X5,¥,)) = [X =X, [Fy;-¥,|

¢) metryka rzeka: p((x,,5,),(X5,¥,)) = |y1-¥,|, jezeli x; = x,

oraz p((Xlayl)a(XzaY2)) = |y1|+|x1-x2|+|y2|,jeieli Xl;t Xy
d) metryka maksimum: p((x,,y,),(X,,y,)) = max {[x,X,|,|y;-y,|}

1/2

e) metryka kolejowa: p((x,y ), (%,,¥,)) = [(x;-%,)*+(y,-y,) 12, jezeli x,y, = x,y,

oraz P((x1,y):(X5,¥,)) = [X12+Y12]1/2+[X22+yZ2]1/2: jezelixy, 7 X¥
f) metryka patologiczna (dyskretna): p((x,,y1),(X5.¥,)) = 0, jezeli (x; y;) = (X, ¥,)
oraz p((Xlayl)a(Xza}’z)) =1, jezeli (Xl,yl) 7 (X2)YQ)

Kula

Jezeli wiemy juz, jaka metryka sie postugujemy, tzn. jak mierzymy odlegto$¢, mozemy za-
da¢ sobie nastepuje pytanie: ,Do jakich punktéw mozemy dotrze¢, poruszajac sie o co
najwyzej r jednostek z ustalonego punktu x,?”. Pytanie to prowadzi do pojecia kuli do-

mknietej, ktora definiujemy wzorem K(x,,0)={xUX: p(x,x,) <t} .

zrozumienie istoty pojecia metryki i umiejetne postugiwanie sie tym pojeciem,
wyznaczanie ksztattéw kul i interpretacja otrzymanych wynikoéw,

tworzenie metryk na potrzeby zastosowan wynikajgcych z sytuacji.

Czas realizacji: 2 godziny

Wymagane Srodki: otdwek, gumka, linijka, cyrkiel

Przebieg zajec

2.1.

Czes¢ teoretyczna:
* podanie definicji metryki oraz kuli,

» przeanalizowanie wprowadzonych poje¢ na wybranych przyktadach,
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2.2,

* metoda graficzna i metoda analityczna wyznaczania kul.
Czes¢ praktyczna:

* testowanie i weryfikowanie rozumienia poje¢ metryKi i kuli,
* wyznaczanie kul metodg graficzng i metoda analityczna,

* analiza otrzymanych wynikéw i poréwnanie ich z intuicjg,

* tworzenie metryk.
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28 Warsztaty ,Ksztattowanie kompetencji kluczowych w nauczaniu matematyki”

Materiaty uzupeiniajace do scenariusza 2.

Zadanie 2.1. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe ksztatty kul domknietych dla metryki:
a. euklidesowej, b. takséwkowej,

¢. maksimum, d. rzeka.

Zadanie 2.2. Wyznaczy¢ ksztatty kul domknietych (na ptaszczyznie) dla metryki:

a. P((% Y DXy =X %) 24y ¥) P12, bl pU(xyy (Y, (X%, 49(y,-y,)*1 2
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C. p((xl,yl),(xz,yz))=max{4IX1—X2|,Iy1—y2\} , d. p((xl,yl),(xz,yz))=max{3IXl—le,l/zlyl—yZI} :

Zadanie 2.3. Uzasadni¢, ze na dowolnym niepustym zbiorze mozna okresli¢ metryke. Na ile spo-
soboéw mozna to zrobic?

Zadanie 2.4. Okresli¢ taka metryke na ptaszczyznie, aby kula K((0,0),1) miata ksztatt:
a. elipsy o réwnaniu: 4x*+9y°=36,
b. prostokata: [-1,1]x[-2,2],
c. rombu o wierzchotkach A=(-1,0), B=(1,0), C(0,-2), D(0,2),

d. cze$ci wspolnej kwadratu [-3,3]% i kota o rGwnaniu x*+y*=4.
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Scenariusz 3. Od pojecia procentu liczby do matematyki finansowej

Opracowanie: Janusz Morawiec

Pojecia i tresci

3.1.

3.2

3.3.

3.4.

3.5.

Oprocentowanie i dyskontowanie

Wartos¢ pienigdza w danym momencie zalezna jest od jego sity nabyweczej, a ta zalezy od
wielu czynnikéw. Jednym z najwazniejszych jest stopa inflacji. W zasadzie warto$¢ pienia-
dza maleje w czasie, chyba ze mamy do czynienia ze zjawiskiem deflacji. Jednym ze spo-
sobow obrony warto$ci pienigdza przed spadkiem jest zdeponowanie go w bankach, two-
rzac przerézne lokaty bankowe, lub tez wykupienie gwarantowanych obligacji rzado-
wych. W ten sposéb mozemy broni¢ sie przed spadkiem warto$ci naszego pieniadza,
a nawet wzmacniaé te warto$¢. Wazna jest umiejetno$¢ wyznaczenia biezacej, jak i przy-
sztej wartos$ci pieniadza, co jest w istocie wynikiem pewnych operacji rachunkowych na-
zwanych oprocentowaniem i dyskontowaniem. Oprocentowanie pozwala okre$li¢ wartos¢
pienigdza w przysztosci, a dyskontowanie to poszukiwanie biezacej warto$ci pieniadza,
pod warunkiem Ze znamy jego przyszta warto$¢. Podstawowe pytanie brzmi: ,Czy umie-
my wyznaczac biezaca i przysztg warto$¢ pienigdza?” .

Oprocentowanie proste i dyskonto proste

Oprocentowanie to operacja polegajaca na zwiekszeniu kapitatu. Oprocentowanie proste
polega na tym, Ze dochdd z kapitatu naliczony w danym okresie rozrachunkowym nie bie-
rze udziatu w oprocentowaniu w kolejnym okresie rozrachunkowym, ale jest do niego
doliczany. Jezeli p jest stopa procentows, Fy — kapitatem poczatkowym, to warto$¢ kapita-
tu Fx i kwote odsetek D (dyskonto proste) po k okresach rozrachunkowych obliczamy,
przy oprocentowaniu statym, ze wzoréw: Fix = Fo(1 + kp) oraz D = Fi - Fo = Fokp.

Przecietna stopa procentowa
Zat6zmy, ze k jest liczba okreséw rozrachunkowych (wyrazonych w tej samej jednostce
czasu), a ki, k, ..., ks 53 liczbami okreséw ze stopami procentowymi (dopasowanymi do
tych jednostek) pi, p2, ..., pn. Oczywiscie ki+ko+...+Kk,=k, a wartos¢ kapitatu Fx wylicza sie
Ze WZoru

Fix = Fo(1+kip1+kepa+...+Kapn).
Liczbe p=(kip1+kzp+...+kapn) /k nazywamy przecietng stopq procentowgq.
Oprocentowanie skladane i dyskonto sktadane
Innym typem oprocentowania jest oprocentowanie sktadane. Polega ono na tym, ze do-
chéd z kapitatu, naliczony w danym okresie rozrachunkowym, jest do niego doliczany
i jednoczesnie bierze udzialt w oprocentowaniu w kolejnym okresie rozrachunkowym. Je-
zeli p jest stopa procentows, Fy - kapitatem poczatkowym, to warto$¢ kapitatu Fy i kwote
odsetek D (dyskonto sktadane) po k okresach rozrachunkowych obliczamy, przy oprocen-

towaniu statym, ze wzoréw: Fy = Fo(1 + p)* oraz D = F- Fo = Fo[(1 + p)*-1].
Efektywna stopa procentowa
Warunki oprocentowania lokat w wielu bankach zalezg gtéwnie od dwéch parametréw:

od nominalnej rocznej stopy procentowej p oraz od czestosci kapitalizacji odsetek n w
ciggu roku. Przyrost kapitatu poczatkowego F, zalezy od tzw. efektywnej stopy procento-

wej, danej wzorem p, = (1 +P/ )" - 1.
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3.6.

3.7.

Cele

A zatem przy tej samej stopie procentowej przyszta wartos$¢ kapitatu poczatkowego osig-
gnie warto$¢ najwigkszg i rowng p,, = eP - 1 przy kapitalizacji cigglej, a najmniejszg, réw-
na p, = p, przy kapitalizacji rocznej.

Spiata kredytu w réwnych kwotach ptatnosci

Zatézmy, ze zaciagneliSmy kredyt o wartosci Po. Sptate tego kredytu chcemy roztozy¢ na n
okresow ptatnosci i chcemy, aby wartosci P4, P, ..., Pn pozostatego do sptaty kredytu na
koniec kazdego okresu ptatno$ci malaty o warto$¢ rowng F = Py/n; tzn. planujemy sptacic
ten kredyt w rownych ratach kapitatowych Fy. Jezeli dodatkowo zatozymy, Ze stopa pro-
centowa w kazdym z okresdw ptatnosci jest wielko$cig statg i rowna p, to rata platnosci
Rk na koniec k-tego okresu ptatnosci wyraza sie wzorem:

Ri = F+pPy.1.

Spiata kredytu w zmiennych kwotach ptatnos$ci i zmiennych ratach kapitatlowych
Zalézmy, ze zaciggneliSmy kredyt o wartosci P,. Splate tego kredytu chcemy roztozy¢ na n
okresow ptatnosci i ustalamy z bankiem wielko$¢ pierwszych n-1 rat Ry, Ry, ..., Ryg; tzn.
planujemy sptaci¢ ten kredyt w zmiennych kwotach ptatnosci i zmiennych ratach kapitato-
wych. Jezeli dodatkowo zatozymy, ze stopa procentowa w kazdym z okreséw ptatnosci
jest wielkoscig statg i rowna p, to rata ptatnosci R, sptaty kredytu wyraza sie wzorem:

R, = Po(1-p)"-[Ri(1+p)™ " +Rz(1+p)"?+ ... +Ru1(1+p)].

zastosowanie pojecia procentu z liczby w bankowo$ci,
zastosowanie pojecia procentu sktadanego w praktyce,
zapoznanie z elementami matematyki finansowe;j.

Czas realizacji: 2 godziny

Wymagane Srodki: otéwek, gumka, kalkulator

Przebieg zajec

3.1. (Czes¢ teoretyczna:

* omdwienie poje¢ z matematyki finansowej: oprocentowanie proste, dyskonto proste,
oprocentowanie sktadane, dyskonto sktadane, przecietna stopa procentowa, efektyw-
na stopa procentowa, sptata kredytu w réwnych ratach ptatnosci, sptata kredytu
w réwnych kwotach kapitatowych, splata kredytu w zmiennych ratach ptatnosci
i zmiennych kwotach kapitatowych,

* wyprowadzenie odpowiednich wzoroéw,

* przeanalizowanie wprowadzonych poje¢ na wybranych przyktadach.

3.2. (Czes¢ praktyczna:

* testowanie i weryfikowanie rozumienia wprowadzanych poje¢ i wzordw,

* stosowanie wyprowadzonych wzoréw na oprocentowanie na réznych przyktadach,

* symulacje rat sptaty kredytu na przyktadach.

Bibliografia

Badach A., Krynski H., Matematyka. Podrecznik dla wydziatéw ekonomicznych, PWN, War-
szawa 1977.

Czerwinski Z., Matematyka na ustugach ekonomii, PWN, Warszawa 1974.

Lange O., Wstep do ekonometrii, PWN, Warszawa 1974.
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* Piszczata ], Matematyka i jej zastosowanie w naukach ekonomicznych, Wydawnictwo Aka-
demii Ekonomicznej w Poznaniu, Poznan 2000.
* Sobczyk M., Matematyka finansowa, Placet, Warszawa 1995.

Materiaty uzupeiniajace do scenariusza 3.

Zadanie 3.1. Pan A zdeponowat w banku 1000 PLN na okres 9 miesiecy. W pierwszym kwartale
stopa procentowa wynosita 10%, w drugim 9%, a w trzecim 8%. Jakg kwotg¢ otrzyma pan A po
uptywie tego okresu, jezeli kapitalizacja w tym banku jest:

d. roczna,

b. kwartalna,

c. miesieczna?

Zadanie 3.2. Jaki wplyw na wyniki zadania 3.1 bedzie miata zamiana kolejnosci stép procento-
wych w kwartatach pierwszym i trzecim?

Zadanie 3.3. Pan B zdeponowat w banku 1000 PLN na 3 lata. Roczna stopa procentowa w tym
banku jest stata i wynosi 5%, a kapitalizacja jest miesieczna. Jakim kapitatem bedzie dysponowat
pan B po trzech latach, jezeli:

a. bank zaproponuje oprocentowanie roczne,

b. bank zaproponuje oprocentowanie sktadane?
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Zadanie 3.4. Jaka kwote powinien wptaca¢ pan C z gory przez okres 5 kolejnych miesiecy do
banku, w ktérym roczna stopa procentowa wynosi 10%, aby na koniec tego okresu pan C dyspo-
nowat kapitatem 1000 PLN, jezeli:

a. kapitalizacja w banku jest roczna,

b. kapitalizacja w banku jest miesieczna?

Zadanie 3.5. W roku 1626 Manhattan kupiono od Indian za ré6wnowarto$¢ 24 USD. Jaka kwote
mieliby Indianie na koniec 2008 roku, gdyby zdeponowali te pieniagdze w banku, zaktadajac, ze
kapitalizacja jest roczna, a przecietna stopa procentowa wynosi:

a. 1%,

b. 2%,
c. 5%?

Zadanie 3.6. Pan D zdeponowat w bankach XiY po 1000 PLN. W banku X nominalna roczna sto-
pa procentowa wynosi 10%, a kapitalizacja jest roczna. Z kolei w banku Y nominalna roczna sto-
pa procentowa wynosi 9%, a kapitalizacja jest dzienna. Ktéra z lokat pana D przyniesie mu wiek-
szy zysk?

Zadanie 3.7. Nominalna stopa procentowa w banku wynosi 6%, a kapitalizacja jest miesieczna.
Jaka kwote pan E ma wptacaé regularnie na poczatku kazdego miesiaca, aby po uptywie 5 lat
dysponowac kwotg 50 000 PLN?

Zadanie 3.8. Pan F zaciggnat czteroletni kredyt w wysokosci 10 000 PLN, oprocentowany roczng
stopa procentowg rowng 15%. Jak bedzie wygladala sptata kredytu przy rocznej kapitalizacji od-
setek, jezeli:

a. kredyt bedzie sptacany w rownych ratach na koniec kazdego roku,

Wysokos¢ Wysokosé Wysokosé Wysqkosc .
Numer kredytu odsetek Stata kwota ra zobowigzania
okresu na poczatek 2 k-tv okres ptatnosci Ka ita?(])we' na koniec
k-tego okresu ty P ) k-tego okresu

K Prs Dkszk.I Fr=H - Dy Py = Prq - Fy

1

2

3

4
Razem
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b. kredyt bedzie sptacany w réwnych ratach kapitatowych?

K Prs Dkszk.1 H Fyr=H - Dy Py = Prq - Fy

1
2
3
4
Razem

Zadanie 3.9. Pan G zaciggnat czteroletni kredyt w wysokosci 20 000 PLN, oprocentowany roczng
stopa procentowg réwng 13%. Zgodnie z umowg kredyt ma by¢ sptacany w nastepujacych ra-
tach: H; = 10 000 PLN, H, = 8000 PLN, H; = 9000 PLN. Ile wyniesie czwarta rata kredytu i jak be-
dzie wygladata sptata?

K Pk.1 Dk=pPk.1 H Fk:H—Dk Pk:Pk-l_Fk

w N =

S

Razem
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Scenariusz 4. Zastosowanie matematyki w ekonomii

Opracowanie: Janusz Morawiec

Pojecia i tresci

4.1.

4.2,

4.3.

4.4.

4.5.

Cele

Uklady nieréwnosci liniowych

Uktady nieréwnosci liniowych mozemy rozwigzywaé geometrycznie lub analitycznie. Me-
toda geometryczna ma ograniczone zastosowanie ze wzgledu na ilo$¢ niewiadomych. Me-
toda analityczna jest ogélna i powiada, ze kazdy uktad nieréwnosci liniowych o postaci:
ai1X1 +...+ anXn< b; dlakazdegoi=1,.. m

mozna sprowadzi¢ do uktadu réwnan liniowych o postaci:
ai1X1 +..+ anXn+yi = b; dla kazdegoi=1,..,p

poprzez wprowadzenie dodatkowych niewiadomych o postaci y; = b; - (aiix1 + ... + QinXn).
A takie uktady mozna rozwigzywac, stosujac np. metode eliminacji Gaussa.

Program optymalny

Wyobrazmy sobie, Ze mamy zaktad produkcyjny i prébujemy znalez¢ najlepszy - w sensie
wczesniej przyjetego kryterium - program produkcyjny; program ten nazywamy progra-
mem optymalnym.

Programowanie liniowe

Programowaniem liniowym nazywamy zadanie znalezienia punktu P = (x4, X, ..., X») 0 na-
stepujacych wtasnosciach:

a. funkcja z = f(x4, Xz, ..., Xn) = C1X1+C2Xa+ ... + CnXn przyjmuje w punkcie P warto$¢ najwiek-
SZ3,

b. aixq +..+ anX, < b; dla kazdegoi=1,..,p,

C. aiX1+..+ amXn=b; dlakazdegoi=p+1,..,q,

d. x4, X2, ..., X0 20,

gdzie cy, ..., €y Oraz aiy, ..., dgn 53 zadanymi liczbami rzeczywistymi.

Jezeli program liniowy ma niepusty zbidr rozwiqzan, to zbior ten jest wypuktym wielokgq-
tem, a kazde jego rozwiqzanie optymalne jest wierzchotkiem tego wielokqta.

Zagadnienia optymalizacji planu produkcji

Jednym z podstawowych zagadnienn ekonomii jest problem maksymalizacji zyskéw lub
tez minimalizacji strat zaktadu produkcyjnego. W wielu sytuacjach problem ten moze by¢
rozwigzany za pomocg programowania liniowego.

Problem diety

Programowanie liniowe jest dobrym narzedziem do rozwigzania problemu diety, ktéry
mozna sformutowaé nastepujgco. Jakie ilosci produktéw zywnos$ciowych nalezy kupo-
wac¢, aby przy catkowitym zaspokojeniu zapotrzebowania organizmu koszty wyzywienia
byly najmniejsze? Zagadnienie to mozna stosowac dla jednostki lub grupy.

rozwigzywanie nieréwnosci liniowych,
zrozumienie istoty pojecia programu liniowego,

zapoznanie z wybranymi zastosowaniami matematyki w ekonomii.
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Czas realizacji: 2 godziny

Wymagane Srodki: otowek, gumka, linijka

Przebieg zajec

1.1.

1.2.

Czes¢ teoretyczna:

podanie definicji uktadu réwnan liniowych, uktadu nieréwnosci liniowych, programu
optymalnego, programowania liniowego i pojeé z nimi zwigzanych,

przeanalizowanie wprowadzonych poje¢ na przyktadach optymalizacji planu produkcji
i problemu diety,

podanie twierdzen i metod zwigzanych z programowaniem liniowym.

Czes¢ praktyczna:

testowanie i weryfikowanie rozumienia wprowadzanych poje¢,

graficzne rozwigzywanie uktadéw nieréwnosci liniowych,

rozwigzywanie zadan z programowania liniowego.

Bibliografia

Biatynicki-Birula A., Algebra liniowa z geometriq, PWN, Warszawa 1979.

Czerwinski Z., Matematyka na ustugach ekonomii, PWN, Warszawa 1974.

Grabowski W., Programowanie matematyczne, PWE, Warszawa 1980.

Piszczata ]., Matematyka i jej zastosowanie w naukach ekonomicznych, Wydawnictwo Aka-
demii Ekonomicznej w Poznaniu, Poznan 2000.

Trzaskalik T., Wprowadzenie do badan operacyjnych, PWE, Warszawa 2003.

Materiaty uzupeiniajace do scenariusza 4.

Zadanie 4.1. Rozwiazac¢ graficzne uktady nieréwnosci:

a) -x+y<2,-2x+y<4, x2-2,y=20,
b) 3x+5y <15, -5x+2y <10, -3x-4y <12, 2x-3y < 6,x = -3,
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c) x+3y<15,x+y<7,2x+y<15,x>-1,y=-2,

d) 3x+3y 2 6, x+5y 2 5, 4x+y 24, x+5y < 15,X < 3.
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Zadanie 4.2. Zaktad A produkuje wyroby typu X i Y, a jego dane dotyczace produkcji zawiera po-

nizsza tabelka.

Zuzycie Srodkéw na jednostke produktu
Srodki Limity srodkéw
X Y
M 1 3 15
R 1 1 7
S 2 1 12
zysk 5 4

Ile jednostek wyrobu typu X, a ile typu Y powinien produkowac zaktad A, aby osiggnat najwiek-

szy zysk? Jaki bedzie wéwczas zysk zaktadu A?

Zadanie 4.3. Zat6zmy, Ze dieta pana A sktada sie z trzech sktadnikéw odzywczych: biatka, ttusz-

czu i weglowodanéw. W celu dostarczenia organizmowi tych sktadnikéw kupujemy tylko dwa

produkty zywnoS$ciowe: chleb i mieso. W jednostce wagowej chleba s3 2 jednostki biatka, 1 jed-

nostka ttuszczu i 4 jednostki weglowodanéw. W jednostce wagowej miesa sa 3 jednostki biatka,

5 jednostek tluszczu i 1 jednostka weglowodanéw. Dzienne minimalne ilosci biatka, ttuszczu

i weglowodanoéw, ktore powinien otrzymac pan A, wynosza odpowiednio 6, 5 i 4 jednostki. Za-

ktadamy, ze spozycie wiecej niz 15 jednostek ttuszczu dziennie jest szkodliwe dla pana A, a spo-

zycie chleba nie powinno przekracza¢ 3 jednostek dziennie. Ceny jednostek chleba i miesa wyno-
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szg odpowiednio 1 i 2 jednostki. Ile jednostek chleba i ile jednostek miesa powinien kupowaé
dziennie pan A, aby zminimalizowa¢ koszty diety?

Zadanie 4.4. Dwa gatunki wegla A i B zawieraja zanieczyszczenia fosforem i popiotem. W pew-
nym procesie przemystowym potrzeba co najmniej 90 ton zeliwa zawierajacego nie wiecej niz
0,03% fosforu i nie wiecej niz 4% popiotu. Procent zanieczyszczen i ceny zakupu poszczeg6lnych
gatunkéw wegla przedstawia ponizsza tablica.

Gatunek Procentowe zawartos$ci zanieczyszczen Cena zakupu
Wegla Fosforu popiotu 1 tony wegla (j. wzg)
A 0,02 3 500
B 0,05 5 400

Jak zmiesza¢ wymienione dwa gatunki wegla, aby uzyska¢ paliwo o mozliwie najnizszym koszcie,
spelniajgce wyzej wymienione wymagania?

Zadanie 4.5. Pewna fabryka F produkuje samochody osobowe i ciezarowe. W ramach tej fabryki
dziatajg trzy zaktady A, B i C. Zaktad A produkuje silniki. Produkcja silnika do kazdego typu samo-
chodu wymaga 4/3 godzin pracy. Zaktad B produkuje karoserie. Produkcja karoserii do samocho-
du osobowego wymaga 1/2 godziny pracy, a do ciezarowego 3 godziny. Zaktad C zajmuje sie mon-
tazem. Montaz samochodu osobowego wymaga 8/7 godziny pracy, a ciezarowego 5/2 godziny. W
ciggu miesigca liczba wyprodukowanych silnikéw przez zaktad A i karoserii przez zaktad B sg réw-
ne. Ponadto zaktad C montuje wszystkie wyprodukowane czesci przez zaktady A i B. Czas pracy
kazdego z zaktad6éw A, B i C nie moze przekroczy¢ 200 godzin miesiecznie. Zysk ze sprzedazy sa-
mochodu osobowego wynosi 50 000 PLN, a ze sprzedazy samochodu ciezarowego 90 000 PLN.
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a. Jaki plan wysoko$ci miesiecznej produkcji samochodéw osobowych i ciezarowych powinna

ustali¢ fabryka F, aby osiagna¢ maksymalny zysk? Jaki bedzie ten zysk?

b. Jak powinna zmodyfikowa¢ plan produkcji fabryka F, jezeli zysk ze sprzedazy samochodu osobo-
wego spadnie o 10 000 PLN, a zysk ze sprzedazy samochodu ciezarowego wzro$nie o 20 000 PLN?
¢. Jak powinna zmodyfikowaé plan produkcji fabryka F, jezeli zysk ze sprzedazy samochodu osobo-

wego wzrosnie o 10 000 PLN, a zysk ze sprzedazy samochodu ciezarowego wzros$nie o 40 000 PLN?
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Scenariusz 5. Co majg wspdlnego uktady rownan z ekonomiag?

Opracowanie: Maria Gérnioczek
Pojecia i tresci
5.1. Pojecie funkcji, wykres funkcji. Definicje i wtasnosci podstawowych typow funkcji.
5.2. Rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych i nieliniowych.
5.3. Pojecie funkcji popytu, podazy i punktu réwnowagi rynkowe;j.
Cele
* ukazanie mozliwos$ci zastosowania podstawowych wiadomos$ci matematycznych pozna-
wanych w szkole do modelowania proceséw ekonomicznych czy finansowych,

* ukazanie mozliwos$ci zastosowania rozwigzan réznego typu ukladéw réwnan w proble-
mach ekonomii.
Czas: 4 godziny
Przebieg zajec
5.1. Informacje teoretyczne z zakresu matematyki:
* pojecie funkcji, wykres funkcji, podstawowe typy funkcji i ich wtasnosci,
* metody rozwigzywania uktadéw réwnan.
5.2. Konstrukcja modeli rynku:
* modele liniowe i nieliniowe,
* modele z jednym, dwoma i wieloma dobrami,
* krzywe popytu i podazy,
* zagadnienie réwnowagi rynkowe;.
5.3. Zajecia praktyczne:
* wyznaczanie stanu réwnowagi w modelu z jednym dobrem oraz liniowymi funkcjami po-
pytu i podazy,
* wyznaczanie punktéw réwnowagi dla kwadratowych funkcji popytu i podazy,
* analiza modelu z dwoma dobrami - przypadek liniowy,
* punkty réwnowagi w modelu nieliniowym z n dobrami.
Uwaga! Rozwiazanie kazdego problemu wyznaczane bedzie metodami:
» algebraiczng,
» graficzng,
* z wykorzystaniem arkusza kalkulacyjnego Excel.
Bibliografia
* Chiang A.C., podstawy ekonomii matematycznej, PWE, Warszawa 1994.
* Panek E., Ekonomia matematyczna, PWN, Warszawa 1997.
* Varian H.R,, Mikroekonomia, PWN, Warszawa 2001.

* KuZniewska C., Szczygiet A, Cwiczenia z matematyki w Excelu, Mikom, Warszawa 1997.

Materiaty uzupeiniajace do scenariusza 5.

Niech XiY beda dwoma zbiorami. Przypu$émy, ze kazdemu elementowi ze zbioru przyporzadko-
wany jest w pewien sposéb element ze zbioru, co bedziemy oznacza¢ y = f(x). Wtedy f nazywamy
funkcja z X do Y. X nazywamy zbiorem argumentdw, a elementy f(x) warto$ciami funkcji.
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Jezeli X iY sg podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych, to méwimy o funkcji liczbowej zmiennej
rzeczywistej. Zbiér nazywamy dziedzina funkcji. Wykresem funkcji nazywamy zbiér punk-
tow (xy), takichze xU X iy =f(x).
Funkcje f(x) nazywamy rosnaca (malejaca), jesli wiekszemu argumentowi odpowiada wieksza
(mniejsza) warto$¢ funkcji, tzn.

x<x 0 f)< flx)  (F(x)> f(x)).
Niech na rynku wystepuje dobro o cenie P. Wowczas popyt na to dobro jest funkcjg malejaca
ceny: Qq = f(P). Z kolei podaz jest funkcja rosnaca ceny: Qs = g(P).
Moéwimy, ze na rynku jest rownowaga, jezeli popyt jest rowny podazy, tzn. na rynku nie ma ani
braku, ani nadwyzki dobra, zatem Q4 = Qs, co oznacza, ze f(P) = g(P).
Model liniowy
Qi=a-bPab>0
Qs=dP-c,c,d>0
Aby byta rownowaga, musi zachodzi¢ Qq = Qs.

atc
4 jest ceng dobra, przy ktorej jest

Z poréwnania powyzszych wzoréw otrzymujemy P =

réwnowaga na rynku.

Model nieliniowy

Przyktad z funkcjg kwadratowa:

Qa=a-P?

Q:=dP-c

Réwnowaga zachodzi wéwczas, gdy cena spetnia réwnanie P>+dP-(a+c) = 0.

Model rynku dwéch débr

Funkcje popytu i podazy sg liniowe:
O, apt aft a)b,
O,=¢tahtckh
O, = bo t b1P1 t bzpz
0,, = do t d1P1 1 dzpz

O, = Oy

de - Qsz.

Przykladowe zadanie do rozwigzania

Réwnowaga na rynku jest, gdy

Funkcje popytu i podazy dla modelu rynku dwoch débr sa nastepujace:
Q,=18-3R+ P, O, =12+ R - 2P
QSI:_2+4P1 QSZ:-2+3P2

gdzie Qq;, Qs, i = 1, 2 0znaczajq odpowiednio funkcje popytu i podazy, natomiast P;, i = 1, 2 ceny
dobr. Wyznaczy¢ punkty réwnowagi rynkowe;.
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Statystyka jest jednym z najwazniejszych obszaréw zastosowan matematyki. Zajmuje sie ba-
daniem cech, wtasnosci, podejmowaniem decyzji dotyczacych populacji generalnej na podstawie
informacji zebranych z reprezentatywnej proby losowej. Wstepnego opracowania proby dokonu-
je sie z wylaczeniem metod rachunku prawdopodobienistwa, a analiza taka miesci sie w zakresie
statystyki opisowe;.

Programy nauczania matematyki na poziomie szkoly gimnazjalnej i liceum zawieraja pewne
tresci dotyczace statystycznej analizy danych. Po ukoniczeniu szkoty uczniowie powinni by¢ wy-
posazeni miedzy innymi w kompetencje dotyczace czytania i odpowiedniego interpretowania
danych empirycznych w postaci diagramoéw i wykreséw. Powinni réwniez posia$¢ wiedze w za-
kresie zbierania, opracowywania i wizualizacji danych oraz pozna¢ podstawowe statystyki opi-
sowe, takie jak Srednia arytmetyczna i wazona, mediana, wariancja i odchylenie standardowe.
W obecnych czasach kompetencje matematyczne w zakresie statystyki obejmujg umiejet-
nosci prezentacji danych w sposdb przejrzysty z wykorzystaniem tabel, diagramoéw, wy-
kresow oraz (co jest szczegdlnie podkreslane) technologii informacyjnych. Nauczyciele ma-
tematyki powinni wiec rozumie¢, w jaki sposéb technologia informacyjna moze wspiera¢ dydak-
tyke matematyki w zakresie opracowywania i interpretacji danych. Powinni réwniez posiadac
niezbedng wiedze teoretyczng z zakresu statystyki, a takze umiejetnosci wykorzystywania na-
rzedzi informatycznych do tworzenia oraz sprawnego i poprawnego przeprowadzania badan
statystycznych. Wiedza nauczyciela matematyki na temat metod statystycznych powinna wykra-
czac poza statystyke opisowa i obejmowac takze pewne zagadnienia statystyki matematycznej,
ktéra dla opisu zjawisk i podejmowania decyzji w odniesieniu do populacji generalnej wykorzy-
stuje metody rachunku prawdopodobienstwa.

Wychodzac naprzeciw potrzebom wspéiczesnej edukacji matematycznej, proponujemy
warsztaty zwigzane z nauczaniem statystyki z wykorzystaniem arkusza kalkulacyjnego. Za szcze-
gblnie wazne uwazamy kompetencje dotyczace zbierania, prezentacji i analizy danych pochodza-
cych z préby w postaci szeregéw szczegétowych punktowych oraz rozdzielczych.

Cele modutu
* pomoc w dobrym przygotowaniu sie do lekcji matematyki z zakresu statystyki,
* zapoznanie z mozliwo$ciami wykorzystania arkusza kalkulacyjnego do prowadzenia ba-
dan statystycznych,
* nabycie umiejetno$ci konstruowania szeregdw rozdzielczych na podstawie danych przed-
stawionych w postaci szeregu szczegotowego,
* graficzne prezentowanie danych statystycznych w postaci diagramoéw, wykreséw czy hi-
stogramu,
* nabycie praktycznej umiejetno$ci wyznaczania statystyk opisowych z prdby i interpreta-
cja uzyskiwanych wynikdéw.
Podstawowe bloki zaje¢
1. Elementy statystyki opisowej - 4 godziny.

2. Zastosowanie arkusza kalkulacyjnego do obliczen statystycznych - 4 godziny.



44

Warsztaty ,Ksztaltowanie kompetencji kluczowych w nauczaniu matematyki”

Scenariusz 1. Elementy statystyki opisowej

Pojecia i tresci

1.1.

1.2.

1.3.

Pojecia wstepne:

Populacja generalna - zbiér elementéw podlegajacy badaniu ze wzgledu na pewna ce-
che czy zbiér cech.

Proba losowa - podzbidr elementdw populacji generalnej pobrany drogg losowa. Prébe lo-
sowg n-elementowa utozsamiamy w praktyce ze zmierzonymi wartoSciami cechy podlega-
jacej badaniu X;,...,X, . Gdy liczebnos¢ préby jest mniejsza od 30, to znaczy n < 30, wtedy
probe nazywamy matg, w przeciwnym przypadku, czyli gdy n = 30, prébe nazywamy duza.
Rozstep - jest to réznica miedzy warto$cia maksymalng a minimalng cechy w proébie:
R = X ™ Xy -

Grupowanie danych statystycznych:

Szereg prosty - uporzadkowany ciag wartos$ci badanej cechy statystycznej X;,..., X, .
Szereg rozdzielczy punktowy - elementy proby przedstawia w postaci uporzadkowanej
od najmniejszej do najwiekszej z uwzglednieniem krotnos$ci wystepowania powtarzajgcych
sie wartos$ci, to znaczy wraz z kazda wartoscig X; wypisywana jest ilo$¢ jej wystapien #, .
Szereg rozdzielczy przedzialowy (wielostopniowy) - stosowany w przypadku duzych
préb, porzadkuje wartosci cech w przedziaty o réwnej dtugosci, zwane klasami.
Podstawowe statystyki opisowe:

Miary klasyczne - do najczesciej stosowanych miar klasycznych zaliczamy przecietne
miary klasyczne oraz miary rozproszenia.

Przecietne miary klasyczne:

* Srednia arytmetyczna - warto$¢ przecietna.
Dla szeregu prostego wyraza sie wzorem:

X =
n

Dla szeregu rozdzielczego punktowego obliczana jest w postaci Sredniej wazonej, gdzie
wagami sg liczebnosci #;, odpowiadajace poszczegbélnym wartosciom cechy:

k
Z xn,

i=1

X =
n

Dla szeregu rozdzielczego przedziatowego $rednig obliczamy wedtug wzoru:

k
Z xn;
-

Xz

n
gdzie X, sa srodkami przedzialéw klasowych.

» Srednia wazona - obliczana, gdy kazdej wartoéci cechy przyporzadkowana jest pewna
liczba dodatnia, zwana wagg, zgodnie ze wzorem:
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gdzie W, jest wagg odpowiadajgcg wartosci X; .
* Miary rozproszenia - okre$lajg rozproszenie wartosci cechy wokét jej wartosci $redniej:
* Wariancja - jest miarg rozproszenia wyrazong przez Srednig kwadratow odchylen po-

szczegblnych warto$ci mierzonej cechy od wartosci $redniej. Dla szeregu prostego li-
czona jest wedtug wzoru:

ln
stz = X -x)-
n;(l )

Dla szeregu rozdzielczego punktowego obliczana na podstawie wyrazenia:
k

s = lz (x,- )" On, -

n'E

Dla szeregu rozdzielczego przedziatowego wartos$¢ wariancji obliczamy, stosujgc wzor:
1d
s?= —Z (%, - X)* On, -
nE
* Odchylenie standardowe - okreSla, o ile in plus lub in minus odchylaja sie wartosci ce-
chy od jej warto$ci $redniej, i wyraza sie wzorem:

I )
S=-vVSs -

Cele

* zapoznanie uczestnikéw z podstawami statystyki opisowej,

* nabycie umiejetnosci konstruowania szeregéw rozdzielczych na podstawie danych empi-
rycznych,

* poznanie elementow teorii statystyki opisowej, w tym podstawowych definicji, wtasnosci
i interpretacji,

* nabycie umiejetnosci obliczania statystyk opisowych na podstawie danych zawartych
w szeregach statystycznych oraz ich analizy.

Czas: 4 godziny
Przebieg zajec
1. Wprowadzenie w zagadnienia (wykorzystanie rzutnika multimedialnego).

2. Omowienie podstawowych zagadnien statystyki opisowe;.
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Materiaty uzupeiniajace do scenariusza 1.

Konstrukcja szeregu przedzialowego

1. Ustalenie liczby przedziatéw. Liczba ta powinna by¢ uzalezniona od liczebnosci proby,
w praktyce czesto oblicza sie ja wedtug wzoru k = \/; , przy czym nawet przy bardzo du-
zych prébach liczba przedziatéw nie powinna przekraczac 30.

2. Wszystkie przedziaty sg identycznej dtugosci.

Przedziaty szeregu rozdzielczego sg lewostronnie domkniete, a prawostronnie otwarte.

4. Przedzialy tworzymy w ten sposéb, aby koniec poprzedniego przedziatu byt poczatkiem
przedziatu nastepnego.

5. Pierwszy przedziat ustalamy tak, aby zawierat najmniejszg wartos¢ cechy, najczesciej jest
ona lewym konicem pierwszego przedziatu.

6. Ostatni przedziat powinien zawiera¢ najwieksza warto$¢ cechy, jezeli jest koncem ostat-
niego przedziatuy, to przedziat ten domykamy réwniez z prawej strony.

7. Dlugos¢ przedziatu wyznaczamy wedtug wzoru A= R/k, gdzie R jest rozstepem, czyli
réznicg pomiedzy warto$cig najwieksza i najmniejsza.
Typowy obszar zmiennoSci - przedziat liczbowy o postaci: ( X-s,xt S) ; wlasnoscia typowego

obszaru zmienno$ci jest to, Ze nie zawiera warto$ci skrajnych.
Wspétczynnik zmiennoSci - jest wzgledng miarg rozproszenia, definiowang wzorem:

Vo= 20100%.
X

Stuzy do poréwnywania zmiennosci cech wyrazonych w réznych jednostkach.

Dominanta - jest taka wartos$ciag cechy, ktéra w danym rozktadzie empirycznym wystepuje naj-
czesciej, zatem w przypadku szeregu rozdzielczego punktowego jest to warto$¢ odpowiadajaca
maksymalnej liczebno$ci. W szeregach rozdzielczych przedzialowych dominanta znajduje sie
w przedziale o najwiekszej liczebnosci, a jej warto$¢ obliczana jest wedtug wzoru:

np~ Npy

D,
(np=ny )t (ny=-np,,)

D= x,t

X, - dolna granica przedziatu dominanty, #,,7, ,,%,,, — odpowiednio: liczebnosci przedziatow
dominanty oraz przedzialéw poprzedzajacego i nastepujacego po przedziale dominanty,
h,, - rozpieto$¢ przedziatu dominanty.

Miary pozycyjne - do miar tych zaliczamy kwartyle. Stosowane sa one wtedy, gdy obliczenie
w bezposredni sposéb Sredniej wartosci cechy (np. w przypadku szeregu przedziatowego, gdy
nie jest znany poczatek pierwszego przedziatu lub koniec ostatniego) nie jest mozliwe.

Kwartyle:
Kwartyl drugi (mediana) - Q. (Me) dzieli elementy préby na dwie czesci, w ten sposoéb, ze 50%
elementéw proby przyjmuje wartosci mniejsze badZ ré6wne warto$ci mediany, a pozostate 50%

wartosci wieksze od mediany. Dla szeregéw prostych i rozdzielczych punktowych oblicza sie ja
wedlug wzoru:
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UX 1) 12 n nieparzyste
Me-= [
Hz(xn/2+ xn/2+l) n parZySte

Kwartyl pierwszy - Q; dzieli elementy préby na dwie czesci, w ten sposob, ze 25% elementow
proby przyjmuje warto$ci mniejsze badz rowne wartosci kwartyla pierwszego, a pozostate 75%
warto$ci wieksze od kwartyla pierwszego. Kwartyl pierwszy w przypadku szeregu prostego jest

wartoscig cechy odpowiadajacej elementowi [n/ 4] , gdzie ’x] oznacza cze$¢ catkowita liczby x,
to znaczy najwieksza liczbe catkowita mniejszg badZ réwna x.
Kwartyl trzeci - Q; dzieli elementy proby na dwie czesci, w ten sposdb, ze 75% elementéw pro-

by przyjmuje warto$ci mniejsze badz réwne wartosci kwartyla trzeciego, a pozostate 25% war-
toSci wieksze od kwartyla trzeciego. Kwartyl trzeci w przypadku szeregu prostego jest wartoscig

cechy odpowiadajacej elementowi [3n/ 4] , gdzie [XI oznacza cze$¢ catkowity liczby x.

W przypadku szeregéw rozdzielczych przedziatowych wartosci kwartyli wyznaczamy, stosujac
wz0r interpolacyjny:
p-1

N,- Z mo
Qp - xOP t n = hP

P

gzie N, jest réwne odpowiednio: n/4, n/2, 3n/4 dla Q,,0,,0;; x, - dolna granica przedziatu,
w ktérym znajduje sie warto$¢ obliczanego kwartyla; h, - rozpieto$¢ przedziatu obliczanego
kwartyla. Przy stosowaniu powyzszego wzoru nalezy najpierw wyznaczy¢ pozycje kwartyla w
szeregu: jest to ten przedzial, w ktérym po raz pierwszy zostaje przekroczona %, %2, 34 wszyst-
kich obserwaciji.

Odchylenie ¢wiartkowe - interpretowane jest w ten sposéb, ze gdy odrzucimy z proby 25% ele-
mentéw o najmniejszej warto$ci mierzonej cechy oraz 25% elementéw o najwiekszej wartosci,
to pozostate elementy préby beda réznity sie od mediany o plus minus odchylenie ¢wiartkowe
obliczane wzorem:

0;- 0

B

Pozycyjny obszar zmiennosSci - przedziat liczbowy odpowiadajacy typowemu obszarowi

Q:

zmiennos$ci w przypadku miar klasycznych, o postaci:
(Me- 0, Me+ Q) )

Pozycyjny wspoétczynnik zmiennosci - wzgledna miara rozproszenia dana wzorem:

= 2[[100%.

¢ Me

W przypadku zastosowania miar pozycyjnych Srednig arytmetyczng obliczamy przy zastosowa-
niu wzoru Pearsona, ktéry podaje zwigzek pomiedzy Srednig arytmetyczng, mediang i dominan-
ta i wyraza sie wzorem:

=

- D=3(x- Me).
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Scenariusz 2. Zastosowanie arkusza kalkulacyjnego do obliczen
statystycznych

Pojecia i tresci

2.1.

2.2,

2.3.
2.4,

2.5.

2.6.

Populacja generalna - zbiér elementéw podlegajacy badaniu ze wzgledu na pewna ce-
che czy zbiér cech.

Préba losowa - podzbior elementéw populacji generalnej pobrany droga losowa. Prébe
losowa n-elementowa utozsamiamy w praktyce ze zmierzonymi warto$ciami cechy pod-

legajacej badaniu X;,..., X, . Gdy liczebno$¢ préby jest mniejsza od 30, to znaczy n < 30,
wtedy probe nazywamy matg, w przeciwnym przypadku, czyli gdy n = 30, probe nazywa-
my duza.

Rozstep - jest to r6znica miedzy wartoscia maksymalng a minimalng cechy w prébie.
Grupowanie danych statystycznych w postaci szeregéw prostych, rozdzielczych punk-
towych i rozdzielczych przedziatowych.

Konstrukcja szeregu przedzialowego - wykorzystanie funkcji CZESTOSC:

Ustalenie liczby przedziatéw. Powinna by¢ ona uzalezniona od liczebnos$ci proby, czesto
oblicza sie ja wedtug wzoru f = \/7, przy czym nawet przy bardzo duzych proébach liczba
przedziatéw nie powinna przekracza¢ 30. Wszystkie przedziaty sg identycznej dtugosci.
Przedziaty szeregu rozdzielczego sa lewostronnie domkniete, a prawostronnie otwarte.
Przedziaty tworzymy w ten sposéb, aby koniec poprzedniego przedziatu byt poczatkiem
przedziatu nastepnego. Pierwszy przedziat ustalamy tak, aby zawieral najmniejsza war-
to$¢ cechy, najczesciej jest ona lewym konicem pierwszego przedziatu. Ostatni przedziat
powinien zawiera¢ najwiekszg warto$c¢ cechy; jezeli jest konicem ostatniego przedziatu, to
przedziat ten domykamy réwniez z prawej strony. Dtugos$¢ przedziatu wyznaczamy we-
dlug wzoru &= R/k, gdzie R jest rozstepem, czyli réznica miedzy warto$cig najwieksza
i najmniejsza.

Obliczanie podstawowych statystyk opisowych

Za pomoca poznanych wzordéw.

Przy zastosowaniu funkcji arkusza kalkulacyjnego, takich jak:

e SREDNIA, WARIANCJA, ODCH.STANDARDOWE,

e KWARTYL,MEDIANA, WYST.NAJCZESCIEJ.

zapoznanie uczestnikdw z podstawami obstugi arkusza kalkulacyjnego,

nabycie praktycznych umiejetnosci konstrukcji szeregéw rozdzielczych,

nabycie umiejetnosci obliczania statystyk opisowych z wykorzystaniem funkcji staty-
stycznych arkusza kalkulacyjnego,

zastosowanie arkusza kalkulacyjnego w zbieraniu danych, prezentacji graficznej i analizie
statystyczne;j.

Przebieg zajec
Rozwigzywanie zadan praktycznych przy zastosowaniu arkusza kalkulacyjnego.
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Materiaty uzupetniajgce do scenariusza 2.

* Rozwigzywanie zadan praktycznych przy zastosowaniu arkusza kalkulacyjnego.

Przyktadowe zadanie

W pewnej szkole przebadano piec¢dziesiecioro dzieci pod wzgledem ilosci czasu spedzonego
przed komputerem w ciggu jednego tygodnia, uzyskujac nastepujace wyniki w godzinach: 17,1;
14,2; 18,7; 21,8; 21,6; 23,2; 19,1; 17,3; 21,3; 14,7; 15,9; 12,9; 12,5; 15,1; 15,7; 13,0; 16,3; 16,8;
18,4; 16,9; 17,0; 15,9; 22,0; 17,7; 17,4; 16,5; 23,9; 20,6; 25,0; 16,0; 20,4; 23,0; 19,6; 20,7; 23,8;
17,7; 16,4; 20,0; 16,9; 20,3; 14,7; 15,5; 13,4; 16,9; 17,9; 18,1; 17,0; 24,6; 12,8; 15,8. Przedstaw
dane w postaci szeregu rozdzielczego, oblicz i zinterpretuj warto$ci podstawowych statystyk
opisowych.
Rozwigzanie

Zajmijmy sie najpierw skonstruowaniem szeregu przedzialowego. Liczebno$¢ pobranej pro-

by wynosi 50, przyjmujac zatem liczbe przedziatéw dla szeregu rozdzielczego k = \/;, otrzymu-
jemy 7 przedziatéw. Na podstawie danych z zadania otrzymujemy x,,, = 25, x,,, = 12,5, zatem

rozstep R = 12,5, Dtugosé¢ dla pojedynczego przedziatu ustalamy na poziomie R/k =1,8. Szereg
rozdzielczy budujemy, okreslajac korice przedziatéw (na rysunku w kolumnach D oraz E). Nalezy
pamieta¢, ze przedziaty sg lewostronnie domkniete, z wyjatkiem ostatniego - domknietego obu-
stronnie. Liczebno$ci poszczegdlnych przedziatdw mozemy otrzymaé w arkuszu, wykorzystujac
funkcje CZESTOSC - w ten sposéb otrzymamy szereg widoczny na rysunku ponizej.

B ¢ | o [ E | F |
1
| 2 | min
| 3 | max
| 4 | R
|5
5
| 7| Lp. xl Hp ni
8 1 125 143 B
| 9 | 2 143 16,1 9
10| 3 16,1 17.9 15
11 4 179 19,7 5
| 12 | 5 19,7 215 3
| 13 | 3 215 233 5
14 | 7 233 25,1 4
15 Suma 50
1=

Policzmy teraz warto$¢ Srednig oraz wariancje dla danych przedstawionych za pomoca
wczes$niej skonstruowanego szeregu rozdzielczego. Chcac obliczy¢ Srednia, nalezy wyznaczy¢
$rodek kazdego z przedziatéw, policzy¢ iloczyny liczebnoSci i srodkéw, dzielac ich sume przez li-
czebno$¢ proby. Obliczenia te przedstawia ponizszy rysunek:
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B [ D E F G H

| 7| Lp. xl Hp il H_Sr H_5rni

=N 1 125 143 5 134 80,4
EX 2 14,3 16,1 9 15,2 1368
10 3 16,1 179 15 17,0 2550
| 11| 4 179 19,7 5 18,8 940
| 12| 5 19,7 215 6 206 1236
| 13| 5 215 233 5 224 1120
|14 7 233 251 4 242 95 8
| 15 | Suma 50 898.,6
|16 | Srednia 18,0

Warto$¢ srednia w komoérce H16 zostala uzyskana poprzez podzielenie warto$ci w komoérce
H15 przez liczebnos¢ préby, a zatem wartos¢ zapisang w komoérce F15. W podobny sposéb dla
obliczenia wariancji obliczamy réznice Srodkéw przedziatéw i uzyskanej wartosci $redniej, kwa-
draty tych wyrazen, kwadraty przemnozone przez liczebnosci oraz ich sume, ktéra po podziele-
niu przez liczebno$¢ proby daje wartos¢ wariancji. Potrzebne w tym przypadku obliczenia ilu-
struje ponizszy rysunek:

© 8] E F G | J K
7 Lp. il xp ni H_Sr ¥ Srm | [ Srmp2 | nif(x_Sr-m)t2
B 1 12,5 14,3 B 134 -4 50 21,16 126 96
g 2 14,3 16,1 9 15,2 -2,50 784 7056
10 3 16,1 179 15 17,0 -1,00 1,00 15,00
1 4 179 19,7 5 18,8 0,50 054 320
12 5 19,7 215 3 2086 260 6,76 40 56
13 3 215 233 5 224 4.40 19,36 96 50
14 7 233 25,1 4 242 6,20 35,44 153,76
| 15 | Suma 50 Suma 506,84
1B | Srednia Wariancja 10,14
17 Odchylenie 3,18

Obliczona w komérce K17 wartos$¢ odchylenia standardowego jest rowna pierwiastkowi wa-
riancji obliczonej w komdrce K16. Otrzymana warto$¢ oznacza, ze przecietne odchylenie czasu
spedzonego przez badane dzieci przed telewizorem w ciggu tygodnia rézni sie od wartosci $red-
niej o plus minus 3,18 godziny. Ponadto na podstawie obliczonych wartos$ci Sredniej i odchylenia
standardowego otrzymujemy typowy przedziat zmiennosci o postaci (14,82 21,18) oraz wzgled-
ne zréznicowanie czasu spedzanego przed telewizorem, oceniane za pomoca wspotczynnika

3,18

100% = 17,67%.

zmienno$ci, na poziomie V, =

Korzystajac z polecenia Wstaw/Wykres i wybierajac wykres kolumnowy, mozemy zobrazo-
wac dane w postaci tak zwanego histogramu. Histogram jest to wykres stupkowy, w ktérym pod-
stawa danego stupka jest przedzial, a wysokoscig - liczebno$¢ odpowiadajgca temu przedziato-
wi. W opcjach wykresu nalezy ustawi¢ szeroko$¢ przerwy pomiedzy kolejnymi stupkami na 0,
aby uzyskac efekt widoczny na ponizszym rysunku.

125 14.3 161 n 179 197 21,5 23,3 25,1

Histogram mozna wykorzysta¢ dla graficznego znalezienia dominanty, ktéra znajduje sie
w przedziale najliczniejszym, to znaczy tym, ktéremu odpowiada najwyzszy stupek histogramu.
Metoda polega na wykresleniu z najwyzszego stupka dwéch odcinkéw taczacych po przekatnej
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blizsze wierzchotki sgsiednich. Rzut punktu przeciecia na o$ x jest poszukiwang warto$cig domi-
nanty. Metode te ilustruje powyzszy rysunek.

Warto$¢ dominanty policzymy réwniez, stosujac odpowiedni wzor:
ny,= Ny, 15-9

h,=16,1*+ ——[1,8=16,78
(np = np )t (ny = np,,) 15-9+15-5

D= x,t

Oznacza to, ze dzieci spedzaja przed telewizorem tygodniowo najczesciej 16,78 godziny. Prze-
chodzac do obliczenia warto$ci miar pozycyjnych, obliczmy liczebno$ci skumulowane, co pozwoli
poda¢ graficzng metode wyznaczania kwartyli. Skumulowane liczebnosci liczymy wedtug wzoru:

i
cum. = Z n, (uzyskane wartosci na rysunku umieszczone zostaty w kolumnie G arkusza).
1
=1

0] E F G
7 Lp. xl Hp ni curm i
] 1 125 143 g g
a 2 14,3 16,1 a 15
10 3 16,1 175 15 30
1 4 178 197 5 35
12 ] 197 215 g 41
13 ] 2148 233 ] 45
14 7 233 251 4 a0

Na podstawie tych wartosci tworzymy wykres zwany tamang liczebnos$ci kumulacyjnych.
Wartos$ci odpowiednich kwartyli uzyskujemy, odczytujac na osi x rzut odpowiadajacy liczebnosci
dla tego kwartyla, to znaczy n/4 dla kwartyla pierwszego, n/2 dla mediany i 3n/4 dla kwartyla
trzeciego.

60 -

50

0] /_

Naz 1
30 1

Ng:
20 ]

Ner ]
10

1000 125 13 161 179 197 215 233 2510 2700
Qr  Me Qs
Stosujac wzor interpolacyjny, zauwazmy, ze kwartyl pierwszy miesci sie w przedziale dru-
gim, bo cum, > 12,5, Mediana mie$ci sie w przedziale trzecim, a kwartyl trzeci w pigtym prze-
dziale. Zgodnie ze wzorem otrzymujemy:

0,= 14,3+ %m,gz 15,6, Me= 16,1+ 219

m,8=17,3,

37,5- 35

0,=19,7+ 1,8 = 20,45.

Korzystajac z powyzszych wzoréw, obliczamy wartos¢ odchylenia ¢wiartkowego, otrzymujac
w tym przypadku: O = (20,45 - 15,6) /2= 2,42, co oznacza, ze - po odrzuceniu 25% dzieci spe-

dzajacych przed komputerem najwiecej i najmniej czasu - czas spedzany przez pozostate rézni sie od
mediany o plus minus 2,42 godziny. Otrzymujemy ponadto pozycyjny obszar zmienno$ci w postaci

2’4§ (100% = 13,99%.

przedziatu (14,88 19,72) oraz pozycyjny wspétczynnik zmiennosci V), =

2
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Jednym z priorytetéw wspotczesnej edukacji jest przesuniecie akcentu z nauczania tresci na
tworzenie warunkéw do ksztatcenia i rozwijania kompetencji kluczowych. Nadrzednym celem
pracy edukacyjnej kazdego nauczyciela jest (zgodnie z obowiazujaca Podstawa Programowag) dg-
zenie do wszechstronnego rozwoju ucznia, przejawiajacego sie m.in. w nabywaniu przez niego
umiejetnosci rozwigzywania probleméw w sposob tworczy, przyswajaniu metod i technik negocja-
cyjnego rozwigzywania konfliktow i probleméw spotecznych. Wspieranie ucznia na drodze jego
indywidualnego rozwoju wymaga jednak uznania przez kazdego nauczyciela ponadprzed-
miotowego charakteru wszystkich kompetencji kluczowych (i kazdej z nich z osobna).

Pedagodzy i dydaktycy stoja na stanowisku, Ze wptywanie na procesy edukacyjne i $wiado-
me modelowanie tych proceséw wymagaja statego kontrolowania rezultatéw. Z drugiej strony
sposob kontroli i oceny wptywa w znacznym stopniu na przebieg procesu ksztatcenia. Praktyka
szkolna pokazuje, Ze jednym z najsilniejszych bodZcéw do zmian w sposobach nauczania s3
zmiany w sposobach egzaminowania (a nie w celach edukacyjnych). Swiadome ksztalttowanie
umiejetnosci kluczowych wymaga wiec statego wgladu w efekty tego procesu, a sposéb ich mo-
nitorowania znajdowac bedzie odzwierciedlenie w zabiegach podejmowanych przez nauczyciela
w trakcie codziennej pracy.

Ocena jest sadem wartosSciujacym. Stopien staje sie czesto dla ucznia miernikiem jego wta-
snej wartosci jako osoby. Sposéb, w jaki nauczyciel realizuje procesy kontroli i oceniania, ma cze-
sto dlugotrwate konsekwencje. Przeprowadzanie kontroli i (ewentualnej) oceny umiejetnosci
o charakterze kluczowym jawi sie w tym kontekscie jako sztuka. Sztuka, wobec ktérej kompe-
tentny nauczyciel nie moze pozostac¢ obojetny.

Wsrod kompetencji kluczowych, ktorych posiadanie decydowac ma o sukcesie uczestnictwa
jednostki w spoteczenstwie i przygotowaniu do wyzwan spoteczenstwa informacyjnego obok
umiejetnosci o charakterze miedzyprzedmiotowym, wymieniane sg: alfabetyzm matematyczny
i kompetencje w zakresie matematyki. Co jednak wchodzi w zakres owych kompetencji? W ra-
mach Badania Alfabetyzmu Funkcjonalnego Dorostych alfabetyzm matematyczny okreslono
jako: wiedze i umiejetnosci niezbedne do efektywnego rozwiqzywania probleméw matematycznych
powstajgcych w réznorodnych sytuacjach. Czesto jednak umiejetnos$ci te rozumiane bywajg bar-
dzo wasko - jako techniczna sprawnos$¢ zwigzana z wykonywaniem dziatan na liczbach, rozwia-
zywaniem réwnan i uktadéw réwnan czy wykorzystaniem wtasnosci funkcji. Podobnemu rozu-
mieniu towarzyszy przeswiadczenie o braku predyspozycji tzw. przecietnego ucznia do twércze-
go rozwigzywania problemdéw. Takiemu przekonaniu przeciwstawi¢ mozna poglady wyrazane
przez tworczych matematykdw-nauczycieli: Jestes w stanie mysle¢ matematycznie.

Rozwiqzywanie zadan jest takq samq umiejetnosciq praktyczng jak np. ptywanie. Kazdq prak-
tycznqg umiejetnos¢ osiggamy przez nasladowanie i ¢wiczenie. Chcqgc ptywaé, nasladujemy innych
w tym, co oni robiq ze swoimi rekami i nogami, aby utrzymac gtowe nad wodg, i w koricu zdobywa-
my te umiejetnos¢ przez wielokrotne ¢wiczenie. Chcqc rozwiqzywac zadania, musimy obserwowaé
innych, nasladowac ich i w koricu nauczymy sie tego przez ¢wiczenie rozwiqzywania zadan.
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Kompetentny nauczyciel powinien umie¢ stwarzaé¢ uczniom mozliwo$¢ obserwowania
i przezywania autentycznego procesu rozwigzywania problemu. Nie chodzi tu oczywiscie o pre-
zentowanie rozwigzan wzorcowych w tym sensie, ze dostarczaja gotowy do wykorzystania algo-
rytm, ale o pokazanie procesu rozwigzywania jako procesu heurystycznego, bazujacego na pro-
cesach myslowych dostepnych wszystkim uczniom.

Cele modutu
* poznawanie réznych interpretacji pojecia ,kompetencje kluczowe”; zidentyfikowanie
kompetencji kluczowych w Podstawie Programowej obowigzujacej od roku 2007,
* rozwijanie wlasnych kompetencji w zakresie dokonywania oceny umiejetnosci uczniow,
* pogltebianie rozumienia proceséw myslowych, na ktorych opiera sie mys$lenie matematyczne,
* nabywanie umiejetnosci usprawniania mys$lenia matematycznego uczniow,

* przeprowadzanie analiz zadan konkursowych i ich rozwigzan.
Podstawowe bloki zaje¢
1. Ksztattowanie, kontrolowanie i ocenianie kompetencji kluczowych na lekcjach matematy-
ki - 4 godziny.
2. Rozwijanie my$lenia matematycznego - 4 godziny.

3. Metody rozwigzywania zadan matematycznych - 4 godziny.
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Scenariusz 1. Ksztattowanie, kontrolowanie i ocenianie kompeten-
cji kluczowych na lekcjach matematyki

Opracowanie: Natalia Cieslar
Pojecia i tresci
1.1. Kompetencje kluczowe; kompetencje matematyczne, naukowo-techniczne, informatycz-
ne, spoteczne i obywatelskie, inicjatywnos¢, przedsiebiorczos¢, Swiadomos$¢ i ekspresja
kulturalna.

1.2. Kontrola, ocena; sposoby kontroli i oceny, funkcja oceny, za i przeciw ocenie szkolnej, bte-
dy popelniane przy ocenianiu, ocena ksztattujgca, ocena opisowa.

Cele

* przekonanie uczestnikéw o mozliwosci i konieczno$ci ksztatcenia, kontrolowania i oce-
niania (w odpowiedniej formie) przyrostu kompetencji kluczowych u uczniéw,

* préba wypracowania narzedzi wspomagajacych kontrolowanie i ocenianie kompetencji
kluczowych,

* analiza zwigzkéw miedzy sposobami kontrolowania i oceniania a wynikami ksztatcenia,

* wymiana do$wiadczen zwigzanych z ksztattowaniem i ocenianiem kompetencji i umiejet-
nosci uczniow na lekcjach matematyki.

Czas: 4 godziny
Przebieg zajec
1. Analiza pojecia ,kompetencje kluczowe” w kontekscie tresci raportéw miedzynarodo-
wych oraz Podstawy Programowe;j.
2. Analiza poje¢ kontrola” i ,ocena”. Znaczenie kontroli i oceny w procesie edukacji.
Okreslenie i analiza funkcji oceny szkolne;j.
4. Argumenty przemawiajace za stosowaniem ocen oraz za wyraznym ograniczeniem ich
roli lub wyeliminowaniem ich z nauczania. Btedy popeiniane przy ocenianiu.

5. Ocenianie ksztattujace i sumujace, ocena opisowa. Analiza PSO pod katem elementéw
umozliwiajgcych kontrolowanie i ocenianie kompetencji kluczowych.

6. Wypracowanie sposobu kontroli i oceniania kompetencji kluczowych na lekcjach matematyki.
Bibliografia
* Arends R.I, Uczymy sie naucza¢é, Warszawa 1998.
* Galloway Ch., Psychologia uczenia sie i nauczania, Warszawa 1988.
* Hamer H,, Klucz do efektywnosci nauczania. Poradnik dla nauczycieli, Warszawa 1994.
* Niemierko B., Ocenianie szkolne bez tajemnic, Warszawa 2002.

* Sterna D., Ocenianie ksztattujgce w praktyce, Warszawa 2006.

Materiaty uzupeiniajgce do scenariusza 1.

* Slajdy.

* Arkusze doswiadczen wtasnych.
Kompetencje kluczowe interpretowa¢ mozna jako zbiér wiadomos$ci, umiejetnosci i postaw
niezbednych z punktu widzenia celowego i aktywnego uczestnictwa jednostki w spoteczenstwie.

Raport Komisji Europejskiej
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Kontrolowanie to gromadzenie i scalanie informacji.
Ocenianie to proces dochodzenia do opinii lub przypisywania wartos$ci (R.I. Arends).
Ocenianie szkolne to procesy ustalania i komunikowania oceny szkolne;j.

Ocena szkolna to informacja o wyniku uczenia sie wraz z komentarzem (B. Niemierko).

Niektore funkcje oceny
Klasyfikacyjna - ocena stuzy zréznicowaniu i uporzadkowaniu uczniéw zgodnie z okreslong skala.

Diagnostyczna - ocena odzwierciedla stopien opanowania przez ucznia wiadomosci
i umiejetnosci okreslonych w programie nauczania.

Motywacyjna - ocena stuzy motywowaniu ucznia do dalszego rozwoju.
Wychowawcza - ocena wptywa na ksztattowanie pozadanych postaw, odzwierciedla wktad pra-
Cy ucznia, jego zaangazowanie, sumienno$¢, obowigzkowos¢ itp.

Prognostyczna - ocena odzwierciedla potencjat ucznia, stuzy planowaniu jego dalszego rozwoju.

Efektywna ocena
* jest oparta na konkrecie,
* dostarcza maksimum informacji o warto$ci pracy ucznia,
* pordéwnuje obecne osiggniecia ucznia z wczesSniejszymi (a nie z dokonaniami kolegow),
* uwzglednia aktualne mozliwosci ucznia,
* uwzglednia stopien trudno$ci zadania dla danego ucznia,
* uwzglednia wysitek wloZony w prace, a nie tylko efekt koncowy,
* zacheca do dalszej nauki,
* ukazuje zainteresowanie nauczyciela problemami i sukcesami ucznia.
Patrz H. Hamer
Do czestych btedéw popetnianych przy wystawianiu stopni nalezy:
1. Niejednakowe ocenianie uczniéw dobrze znanych i prywatnie lubianych oraz znanych go-
rzej lub niedarzonych sympatia.

Nieudzielanie wszystkim takich samych wskazdwek i podpowiedzi uczniom.

2
3. Opieranie oceny na raz powzietej opinii niezaleznie od aktualnej wiedzy ucznia.
4

5.
Ocenianie ksztattujqce to przekazywanie informacji zwrotnej pomagajqcej uczniowi sie uczyc.

Ocenianie sumujqce to przekazywanie informacji o efektach uczenia sie (najczesciej wyrazane
stopniem).
D. Sterna

Kluczowym sktadnikiem oceniania ksztattujacego jest informacja zwrotna. Informacja zwrotna
powinna zawierac:

* wyszczegdlnienie i docenienie dobrych elementéw pracy ucznia,

* odnotowanie tego, co wymaga poprawienia lub dodatkowej pracy ze strony ucznia,

* wskazéwki, w jaki sposdb uczen powinien poprawi¢ prace,

* wskazéwki, w jakim kierunku uczen powinien pracowac dalej.
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Scenariusz 2. Rozwijanie my$lenia matematycznego

Opracowanie: Natalia Cieslar

Pojecia i tresci

Myslenie matematyczne, kompetencje matematyczne; analogia, uogélnianie, konkretyzacja, sta-
wianie hipotez, uzasadnianie, korzystanie z definicji, korzystanie z twierdzenia.

Cele
* rozpoznanie proceséw umystowych charakterystycznych dla myslenia matematycznego,
* analiza i poréwnanie dwdch koncepcji ksztattowania umiejetno$ci myslenia matematycznego,
* usprawnienie wtasnej zdolnos$ci myslenia matematycznego,
* przeanalizowanie przyktadowych zadan pod katem mozliwosci wykorzystania ich
w ksztatceniu myslenia matematycznego.

Czas: 4 godziny
Przebieg zajec

)

1. Analiza pojec: ,myslenie matematyczne”, . kompetencje matematyczne”.
2. Analiza raportu OECD/PISA w obszarze dotyczacym umiejetno$ci matematycznych.
3. Przedstawienie koncepcji ksztatcenia umiejetnosci rozwigzywania zadan G. Poly’i.
4. Przedstawienie koncepcji rozwijania myslenia matematycznego proponowanej przez
J. Mason, L. Burton, K. Stacey.
5. Pordownanie przedstawionych koncepcji.
6. Przyktady sposobdéw wykorzystania obu koncepcji w praktyce szkolne;.
Bibliografia
* Mason J.,, Burton L., Stacey K., Matematyczne myslenie, Warszawa 2005.

* Poly’a G, Jak to rozwigzac?, Warszawa 1993.

Materiaty uzupeiniajgce do scenariusza 2.
* Slajdy.

* Arkusze do$wiadczen wtasnych.
Umiejetno$¢ myslenia matematycznego okresli¢ mozna jako indywidualng zdolno$¢ do:
* rozpoznania i zrozumienia roli, jakg matematyka odgrywa we wspétczesnym Swiecie,
* formowania sadéw opartych na matematycznym rozumowaniu oraz
* wykorzystywania umiejetno$ci matematycznych tam, gdzie wymagaja tego potrzeby zy-
cia codziennego.
Program OECD/PISA

Pytania i wskazéwki pomocne przy rozwigzywaniu zadan

Jezeli skierujecie pytania i wskazéwki z listy do siebie i uzyjecie ich w sposéb wtasciwy, mogq one
wam pomdc w rozwiqzaniu waszego zadania. Jezeli skierujecie je do ktoregos z waszych uczniow,
mozecie mu pomaoc w rozwiqgzaniu jego zadania.

G. Poly’a

Zrozumienie zadania
* Cojestniewiadome? Co jest dane? Jaki jest warunek?
* (Czy warunek mozna spetnié¢?

* Zro6b rysunek. Wprowadz odpowiednie oznaczenia.
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* Wydziel poszczegélne czesci warunku.

Uktadanie planu rozwigzania

* (Czy nie spotkates sie juz kiedy$ z tym zadaniem (moze w nieco innej postaci)?

* (Czy znasz jakie$ pokrewne zadanie? Czy nie moglbys$ z niego skorzysta¢? Czy nie mogtby$
skorzysta¢ z jego wyniku lub zastosowanej w nim metody? Czy nie trzeba wprowadzi¢ ja-
kiego$ elementu pomocniczego, aby moc z tego zadania skorzystac?

* (Czy znasz jakie$ twierdzenie, ktére mogtoby tu by¢ uzyte?

* Spoéjrz na niewiadoma! Sprébuj przypomniec sobie jakies dobrze znane Ci zadanie maj3-
ce te samg lub podobng niewiadoma.

* (Czy nie mogtby$ przedstawi¢ zadania na nowo, w inny sposéb? Czy nie mogtbys tego zro-
bi¢ jeszcze inaczej? Odwotaj sie do definicji.

* (Czy nie mégtbys rozwiazac najpierw jakiego$ bardziej ogélnego, bardziej specjalnego za-
dania? Analogicznego?

* (Czy nie mogtbys rozwiazac czesci zadania? Zatrzymaj tylko cze$¢ warunku, reszte odrzuc.
Do jakiego stopnia niewiadoma jest wtedy okreslona, jak moze sie ona zmieniac?

* (Czy nie mogtbys wydoby¢ czego$ pozytecznego z danych? Czy nie mdgtbys rozpatrzy¢ in-
nych danych, moggcych okresli¢ niewiadoma? Czy nie mégtby$ zmieni¢ niewiadomych
albo danych?

Wykonywanie planu
*  Wykonujac swoj plan, sprawdzaj kazdy krok.

* (Czy jest dla Ciebie jasne, Ze krok jest poprawny? Czy mozesz to udowodni¢?

Rzut oka wstecz

* (Czy mozesz sprawdzi¢ wynik?

* Czy mozesz otrzymac wynik w inny spos6b?

* (Czy mozesz obja¢ wynik jednym rzutem oka?

* Czy mozesz wykorzysta¢ wynik albo metode rozwigzania do innego zadania?
Zadanie

Jeden z wierzchotkéw kwadratu potaczono odcinkami ze Srodkami dwo6ch bokéw. Odcinki te
dzielg przekatng kwadratu na trzy czesci. Czy czesci te sg rowne?

Mys$lenie matematyczne
Jestes w stanie mysle¢ matematycznie.

Myslenie matematyczne mozZna usprawnic dzieki praktyce potqczonej z refleksjq.
J- Mason, L. Burton, K. Stacey

Rozpoznanie
Praca w fazie rozpoznania polega na udzieleniu odpowiedzi na trzy pytania:
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Co wiem? Czego chce? Co moge wprowadzi¢?

Atak
Gléwna czynnoscig w tej fazie jest formutowanie hipotez, nastepnie poszukiwanie odpowie-
dzi na pytanie, dlaczego tak jest (badz dlaczego tak nie jest), oraz uzasadnianie.

Przeglad
Praca w fazie przegladu polega na trzech spokrewnionych czynnosciach:
* Sprawdzanie rozwigzania.
* Refleksja nad kluczowymi pomystami i krokami w rozwigzaniu.
* Rozwiniecie otrzymanego wyniku tak, by obowigzywat w szerszym kontekscie.
We wszystkich fazach korzysta sie z podstawowych proceséw: konkretyzacji i uogolnienia.

* Konkretyzacja oznacza wybér przyktadow:
» przypadkowy, by lepiej zrozumie¢ pytanie,
* systematyczny, by przygotowac podstawy do uogolnienia,
* przemyslany, by sprawdzi¢ uogdlnienie.
* Uogdlnienie oznacza wykrywanie regularnosci i wyjasnienie:
* jak to jest naprawde (przypuszczenie),
» dlaczego tak jest (uzasadnienie),
» Kkiedy stwierdzenie jest prawdziwe, tzn. jak mozna rozszerzy¢ klase rozwazanych przy-
padkéw (nowe pytanie).
Zadanie
Mamy 5 kawatkéw papieru. Wszystkie lub niektére z nich rozcinamy na 5 czesci. Czy powta-
rzajac wielokrotnie te czynnos¢, mozemy otrzymac 999 kawatkow?

Cwiczenie 1.

Trzy kolezanki - Ania, Ewa i Marta - mieszkaja w domach, ktérych potozenia wyznaczaja na
rysunku punkty A, E M. Okresl miejsce ich codziennych spotkan, tak aby kazda z nich miata taka
sama odlegtos¢ do domu.

Cwiczenie 2.
Podziel odcinek AB na pie¢ cze$ci majacych te samg dtugosé.

7

Cwiczenie 3.
Oblicz objetos¢ ostrostupa o wysokosci 20 cm, ktérego podstawa jest trojkat réwnoboczny
o boku 10 cm.

Cwiczenie 4.

W pewnej hurtowni mozesz otrzymac rabat w wysokosci 20%, ale musisz zaptaci¢ podatek
konsumpcyjny w wysokosci 15%. Czy wolisz, Zeby najpierw obliczono rabat, a p6zZniej podatek,
czy odwrotnie?



60 Warsztaty ,Ksztaltowanie kompetencji kluczowych w nauczaniu matematyki”

Cwiczenie 5.

Trzej wedrowecy, zdrozeni i glodni, przyszli do schroniska turystycznego. Wedrowcy zamoéwili
pierogi i poprosili o przyniesienie ich do pokoju. Czekajac na pierogi, usneli. Gdy pierogi byty goto-
we, przyniesiono je do pokoju i postawiono na stole, nie budzac $piacych. Gdy po przebudzeniu je-
den z turystow spostrzegt pierogi, przeliczyt je, zjadt trzecig czes¢ i zasnat. Nastepnie obudzit sie
drugi turysta, przeliczyt pierogi, zjadt trzecig cze$¢ i zasnagt. Wreszcie obudzit sie trzeci turysta i po-
stapit tak samo. Zostato 8 pierogéw. Jak obliczy¢, ile pierogéw przyniesiono do pokoju?
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Scenariusz 3. Metody rozwigzywania zadan matematycznych

Opracowanie: Erwin Kasparek
Pojecia i tresci
3.1. Zadanie matematyczne, metody rozwigzywania zadan matematycznych.
3.2. Omdwienie twierdzen dotyczacych podobienstwa figur. Skala podobienstwa.
3.3. Twierdzenie o wspo6tokregowosci czterech punktow, z ktorych zadne trzy nie sg wspotliniowe.

3.4. Omoéwienie wzoréw skréconego mnozenia z ich zastosowaniem do rozwigzywania réz-
nych zadan.

Cele
* nabywanie umiejetno$ci rozwigzywania zadan o podwyzszonym stopniu trudnosci,
* poznawanie i porownywanie metod rozwigzywania zadan matematycznych,
* dokonywanie analizy zadan konkursowych oraz ich rozwigzan.
Czas: 4 godziny
Przebieg zaje¢c
1. Cze$¢ teoretyczna:
* omodwienie poje¢ matematycznych i twierdzen potrzebnych do rozwigzania danego pro-
blemu,
* przypomnienie niektorych fragmentéw dowoddw waznych twierdzen.
2. (Czes$¢ praktyczna:
* analiza konkretnych zadan wraz z ich rozwigzaniem

* analiza stopnia trudnosci zadan konkursowych.

Materiaty uzupetniajace do scenariusza 3.

W literaturze szkolnej podaje sie twierdzenie, Ze na czworokacie wypuktym mozna opisac
okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy miar katow przeciwlegtych tego czworokata sg sobie rowne.
Podamy tutaj jeszcze inny warunek rownowazny powyzszemu. Jezeli dany jest czworokat ABCD,
w ktérym AB i CD oraz BC i AD sg parami bokéw przeciwleglych sobie, to przez P oznaczymy
punkt przeciecia sie jego przekatnych. Czworokat wypukty ABCD mozna wpisa¢ w okrag wtedy i
tylko wtedy, gdy speiniona jest réwnos¢:

| PA|0| PC |-| PB|U| PD|

Jezeli czworokat jest wpisany w okrag, to, korzystajac z tego, ze katy wpisane wsparte na
tym samym tuku majg te same miary, stwierdzamy, ze trojkaty PAB i PDC s3 podobne (miary k3-
tow przy wierzchotkach A i D oraz B i C sg sobie rowne). Skale podobienstwa tych tréjkagtéw mo-
zemy wiec wyrazi¢ jako stosunek dtugosci dwdéch dowolnych bokéw lezacych naprzeciwko ka-
tow o tych samych miarach. Otrzymujemy zatem réwnos¢:

| PA| _ | PB] . _
\PD| @,czyh|PA|D!PCI-|PB|D!PD!.

Jezeli teraz dany jest czworokat wypukty ABCD, w ktérym spetniona jest rowno$¢:
(D) | PA[O PCF[PBIL PD],
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to mozna na nim opisa¢ okrag. W rzeczywisto$ci okragg mozna opisac¢ na tréjkacie ABC. Prze-
cina on prosta BD w punkcie E. Czworokat ABCE jest wiec wpisany w okrag. Zatem mamy réw-
nos¢:
(2) | PA |0 PC || PB |0 PE]|.
Poréwnujac réwnosci (1) i (2), otrzymujemy |PD|=|PE|, a to oznacza, ze D=E.

Réwnos¢ (1) czesto nazywa sie warunkiem wspotokregowosci czterech punktéw A, B, C, D.

Zadania do przeanalizowania:

1. Kazda z liczb naturalnych ki I jest sumg kwadratéw dwéch liczb catkowitych. Wykaz, ze
ich iloczyn tez jest sumg kwadratéw dwéch liczb catkowitych.

2. Liczba catkowita a nie jest kwadratem liczby catkowitej. Liczby catkowite k i I s3 odpo-
wiednio postaci: k = p* + allg®, [=r’>+ as’.
Wykaz, ze liczba k [/ tez ma posta¢ u? + q[v?, gdzie p, q 1, s, u, v sg liczbami catkowitymi.

3. Na ptaszczyznie dana jest prosta I i dwa punkty A i B lezgce po réznych stronach tej pro-
stej. Prosta I przecina prostg przechodzaca przez A i B w punkcie P, takim zZe |PA| = a
i |PB| =D.
Kazdy okrag przechodzacy przez punkty A i B na prostej [ wyznacza sieczng. Ktéry z tych
okregéw wyznacza najmniejszg sieczna?

4. Dana jest liczba dodatnia p. Rozpatrujemy wszystkie prostopadtosciany, w ktérych suma
dtugosci wszystkich jego krawedzi jest rowna p. Ktéry z tych prostopadto$ciané6w ma naj-
wieksze pole powierzchni catkowitej?

Rozwiazanie zadania 1.
Jezeli k= a*+ b*, 1= c*+d*to kUl = a’0c’+ b¥0c* + a’0d* + b* 0d”.
Wystarczy zauwazyc, ze

k= (alct b0d)* + (blc- ald)* ub k0 = (alc- b0d)* + (bOc+ ald)’.
Rozwiazanie zadania 2.
Jezeli k= p* + aq’ oraz [ = r* + qls>, to

kOl = p*0r*+ allg” r* + alp® Os® + a” Og” Os”.

Tak jak w poprzednim rozwiazaniu, iloczyn k [l mozna zapisa¢ w postaci:
k0= (pDr+ al]qu)2 t aD(qu- pDS)2 lub k= (pDr- aDqu)2 + aD(qu+ pls)?
Rozwigzanie zadania 3.

Przez C 1 D oznaczmy punkty przecigcia si¢ prostej 1 z okregiem przechodzacym przez A i B. Niech |
PC| = x oraz |PD| = y. Korzystajac ze wspotokregowosci punktow A, B, C, D, otrzymujemy rownosé

Xy = ab. Otrzymujemy wigc rownos$¢ va b = /xUy .

Korzystamy z nierownos$ci migedzy $rednig geometryczng i $rednig arytmetyczng dwoch liczb,

+
tzn. 4/xUy < al

x =Yy. Otrzymujemy zatem zalezno$¢:

J , przy czym rownos¢ w tej nierownosci spelniona jest wtedy i tylko wtedy, gdy




Modut IIT - Ocenianie kompetencji kluczowych a ksztalcenie ich na lekcjach matematyki... 63

+
Nalb = {/x0y < xzy.

Z warunk6w zadania suma X +y ma by¢ najmniejsza, zatem x = y = +/a [b . Istotnie, gdyby * ty

t0 NaTh - valb+ alb ‘ x+ Y

2 2

Rozwigzanie zadania 4.
Jezeli przez a, b, ¢ oznaczymy dtugosci krawedzi prostopadioscianu, to z warunkéw zadania spetniaja

one warunek 40a+ 40b+ 40c = p . Rozwiazanie wynika natychmiast ze wzoréw skroconego mno-

zenia, zauwazajac nastgpujaca rownosc:

albt blct clla= %(a+ b+ c)z- %l(a- b)2+ (b- c)2+ (c- a)2 :
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Poznawanie i operatywne przyswajanie zasad pracy z tekstem matematycznym dla celéw ra-
cjonalizowania wtasnej nauki to w dydaktyce wazny problem. Ma on szczeg6lny wymiar na stu-
diach przygotowujacych do pracy w szkole. To bowiem z jednej strony wyrabianie u kandydatow
do zawodu nauczycielskiego umiejetnosci analizy tekstu matematycznego na uzytek przygoto-
wywanych koncepcji i rozwigzan metodycznych, a z drugiej wdrazanie przysztych nauczycieli do
samoobserwacji wiasnych zachowan w procesie czytania. Jedno i drugie sprzyja stopniowemu
nabywaniu kompetencji w zakresie racjonalnej obserwacji i oceny procesu asymilacji pi-
semnej informacji matematycznej u uczniéw, co jest warunkiem niezbednym dla podej-
mowania na lekcji trafnych decyzji dydaktycznych. Takie decyzje lezace u podstaw réznych
koncepcji wdrazania uczniéow do sprawnej lektury sa elementem nauczycielskiej codziennosci,
wszak opanowywanie podstawowych technik korzystania z tekstow typu matematycznego sta-
nowi jeden z gtéwnych celéw nauczania, postulowanych konsekwentnie przez programy juz od
mtodszych lat szkolnych.

Klasyczny tekst matematyczny pozostaje jednym z podstawowych §rodkéw przekazu nie tyl-
ko wiedzy, ale i metody matematycznej na kazdym poziomie ksztalcenia. Wiadomo jednak, ze
dos¢ zasadniczo rézni sie on od tekstéw spotykanych na co dzien, ktérych czytanie, obok racho-
wania, stanowi gtéwny przedmiot nauki od pierwszych dni pobytu w szkole. Charakteryzuje sie
specjalng konstrukcjg i forma redakcji, ktéra zostata wypracowana przez pokolenia matematy-
kéw i uksztattowana w tradycji matematyczne;j.

Efektywna lektura nie moze ignorowac specyfiki budowy tekstu matematycznego; nie jest
wiec zadaniem standardowym i tatwym. Wymaga opanowania przynajmniej podstawowych
technik pracy z takim tekstem. Umiejetnosci te - co jest czesto akcentowane - nie sg dane wraz
ze znajomoscia alfabetu i niekoniecznie rozwijaja sie automatycznie czy tez réwnolegle z poste-
pami w czytaniu ,zwyktych” tekstow.

Nauka czytania tekstu matematycznego stanowi wazny komponent ogdlnego ksztatcenia
(,formowania” - wedtug terminologii H. Freudenthala, ktéry stawia je ponad zabiegami prowa-
dzacymi do wyposazania w sama wiedze). Jak wskazuje obserwacja praktyki szkolnej, zajmuje
ona zaledwie marginalng cze$¢ procesu dydaktycznego, cho¢ programy szkolne z r6znych okre-
sow zdajg sie doceniac ten nurt ksztatcenia. Prace z tekstem matematycznym szczegdlnie mocno
akcentuje sie w aktualnych dokumentach ostatniej reformy o$§wiatowej. Nauka czytania tekstow
matematycznych postulowana jest w podstawach programowych jako jedno z gtéwnych zadan
szkoty i jeden z podstawowych celéw edukacyjnych. Zadania te nabraty szczegblnego znaczenia
obecnie, w dobie przyspieszonego rozwoju $wiata. ,Jednym z gtéwnych zadan wspétczesnej szko-
ty i nauczyciela jest przygotowanie mtodego cztowieka do Zycia w spoteczeristwie, w ktérym od-
bioér, wykorzystywanie i przekazywanie informacji stajq sie warunkiem zwyktego funkcjonowania”
(Konior 2002). Poza tym umiejetno$¢ korzystania z tekstow typu matematycznego umozliwia
podjecie samoksztatcenia, ktore staje sie permanentng koniecznoscig w catym dojrzatym okresie
zycia, pracy zawodowej i aktywnosci spotecznej jednostki. ,W obecnych czasach nie wystarczy
nam tylko wiedza, ktérq zdobywamy w szkole czy na studiach. Swiat sie szybko zmienia, zmienia sie
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tez zakres tresci poszczegdlnych przedmiotow (...). To wszystko zmusza wspétczesnych ludzi do cig-
gtego doskonalenia sie, samoksztatcenia, samoksztattowania” (Siwek 2005).

Nauczanie w szkole gimnazjalnej i $redniej — nastawione bardziej na realizacje tresci progra-
mowych - zaniedbuje czesto ksztattowanie umiejetnosci samodzielnego zdobywania wiedzy,
a wiec miedzy innymi takze wdrazanie do pracy z tekstem matematycznym. Moze to by¢ niebez-
pieczna tendencja, tym bardziej ze w maju 2010 roku matematyke beda zdawa¢ wszyscy przy-
stepujacy do matury jako przedmiot obowigzkowy.

Matematyka to , krélowa nauk”. Matura z matematyki stwarza wieksze mozliwosci w zakre-
sie wyboru kierunku studiéw, a tym samym na starcie decyduje o potencjalnych szansach na ryn-
ku absolwenta szkoty ponadgimnazjalnej. Poniekad decyduje réwniez o tym, czy mtody cztowiek
znajdzie po studiach prace w swoim zawodzie. Jak powiedziat Galileusz - ,Matematyka jest alfa-
betem, za pomoca ktérego Bdg opisat wszechswiat”, jesli wiec chcemy zrozumie¢ otaczajgcy nas
$wiat, warto najpierw sprébowac¢ zrozumie¢ matematyke. Matematyka uczy logicznego mysle-
nia, ktérego przydatnos$¢ w zyciu codziennym nie sposéb przeceni¢. Z powodu nieznajomosci
matematyki czesto ulegamy manipulacjom, a nieraz podejmujemy btedne decyzje. Znajomosé
podstawowych prawd matematycznych pozwala na unikniecie wielu putapek Zycia codziennego.

Juz Hugo Steinhaus, polski matematyk, ktéremu nie dane byto dozy¢ najwiekszego skoku cy-
wilizacyjnego naszych czasow, czyli komputeréow, telefonii bezprzewodowej i transmisji sateli-
tarnych, twierdzil, ze , Kraj bez matematyki nie wytrzyma wspétzawodnictwa z tymi, ktérzy upra-
wiajg matematyke”. Jesli zatem chcemy, aby Polska byta konkurencyjna wobec innych, musimy
szanowac i podkresla¢ znaczenie elementarnego wyksztalcenia matematycznego od poczatku
Sciezki edukacyjnej kazdego mtodego cztowieka.

Juz dzi$ na rynku pracy brakuje inzynieréw. Dobra znajomo$¢ matematyki w ogromnej mierze
decyduje o przysztym sukcesie zawodowym. Obok wszystkim znanego, lecz mimo to kontrower-
syjnego hasta ,Matematyka krélowa nauk”, pojawito sie nowe: ,Matematyka krélowa sukcesu”.

Cele modutu
1. Nabywanie oraz ksztattowanie umiejetnosci:
* analizy dydaktycznej tekstow matematycznych z punktu widzenia nauki czytania,
* stosowania na lekcjach matematyki metody pracy z podrecznikiem,
* wypracowywania metodycznych koncepcji dotyczacych nauki czytania tekstu mate-

matycznego.
2. Zaakcentowanie roli, jaka petni w zyciu kazdego cztowieka edukacja matematyczna.
Podstawowe bloki zaje¢

* Budowa i lektura tekstu matematycznego - 6 godzin.

* Matematyka drogg do sukcesu - 2 godziny.
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Scenariusz 1. Budowa i lektura tekstu matematycznego

Pojecia i tresci
1.1. Tekst matematyczny

Przez konwencjonalny (tradycyjny) tekst matematyczny rozumie¢ bedziemy tekst napisany
w jezyku matematyki, zawierajgcy sformutowania ogélne (wyrazajace sie m. in. uzyciem kwanty-
fikatoréw w formie symbolicznej, stownej lub niejawnej), w szczegdlnosci zmienne.

Uzywajac sformutowania tekst matematyczny, bedziemy mieli na uwadze klasyczne teksty
polskojezyczne monografii i podrecznikdw z zakresu matematyki, z ktérych korzystajg ucznio-
wie i studenci.

1.2. Proces lektury tekstu matematycznego

Przez proces lektury tekstu matematycznego rozumiemy ukierunkowany tancuch aktywno-
$ci mysSlowych (ogoélniej: przezy¢ wewnetrznych) i wspétwystepujacych dziatan zewnetrznych czy-
telnika, podejmowanych z nastawieniem na recepcje, a nastepnie osiggniecie rozumienia tekstu.

W tresci tak pojetego procesu miesci sie na przykitad poprzedzajaca lekture mobilizacja
(przedlekturowe nastawienia i motywacje oraz przemys$lenia), a nawet przezycia emocjonalne.
Moga one wystgpi¢ takze w toku pracy nad tekstem, a nawet te prace w pewnych momentach
stymulowadé. Proces ten ma czesto nature podobng do poszukiwania rozwigzania nowego proble-
mu, a wiec zawiera elementy heurystyczne.

Cele

Poznanie:
* pewnych detali budowy i niektérych aspektéw lektury tekstu matematycznego,
* form organizacyjnych pracy z tekstem matematycznym na lekcji,
* propozycji do lekcji obejmujgcych prace uczniéw z podrecznikiem matematyki,
* sposobdéw i srodkéw kontroli rozumienia tekstu matematycznego przez uczniow.
Czas: 6 godzin
Przebieg zajec
1. Tekst matematyczny jako gtéwne Zrédio wiedzy i metody matematycznej.
2. Roznice pomiedzy tekstem matematycznym a innymi tekstami spotykanymi poza mate-
matyka.
Specyficzna budowa tekstéw matematycznych.
4. Proces lektury tekstu matematycznego, organizacja pracy z tekstem na lekcji.

Btedy i nieprawidtowosci popetniane przez uczniéw w procesie czytania tekstu matema-
tycznego w szkole.

6. Sposoby kontroli rozumienia tekstu matematycznego przez uczniow.
Bibliografia
» Konior J., Budowa i lektura tekstu matematycznego, Wydawnictwo US, Katowice 1998.
* Nauka czytania tekstu matematycznego w szkole (wybrane problemy i propozycje), red.
J. Konior, CDN, Bielsko-Biata 1990.

* Konior ]., Materiaty do studiowania dydaktyki matematyki — prace prof. dra hab. Jana Ko-
niora, tom 1V, Szkota Wyzsza im. Pawla Wtodkowica, Ptock 2002.
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Samsel ]., Propozycja dotyczqca poczqtkéw nauki czytania tekstu matematycznego w szko-
le, w: Materiaty do zaje¢ z dydaktyki matematyki 1, red. B. Rabijewska, Wydawnictwo Uni-
wersytetu Wroctawskiego, Wroctaw 1998.

Siwek H., Dydaktyka matematyki. Teoria i zastosowania w matematyce szkolnej, WSiP,
Warszawa 2005.

Materiaty uzupeiniajace do scenariusza 1.

odniesienie do abstrakcyjnej dziedziny przedmiotowej (traktuje o ponadczasowych i po-
zaprzestrzennych obiektach),

autonomiczny jezyk bedacy mieszaning jezyka naturalnego i specyficznej terminologii
oraz symboliki,

przewaga potaczen miedzyzdaniowych typu implikacyjnego (w przeciwienistwie do pota-
czen koniunkcyjnych dominujacych w humanistycznych tekstach opisowych),
uwydatniona rola kwantyfikatoréw wyrazonych w rézny sposéb (symbolicznie, stownie -
wprost, domyslnie — kontekstowo),

stosowanie metod wtasciwych ze wzgledu na charakter badanych obiektow (np. metoda
dedukcyjna i wiele metod szczegbétowych, odpowiadajacych réznym klasom prezentowa-
nych probleméw),

specyficzna budowa redakcyjna tekstu (m.in. stosowanie wypracowanych przez pokole-
nia matematykéw regut aprobowanych i respektowanych przez srodowisko oraz zgodne
wykorzystywanie zwyczajowych technik prezentacji, charakterystycznych schematow re-
dakcyjnych, metod jego segmentacji i innych $rodkéw pojawiajgcych sie rzadko lub nie-
wystepujgcych wcale w tekstach niematematycznych).

Przez Szwajcarie przejezdzaja pociggiem: fizyk doswiadczalny, fizyk teoretyk i matema-
tyk. Na face widza 3 pasace sie bragzowe krowy. Fizyk doswiadczalny stwierdza:

- W Szwajcarii wszystkie krowy sg brazowe.

Na to fizyk teoretyk:

- 0 nie, moj drogi, w Szwajcarii istniejg 3 brgzowe krowy.

Na to odzywa sie matematyk:

- W Szwajcarii istniejg 3 krowy, ktére s3 taciate przynajmniej z jednej strony.

Kazdy cigg zbiezny jest ograniczony.

Storice schodzito coraz nizej. Prawie muskato juz wierzchotki gor. Jego tarcza stawata sie
coraz wieksza. Czerwony odblask zaczynat ztoci¢ biate skaty. Powietrze wypetniat $wiezy
powiew zblizajacego sie zmierzchu.

C/EBP (CBF), czyli czynniki transkrypcyjne C/EBP lub biatka wigzace sie z sekwencja
CCAAT, czynniki transkrypcyjne kregowcow wigzace sie z sekwencjg regulatorowg CCAAT
(ok. 80-60pz od miejsca inicjacji transkrypcji) oraz z sekwencjg wzmacniajacg TT/GNN-
GA/CAAT.

Zatozmy, Ze liczba n jest podzielna przez 4 i przez 25. Poniewaz 4|n, wiec 2|n, gdy zas$ 25|n,
to 5|n. Stad wnosimy, Ze rownoczes$nie 2|n i 5|n. Oznacza to, zgodnie z cecha podzielnosci
przez 10, Ze liczba n dzieli sie przez 10. Zatem prawdziwa jest implikacja 4|n [ 25|n[__10| n.
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Btedy i nieprawidtowosci w procesie czytania tekstu matematycznego przez
uczniéw:

a.

Najczesciej uczniowie skupiaja uwage na poszczegélnych zdaniach teksu, zamiast kon-
centrowac sie na catos$ci, na poszczeg6lnych przejsciach, potaczeniach, ktére nierzadko sa
pewnymi wskazéwkami do zrozumienia przedstawianych tresci.

Czesto nie wiedzg, ze wykorzystuje sie jakies dodatkowe twierdzenia badz definicje, kt6-
re sg pomocne w danym zagadnieniu. Nie potrafig korzystac¢ z innych twierdzen, nie wie-
dza, jak to sie robi.

Zamiast probowac¢ uzupeia¢ pozostawione luki lub rozpisa¢ przejscia dowodowe, wola
zapamietywac tylko to, co juz zostato napisane w podreczniku.

Nie staraja sie znaleZ¢ gtéwnej idei rozumowania.

Nie koncentruja sie na zrozumieniu poszczeg6lnych stéw, ktérych pominiecie moze spo-
wodowac¢ catkowity brak zrozumienia catos$ci tekstu, bo wszystkie wyrazy s3 tu Scisle ze
soba powigzane.

Nie powracaja do juz przeczytanych czesci, co czesto konczy sie nierozumieniem aktual-
nie czytanego fragmentu.

Nie potrafig powigza¢ ze soba stownych fragmentéw tekstu z symbolicznymi.

Czytaja tekst matematyczny z negatywnym nastawieniem.
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Scenariusz 2. Matematyka droga do sukcesu

Pojecia i tresci

MATEMATYKA:

Jan Sniadecki: Matematyka jest to krélowa wszystkich nauk, jej ulubiericem jest prawda,
a prostos¢ i oczywistos¢ jej strojem.. Matematyka, ktéra tyle zrobita przystug towarzystwu, na-
ukom i sztukom, stanie sie jeszcze wodzem ludzkiego umystu we wszystkich poznawaniach.

Stanistaw Lem: Stosunek do matematyki dzieli ludzi na tych, ktorzy sie w niej lubujq, i na ta-
kich, ktdrzy jej nie cierpiq, poniewaz nie potrafiq zagustowaé w wedréwkach po jej przestworzu.
Nie wiem, czy jakikolwiek autorytet, jakakolwiek wypowiedZ zalecajgca wkroczenie w te olbrzy-
miq, bezkresnqg kraine, moze jakos wptynq¢ na tych, ktérym wydaje sie matematyka zboczem szkla-
nej gory. Ze wzgledu na to zachecanie do niej wyglgda mi na dos¢ daremne i potrafie jedynie po-
wiedzied, ze jezyk, jakim sie postugujemy, zrodzit matematyke. Bez jezyka bylibysSmy niemi i siedzie-
li jak nasi przodkowie sprzed stu tysiecy lat, w jaskiniach. Zas bez matematyki, ktdra jest juz ol-
brzymem wyrostym z niemowlecia, jakim byta kilkanascie tysiecy lat temu, najprawdopodobniej
pozostalibysmy na cywilizacyjnym i umystowym poziomie najstarszych mieszkaricow Nowej Gwinei.
To oznacza, Ze ta dziedzina czystej wiedzy, nieraz nazywanej krélowq nauk, stanowi podwaline cy-
wilizacji i jedyne narzedzia umystowe, ktérym cztowiek zdotat dobrac sie do atoméw i do gwiazd.
Doprawdy nie wiem, czy istnie¢ moze zalecenie bardziej zasadne i skuteczne. Jak wykazaty bada-
nia, zdolnosci matematyczne sq rozdzielone pomiedzy ludZmi bardzo nieréwnomiernie. Bytoby jed-
nak rzeczq bardzo szkodliwg, jeslibysmy mieli oddac ten logiczny alpinizm umystowy pod wytqczng
opieke, czyli kuratele maszyn, zwanych komputerami. NajzwieZlej to samo mozna rzec stowami:
wszystko, czym jest i czym sie chlubi ludzki swiat, stoi na matematyce.

Cele
* Zaakcentowanie, jakie znaczenie w zyciu kazdego cztowieka ma edukacja matematyczna:
* opisanie zalet myS$lenia matematycznego,
* rozwijanie wyobraZni i sprawnos$ci w mysleniu abstrakcyjnym.
Czas: 2 godziny
Przebieg zajec
1. Projekcja filmu DVD pt. Wybieram Matematyke.
2. Praca warsztatowa nad tematem: ,Jak zacheci¢ uczniéw do uczenia sie matematyki? Co
mozna zrobi¢, by polubili ten przedmiot?”.
Bibliografia
*  Wybieram Matematyke — materiaty informacyjne dla doradcéw i konsultantéw matematy-
ki, CKE, Warszawa 2007.
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Materiaty uzupetniajgce do scenariusza 2.

20 powoddéw, by wybra¢ matematyke

1.

2
3.
4

U

10.
11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.
19.
20.

Matematyka jest furtka do kariery zawodowe;.

Matematyka daje wieksze mozliwosci na znalezienie atrakcyjnej pracy.

Matematyka decyduje w duzej mierze o przysztym sukcesie zawodowym.

Matematyka decyduje o naszym ,by¢ albo nie by¢” na europejskim, a nawet $wiatowym
rynku pracy.

Matematyka daje przecietnie wyzsze zarobki w przysztym zyciu zawodowym.

Matematyka znaczaco zmniejsza szanse na zasilenie szeregdw bezrobotnych z wyzszym
wyksztatceniem.

Matematyka zmniejsza niebezpieczenistwo przymusowej emigracji zarobkowej po skoricze-
niu studiow.

Matematyka dowodzi rzeczywistej dojrzatosci w ksztattowaniu swojej przysztosci.
Matematyka sprawia, Ze studia techniczne sg w zasiegu naszych mozliwosci.
Matematyka utatwia studiowanie na kierunkach Scistych i technicznych.

Matematyka daje $wiadectwo analitycznego sposobu myslenia przydatnego wszedzie,
niezaleZnie od rodzaju pracy.

Matematyka daje motywacje do nauki.

Matematyka wyzwala od zahamowan w kontaktach z matematyka na co dzien.
Matematyka pozwala lepiej radzi¢ sobie w zyciu codziennym.

Matematyka dowodzi umiejetnosci logicznego rozumowania i jasnego formutowania mysli.
Matematyka chroni przed analfabetyzmem matematycznym.

Matematyka nie pozwala na manipulowanie nami przez Srodki masowego przekazu i po-
litykow.

Matematyka daje poczucie bezpieczenstwa w obcowaniu z otaczajgcym nas $wiatem liczb.
Matematyka daje trzeZwe spojrzenie na wszechobecne dane statystyczne.

Matematyka, pobudzajac do mys$lenia, wybudza z letargu intelektualnego.
Prof. dr hab. inz. Janusz Rachon, rektor PG
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Kompetencje informatyczne obejmuja umiejetne i krytyczne wykorzystywanie technologii
spoteczenstwa informacyjnego (TSI) w pracy, rozrywce i porozumiewaniu sie. Opieraja sie one
na podstawowych umiejetno$ciach w zakresie TIK: wykorzystywania komputeréw do uzyskiwa-
nia, oceny, przechowywania, tworzenia, prezentowania i wymiany informacji oraz do porozumie-
wania sie i uczestnictwa w sieciach wspétpracy za posrednictwem Internetu.

Kompetencje informatyczne wymagaja solidnego rozumienia i znajomosci natury, roli i moz-
liwosci TSI w codziennych kontekstach: w zyciu osobistym i spotecznym oraz w pracy. Obejmuje
to gtowne aplikacje komputerowe - edytory tekstu, arkusze kalkulacyjne, bazy danych, przecho-
wywanie informacji i postugiwanie sie nimi - oraz rozumienie mozliwosci i potencjalnych zagro-
zen zwigzanych z Internetem i komunikacja za posrednictwem mediéw elektronicznych (poczta
elektroniczna, narzedzia sieciowe) do celéw pracy, rozrywki, wymiany informacji i udziatu w sie-
ciach wspélpracy, a takze do celéw uczenia sie i badan. Powinno sie takze rozumie¢, w jaki spo-
s6b TSI mogg wspiera¢ kreatywnos$¢ i innowacje, a takze by¢ $wiadomym zagadnien dotyczacych
prawdziwosci i rzetelnosci dostepnych informacji oraz zasad prawnych i etycznych majacych za-
stosowanie przy interaktywnym korzystaniu z TSI.

Cele modutu
* rozwijanie umiejetnosci poszukiwania, gromadzenia i przetwarzania informacji oraz ich
wykorzystywania w Kkrytyczny i systematyczny sposob,
* zdobywanie umiejetnosci wykorzystywania narzedzi do tworzenia i prezentowania zto-
zonych informacji oraz docierania do ustug oferowanych w Internecie,
* wyrabianie krytycznej i refleksyjnej postawy w stosunku do dostepnych informacji oraz
odpowiedzialnego wykorzystywania medidéw interaktywnych.
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Kompetencje informatyczne naleza do zestawu niezbednych kwalifikacji zawodowych
wspotczesnego nauczyciela matematyki. Zastosowanie srodkéw technologii informacyjnej w na-
uczaniu tego przedmiotu przynosi szereg wymiernych korzysci, umozliwia m.in.:

* przeniesienie ciezaru ksztatcenia z tre$ci na umiejetnosci,

» weryfikowanie postawionych hipotez,

* odkrywanie prawidtowosci i rozwigzan sytuacji problemowych,

* rozpatrywanie wielu przypadkéw danego zagadnienia,

* wlasciwe ksztattowanie poje¢ matematycznych,

* szybsze i bardziej precyzyjne rozwigzywanie zadan,

* postugiwanie sie wiasciwymi edytorami stuzagcymi do sktadu tekstéw matematycznych,

* precyzyjne rysowanie np. wykreséw nawet skomplikowanych funkcji.

Posiadanie kompetencji informatycznych przez nauczycieli jest obecnie szczeg6lnie istotne.
W odniesieniu do nauczycieli matematyki mozna chyba juz méwi¢ o posiadaniu kompetencji in-
strumentalnych, wsréd ktérych podstawowymi sa: obstuga edytoréow tekstu, arkuszy kalkulacyj-
nych, baz danych, a takze umiejetno$¢ obstugi programéw matematycznych.

Obecnie traktujemy nauczanie i uczenie sie w sposéb nowy, zindywidualizowany, skupiony
na rozwoju ucznia, ksztattujacy jego tworcza postawe i problemowe podejscie do zadan. W celu
wlasciwej i petnej komunikacji z uczniami na lekcjach nauczyciel moze korzysta¢ z takich $rod-
kéw wizualizacyjnych, ktére zagwarantujg mu czytelny przekaz informacji matematycznych
(wiedzy) zaréwno pod wzgledem tresci, jak i sposobu przekazu. Ogromne znaczenie ma tu dobor
wlasciwego edytora tekstu. Wiadomo przeciez, ze niepoprawnie ztozony tekst moze wywotac
dezorientacje, a tym samym zle zrozumienie danego zagadnienia, zadania czy catego materiatu.
LaTeX jest edytorem, ktory pozwala na sktad tekstu matematycznego w sposob przejrzysty, zro-
zumialy i jednoznaczny.

Program LaTeX mozna réwniez z pozytkiem wykorzysta¢ do tworzenia prezentacji multime-
dialnych, ktdére obecnie coraz czesciej sg wykorzystywane na lekcjach kazdego przedmiotu i dla
kazdej grupy wiekowej. Bogactwo form przekazu oraz wizualizacja tresci pozwalajg osiggac lep-
sze efekty dydaktyczne niz stosowanie tradycyjnych metod nauczania. Uczenie przebiega¢ moze
petniej, gdyz informacja dociera do ucznia wielokanatowo: poprzez taczenie przekazu stownego
z wizualnym. Dysponujac bogatym zestawem medidw, mozna wypracowac aplikacje komputero-
we o duzej sile oddzialywania na ucznia. Program LaTeX ma specjalnie opracowany pakiet do
tego celu. Za pomoca pakietu Beamer mozna tworzy¢ prezentacje, korzystajac przy tym ze
wszystkich ,,dobrodziejstw” LaTeX-a.

Kolejnym elementem wzbogacajacym lekcje matematyki sg istniejgce w sieci, obecnie czesto
darmowe, programy matematyczne. Zastosowanie ich w nauczaniu matematyki rozwija tworcze
myslenie u uczniéw. Przeprowadzane badania wskazujg, ze stosowanie na lekcjach programéw
komputerowych ma pozytywny wptyw na ksztattowanie poje¢ matematycznych, samodzielne
odkrywanie prawidtowosci i wyzwalanie my$lenia odkrywczego.
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Cele podmodutu
* poznanie edytora LaTeX i mozliwos$ci korzystania z niego w celu przygotowania materia-
16w dydaktycznych z matematyki,

* zapoznanie sie z podstawowymi zasadami typografii, ktére pozwalajg sktadaé teksty ma-
tematyczne,

* poznanie dostepnych darmowych programéw wspomagajgcych nauczanie matematyki
oraz nabywanie umiejetnos$ci postugiwania sie nimi i wykorzystywania na lekcjach (pro-
gram WinPlot).

Podstawowe bloki zaje¢
1. Podstawy sktadu tekstu w programie LaTeX - sktad tekstéw matematycznych, prezenta-
cja multimedialna - 4 godziny.

2. Program WinPlot i jego zastosowania na lekcjach matematyki - 4 godziny.
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Scenariusz 1. Podstawy sktadu tekstu w programie LaTeX - sktad
tekstdw matematycznych i prezentacje multimedialne

Opracowanie: Aleksandra Kaptur
Pojecia i tresci
1.1. Program LaTeX

LaTeX jest systemem sktadu szczegoélnie nadajacym sie do tworzenia publikacji naukowych
o wysokiej jakosSci typograficznej, nadaje sie do przygotowywania dowolnego rodzaju dokumen-
tow, poczynajac od prostych listow, a koniczac na ksigzkach naukowych i technicznych. Jest on ze-
stawem instrukcji (polecen, makrodefinicji, makr) umozliwiajacych zlozenie i wydrukowanie
prac na najwyzszym poziomie typograficznym.

Praca z programem LaTeX zdecydowanie rozni sie od podejscia stosowanego w procesorach
tekstu typu WYSIWYG (ang. What you see is what you get — dostaniesz to, co widzisz), takich jak
MS Word albo OpenOffice. Pierwszy sposéb mozna okresli¢ ,formatowaniem logicznym”, drugi -
Jformatowaniem wizualnym”. Uzywajac programéw typu WYSIWYG, decydujemy interakcyjnie
o wygladzie graficznym dokumentu w miare dopisywania tekstu. Przez caty czas widzisz na
ekranie, jak tekst bedzie wygladat po wydrukowaniu. Uzywajgc LaTeX-a, nie mozna na ogoét ogla-
da¢ dokumentu w jego ostatecznej postaci i jednocze$nie dopisywac tekstu. Mozna natomiast
obejrze¢ dokument na ekranie po przetworzeniu go.

Oto najwazniejsze zalety LaTeX-a w poréwnaniu ze zwyktymi procesorami tekstu:

* dostepne sg gotowe, przygotowane przez zawodowcow, szablony, dzieki zastosowaniu

ktérych dokumenty wygladajg ,jak z drukarni”,

* wygodnie sktada sie wzory matematyczne,

* do rozpoczecia pracy wystarczy poznac zaledwie kilkanascie tatwych do zrozumienia in-

strukcji, okreslajacych strukture logiczng dokumentu,

* nie trzeba zaprzatac sobie glowy formatowaniem dokumentu,

* nawet takie elementy jak przypisy, odnosniki, spisy tresci, spisy tabel, skorowidze oraz

spisy bibliograficzne przygotowuje sie bardzo tatwo,

* istnieje wiele bezplatnych pakietéw poszerzajacych jego typograficzne mozliwosci,

» zacheca do tworzenia dokumentdéw o dobrze okreslonej strukturze,

* jest bezplatny i w najwyzszym stopniu przenosny, dzieki czemu moze dziata¢ na prak-

tycznie dowolnej platformie systemowo-sprzetowe;.
1.2. Prezentacja multimedialna

Prezentacja multimedialna - forma wypowiedzi z wykorzystaniem projektora; wyktad, kto-
rego tres$¢ jest ilustrowana opracowanymi komputerowo elementami multimedialnymi, takimi
jak: rysunki, zdjecia, grafika, a takze dzwieki i obrazy (animacje, filmy). Podstawg prezentacji
multimedialnych jest scenariusz multimedialny.

Beamer to nazwa LaTeX-owej klasy, pomy$lanej jako pomoc w tworzeniu prezentacji multi-
medialnych. W §wiecie LaTeX-a Beamer pelni te role co Impress w pakiecie OpenOffice. Klasa Be-
amer wspotpracuje z programami pdflatex, dvips i LyX. Nazwa programu pochodzi od niemiec-
kiego stowa ,Beamer”, pseudoanglicyzmu oznaczajgcego projektor wideo.

Cele
* poznanie edytora LaTeX, ktéry utatwi przygotowywanie materialéw dydaktycznych z ma-
tematyki,
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zapoznanie sie z podstawowymi zasadami typografii, ktére umozliwig poprawne sktada-
nie tekstow matematycznych,

nabycie umiejetnos$ci pisania i programowania skladu tekstu w sposoéb czytelny i przej-
rzysty,

wykorzystanie zalet programu LaTeX do tworzenia prezentacji multimedialnych.

Czas: 4 godziny

Przebieg zajec
1.

9.

Przedstawienie og6lnej struktury dokumentéw LaTeX-owych i krétkie oméwienie historii
systemu LaTeX.

Podanie szczegétéw sktadania dokumentéw. Omoéwienie najwazniejszych instrukcji i naj-
czesciej stosowanych otoczen.

Nauka sktadania wzoréw matematycznych poprzez pokazanie wielu przyktadéw doty-
czacych réznych mozliwosci LaTeX-a.
Wyjasnienie, jak dotgczac rysunki do pliku ztoZonego za pomocg programu LaTeX.

Pokazanie, jak uzywaé¢ LaTeX-a do tworzenia grafiki. Zamiast przygotowywac rysunek
w innych programach graficznych, mozna zachowywa¢ go w pliku, po czym wiaczaé¢ do
dokumentu LaTeX-owego, postugujac sie pakietem TikZ opisujacym rysunek w dokumen-
cie LaTeX-a.

Przedstawienie ogolnej struktury dokumentéw LaTeX-owych z uzyciem klasy Beamer do
tworzenia prezentacji multimedialnej.

Podanie szczegétéw dotyczacych tworzenia prezentacji przy uzyciu klasy Beamer ze
szczegblnym uwzglednieniem tworzenia prezentacji, aby wykorzysta¢ jg na lekcjach ma-
tematyKki.

Nauka sktadania poszczeg6élnych slajdéw tworzonych z uzyciem warstw. Wytlumaczenie
istotnej réznicy miedzy slajdem a warstwa. Wprowadzenie tworzenia list, blokéw, zapisy-
wania twierdzen, lematéw, dowodow oraz efektéw specjalnych.

Podsumowanie przerobionego materiatu.
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Materiaty uzupeiniajace do scenariusza 1.
* prezentacja multimedialna (PM),
* materiaty z publikacji (M),
* quiz (Q),

* dolaczona ptytka z programem oraz materiatami pomocniczymi do dalszej nauki programu.

Prezentacja multimedialna (PM)

Kazdy dokument sktadany w BTEX-u jest podzielony na dwie
czedci tzn. preambute oraz cze$¢ gtéwna. Ponizszy przyktad
ilustruje ten podziat:

%--- Preambuta ---Y%
\documentclass[12pt]{book}
\usepackage{polski}
\usepackage [cp1250] {inputenc}
\usecackage{amsmath}
\usepackage{...}

%--- Koniec preambuta ---J
%--- Czegs¢ gtoéwna ---7
\begin{document}

\chapter{Tytul pierwszego rozdziaiu}
Tekst dotyczacy pierwszego rozdziatu.
\end{document}

%--- Koniec czesci gtéwnej ---%

PM-1

Pierwsza komenda, ktéra wystepuje w preambule ustala rodzaj
i styl przetwarzania catego dokumentu. Sktadnia tej komendy jest
nastepujqca:

\documensclass [opcje]l{klasa}

gdzie klasa oznacza typ dokumentu. Najezesciej uzywanymi
klasami w BTEX-u sa:

e article — artykuty, krétkie opracowania
e book — ksigzki
e report — dtuzsze opracowania, prace magisterskie,
dyplomowe
e letter — listy.
W nawiasach [ | wpisujemy opcje, ktére pozwalaja zmienié sposéb
dziatania klas.

PM-2

Nastepnie dotacza sie pakiety poszerzajace mozliwosci BTpX-a
uzywajac polecenia:

\usepackage{...}
Poleceniem
\begin{document}

rozpoczyna sie cze$¢ gtéwng dokumentu. Dalej znajduje sie tekst
dokumentu, wzbogacony o BIEX-owe komendy sterujace jego
wygladem. Na konicu dokumentu musi wystepowac polecenie

\end{document}

Wszystko to, co znajdzie sie po tym poleceniu jest przez BIEX-a
ignorowane.

PM-3
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Materiaty z publikacji

Specjalne tryby: matematyczny i matematyczny wystawiony stuza
w BTEX-u do sktadu nawet najbardziej skomplikowanych wzoréw
i $rodowisk matematycznych. Tworzenie skomplikowanych
wyrazen matematycznych polega na zapisywaniu prostych
wyrazen i taczeniu ich ze soba. Wprowadzony znak $ oznacza
wejscie w ,tryb matematyczny”, nastepny znak $ oznacza wyjscie
z ,trybu matematycznego”. Réwnania, ktére chcemy eksponowac
w osobnych wierszach, musza znajdowa¢ sie pomiedzy podwdjnymi
znakami $%. Styl eksponowanych wzoréw automatycznie zapisuje
réwnania centrujac je, sktada je w wiekszym formacie i umieszcza
dodatkowy odstep nad i pod réwnaniem.

PM-4

Zwrddmy uwags na rdéEnios w wyplsdzis wrordw zlofonych wermates akapitu
iw wersi eksponoenans]:

F.lin {n “to Linfty) T
weum, {xmi}n VErac{iHE" 1} o 0 e =
= vimc{ipitzHEK

Ybegin{display=atn}
w1iz {n “to ‘iorty} n £y
weum {=1}"n “Erac{i}{k 2} "E -

= \frac{ipi~zHs} kel

3

=
=|

wend{displayeath}

ybagin{displaymatn}
Yeathbe{I} = UF TETR TP
vleftf ‘begin{arrayHcocl x_( E }
x_{i1} & x_{12} & %ldots %%

x_ {21} & x_{23} & “1ldots 4%
wvwdots & Swdots & Sddots

wend{array} \right)
wend{displaymath}

M-2
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Quiz (Q-1)
1. Jakim znakiem poprzedza sie komendy w LaTeX-u?
RN L % s
2. Jak przej$¢ do nowej linii, a jak zacza¢ nowy akapit?
[ ] Nowa linia: \ Akapit: zostawienie wolnej linii przed nowym akapitem.
[J Nowa linia: \\ Akapit: zostawienie wolnej linii przed nowym akapitem.
(] Nowa linia: \| Akapit: \newline
[J Nowa linia: \$ Akapit: \\
3. Jak objgé¢ cudzystowami tekst Ala ma kota?
(1,,Ala ma kota” (] $"$Ala ma kota$"$ (] “*Ala ma kota"
4. Zapomoca jakiego polecenia mozna wstawic spis tresci?
[ \tableofcontents [ \toc L] Nie da sie tego zrobi¢ jednym poleceniem.
5. Jakzrobi¢ przypis na dole strony?
[ \footnote [J \downnote [ \zulugula (] \comment
6. W jaki sposéb wyrdznié czes$¢ tekstu?

L] \textit{text} L] \textrm{text} 1 \emph{text} L] \it{text}

PREZENTACJA MULTIMEDIALNA (PM)

Klasa z klasg...
L Jak zaczgé€?

Lod poczatku...

od \documentclass{beamer} do \begin{document}...

\documentclass{beamer’}
\usepackage{tikz}
\usepackage{multimedia}
\usepackage{hyperref}
\usepackage{polski}
\usepackage [cp1250]{inputenc}
\usepackage [T1]{fontenc}
\usepackage{color}
\usepackage{mathptmx}
\usepackage{amsthm}
\usetheme{Antibes}
\begin{document}

\end{document}
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Scenariusz 2. Program WinPlot i jego zastosowania na lekcjach
matematyKki

Opracowanie: Anna Szczerba-Zubek
Pojecia i tresci

Program WinPlot jest catkowicie darmowym programem matematycznym umozliwiajagcym
rysowanie wykresOw zaréwno na ptaszczyznie, jak i w przestrzeni tréjwymiarowej w postaci jaw-
nej i uwiktanej. Umozliwia parametryczne przedstawienie krzywych, a takze w ukladzie bieguno-
wym. W programie mozliwe jest numeryczne i graficzne badanie obiektéw matematycznych, bada-
nie wtasnosci funkcji, rézniczkowanie i catkowanie geometryczne, tworzenie powierzchni obroto-
wych z wykreséw 2D. Posiada réwniez mozliwos¢ translacji, obrotu, symetrii Srodkowej i osiowej.
W programie WinPlot mozliwe jest tworzenie prostej animacji. Program ten umozliwia kopiowanie
wykresow przez schowek np. do Painta lub tez eksportowanie wykreséw jako plikéw typu .tex.

Cele
* zapoznanie z programem WinPlot,
» przyktadowe zastosowanie programu WinPlot na lekcjach matematyki,
* umiejetno$¢ eksportowania wykresu do programu LaTeX.
Czas: 4 godziny
Przebieg zajec
1. Wprowadzenie do programu WinPlot - oméwienie jego mozliwoSci.
2. Podanie podstawowych informacji, jak rysowa¢ w programie WinPlot.
3. Przykladowe scenariusze lekcji z wykorzystaniem programu WinPlot.
4

Jak zaimportowac rysunek wykonany w programie WinPlot do LaTeX-a.

Materiaty uzupetniajace do scenariusza 1.

* Adres strony, z ktdrej mozna pobra¢ m.in. program WinPlot: http://math.exeter.edu/
rparris/winplot.html.
* Materiaty dydaktyczne zawierajgce zrzuty z ekranu (MD).
Grafika dwuwymiarowa

W menu Window wybieramy okno dwuwymiarowe - 2-dim. W oknie pojawi sie uktad wspét-
rzednych. Aby zmieni¢ skale w uktadzie wspotrzednych, z menu View wybieramy pozycje View.

—

M

zet comers
left -5.00000
right  |5.00000
down |-4 3608
up 463608

set center
hor 10.00000
wert  |0.00000

width |10.00000

apply | cloze |

Aby dostosowac uktad wspoétrzednych do wiasnych potrzeb (tzn. nadac etykiety, wprowa-
dzi¢ skale itp.), z menu View nalezy wybrac Grid.
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& noname1.wp2

Equa ¥iew Bins One Two  Anim  Misc

¥ oaxes @ both ©x Ty O polar

y W ticks W amows [ dote [V labele
4T tick length (% of screen) [0

inteval  scake ploes freg g

SO A N

3T y[iooooo @ o i l_ r

makscaleon: © ares ( border
PA S gnd I polar sectors [12
I~ dotted I rectangular
qusdrants W I RNl W IR I

2l
Prayktad |
-5 AaBbYyZz ‘
Shaypt:
-4 Zachodri -

Tojest czcionka typu OpenType: Ta sama czcionka bedzie uiywana
przez dukarke | na ekranie.

Aby narysowa¢ dowolng funkcje, nalezy wybra¢ menu Equa, a nastepnie zdecydowac, w ja-
kiej postaci podamy wzdr naszej funkcji.

& noname1.wp2

File BZ0EH View Btns One Two  Anim  Misc

1, Explicit ... F1

2. Parametric ... F2 y
3. Implicit ... 2 4T
4, Palar ... F4

Paint 3
Segment » 3
Line ...

Recursive...
Differential 3 2+
Palynomial ...

Shade explicit inequalities
shade implicit inequal

14

Inventory ... e

Size of invenkory ... X
— Foneee | i | i i

Library ... -10 10 20 50 40 3

User functions ...
Concealfshow all ]

Help ... =19

Chcemy narysowac funkcje liniowg, wiec z menu Equa wybieramy 1. Explicit i wpisujemy
wzor funkgcji.

|Z|@“X| inventory for noname2.wp2

g - 3;(:1 ¥
FES
< i I ¥
3L
edit delete dupl table famiy
aaph name | deive | web | close
24

1

-4 -3 -2 -1 / 1 = 3 4
-
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Na jednym uktadzie wspotrzednych mozna umieszczac wiele wykreséw.

Y& nonameZ.wp2

File Equa Wiew Btns One Two An
¥ = 3x=1
¥y = x=1

pen width h_ platting density 'l_
ok cancel help

File Equs View Btns One Two  Anim

R ¥
v = x-1
¥= 12551 4T

EE | ]
T edt | delete | dupl cip table | famiy
L

-4

Nier6wnos$ci wielomianowe - zastosowanie programu komputerowego WinPlot

Za pomocg programu WinPlot tatwo pokaza¢, jak wygladaja wykresy funkcji wielomiano-
wych oraz jakie sg ich wlasnosci. Uczniowie na podstawie danych wykreséw odczytuja znaki
funkcji wielomianowych w zadanych przedziatach.

-y noname5.wp2

File Equa Wiew Btns One Two Anim  Misc

_ ¥ o= (x-2) [x+3)x"2
¥ {x,¥) = (0.00000000000000,0.00000000000
A (-3 .00000000000000, 0. 0000000000
00|
Pan
e =l I |

i) L]
LN edit delete dupl clip table Tamily
T aaph | equa | name | deve | web | close

i set comers 1+
5l lett [ 00000
right [5.00000
G « || | down [70.00000
I ) ) ) | I w  [1000000
-4 - -2 -1 1 3 4
-1+ setcenter
hori [0 00000
ek vet  [0:00000
-3 width [15.00000
i apply close
EhE x-intercepts
6
v o= (x-2) (x+3)x°2 -
s

-3.00000 next
5t =
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- nonamed.wp2 E@B| inventory for noname4.wp2
File Equa Yew Btns One Two Anm  Misc ¥ = x*3-5x"2+6x-1
T ,¥) = [1.55495813208737,0.00000000000
= . 18516,0.00000000000
4t =05 7
| J
fan
edit delete dupl clip table Farily
araph Bua hame derive weh close
s

x-intercepls

Iy = x"3-5x*Z+6x-1 |

324698 it
2 saveras | [0 = matk pt |

i 3 close |

Wykres utworzony w programie WinPlot moZna fatwo umiesci¢ w dokumencie przygotowanym
w LaTeX-u, przy uzyciu pakietu pictexwd. W tym celu nalezy wyeksportowa¢ wykres do LaTeX-a.

{& noname6.wp2

File Egua Yiew Btns One Two Aanim [JEES

¥ = 1fEutass Fonts 3
v o= 3/x Colors »
DEg miscellany »
Data r
Text 13
Tolerances 3
Moteback. ... ChrhShift+H
Tables ...
Dedimal places ...
Inventory ...
Paste script
w Use defaulks For child windows
Simulprint
‘ Thicken print ...

Help ...

l_g.nnnmeﬁ.wpl E“E”Xl

Yiew Btns One Two Anim  Misc

v = 1/zx*z-3 ¥

v = 3fx
a4+
11
-4 -3 =2 -1 P! 9
PiCTeX setup
width (cm)  |EEIR
box number |1
 TeX standalone
" LaTex2e standalone
™ TeX compilable
* Texinsertable
B
a4t

Nastepnie w preambule dokumentu ztozonego w LaTeX-u umieszczamy: \usepackage{pictexwd}.
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A nastepnie w tresci dokumentu wpisujemy:
\begin{minipage}{\ textwidth}

\centering
\strut\input{nazwa_wyeksportowanego_pliku.tex}
\

end{minipage}

85
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Kompetencje matematyczne obejmuja umiejetnos¢ rozwijania i wykorzystywania myslenia
matematycznego w celu rozwigzywania problemoéw wynikajacych z codziennych sytuacji oraz
prezentacji treSci w przejrzysty sposob za pomocg wzordw, tabel, wykreséw czy rysunkéw. Kom-
petencje informatyczne obejmujg umiejetne i krytyczne wykorzystywanie technologii spoteczen-
stwa informacyjnego w pracy, rozrywce i porozumiewaniu sie. Opierajg sie one na podstawo-
wych umiejetnos$ciach informatycznych: wykorzystywania komputeréw do uzyskiwania, oceny,
przechowywania, tworzenia, prezentowania i wymiany informacji oraz do porozumiewania sie
i uczestnictwa w sieciach wspétpracy, takich jak Internet. Wymagana jest znajomos¢ takich apli-
kacji komputerowych jak edytory tekstu, arkusze kalkulacyjne, bazy danych, umiejetnos¢ prze-
chowywania informacji i zarzadzanie nig oraz rozumienie mozliwosci zwigzanych z Internetem
i komunikacjg za posrednictwem mediéw elektronicznych (poczta elektroniczna, narzedzia sie-
ciowe) do celéw rozrywki, wymiany informacji i udziatu w sieciach wspétpracy, a takze do celéw
uczenia sie i badan. Osoby uczgce matematyki powinny takze rozumie¢, w jaki sposéb technolo-
gia informacyjna moze wspiera¢ kreatywno$¢ i innowacje. Powinny posiadaé¢ umiejetnosci wyko-
rzystywania narzedzi do tworzenia, prezentowania i rozumienia ztozonych informacji, a takze
zdolno$¢ docierania do ustug oferowanych w Internecie, wyszukiwania i korzystania z nich; po-
winny rowniez by¢ w stanie stosowa¢ narzedzia technologii informacyjnej jako wsparcie kry-
tycznego myslenia, kreatywnosci i innowacji.

Wychodzac temu naprzeciw, proponujemy warsztaty zwigzane z nauczaniem matematyki
z wykorzystaniem komputera. Szczegdlnie wdziecznymi tematami sg zagadnienia geometryczne
i graficzna prezentacja wykresoéw funkcji. Przedmiotem geometrii sg figury geometryczne i ich
wlasciwos$ci. Geometria powstata w starozytnym Egipcie, gdzie byta pierwotnie zbiorem wiado-
mosci potrzebnych przy praktycznym wykonywaniu pomiaréw. Starozytni Grecy dostrzegli
w niej logiczne powigzania. Euklides (ok. 300 roku p.n.e.) w dziele pt. Elementy dat wyktad geo-
metrii, przedstawiajac ja jako nauke dedukcyjna, w ktérej wszystkie twierdzenia wyprowadza
sie z pewnikow. Euklides przyjat bez dowodu kilkanascie bardzo oczywistych twierdzen jako ak-
sjomaty, czyli pewniki, i z nich wyprowadzit wszystkie pozostate twierdzenia geometrii. Dowody
geometryczne sa doskonatg szkota Scistego i abstrakcyjnego mys$lenia. Wigza wszystkie twier-
dzenia w pewien system, ulatwiajac lepsze zapamietanie i glebsze zrozumienie geometrii. Po-
dobnie ma sie rzecz z figurami geometrycznymi. Najprostsze z nich (punkt, prosta, ptaszczyzna)
przyjmuje sie bez objasnien. Sa to figury podstawowe, czyli pierwotne. Pewniki stanowig posred-
ni opis figur i podstawowych poje¢. Definicja to wypowiedz, ktéra nowa nieznang figure (lub po-
jecie) wprowadza po raz pierwszy. Najwazniejszym dziatem geometrii nauczanym w szkole jest
planimetria.

Omawianie wtasnos$ci funkcji, szkicowanie wykreséw funkcji, a przede wszystkim umiejet-
no$¢ odczytywania z wykresu réznych ich wiasnosci to wazne zagadnienia omawiane na lekcjach
matematyki.
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Cele podmodutu

pomoc nauczycielom w dobrym przygotowaniu sie do lekcji z geometrii,

poznanie programu komputerowego GeoGebra oferowanego na stronie: http://www.geo-
gebra.org/cms/,

nabycie umiejetnos$ci sprawnego postugiwania sie programem GeoGebra,

czynnos$ciowe odkrywanie twierdzen geometrycznych,

komputerowe wykonywanie konstrukcji geometrycznych,

nabycie umiejetnosci rysowania wykreséw funkcji, wykorzystujac mozliwosci w tym za-
kresie programu GeoGebra,

graficzne prezentowanie réznych wtasnosci funkcji.

Podstawowe bloki zaje¢
1.

2
3.
4

Wybrane mozliwosci programu GeoGebra - 2 godziny.
Odkrywanie twierdzen geometrii - 2 godziny.
Komputerowe rozwigzywanie zadan konstrukcyjnych - 2 godziny.

Wykresy funkcji - odczyt wlasnosci funkcji z wykresu - 2 godziny.



88 Warsztaty ,Ksztaltowanie kompetencji kluczowych w nauczaniu matematyki”

Scenariusz 1. Wybrane mozliwosci programu GeoGebra

Pojecia i tresci

GeoGebra jest dynamicznym oprogramowaniem matematycznym, ktore taczy geometrie, alge-
bre i rachunek. Program zostat stworzony przez Markusa Hohenwartera z Florida Atlantic Univer-
sity do nauki i nauczania matematyki w szkotach. GeoGebra jest dynamicznym systemem geome-
trii. Mozna przygotowac konstrukcje sktadajace sie z punktéw, wektoréw, odcinkéw, prostych,
stozkowych, jak réwniez z funkcji, a nastepnie dynamicznie je zmienia¢. W programie mozemy:

» zaznaczy¢ obiekt, przesunac¢ zaznaczone obiekty, dokona¢ obrotu niezaleznych obiektow,
zaznaczy¢ dwa obiekty, aby otrzymac informacje o relacji miedzy nimi, utworzy¢ punkt na
obiekcie, otrzymac przeciecie dwéch obiektéw,

* narysowac wektor, zaznaczajgc punkt poczatkowy i koncowy, zaznaczy¢ punkt A i wektor
v, aby utworzy¢ punkt B = A + v i wektor z A do B, narysowa¢ odcinek o koncach A i B,
utworzy¢ odcinek o danej dtugosci, wyznaczy¢ srodek odcinka, tworzy¢ péiprosta o po-
czatku A i przechodzaca przez punkt B, narysowa¢ wielokat, utworzy¢ wielokat foremny
o n wierzchotkach i danym boku,

* wyznaczy¢ prosta przechodzaca przez dwa punkty, wyznaczy¢ prosta réwnolegta do da-
nej prostej i przechodzacg przez dany punkt, wyznaczy¢ prostg prostopadia do danej pro-
stej i przechodzaca przez dany punkt,

* narysowac symetralng odcinka, narysowa¢ dwusieczng kata, narysowac styczng do okre-
gu, narysowac okrag o danym srodku przechodzacy przez dany punkt, narysowac okrag
o danym $rodku i promieniu, narysowac¢ okrag przechodzacy przez trzy punkty,

» zaznaczajgc dwa punkty A i B, utworzy¢ pétokrag oparty na odcinku AB, wyznaczy¢ wyci-
nek kota o danym $rodku i przechodzacy przez dwa punkty, wyznaczy¢ tuk przechodzacy
przez trzy punkty, odczyta¢ odlegto$ci miedzy dwoma punktami, prostymi lub punktem
i prosta, dtugos¢ odcinka lub obwdd okregu, odczyta¢ pole wielokata, okregu, elipsy,

* utworzy¢ suwak, ktéry jest graficzng reprezentacja niezaleznej liczby lub kata, zaznaczy¢
kat miedzy trzema punktami, zaznaczy¢ kat miedzy dwoma odcinkami, zaznaczy¢ kat
miedzy dwoma prostymi, zaznaczy¢ kat miedzy dwoma wektorami, zaznaczy¢ wszystkie
wewnetrzne katy wielokata, zaznaczy¢ kat o danej mierze.

Dostepne s3 nastepujgce przeksztatcenia geometryczne dla punktéw, prostych, stozkowych,

wielokatéw i obrazéow:

* symetria wzgledem punktu, symetria wzgledem prostej, obrot o kat wzgledem punktu,

» przesuniecie o wektor, jednoktadnosé.

W GeoGebrze istnieje mozliwo$¢ zapisu wzoréw matematycznych oraz wstawiania obrazéw,
ustalajac miejsce wstawienia i rozmiar. Istnieje mozliwos¢ znieksztatcania obrazu, usytuowania
w tle oraz uczynienia go przezroczystym, aby widzie¢ obiekty lub osie potoZzone pod nim. GeoGe-
bra rozpoznaje liczby, katy, punkty, wektory, segmenty, proste, stozkowe, funkcje, parametry
krzywych. Mozna wprowadza¢ wspoétrzedne lub réwnania tych obiektow w polu wprowadzania.
S3 one automatycznie rysowane w okonie geometrii. Prosta moze by¢ wprowadzona w postaci
réwnania liniowego x i y lub w postaci parametrycznej. W obu przypadkach mozesz uzy¢ wcze-
$niej zdefiniowanych zmiennych (np. liczby, punktu, wektora). W programie wbudowanych jest
ponad sto polecen. Pozwalajg one wyznaczy¢ miedzy innymi:

* dtugosci odcinkéw i krzywych, pola powierzchni, odlegtosci, promien okregu,

* obwdd wielokata, miare kata, punkt przeciecia krzywych, wektor jednostkowy,
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* pochodng, catke (funkcje pierwotng), ekstremum, punkty przegiecia, miejsca zerowe.

Cele

* poznanie programu komputerowego GeoGebra oferowanego na stronie: http://www.geo-

gebra.org/cms/,

* nabycie umiejetno$ci korzystania z pomocy wbudowanej w program,

* nabycie umiejetno$ci sprawnego postugiwania sie programem GeoGebra,

* poznanie motywacji do pracy z programem GeoGebra.
Przebieg zajec

Prezentacja programu GeoGebra przy wykorzystaniu rzutnika multimedialnego.
Bibliografia

* Pomoc programu GeoGebra.

* Briickner D., Wybrane twierdzenia planimetrii, Podreczna Biblioteka Nauczyciela, Katowi-

ce 2005.
* Portal internetowy http://www.geogebra.org.

Materiaty uzupetniajace do scenariusza 1.

Wyznaczanie pola, obwodu, odlegtosci punktu od prostej

% GeoGebra - Wyznaczanie pola, obwodu, odlegtosei punktu od prostej.gab
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Scenariusz 2. Odkrywanie twierdzen geometrii

Pojecia i tresci
Wybrane twierdzenia i wzory geometrii:

Cele

twierdzenie o sumie katow wewnetrznych w tréjkacie, wzor na pole trojkata, twierdzenie
o odcinku tgczacym Srodki bokéw tréjkata, twierdzenie o czworokacie opisanym na okre-
gu, twierdzenie o czworokacie wpisanym w okrag,

twierdzenie o zalezno$ci kata wpisanego i kata Srodkowego opisanych na tym samym
tuku, twierdzenie o katach wpisanych opartych na tym samym tuku.

nabycie umiejetnosci sprawnego postugiwania sie programem GeoGebra,

czynnos$ciowe odkrywanie twierdzen w geometrii (stawianie hipotez, dowodzenie).

Przebieg zajec

1.

Rysujac tréjkat, mozemy wyznaczy¢ miary katow wewnetrznych i sprawdzi¢, ile wynosi
suma tych miar. Rysujac tréjkat, wyznaczy¢ wszystkie wysokoSci tego tréjkata. Zmieniajac
dynamiczne potozenie wierzchotkéw tego tréjkata, obserwowac, co sie dzieje z potoze-
niem tych wysokoSci, oraz odczytac pole tréjkata.

Narysowac odcinek taczacy Srodki dwéch bokéw trojkata. Co mozna powiedzie¢ o jego
dtugosci?

Narysowa¢ czworokat wpisany w okrag. Co mozna powiedzie¢ o sumie przeciwlegtych
bokéw? Narysowaé czworokat opisany na okregu. Co mozna powiedzie¢ o sumie dtugosci
przeciwlegtych bokéw?

Narysowac kat wpisany w okrag; odczytac¢ jego miare i - zmieniajac potoZenie wierzchot-
ka - obserwowac, co sie dzieje z miara kata. Narysowac¢ katy wpisany i sSrodkowy, oparte
na tym samym tuku. Co mozna powiedzie¢ o ich miarach?

Bibliografia

Pomoc programu GeoGebra.

Briickner D., Wybrane twierdzenia planimetrii, Podreczna Biblioteka Nauczyciela, Katowi-
ce 2005.
Portal internetowy http://www.geogebra.org.
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Materiaty uzupetniajgce do scenariusza 2.

Twierdzenie o czworokacie opisanym na okregu

% GeoGebra - tw o czworokacie opisanym na okregu.ggh
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Scenariusz 3. Komputerowe rozwigzywanie zadan konstrukcyjnych

Pojecia i treSci:

Kreslenie figur geometrycznych jest jedng z praktycznych czynnosci zwigzanych z geome-
trig. Zasadami praktycznego kreslenia zajmuje sie rysunek techniczny. Postugujemy sie tu rézny-
mi przyrzadami, jak linijka, cyrkiel, ekierka, katomierz i inne. Ostatecznym celem jest sporzadze-
nie prawidtowego i estetycznego rysunku.

Zadania konstrukcyjne, wchodzace w zakres geometrii jako nauki, stanowia wraz z cata geo-
metrig teoretyczng podstawy rysunku technicznego, ale r6znia sie od nich celem i metodami.
Rozwiagzac¢ zadanie konstrukcyjne oznacza:

» wskaza¢ sposéb, w jaki mozna nakresli¢ Zadanag figure (konstrukcja),

* udowodni¢, Ze sposéb ten istotnie prowadzi do figury o zadanych wtasno$ciach (dowdd),

* wyjasnié, czy uzyskane rozwiazanie jest jedyne, czy tez istnieja jeszcze inne rozwigzania

(dyskusja).

Poniewaz na ogo6t trudno jest od razu wskazac¢ sposéb kreslenia zadanej figury, czyli jej kon-
strukcje, trudniejsze zadania konstrukcyjne rozwigzujemy, rozpoczynajac od tzw. analizy. Analiza
polega na odrecznym naszkicowaniu figury i wyszukaniu (drogg rozumowag) takich jej wtasnosci,
ktére pozwolg doktadnie jg narysowaé. Rozwigzanie zadania konstrukcyjnego sktada sie z czte-
rech etapow:

1. analiza,

2. Kkonstrukgja,
3. dowdd,

4. dyskusja.

Stad juz wida¢, ze sam rysunek (nawet jesli bedzie precyzyjny) nie jest rozwigzaniem zada-
nia konstrukcyjnego. Zadania konstrukcyjne z geometrii a rysowanie to dwie rézne rzeczy.

Cele
* przypomnienie, co oznacza klasyczne rozwigzanie zadania konstrukcyjnego,

* poznanie mozliwo$ci wykonywania konstrukcji geometrycznych za pomoca programu
GeoGebra.

Przebieg zajec
1. Zademonstrowanie przyktadowej konstrukcji:
* konstrukcja tréjkata o trzech danych bokach,
* dowdd poprawnosci, dyskusja ilo$ci rozwigzan.
2.  Wpykonanie ponizszych konstrukgcji:
* przenoszenie kata,
* podziat odcinka na potowy,
* podziat kata na potowy,
* wystawianie prostopadte;j,
* opuszczanie prostopadtej,
* kreSlenie rownolegtej,
* konstrukcja okregu opisanego na troéjkacie,
* konstrukcja okregu wpisanego w tréjkat,

* konstrukcja stycznej do okregu w danym punkcie stycznosci,
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* miejsce geometryczne punktéw, z ktérych wida¢ dany odcinek pod okreslonym katem,
* konstrukcja stycznej do okregu z punktu zewnetrznego,
* konstrukcja wspdlnej stycznej do dwdch nieprzecinajacych sie okregdw,
* podziat odcinka na dowolng liczbe réwnych czesci,
* konstrukcja odcinka proporcjonalnego do trzech danych odcinkéw,
* konstrukcja $redniej geometryczne;.
3. Zadania trudniejsze:
* konstrukcja wspdlnej stycznej do dwdch przecinajacych sie okregéw,
* konstrukcja wspdlnej stycznej do dwdch nieprzecinajgcych sie okregow.
Bibliografia

* Pomoc programu GeoGebra,

* Briickner D., Wybrane twierdzenia planimetrii, Podreczna Biblioteka Nauczyciela, Katowi-
ce 2005.

* Portal internetowy http://www.geogebra.org.

Materiaty uzupetniajgce do scenariusza 3.
Okrag opisany na tréjkacie

i GeoGebra - okrag opisany na trdjkacie.gsb
Plik Edycja MWiidok Opcje Narzedzia Okno Pomoc
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Scenariusz 4. Wykresy funkcji — odczyt wtasnosci funkcji z wykresu

Pojecia i tresci

Przez funkcje rozumiemy sposéb przyporzadkowania kazdemu elementowi danego zbioru X
doktadnie jednego elementu pewnego zbioru Y. Wykresem funkcji f: DOJR — R nazywamy zbidr
par {(x, f(x)): x O D}. Potocznie przez wykres rozumie sie graficzne przedstawienie wyzej okre-
Slonego zbioru na ptaszczyznie z uktadem wspoétrzednych Oxy. Majac dany wykres funkcji jednej
zmiennej o warto$ciach rzeczywistych, mozna odczyta¢ miejsca zerowe funkcji, punkty ekstre-
malne oraz ustali¢ wlasnoSci, takie jak monotonicznos$¢ czy okresowos¢é.

W nauczaniu szkolnym poznajemy funkcje:

¢ liniowe, kwadratowe,
* wielomianowe, wymierne,

* trygonometryczne, logarytmiczne.

Cele
* nabycie umiejetno$ci zapisu réznych funkcji w programie GeoGebra,
* zmiana wlasciwo$ci utworzonego wykresu - zmiany skali, zmiany grubosci linii i jej koloru itp.,
* odczyt monotonicznos$ci z wykresu funkgji,
* odczyt ekstremdw z wykresu funkcji,
* odczyt miejsc zerowych z wykresu funkgji,
* znajdowanie pochodnej danej funkcji,
* znajdowanie catki oznaczonej i nieoznaczonej danej funkcji,
* doskonalenie algorytmicznego mys$lenia poprzez wykonywanie kolejnych polecen.
Przebieg zajec
Przypomnienie polecen zwigzanych z wykresami i odczytem wtasnosci funkcji.
1. Dziatania na wielomianach - przyktadowe polecenie:
*  w: wielomian[(x-1)(x-2)(x-3)].
2. Miejsca zerowe wielomianu - przyktadowe polecenie:
* pierwiastek[w].
3. Ekstrema funkcji - przyktadowe polecenie:
* ekstremum|[w].
4. Wyznaczenie pochodnej funkcji - przyktadowe polecenie:
* pochodnalw].
5. Wyznaczenie catki oznaczonej - przyktadowe polecenie:
* catka[w, 1,2].
6. Wyznaczenie catki nieoznaczonej - przyktadowe polecenie:
* F: catka[w].
7. Ztozenie danej funkcji z warto$cig bezwzgledng - przyktadowe polecenie:
* g=abs(f(x)).
8. Ztozenie z funkcja znak - przyktadowe polecenie:
* h=sgn(f(x)).
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Bibliografia
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* Pomoc programu GeoGebra.
* Portal edukacyjny http://www.gwo.pl.
* Internetowa encyklopedia http://plwikipedia.org/wiki/Funkcje.
* Portal matematyczny http://www.pierwiastek.pl.
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Materiaty uzupeiniajace do scenariusza 4.
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