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Etap 1 Wprowadzenie

Nauczyciel zapoznaje ucznidw z historig Wiezy Hanoi.

- Autor: Edouard Lucas
- Data powstania: 1883 rok

Nauczyciel na podstawie prezentacji multimedialnej* - [POBIFRZ] zapoznaje ucznidéw z zasadami Wiezy Hanoi.

« Trzy stupki:
o Poczatkowy
o Koncowy
° Pomocniczy
+ Mozna uktadaé tylko mniejszy na wiekszy
+ Mozna przektadac tylko jeden krazek jednoczesnie
+ Mozna brac tylko krazek z samej gory



*Do otworzenia prezentacji niezbedny jest program Microsoft Office PowerPoint 2007 lub darmowy program Microsoft Office PowerPoint Viewer
2007( program wraz z opisem instalacji dostepny jest na stronie producenta: [POBIFR71)

Etap 2 Pierwsze préby ulozenia wiezy

Nauczyciel uruchamia uczniom program w trybie gry, aby uczniowie sami mogli sprébowa¢ utozyé wieze (Gra>Rozpocznij gre) - PATRZ APLET

Gra lloSc krazkdw Pomoc

llos¢ ruchow: 12

Etap 3 Prezentacja algorytmu uk}adania wiezy

Nauczyciel uruchamia program w trybie symulacji i ttumaczy, dlaczego nalezy przektadac krazki w takiej kolejnosci (Gra>Rozpocznij
symulacje)

Gra lloSc krazkéw Pomoc

losE ruchow: 6

Etap 4 Wyprowadzenie wzoru matematycznego

Nauczyciel pyta ucznidw o wzdr na ilo$¢ potrzebnych ruchdw, w razie braku poprawnej odpowiedzi sam go podaje:

« wzbr rekurencyjny: f(n) = 2f(n-1)+1

Nauczyciel ustnie uzasadnia podany wzdr rekurencyjny i omawia pojecia algorytmu i rekurencji.

Uzasadnienie wzoru rekurencyjnego. aby przenies¢ wieze nalezy:

« Przenie$¢ cata wieze bez jednego dolnego krazka na pomocniczy stupek (bufor)



Gra llosc krgzkéw Pomoc

lloS€ ruchow: 15

« Przenie$¢ najwiekszy (dolny) krazek na docelowy stupek

Gra llosé krazkéw Pomoc

llosc ruchow: 16
« Przenie$¢ pozostata wieze z pomocniczego stupka na docelowy

Gra llosé krazkéw Pomoc

losE ruchow: 31

wzor ogdlny: fln) = 2’-1

Nauczyciel lub wybrany uczeni przeprowadza dowod indukcyjny z wykorzystaniem wzoru rekurencyjnego na tablicy.

Twierdzenie:

f(n) = 2"-1

Dowdd:

Sprawdzenie dla n=1

< (1) = 2%1=1

Istotnie tyle trzeba ruchdw do przeniesienia jednopietrowej wiezy, zatem twierdzenie jest prawdziwe dla n=1

Zatozenie indukcyjne. Zaktadamy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla pewnej dodatniej liczby naturalnej k
f(k) = 21 keN,

+ Teza indukcyjna. Twierdzenie dla k+1



flk+1) = 2411
Krok indukcyjny. Pokazemy, ze je$li twierdzenie jest prawdziwe dla k, to jest prawdziwe takze dla k+1
Przeksztatcajac wzdr rekurencyjny f(n) = 2+f(n-1)+1 dla n=m+1 otrzymujemy f(m+1) = 2+f(m)+1
Podstawiajgc na miejsce f(m) wzér z zatozenia indukcyjnego otrzymujemy:
f(m+1) = 2o (27-1)+1 = 2™"-2+1 = 2™

Otrzymalismy teze indukcyjna, wiec wzdr jest poprawny.

Nauczyciel wyprowadza wzor ogolny na tablicy.

Wyprowadzenie:

fln)=2+f(n-1)+1 I+1
fn)+1=2-«f(n-1)+2=2-(f(n-1) + 1)
Niech g(n) = f(n) + 1

Wtedy
gn) = f(n) + 1 = 2+(f(n-1) + 1) = 2-g(n-1)

g(n) =2 - g(n-1)
Czyli otrzymalismy réwnanie okre$lajace ciag geometryczny.

Wiedzac, ze f(1) = 1 to

gl)=f1)+1=1+1=2
g)=2-gl)=2-2=4
g(3) =28
gn) = 2"

Po powrocie do f(n) otrzymujemy
fn)=gn)-1=2"-1
Legenda

Jak gtosi stara hinduska legenda, przy stworzeniu $wiata, w jego $rodku, pod dachem $wiatyni, umieszczone zostaty trzy diamentowe
pateczki. Na jedna z nich natozone byty 64 ztote krazki o zmniejszajacych sie Srednicach tworzac ztoty stozek. Dzien i noc, zmieniajac
sie bezustannie, mnisi przek*adali krazki na trzecig pateczke.

Musieli jednak zachowaé pewne zasady. Mogli positkowaé sie drugy paleczka, jednakze nie wolno byto im przenosi¢ wiecej niz jednego
krazka i umieszczaé wigkszego na mniejszym. Gdy wykonaja swoje zadanie - nastapi koniec $wiatal!

+ Obliczenie daty konca $wiata
o 2%%—1 = 18 446 744 073 709 551 615 (blisko 18 i p6t tryliona) sekund
o Okoto 584 542 mld lat
o Wszech$wiat ma okoto 13,7 mld lat
> Dodatkowe obliczenie jak wysoka wieze zdazyli by mnisi przenies¢ od poczatku $wiata.

Etap 5 Zawody w ukladaniu wiezy na czas

Uczniowie graja w gre i konkuruja miedzy soba czasami utozenia Wiezy Hanoi



Gra llosc kraikéw Pomoc

Aplet

Gra losc krazkow Pomoc

llo$¢ ruchow:

Podsumowanie

« Uczniowie poznaja, co to dowdd rekurencyjny

+ Uczniowie poznaja kilka poje¢ informatycznych
o Algorytm
o Rekurencja

+ Uczniowie wyrabiaja refleks i szybkie myslenie
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