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Etap 1 - Wprowadzenie

W poznawaniu dalszych wkasnosci tréjkata jest niezbedna wiedza o katach w kole. Temat ten mozna zresztg realizowaé niezaleznie od
geometrii tréjkata.

Rzecz w tym, aby pojecia kata Srodkowego i wpisanego byty poznane przez ucznia poprzez eksperyment a nie metoda podajaca. Uczen
manipulujac wierzchotkiem i punktami lezacymi na ramionach kata lepiej zapamietuje elementy kata w kontekscie kota, z ktérym jest
zwigzany.

Wazne jest, aby juz teraz w gimnazjum uczniowie wiedzieli, ze istnieje pojecie kata skierowanego i dwa jego zwroty dodatni i ujemny. Z
pojeciami tymi moga sie spotkac na lekcjach fizyki lub kiedy$ na studiach.

Celem lekcji jest odkrycie nastepujgcych twierdzen:

1.  katy wpisane oparte na tym samym uku maja réwne miary

2. miara kata $rodkowego jest dwukrotnoscia miary kata wpisanego, opartego na tym samym }uku
3. dwa katy wpisane oparte na przystajacych (niekoniecznie tych samych) tukach maja réwne miary

To ostatnie twierdzenie nie wystepuje w podrecznikach szkolnych, ale jest potem czesto stosowane. Jego dowdd jest niezwykle prosty - fakt
ten wynika z rownosci miar katdw $rodkowych utworzonych dla tych katéw wpisanych.
Dowody pozostatych twierdzen sg przeznaczone tylko dla ucznidw, ktdrzy widza koniecznosc¢ ich przeprowadzenia.

Oto dowdd twierdzenia 1:

Trojkaty AWS, WBS, AUS i ABS s3
rownoramienne, wiec odpowiednie
katy sa roéwne co zaznaczono na
rysunku obok.

Dia trojkata WBA:
|£8]+2| £y]+2| Lal+| £ 5]=180°

Dla trojkata UBA-
[£Bl+1£ Bl+2|£ a]=180°

|£Bl=l2yl+ £ 8]
To oznacza, ze niezaleznie od

polozenia punkiu W katy wpisane
BWA i BUA sg zawsze rowne




Wazne jest, aby w tym dowodzie uczniowie zdawali sobie sprawe, ze wierzchotek W byt dowolnie wybranym punktem okregu w przeciwierstwie
do wierzchotka U, ktdry jest tak dobrany, aby odcinek UB byt srednicg kota.

A teraz dowdd twierdzenia 2. Wykorzystujemy w nim twierdzenie o sumie miar katéw wewnetrznych tréjkata.

Kat srodkowy ASB i wpisany AWB
53 oparte na tym samym tuku.
Mamy wykazac, ze:

|£BSAI=2].2BWA|

Dorysujmy odcinek AS.

Trojkaty BAS, WAS i WBS s3
réwnoramienne, stad rownosc katow
zaznaczonych na rysunku obok.
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Poniewaz w trojkacie AWB
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Etap 2 - Praca z wykorzystaniem apletu

Aplet do przeprowadzenia zaje¢ dostepny jest ponizej.

Aplet

W szkole podstawowej i w gimnazjum poznates rozne rodzaje kgtow: wierzchotkowe, odpowiadajgce, przylegte i naprzemianlegte.
W tej lekcji poznasz nowe pojecia katow - tym razem bedg one zwigzane z kotem i okregiem.

Kat, ktérego wierzchotek znajduje sie w srodku kota nazywac bedziemy katem srodkowym. Jest on widoczny na ponizszym aplecie.
Niech jego ramiona przecinajg okrgg w punktach A i B. Chwy¢ myszg za jeden z tych punktéw i poruszaj nim po okregu. Obserwuj
miare kata srodkowego.

Zauwaz, ze gdy miara tego kata przekroczy 180°, wowczas kat ten staje sie wklesty. Gdy za$ jego miara przekroczy 360°, wéwczas
jego miara liczy sie ponownie od liczby 0°. Inaczej méwigc miary katéw 360° i 0° sg sobie réwne.
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Gdy poruszasz punktem A lub B po okregu, poruszasz réwniez ramieniem SA lub SB tego kata. W liceum dowiesz sie, ze ramie to
nazywa si¢ koncowym, a to, ktére pozostaje nieruchome - poczatkowym ramieniem kata. Taki kat, w ktorych wyrdzniliSmy ramie
poczatkowe i koncowe bedziesz w liceum nazywac katem skierowanym.

Zauwaz réwniez, ze ruch ramieniem koncowym kata odbywa sie albo zgodnie z ruchem wskazéwek zegara, albo niezgodnie. Ten
fakt jest bardzo wazny dla fizykéw, ktorzy odrézniajg dwa tzw. zwroty kgta. Matematycy i fizycy umoéwili sie na catym Swiecie, ze ruch
niezgodny z ruchem wskazéwek zegara tworzy zwrot dodatni kata, a zgodny z ruchem wskazowek zegara zwrot ujemny.

Inny kat w kole mozemy utworzy¢ umieszczajgc jego wierzchotek na okregu tego kota. Niech to bedzie kat AWB tak jak na aplecie
ponizej. Nazywamy go w matematyce katem wpisanym w koto.
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Punkty A i B w tym kacie lezg oczywiscie na jego ramionach i sg rézne od punktu W. Natomiast obszar kgta wyciat z okregu pewien
tuk AB.

Nie zmieniaj teraz potozenia punktow A i B a poruszaj jedynie wierzchotkiem W kata wpisanego.

Zaobserwuj, w jakim pofozeniu wierzchotka W miara tego kata jest najmniejsza a w jakim najwieksza?
Uzupetnij zapis:

Miary wszystkich katow wpisanych opartych na tym samym tuku s3 .......ccccerieriiiiinnnnns (46)
Trzeci aplet w tej lekcji przedstawia oba katy w kole: srodkowy i wpisany. Maja one jednak pewng wspolng wtasnosc¢ - jaka? (47).

Odkryj te wtasno$¢ poruszajgc wierzchotkiem W przy nieruchomych potozeniach punktu A i B. Potem zmien polozenie punktéw A i B
na inne i nadal zmieniaj potozenie punktu W.

™ POKAZI UKRYJ WNIOSEK
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Na podstawie obserwacji dokonywanych przez Ciebie w tym eksperymencie powinienes dostrzec wazng wiasnosc¢ tych katow.
Potwierdz swoje spostrzezenie uzupetniajac ponizszy zapis:

Miara kata Srodkowego jest .........cccvviriminininnnsisnsnesieenens wigksza od miary kata wpisanego, opartego na
tYM o —— , co kat srodkowy. (48)

Znajdz oba twierdzenia w podreczniku, z ktdrego korzystasz na lekcjach w szkole i poszukaj ich dowodow. Jesli nie odnalaztes ich -
przesledz dowody zamieszczone ponizej:

Najpierw wykazemy, ze dwa katy wpisane oparte na tym samym tuku sg przystajgce. Wybierzmy kat wpisany o dowolnym
wierzchotku W oraz kgt wpisany BUA kérego jedno z ramion przechodzi przez $rodek S kota.



£AWB = £BUA

Zatem kazdy inny kat wpisany oparty na tuku AB o wierzcholku r6znym od W tez jest przystajacy do kata BUA, co koriczy dowdd.

Teraz kolej na dowdd, ze miara kata srodkowego jest dwukrotnoscig miary kagta wpisanego, opartego na tym samym tuku.

KAT WPISANY

8 = 106°

KAT SRODKOWY
o= 212°

Ale to jeszcze nie koniec wszystkich wtasnosci katow w kole.
Bardzo czesto wykorzystywana w roznych dowodach jest wtasnos¢, ktorg mozesz samodzielnie odkry¢ na ostatnim aplecie tej lekciji.

Obejrzyj ponizszy aplet by lepiej przyswoi¢ sobie to proste a jakze praktyczne twierdzenie.



3 = 29.3531 o = 14.6766°

~ = 14.6766°
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Mysle, ze udato Ci sie je odkryé. Dla udokumentowania tego faktu uzupemij ponizszy zapis i przeslij go swojemu nauczycielowi.
Kazde dwa katy wpisane oparte ... s SPLOZ e (49)

Dowdd tego faktu jest oczywisty z uwagi na przystawanie kgtow srodkowych zbudowanych na tych przystajgcych tukach.
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