MATEMATYKA
INNEGO WYMIARU

Wieza Hanoi

WSTEP

Wieze Hanoi wymyslit francuski matematyk Edouard Lucas dla zabawy w 1883 roku. Edouard Lucas jest réwniez autorem wzoru na n-ty
wyraz ciagu Fibonacciego.

ZASADY GRY

Wieza sk¥ada sig z trzech stupkéw: poczatkowy, koficowy, pomocniczy (tzw.bufor). Naszym zadaniem jest przenies¢ wszystkie krazki z
poczatkowego stupka na koricowy z zachowaniem tego samego ksztattu wiezy, pomagajac sobie stupkiem pomocniczym i stosujac
nastepujace zasady:

+ Mozna ukfadaé tylko mniejszy na wigkszy krazek
+ Mozna przektadac tylko jeden krazek jednoczes$nie
+ Mozna brac tylko krazek z samej gory

Na poczatek sprobuj rozwigza¢ famigtéwke samodzielnie, wybierajac rézna ilo$¢ krazkdw.

GRA - WIEZA HANOI



Gra llosc krazkow Pomoc

lloS¢ ruchow:

Jezeli masz problem z utoZeniem krazkéw, mozesz obejrze¢ symulacje rozwiazania dla poszczegdélnych ilosci krazkdw, wybierajac
odpowiednia opcje w grze.

WZOR REKURENCYINY

WZOR REKURENCYJNY na obliczenie iloéci potrzebnych ruchéw w zaleznoéci od iloci krazkéw: f{n) = 2f(n—1)+1

Uzasadnienie wzoru rekurencyjnego:

ALGORYTM

Gra Bost kratkdw Pomoc

1. Przenies¢ catg wieze bez
jednego dolnego krazka na
pomocniczy stupek (bufor)

llos¢ uchow: 15

Gra Woic kraikéw Pomoc

2. Przenies¢ najwiekszy (dolny)
krazek na docelowy stupek

Nosé muchéw: 15

Gra oSt kratkow  Pomoc

3. Przenies¢ pozostata wieze
z pomocnhiczego stupka na
docelowy

“h.
"

Hosé ruchdw: 31

WZOR OGOLNY: f(n)=2"-1

Dowdd indukcyjny z wykorzystaniem wzoru rekurencyjnego.

Twierdzenie: f(n)=2"-1



Dowdd:
Sprawdzenie dla n=1  f()=21-1=1
Istotnie tyle trzeba ruchdw do przeniesienia jednopietrowej wiezy, zatem twierdzenie jest prawdziwe dla n =1
- Zatoienie indukcyjne. Zaktadamy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla pewnej dodatniej liczby naturalnej k
fl)=2%-1 keNy4
+ Teza indukecyjna. Twierdzenie dla &+1
f(k+1) — 2(k+1)_1
+ Krok indukecyjny. Pokazemy, ze jesli twierdzenie jest prawdziwe dla k, to jest prawdziwe takze dla k+1
Przeksztatcajac wzor rekurencyiny f(n) =2f(n—1)41 dla n =m-+1 otrzymujemy flm—+1)=2f(m)+1
Podstawiajac na miejsce f(m) wz0r z zatozenia indukcyjnego otrzymujemy:
fim+D)=202"-)+1=2m+1 241 =2om+l_|

Otrzymalismy teze indukcyjna, wiec wzér jest poprawny.

Wyprowadzenie wzoru ogdélnego:
f)=2fn-0+1 |+1
f+1=2f(n-D+2=2(f(n-1+1)

Niech: g(n) = f(n)+1

wtedy: 9= Flr)+1= 2(fln—1)+1) = 2g(n-1)
g(n)=2g(n—1)

Czyli otrzymaliémy réwnanie okreélajace ciag geometryczny.
Wiedzac, ze f(1)=1,to g(1)= f(L)+1=141=2
@) =2¢(1)=2-2=4

9E3) =8

g =2"

Po powrocie do f(n) otrzymujemy: f(n) = g(n)—1=2"~-1

LEGENDA

Jak glosi stara hinduska legenda, przy stworzeniu swiata, w jego srodku, pod dachem swigtyni, umieszczone zostaty trzy
diamentowe pateczki, Na jedng z nich natoZonych byto 64 ztotych krazkow o zmniejszajacych sig srednicach tworzgc zioty stoZek.
Dzieri I noc, zmieniajgc sie bezustannie, mnisi przekZadali krgzki na trzecig pateczke. Musieli jednak zachowac pewne zasady.
Mogli positkowac sie drugg pateczka, jednakze nie wolno by#o im przenosic wiecej niz jeden kraZek i umieszczac wigkszego na
mniejszym. Gdy wykonaja swoje zadanie - nastgpi koniec swiatal

OBLICZMY WIEC DATE KONCA SWIATA ZGODNIE Z LEGENDA

Podstawiajac do wzoru otrzymujemy: 964 _1 — 184467440°73709551515 (blisko 18 i pét tryliona) sekund, co daje okoto 584 542 mld
lat, a wszech$wiat ma okoto 13,7 mld lat.
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