[N
PTE UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI M?mu a e ol | o S, EUROPEISKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI www.postis.pl Sp-z 0.0, wLubinie FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspotfinansowany ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego






Materiaty pomocnicze dla nauczyciela

Czesc 2.
Matematyka kl. | LO

Projekt ACE — aktywna, kreatywna
| przedsiebiorcza mtodziez. Innowacyjne
programy ksztatcenia w obrebie
ekonomii i przedsiebiorczosci

Lublin 2013

Program jest zgodny z podstawa programowa ksztatcenia ogdlnego dla licebw ogélno-
ksztatcgcych w zakresie podstawowym zgodnie z: Rozporzadzeniem Ministra Edukacji
Narodowej z dnia 27 sierpnia 2012 r. w sprawie podstawy programowej wychowania
przedszkolnego oraz ksztatcenia ogélnego w poszczegdinych typach szkét (Dz. U. poz. 977)
oraz Rozporzadzeniem Ministra Edukacji Narodowej z dnia 7 lutego 2012 r. w sprawie
ramowych planéw nauczania w szkofach publicznych (Dz. U. poz. 204).



Zespot ekspercki:

Katarzyna tugowska — psycholog

Piotr Barszcz — psycholog

Kinga Sarad-De¢ - pedagog

Joanna Rusinkiewicz - pedagog

Milena Potre¢ - nauczyciel przedsiebiorczosci

Anna Cudna - nauczyciel przedsiebiorczosci

Michat Roman - specjalista ds. technologii informacyjno-komunikacyjnych
Magdalena Siron - specjalista ds. technologii informacyjno-komunikacyjnych
Tomasz Banasiak — specjalista ds. mediéw

Grzegorz Kozak - specjalista ds. mediow

Agnieszka Wroblewska — specjalista ds. przedsiebiorczosci

Kamila Niziotek-Duda - specjalista ds. przedsiebiorczosci

Zbigniew Biaty — specjalista ds. ekonomii

Ewa Oleksiejczuk - specjalista ds. ekonomii

Agata Linkiewicz — specjalista ds. matematyki

Anna Kwiecinska-Osuch - specjalista ds. matematyki

Katarzyna Korona - doradca metodyczny

Dorota Ulikowska - doradca metodyczny

Koordynator merytoryczny:
dr Agnieszka Lewicka-Zelent

Korekta:
Elzbieta Amborska

tamaniei sktad:
Info Studio, Lublin

Projekt oktadki:
Maciej Wasilewski

ISBN 978-83-64395-12-3

Prawa autorskie zastrzezone dla © Stowarzyszenie Postis,
© Polskie Towarzystwo Ekonomiczne Zaktad Szkolenia
i Doradztwa Ekonomicznego sp. z 0.0.

Druk i oprawa:
MULTIPRESS G. Wodecki, D. Wodecka s.c.



i O
AV (N

\ 4 4 ‘{
SPIS TRESC) ‘;

Wstep 7

1.Ja w swiecie liczb 9

1.1 Zbiory liczbowe 12

1.2 R6zne postacie liczb rzeczywistych 15
1.3 Wartosci wyrazen arytmetycznych 18
1.4 Potegi 20

1.5 Pierwiastki 23

1.6 Przyblizenia liczbowe 26

1.7. Obliczenia procentowe 29

1.8 Przedziaty liczbowe 37

1.9 Wartos¢ bezwzgledna* 44

1.10 Logarytmy 47

2. Wyrazenia algebraiczne 55

2.1 Wartos$¢ liczbowa wyrazen 58

2.2 Dziatania na wyrazeniach algebraicznych 60
2.3 Wzory skréconego mnozenia 62

2.4 Usuwanie niewymiernosci z mianownika utamka 66
2.5 Rozktad wielomianu na czynniki 67
3.Réwnania i nieré6wnosci 71

3.1 Réwnania pierwszego stopnia z jedna niewiadoma 74
3.2 Nieréwnosci liniowe 78

3.3 Przeksztatcanie wzoréw 80

3.4 Rozwigzywanie zadan w kontekscie praktycznym 82

4. Funkcja liniowa 89

4.1 Pojecie funkgji. Sposoby opisywania funkgcji 94

4.2 Wiasnosci funkgji 99

4.3 Monotoniczno$¢ funkcji 105

4.4 Sporzadzanie wykresow funkcji 108

4.5 Przeksztatcanie wykreséw funkcji 118

4.6 Funkgja liniowa i jej wtasnosci 124

4.7 Zastosowanie funkcji do opisywania zjawisk z zycia codziennego 132



5.Trygonometria

5.1 Miara tukowa i stopniowa kata*

5.2 Funkcje trygonometryczne kata ostrego w tréjkacie prostokatnym
5.3 Wartosci funkgji trygonometrycznych dla katéw 30°, 45° i 60°

5.4 Funkcje trygonometryczne dowolnego kata*

5.5 Wzory redukcyjne

5.6 Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata
5.7 Zastosowanie trygonometrii

Bibliografia

141
141
143
145
149
151
153
155

163

Uwaga: Tresci rozszerzone zostatly oznaczone: *



Wstep

Drogi Uczniu!

Osoba przedsiebiorcza powinna posiada¢ wiadomosci i umiejetnosci, ktdre utatwia jej funkcjo-
nowanie w spotfeczenstwie. To takze osoba, ktora potrafi rozwigzywac problemy, radzi¢ sobie w trudnych
sytuacjach, rozwijac i ksztattowac swojg osobowos¢, poszukiwacé nowych doswiadczen oraz analizowac
i wyciggac wnioski. Podobnie jest w uczeniu sie matematyki, bo matematyka to nie tylko rozwigzywanie
zadan. Jest to nauka rozwijajgca umyst, ksztatcgca wyobraznieg, uczaca logicznego myslenia oraz rozumo-
wania matematycznego. Chcieliby$my, abyscie zakonczyli nauke ze Swiadomoscia, ze matematyka przy-
daje sie w zyciu codziennym.

Podrecznik jest przeznaczony dla uczniéw szkét ponadgimnazjalnych. Zostat napisany w taki
sposob, aby ksztatcit wymagane umiejetnosci, a jednoczesnie aby nauka matematyki byta przyjemna.
Znajdziesz tutaj oprécz wiedzy matematycznej wiele ciekawostek z réznych dziedzin zycia. Kazdy temat
rozpoczyna sie od zadan sprawdzajgcych umiejetnosci, ktdre juz posiadasz z gimnazjum. Jezeli masz
zalegtosci z poprzednich etapdw ksztatcenia, powinienes$ szybko je nadrobi¢. W podreczniku teorie po-
parto licznymi przyktadami, a ich dopetnieniem jest seria ¢wiczer do samodzielnego rozwigzania. Kazdy
rozdziat konczy sie zestawem zadan zatytutowanym,Czy zdam mature z matematyki?’, dzieki ktérym mo-
zesz sprawdzi¢, czy poradzisz sobie na egzaminie maturalnym. Odpowiedzi do wiekszosci zadan znajduja
sie na koncu podrecznika. Jest tam réwniez umieszczony indeks wazniejszych pojec i termindw matema-
tycznych. Na caty cykl ksztatcenia zostaty przewidziane trzy tomy podrecznika.

Nauka matematyki moze stac sie réwniez dla Was wielka intelektualng przygoda i niepowta-
rzalng okazja, by odkry¢ - po raz pierwszy albo na nowo — piekno krélowej wszystkich nauk! Czego
wszystkim zyczymy.

Autorzy
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1 Jawswiecieliczb

Z liczbami spotykasz sie na kazdym kroku, kazdego dnia, dlatego musisz sprawnie wykonywac
réznego rodzaju dziatania na liczbach rzeczywistych. Przypomnij sobie, czego nauczytes sie

w gimnazjum, i postaraj sie jak najlepiej opanowac nowe wiadomosci i umiejetnosci, ktére w zy-
ciu na pewno ci sie przydadza.

To juz potrafie:
1. Odczytac i zapisac liczby naturalne dodatnie w systemie rzymskim (w zakresie do 3000);

2. Dodawac¢, odejmowac, mnozyc¢ i dzieli¢ liczby wymierne zapisane w postaci utamkéw zwy-
ktych lub rozwinie¢ dziesietnych skoriczonych;

3. Zamienic¢ utamki zwykte na utamki dziesietne (takze okresowe), zamieni¢ utamki dziesietne
skoriczone na utamki zwykte;

4. Zaokragli¢ rozwiniecia dziesietne liczb;

5. Obliczy¢ wartosci nieskomplikowanych wyrazen arytmetycznych zawierajacych liczby wy-
mierne;

6. Szacowac wartosci wyrazen arytmetycznych;

7. Stosowac obliczenia na liczbach wymiernych do rozwigzywania probleméw w kontekscie
praktycznym, w tym do zamiany jednostek (jednostek predkosci, gestosci itp.);

8. Interpretowac liczby wymierne na osi liczbowej;
9. Obliczy¢ odlegto$¢ miedzy dwiema liczbami na osi liczbowej;

10. Wskazac na osi liczbowej zbidr liczb spetniajacych warunek typu: x = 3, x < 5;.

|
mm) SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ?

ZADANIA ZAMKNIETE

Zad.1 W 2005 roku Szanghaj liczyt okoto 14 600 000 mieszkancéw. W postaci wyktadniczej liczbe te zapi-
suje sie jako:
a) 146-10° b) 14,6-10°

¢ 0,146 -10° d) 1,46-107
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Zad.2 Liczbe v72 ++/32 —+/98 mozna zapisa¢ w postaci:

a) 246 +42—-742 b) 3v2
) 6VZ+a4Z 247 d) 17v2
Zad.3 Dane sg liczby zapisane w systemie rzymskim, najwieksza z nich to:
a) MCMLX b) MCMXCIX
< MMVl d) MCMLXXIV

Zad.4 Aby usuna¢ niewymiernos¢ z mianownika utamka % nalezy mianownik tego utamka pomnozy¢
N

przez:
a) +/25 b) 5
C) '\fg -1 d) \fg +1

Zad.5. Drut o dtugosci 45 m przecieto na trzy czesci, ktérych stosunek dtugosci jest rowny 1: 3: 5. Najdiuz-
sza z tych czesci ma dtugos¢:
a) 15m b) 5m

« 25m d) 9m

Zad.6 Przyblizona warto$¢v/'13 wynosi:

a) 3,62 b) 3,60
c 3,61 d) 3,63
Zad.7 lle jest liczb ujemnych wsréd liczb przeciwnych do: —i, 2, g, 5%, -0,75?
a) 5 b) 3
o 2 d) 4

Zad.8 O godzinie 4% termometr wskazywat —12°C, a o godzinie 10% ten sam termometr wskazywat
+2°C. Réznica temperatur w tym dniu wynosita:
a) —10 b) 14

o —14 d) 10

Zad.9 Jesli jest godzina 13, to do godziny 1532 pozostato sekund:
a) 10000 b) 8280

o 7500 d) 2180

10 JAW SWIECIE LICZB



Zad.10. Punkt A na osi liczbowej ma wspodtrzedne:

l | l 1 | 1 ] ~
1 | | | | | T 1 i
-210 -209 A
a) —208,75 b) —209,25
c) 208,75 d) 209,75
ZADANIA OTWARTE
1. Masa Ziemi wynosi 6 - 102*kg, masa Ksiezyca 7 - 1022kg. lle wynosi stosunek masy Ziemi do masy
Ksiezyca? Wynik podaj w przyblizeniu.
ko .
2. Jakim procentem liczby 1,8 jest warto$¢ wyrazenia L’;EEM ?
a3 5 T+
a’:a’?) -

) -a

3. Zapisz wyrazenie [(aﬂiaz] w postaci potegi liczby a

4. Z dwéch przystani na rzece odlegtych od siebie o 100 km wyruszajg dwie tédki. Jedna ptynie z A do

B z predkoscia 12 km/h, druga z B do A z predkoscig 13 km/h. Po jakim czasie t6dki sie mina?

5. Jednego dnia cene pewnego towaru zwiekszono o 15%, zas nastepnego dnia zmniejszono o 20%.

Oblicz poczatkowa cene tego towaru, jesli ostatecznie po tych zmianach wynosita ona 345 zt.

Odpowiedzi

Zadania zamkniete
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D B C 4 C C B

Zadania otwarte

Nr zadania Etapy rozwigzania

x - Masa ziemi - 6 - 10%*kg
y —Masa ksiezyca - 7 - 10%?kg

x 6-10%*kg 6 102 600 85 714
vy 7-1022kg 7 7 Y

V4 —(N7-2)(V7+2) 4-(7-4 1 19
-2 - 2 T 4 20 20
G+ G +6 v S

5 1,8 — 100%

9

E—x

45 =1,8x = x = 25%

JAW SWIECIE LICZB
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(@:a%)? - a* 3 (a2)? - a* 3 pRly 3 ,
| [ -] -

al3. g2 ~ | g0

x - czas do spotkania
12x - droga | tédki
4 13x - droga Il f6dki
14x +13x =100 =2 x =4
Odp. Lédki ming sie po 4 godzinach.

X — cena poczatkowa
5 x +0,15x — 0,20- 1,15x = 345 = x = 375zl

Odp. Poczatkowa cena wynosita 375 zt.

1.1

-

L4

Zbiory liczbowe

Uwaza sig, ze po raz pierwszy liczb zaczeto uzywac ok. 30 000 lat p.n.e. Z tego okresu pochodza
kosci i inne wytwory dziet ludzkich, na ktérych znaleziono $lady nacie¢, uwazane za prébe licze-
nia. Nie wiadomo, czy zliczano dobra, dni, czy np. ludzi w konkurencyjnej grupie. Najstarszy znany
przyktad malowidta z kreskami, sugerujacymi liczenie, pochodzi z jaskini w potudniowej Afryce'.

Zbior liczb naturalnych (N) - nazywamy zbiér liczb 0,1,2,3,4,5,6,7,8...

Zapis matematyczny zbioru:

N={0,123,..}

Zbidr ten jest zbiorem nieskoriczonym. Najmniejsza liczba naturalna w tym zbiorze to 0. Najwiek-
sza liczba naturalna nie istnieje. Podzbiorem liczb naturalnych jest zbiér liczb naturalnych dodat-
nich:

Ny ={1,2,3,..} = N\{0}
Zbiér liczb catkowitych (Z) - stanowia wszystkie liczby naturalne N i liczby do nich przeciwne
..=5,-4,-3,-2,-1,0,1,234,5...

Zapis matematyczny zbioru:

£={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}

Zbidr liczb catkowitych jest zbiorem nieskornczonym. Nie istnieje najmniejsza i najwieksza liczba
catkowita. Zbiér ten mozemy podzieli¢ na dwa podzbiory: liczb catkowitych dodatnich oznacza-
nych jako C, ={1,2,3,...} oraz liczb catkowitych ujemnych oznaczanych jako C ={...,-3,-2,-1}.

Zbidr liczb naturalnych zawiera sie w zbiorze liczb catkowitych.

1 www.pl.wikipedia.org/wiki/Historia_liczb, 10.02.2013
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) Zbior liczb wymiernych (W) to zbidr wszystkich liczb, ktére mozna przedstawic¢ w postaci ulamka
zwyktego p/q, gdzie p i q sa liczbami catkowitymi i g jest ré6zne od 0. Jest to zbidr nieskoriczony.

Postac p/q liczby wymiernej nazywamy postacia utamkowa tej liczby.

Podzbiorem liczb wymiernych jest zbiér liczb naturalnych i catkowitych. Oznacza to, ze kazda licz-

ba catkowita i naturalna jest jednoczes$nie liczbg wymierna.

Przykfady liczb wymiernych?:

Jak wida¢, kazda z nich da sie zapisa¢ w postaci utamka zwyktego.

1
0.166(6)==
(6)=¢

_5
5_1

Rysunek 1-1 - Liczby wymierne

) Zbidr liczb niewymiernych (NW) — nazywamy zbiér liczb, ktére nie dadza sie przedstawi¢ w postaci
utamka p/g, gdzie p i q naleza do zbioru liczb catkowitych i dodatkowo g jest rézne od 0.

Przyktady liczb niewymiernych?®:

Rysunek 1-2 - Liczby niewymierne

) Zbidr liczb rzeczywistych (R) - jest suma zbiorow liczb wymiernych i zbioru liczb niewymiernych.

Jest uzupetnieniem zbioru liczb wymiernych.

) Przykiady liczb rzeczywistych*:

0
™
—0.123
3
7
-3
3

4
1230

Rysunek 1-3 - Liczby rzeczywiste

2 www.bazywiedzy.com/gfx/liczby-wymierne-przyklady.png, 10.02.2013
3 www.bazywiedzy.com/gfx/liczby-niewymierne-przyklady.png, 10.02.2013
4 www.bazywiedzy.com/gfx/liczby-rzeczywiste-przyklady.png, 10.02.2013
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Zbiér liczb rzeczywistych dzieli sie na dwa podzbiory: zbidr liczb rzeczywistych dodatnich 4

iujemnychR_.

Em) Zaleznosci miedzy zbiorami liczbowymi:

Symbol C czytamy ,zawiera sie”.

» NcZ
> NcW
> L CW
> WcCcR
> NWCR

Rysunek 1-4 - Zaleznosci miedzy zbiorami liczbowymi

ZADANIA

1.1.1 Z podanych liczb wypisz liczby naturalne, catkowite, wymierne i niewymierne.

Ktdre z nich maja rozwiniecie nieskoriczone okresowe?

44,

2 1 2 N T 3

- — -—, —, =, 44, 0, (123), 3, V27,

378 13 2" 2 (123), V3, V27
Odpowiedz:

0,(6); 0,125, -0,153846); 1,118...; 1,5707..,;

-3,16; 1,4142...; 0; 1,709...; -5

N=(0; 44), Z=(-5;-3; 044], W=(-5;-3,16; -3; —2. 0,0,123); ;

-3,

16, V2,0, V5 -5

0,123123...; 1,732...; -3;

2
3 2

1.1.2 Wypisz wszystkie elementy zbioru A wiedzac, ze A jest zbiorem:

a) wszystkich catkowitych, jednocyfrowych liczb nieparzystych,

44, NW=(2; 2; 75 ¥/5,43)

b) wszystkich liczb catkowitych dodatnich mniejszych od 20, podzielnych przez 3,

c) wszystkich dwucyfrowych liczb pierwszych mniejszych od 30,

d) wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby 12.

JAW SWIECIE LICZB



Odpowiedz:a) 1,3,5,7,9; Db)3,6,9,12,1518; ¢)11,13,17,19,23,29;, d)1,2,3,6,12

1.1.3 Wypisz wszystkie elementy zbioru A, jesli:
a) A={x:x]20A x>0}

b) A={x:xENAXx<20 ANWD(x,18)=1}
o) A={x:xeNAx < 25ANWD(x,24) = 2}

d)  A={x:xeN ANWW(x,12) =48}

Odpowiedz:a) A={1,24,5,10,20}; b)A={1,57,11,13,17,19%; < A={2,10,14}; d)A={48}

' Ciekawostka '

Zbidr liczb rzeczywistych najprosciej okreslamy moéwiac, ze sa to ,wszystkie liczby”. Jest to

pewne uproszczenie, poniewaz istnieja liczby, ktdére nie naleza do zbioru liczb rzeczywistych -
sg nimi liczby zespolone.

Zbior liczb zespolonych zostat wprowadzony ze wzgledu na to, ze w zbiorze liczb rzeczywi-
stych nie mozna byto wykonywac pierwiastkowania liczb ujemnych. Liczby zespolone maja po-
stac:a + b - i,gdziei = [«/—_1) nazywa sie jednostka urojona. Liczba a jest nazywana czescia
rzeczywistg, liczba b czescia urojona.

1.2 Rézne postacie liczb rzeczywistych

Teraz naucze sie:
Przedstawiac¢ liczby rzeczywiste w réznych postaciach (np. utamka zwyktego, dziesietnego
okresowego, z uzyciem symboli pierwiastkéw i poteg).

Po usystematyzowaniu wiedzy na temat zbioréw liczbowych, zastanéwmy sie, w jaki sposéb mo-
zemy przedstawiac liczby rzeczywiste w réznych postaciach (np. utamka zwyktego czy utamka
dziesietnego okresowego).

Aby otrzymac rozwiniecie dziesietne liczby zapisanej w postaci ulamka zwyktego, nalezy podzieli¢
jego licznik przez mianownik, np. % = 0,5;% = 0,04;% =0,333 ...

A w jaki sposéb przejdziemy z rozwiniecia dziesietnego na posta¢ utamka zwyktego?

JAW SWIECIE LICZB
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Przyktad 1

Zapisz liczbe 0,333 ... w postaci utamka zwyktego
0333..=x/-10
3,333 ... = 10x

3+0,333..=10x

3+x=10x

3 =9x/:9
3 . .

x = 5 ostatecznie otrzymujemy:
1

X3

Przyktad 2

Zapisz liczbe 0, (125) w postaci utamka zwyktego
0,(125) = 0,125125 ...

0,125125 ... = x /- 1000
125,125125 ... = 1000x
125 +0,125125 ... = 1000x
125 +x = 1000x

125 =999x/:999

szukanym utamkiem jest:
125

xX=——
999

Przyktad 3

Zapisz liczbe 3,7235235235 ... w postaci ulamka zwyktego
3,7235235235 ... = x/-10
37,235235235 ..

10x /- 1000

37235,235235 ... = 10000x

Jezeli: 37235,235235 . — 37,235235235 . = 37198, czyli
10000x - 10x = 37198,

9990x = 37198 /: 9990

. 37198 18599
wigcx = ——— = ——
9990 4995

Nie wszystkie liczby rzeczywiste mozna zapisa¢ w postaci rozwiniecia dziesietnego skorczonego

czy tez rozwiniecia nieskoriczonego okresowego. W takiej formie mozna zapisac wszystkie licz-
by wymierne.

JAW SWIECIE LICZB



ZADANIE DLA DOCIEKLIWYCH
Stosujac algorytm podany powyzej wykaz, ze 0,999 ... = 1.

Rozwiazanie:

0,999 ..=x/ 10

9,999 ... = 10x, poniewaz 0,999 ... = x
Jezeli:9 + 0,999 ... = 9,999 .

to:9 + x =10x

9 =9x/:9

x =1

Skoro, t0: 0,999 ... = x,

t00,999 .. =1cnd

ZADANIA

1.2.1 Znajdz rozwiniecie dziesietne utamkéw. Wskaz wsréd nich liczby niewymierne.
i 2 12 5 g 91

7' 13'5'33"15" 25" 4

Odpowiedz:0,1(6); 0,(285714); 0,(0769230); 04; 0,(15); 05(3); 0,36; 0,25
NW={1,(6); 0,(285714); 0,(0769230); 0,(15); 0,5(3)}

1.2.2 Przedstaw ponizsze liczby wymierne w postaci utamkéw zwyktych:

a) 0,(17) b) 0,(453) o 03(8)
d) 0,25(6) e) 2,6(13) f) -2,34(5)
Odpowiedz: a) = ; b)=2; )2 ) 2L o) 22, f) 2111
99 999" 90’ " 900 390 900
1.2.3 Znajdz rozwiniecie dziesietne réznicy liczb:
a) 1,3(5-0,7(4) b) 08(7)-0,3(6)
c 0,67)-0,33) d) 0,23(5)-0,1(1)
Odpowiedz:
122 &7 55 79 33 46 67 1 102 212 10 112
a)¥—5=%=016(1)1 b)%—%=%=ol5(1)l C);—5=E=0l(34), d)ﬁ_ﬁ=ﬁ:0’12(4)

1.2.4 Zbadaj, czy zachodzi rownos¢:

a) 0,0(6)+0,03) = %
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Odpowiedz:

)i i:i:()'] NIE;
90 ' 80 90

ot l=2nig d)
9 9 81

1.3 Wartosci wyrazen arytmetycznych

Teraz naucze sie:

Oblicza¢ wartosci wyrazen arytmetycznych (wymiernych).

) Wyrazenie wymierne® to wyrazenie arytmetyczne utworzone z liczb wymiernych i zmiennych (liter)
o tej wtasnosci, ze wystepuja w nim wytacznie takie operacje arytmetyczne, ktére po podstawieniu
za zmienne liczb wymiernych daja w wyniku liczbe wymierna.

Aby obliczy¢ warto$¢ wyrazenia wymiernego, wykonujemy we wiasciwej kolejnosci podane dzia-

fania, a wynik zapisujemy w najprostszej postaci.

Ustalenie wtasciwej kolejnosci wykonywania dziatar podlega nastepujacym zasadom:

1. Jedli w wyrazeniu wystepujg nawiasy, w pierwszej kolejnosci wykonujemy dziatania w nawia-

sach.

2. Jesli w wyrazeniu nie ma nawiaséw lub dziatania w nawiasach zostaty juz wykonane, to pozo-

state dziatania wykonujemy w nastepujacej kolejnosci:

» potegowanie i pierwiastkowanie,
» mnozenieidzielenie,

» dodawanie i odejmowanie.

ZADANIA

1.3.1 Wykonaj obliczenia:

0 G337
(8-3)4
b) (65 -45;) 25 =

5  www.pl.wikipedia.org/wiki/Wyrazenie_wymierne, 11.02.2013
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1.1 .12
371 ) 6; 7E+2g'3§
285 53:3--223=

P~ 110527 o 2 gy =
Odpowiedz:a) -11 _; b) 5_;c) —; d) -1

1.3.2 Oblicz:

2,4:11,32—-0,12:1,5 __

a) =
2,3-0,25+1,18:3,2

3-(0,15-1,57)+(23,58—3,24):2,3 _
2,6-(0,12+4,35):2,33

b)

(6,25:0,023-1,22):0,05 _
13,24 1,45-2,81,13

(1,55:0,23)-2,15+(8,43-2,11) _
5,3 (1,24+2,98)-0,008

Odpowiedz: a) 1,84; b) 0,9; ¢) 508; d) 0,13

1.3.3 Oblicz warto$¢ wyrazenia:

0,125-32—(0,24:0,12)-(—2)
a) = 5 —

10:3% —6-2+1—:5,4
3 3 20

24— 3E+1,2: z
b) 3,4:(—2‘* 5 )32 =

6:2,25—‘1,45-‘15 34

1 2 4 400147
<) {45_2’5 ' (1E+3§) ' 13’3}' 98154
5
14985 | 455,+(-25)09 17

1969 [07-(-034)-0,120]:3> 52

1 7 3, 975
[[3.32:22-Z06] 1243):2=

— ( 11107) _
e N =
) (1,2+1§-0,2 1:1,3)- = 13000

Odpowiedz:a) -2 b) 3 0) 1;d) 0; €) -2
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1.4 Potegi

Teraz naucze sie:
>

Oblicza¢ potegi o wyktadnikach wymiernych i stosowac prawa dziatan na potegach o wy-

ktadnikach wymiernych;

Wykorzystywa¢ podstawowe wtasnosci poteg (réwniez w zagadnieniach zwigzanych z in-

nymi dziedzinami wiedzy, np. fizyka, chemia, informatyka).

m) Definicja®

Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Dla dowolnej liczby a definiujemy jej n-ta potege mno-

Z3c przez siebie n-razy liczbe a:

a"= a-aa .- -a

n czynnikow

mm) Prawa dziatan na potegach

Niech n, m beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Jedlia > 0ib = 0, to zachodza réwnosci:

1) lloczyn poteg o tych samych podstawach: a™ - a™ = a™'t™
a" _ n-m
2) lloraz poteg o tych samych podstawach: - a
3) Potegailoczynu: (a*b)"™ = a™ - b"
4) Poteda ilorazu: (2)“ _a
) Potegailorazu: y) T
5) Potegapotegi: (a™)™ = a"™
ay " b\
6) Potega ilorazu o wyktadniku ujemnym: (3) = (;)
ZADANIA
1.4.1 Oblicz:
a 2 b) (-47 9 d) (=2
e (12 H @ 9 04y h) (0,02)*
i) (0,57 ENCE): k@2 ) (-2v3)*
Odpowiedz:
16 1
a) §; b) 16; c) 25 d) 5
e) T f)1; g) 0,064; h) 0,00000016;
i) 0,25; j)3:k2; 1) 144

6 www.pl.wikipedia.org/wiki/Potegowanie, 12.02.2013
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1.4.2 Zastosuj prawa dziatan na potegach:

a) 3%3%3.32 b) (04).(04).(0,4)°
d) (-4)*(-4)(-4)-(-4)° e) 3222%(-1)°
9 @201y

Odpowiedz:

a)3°=6561; b)04; ¢ (23)6; d) (-4)2=16; e)662= 4356

1.4.3 Oblicz:
10%

10% (r.2)* (2.2)2
a) 123" b) 120% 9 (0,18)2
d) (42)31(@)3 e) (3,4)2:(2)2 f)  (F12)%(-2)% (-22°
Odpowiedz:a) (% b) (001)5 ) (13,757 o) G4 & G5 15
1.4.4 Oblicz wartos¢ wyrazenia:
SOOI 5453 25 N O N
0.36:(2) - ) .13__ < 710.4-75 - ) 9:33.33 -
12
iads: a) 100, Ly 1o 4548,
Odpowiedz: a) Py b) 5 95c03 d) 378
1.4.5 Zapisz wyrazenie w postaci potegi:
P as-a%/:az _ P poteg b (a*a”):a*a® _
a) a%(al®%a ) ab: a%(a®)*
@ @)@ (—a)*: (—a) 3 _
Q) (@)5: (2°)° a = d) (—a)-2)*a®
Odpowiedz: a) a™'3; b)a*!; ¢)22% d)(—a)'*
1.4.6 Oblicz:
2(15)7= (-43)7= _2zitee®
a) (04)>(1)7= b) (1,2)%(-43)?= o] TR
(1.3)72-27* S132-1,.3-1)19-2]19-2 — an Sy A2 o
d) EnEn =8 e) [B+3743)+27+272 = f) [+ =
Odpowiedz:
a) 253,125; b)0,03; c)%; d) 0,0663; e)2,5 f)26
1.4.7 Oblicz:
27%.9%.2% 81
a) T oar
(-02) -(-5*)°
b) 2 5
12572 :(=5)
Odpowiedz:a) >; b) 1

3. .3 3 3
9 (2 @)" 22y

G

Ny o9&y
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’ Ciekawostka ”

Postac¢ wykfadnicza (notacja naukowa) to zapis liczby bezposrednio w formie iloczynu postaci’:
+M - 10F

gdzie: M jest mantysa nalezaca do przedziatu {1, 10), E jest wykfadnikiem catkowitym.
|

) PRACA SAMODZIELNA:

1.4.8 Przedstaw w postaci wykfadniczej z zaokragleniem do 2 cyfr po przecinku:
a) 0,000004359

b) 0,000000678

Odpowiedz: a) 4,36- 105 b) 6,78- 107

1.4.9 Wyszukaj w Internecie potrzebne informacje i zapisz podane wielkosci w postaci wyktadniczej:

a) predkos¢ swiatta w prézni b) masa najwiekszej ryby swiata

c) masa Ziemi d) wiek Wszechswiata

e) elementarny tadunek elektryczny f) jednostka astronomiczna 1AU

g) masaatomu wodoru h) liczba ludnosci Swiata wedtug danych z31.10.2011 r.

i) podajinne ciekawe propozycje takich liczb

Odpowiedz: a) 3-10®m/s; b) ptetwal btekitny 1,2:10° kg; <) 5,976:10%*kg; d) 14-10°lat; e) 1,6:107°C;
£)1,5-108km; g) 1,67-10%7 kg; h) 7-10°.

’ Ciekawostka IJ

Zapis potegowania przy uzyciu indeksu gérnego wprowadzit Kartezjusz w XVII wieku. Natural-
ne potegi liczby 2 sg podstawa arytmetyki komputeréw. Na przyktad 2" jest liczbg mozliwych
wartosci zmiennej sktadajacej sie z n bitéw (kazdy bit moze mie¢ wartos¢ 0 lub 1, razem jest
ich n). Z tego powodu zwykle operuje sie tez wielokrotnosciami liczby 2 (badz jej pewnej pote-
gi). Osiem bitéw tworzy oktet (lub bajt). Wieksze wartosci rowniez sg wielokrotnosciami liczby
2, nie zas 10, jak wskazywatyby ich nazwy, np. kilobajt to 1 024, a nie 1 000 bajtow?.
|

7 www.pl.wikipedia.org/wiki/Posta¢_wyktadnicza, 17.02.2013
8 www.pl.wikipedia.org/wiki/Potegowanie, 17.02.2013.
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Za pomocg poteg wyrazone sg réwniez jednostki miar uktadu SI, np.:

» 10°to miliard (przedrostek G), GHz - gigaherc
10'to bilion (przedrostek T), Tm — terametr
10" to biliard (przedrostek P), Ps — petasekunda
10" to trylion (przedrostek E), EB — eksabajt

10?'to tryliard (przedrostek Z), Zm — zettametr

vV Vv Y VvV VY

10%* to kwadrylion (przedrostek Y), Yg - jottagram

Praca dla chetnych

1.5

Wyszukaj informacje na temat innych poteg uktadu Sl. Podaj przyktady ich wykorzystania.

Pierwiastki

Teraz naucze sie:
» Postugiwac sie w obliczeniach pierwiastkami dowolnego stopnia i stosowac prawa dziatan
na pierwiastkach.

Poczatki symbolu pierwiastka sa dos¢ niejasne. Niektdre zrédta podaja, ze symbol zostat wprowa-
dzony przez Arabéw?®.

Definicja

L4

[

Pierwiastkiem arytmetycznym/a stopnia 1 z liczby a = 0 nazywamy liczbe b = 0 taka,
zeb™ = a

W szczegdlnosci, dla dowolnej liczby a zachodzi réwnos¢:

la| = +/a?

Pierwiastki stopni parzystych z liczb ujemnych nie istnieja.
Prawa dziatan na pierwiastkach

Dlaa,b = 0,n € N zachodza nastepujgce prawa dziatan na pierwiastkach:

1) lloczyn pierwiastkéw Y a-\/b="ab

9 www.pl.wikipedia.org/wiki/Pierwiastkowanie, 19.02.1013
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"a nla

2) lloraz pierwiastkow ;==
) p b Alb

3) Potegowanie pierwiastkéw Va= (Va)"=a
4) Pierwiastek z pierwiastka m: " a

mm) Co taczy potegi i pierwiastki?
Niech m, n beda liczbami catkowitymi dodatnimi.

1) Potega o wykladniku réwnym zerodlaa = 0: @’ = 1

n_1

2) Potega o wyktadniku ujemnym dlaa=0:a e

3) Potega o wyktadniku wymiernym dodatnimdlaa = 0: an = /a™

4) Potega o wyktadniku wymiernym ujemnym dlaa > 0:a@ = = 3 Lm
a
ZADANIA
1.5.1 Oblicz:
a) 4/0,25 b) /2,56 o +/0,0144 d) V-8
e 22 f) 2025 g) V5929

169
Odpowiedz:2) 0,5; b) 16 0012 d)-2; e )45 )77

1.5.2 Wykacz czynnik przed pierwiastek:

a) 500 b) /3,84 c) 2x4 d) J16x3y
e) +24x8 f) +/30xy® a) 310‘;‘;” h) Vesa*

Odpowiedz:a) 10V5; b)0,8v6; xV2; d)4x/xy € 2¢V6; f)y30x; g)= ¥10x; h) 4a¥a

1.5.3 Wihacz czynnik pod pierwiastek:

a) 3W7 b) 6V13 o 0137 d :3¥23
e) 02v21 f) 4333 g) 3V6 h) 4315

Odpowiedz: a) V63; b)v468; c)+/0,37; d)ﬁ% e) /% f)¥2112; g) ¥286; h) /15360

1.5.4 Oblicz, stosujac prawa dziatan na pierwiastkach:

a) Vai1e b) V5325 o V248 d)

2w
o
B
[

o
il

Odpowiedz: a) 4; b) 5;¢) 4;d) 5
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1.5.5 Oblicz:

a) 08l b) +(12,34) o (Jas16f d) 3P +4
7
e) +3%*.47 f) V4> -3 9 2=

81

Odpowiedz: a) 0,9; b)12,34; ¢)28,16; d)5; e)12; f)V7; 9)?

1.5.6 Wykonaj dziatania:

3¥—27
a) —5 V8l b) (¥0,0 0,01)%/0,001

o (V54-3¥16+¥128):3/% d) /% : 3/12%

Odpowiedz: a) 27‘6; b) 3/0,004; ) S\E; d)%3 2

T s 25

1.5.7 Ustaw nastepujace liczby w porzadku rosngcym:

2 V3,%3,418 b ¥3,%2, 30
o ¥3,Y3V3,9% d) Ver Y747, [2/125

Odpowiedz: a) ¥4 < Y18 <+/3; b) ¥3 < ¥30<¥2; ¢ V33¥3<V2<{25;
d) (21,25 < Y747 < /62

1.5.8 Zapisz liczby w postaci jednej potegi:
S 3%
M b) V2

a)3

7
12 1 1

3 3 1
Odpowiedz:a) 375; b)2s; )33 d)25; e)3s; f)2:

|
’ Ciekawostka IJ

Podanie gtosi, ze tworca szachéw, uczony Sissa-Nassir, gdy wtadca Indii, zachwycony nowa gra, obiecat

wynagrodzi¢ go wszystkim, czego zapragnie, zazadat zaptaty pozornie skromnej, chciat bowiem otrzymac
tyle tylko zboza, ile przypadnie, gdy poprzez wszystkie 64 pola szachownicy podwajane bedzie jedno
ziarenko ztozone na pierwszym polu. Wtadca Indii nie byt w stanie takiego honorarium uisci¢. Owa zaptata
to suma szeregu ztozonego z poteg liczby 2 z wszystkimi kolejnymi wyktadnikami od 0 do 63, co daje: 18
446 774 073 709 551 615 ziaren. Aby osiagnac taka ilos¢ zboza, nalezatoby zasiac cata ziemie kilkakrotnie

i zebra¢ zniwo. | tak oto okazato sie, ze wtadca nie wszystkim moze obdarowac wynalazce'®.

10 www.erainzyniera.pl/biblioteka/ciekawostki/anegdoty,i,ciekawostki,matematyczne.html, 1.03.2013
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1.6 Przyblizenia liczbowe

Teraz naucze sie:
» Obliczy¢ btad bezwzgledny i btad wzgledny przyblizenia.

Na co dzien czesto korzystamy z przyblizen liczbowych, np. uczen obliczajac $rednig swoich ocen
z przedmiotéw, stosuje zaokraglenie do czesci setnych, podatnik rozliczajac sie z urzedem skarbo-
wym réwniez przybliza liczbe do dwéch miejsc po przecinku (do groszy).

Podczas zaokraglania liczb, gdy otrzymujemy wartos¢ przyblizong, liczba ulega zmniejszeniu
lub zwiekszeniu. Zalezy to od tego, czy nie zmieniamy ostatniej pozostawionej cyfry, czy zwiek-
szamy ja o jeden. W zwigzku z tym wyrézniamy przyblizenia:

B znadmiarem - gdy podczas zaokraglania liczby, zwiekszamy ostatnig pozostawiong cyfre o jeden.

Przyktad 1"
Zaokraglamy liczbe 12,399367 do pierwszego miejsca po przecinku.

Podczas zaokraglania do pierwszego miejsca po przecinku,

12,,3 90367~ 12,4 stojaca w tym miejscu cyfre (3) musielismy zwiekszyC o jeden, bo
nastepna cyfra jest wieksza od 5 (9). W efekcie liczba uleglta
zwiekszeniu.

mm) zniedomiarem - gdy podczas zaokraglania liczby, ostatnia pozostawiona cyfra nie zmienia sie.

Przyktad 2

Podczas zaokraglania do drugiego miejsca po przecinku, stojaca w

6,963 902z 6,96 tym miejscu cyfra (6), nie zmienia sie, bo znajdujaca sie po niej
cyfra jest mniejsza od 5 (3). W efekcie liczba ulegla zmniejszeniu
o .obcieta” wartosc.

) Bledy przyblizenia powstaja podcza obliczen jako roznica miedzy doktadna wartoscia a liczbg uzyta
w obliczeniach, np.+/3 ~ 1,7 bfad przyblizenia to 1,7 -+/3 . Pojawiaja sie na skutek btedéw wartosci
pomiarowych, np. odczytujgc dtugos¢ odcinka poréwnujemy go z podziatka na linijce i niedoktad-
nie przyktadamy linijke, btednie odczytamy wynik pomiaru lub przyrzad pomiarowy jest niedosko-
naty. Doktadne wyliczenie jakiej$ wartosci nie jest mozliwe ze wzgledéw obliczeniowych. Btedéw
pomiarowych nie da sie zupetnie wyeliminowac, ale mozna je ograniczy¢ do minimum, np. stosujac
coraz dokfadniejsze przyrzady.

mm) Wyrdézniamy dwa rodzaje btedéw przyblizen:
x —dana liczba

Ax - przyblizenie liczby
m) bigd bezwzgledny - obliczamy jako wartos¢ bezwzgledna z réznicy przyblizenia i danej liczby. Wzor
na btad bezwzgledny ma wiec postac:

B = |Ax —x|

11 www.matematykam.pl/rodzaje_przyblizen.html, 01.03.2013
12 www.matematykam.pl/rodzaje_przyblizen.html, 01.03.2013
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mm) blad wzgledny - obliczamy jako stosunek btedu bezwzglednego do wartosci zmierzonej i wyraza-
my w procentach, pokazuje on jaka czescig danej liczby jest wartos¢, o jaka obnizylismy lub powiek-

szylismy liczbe: _ lAx-x]

W 100%

x

Przyktad 3
Zaokraglij liczbe 12,647890 do czesci setnych i okresl btad wzgledny i bezwzgledny przyblizenia.

12,647890 = 12,65

mm) Blad bezwzgledny: B = [Ax —x| =|12,65 —12,647890] = | — 0,00211] = 0,00211

0,00211
12647290

mm)  Blad wzgledny: W = - 100% — - 100% = 0,0001668 - 100% = 0,01%

’ Ciekawostka ”

Liczba m (czytaj: liczba pi), ludolfina - jest to liczba niewymierna réwna stosunkowi dtugo-
$ci obwodu kota do dtugosci jego srednicy lub polu kotfa o promieniu réwnym 1.

Liczba 7 z dokfadnoscig do 200 miejsc po przecinku:

=3,1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078164062
862089986280348253421170679821480865132823066470938446095 50582231725359408128
48111745028410270193 852110555964462294895493038196...

Swiatowy potwierdzony rekord w zapamietywaniu ciagu cyfr liczby 7 nalezy aktualnie do Japon-
czyka Akiry Haraguchi, ktéry podat jg z doktadnoscig do 100 tysiecy miejsc po przecinku bijac wta-
sny rekord z roku 1995,

ZADANIA

1.6.1 Podaj przyblizenie liczby mz dokfadnoscig do:
a) czescisetnych b) czescitysiecznych

c) dziesieciu miejsc po przecinku d) jednosci
Jak nazywamy to przyblizenie?

Odpowiedz:
a) 3,14 zniedomiarem; b) 3,142 znadmiarem; c¢) 3,14159 26536 z nadmiarem; d) z niedomiarem

13 www.pl.wikipedia.org/wiki/Liczba_pi, 04.03.2013
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1.6.2 Oszacuj wynik dziatania, a nastepnie oblicz doktadny wynik za pomoca kalkulatora i okresl btad
wzgledny i bezwzgledny swojego przyblizenia:
a) 45,673:4 b) 2,384 +21,287 ¢ 6-3,563-2,12
d) 4411-3-6,72 e) 128,69-2+ 301,25 f) 268,9:26,6+243,2:5,1
1.6.3 Oblicz btad wzgledny i bezwzgledny (z dokfadnoscig do 0,01%), ktéry popetniono przyblizajac
liczbe a liczbg b.
a) a=19,458;b=19,46 b) a=20458;b=20,5
c a=17458b=17 d) a=19458,b=20
e) a=985cm,b=1m f) a=4700cm3,b=>5I
g) a=372min,b=6h h) a=7806s, b=2h 10 min
Odpowiedz:

a) B=0,002; W = 0,01%, b) B =0,042; W = 0,21%, c) B = 0,458; W = 2,62%,
d)B=0,542;W =2,79%, e) B=1m-98,5cm = 1,5 cm; W = 1,5:98,5x100 = 1,52%,
f) 5 litréw = 5 dm? - 4700 cm?, 1dm? = 1000 cm?, 5dm?> = 5000 cm?,

B = 5000 cm? - 4700 cm? = 300 cm? W = 300:4700 x 100 = 6,38%,
g) 6h =360 minut, B=372-360=12;W = 12:372 x 100 = 3,23%,
h) 2h 10 minut = 7200 s + 600 = 7800 s,

B = 7806 — 7800 = 6; W = 6:7806 x 100 = 0,08%
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’ Ciekawostka ”

Rézne komputerowe operacje arytmetyczne wykonywane na liczbach moga powodowac nie-

oczekiwane wyniki, gdy wynik obliczen przekracza dopuszczalny zakres danych. Mozemy tutaj
wyrdzni¢ dwie sytuacje:

Nadmiar -, przekrecenie licznika” w grach komputerowych, gdy kto$ zdobedzie zbyt duzo
punktow

Niedomiar - liczba jest tak mata, ze nie moze zosta¢ doktadnie zaokraglona do zera

ZADANIE DLA CHETNYCH:

Napisz program, ktory obliczy:
a)10%. 10%=....

b)10-4-10*"=....
Jaki jest wynik dziatania programu? Czy jest zgodny z twoimi matematycznymi obliczeniami?

Algorytmy, ktére charakteryzuja sie kumulowaniem bteddw, nazywamy niestabilnymi.

1.7. Obliczenia procentowe

Teraz naucze sie:

Wykonywac obliczenia procentowe.

mm) Procent

Stowo procent pochodzi z facinskiego od per centum, ,przez sto” i oznacza sposéb wyrazenia licz-
by jako utamka o mianowniku 100 i oznaczamy symbolem %
1% = !
°~ 100

Przyktad 1

23% =——
100
Procenty umozliwiajg wyrazenie danej wielkosci w stosunku do innej, przy czym pierwsza wiel-
kos¢ oznacza zwykle czes¢ lub zmiane w drugiej.

14 www.pl.wikipedia.org/wiki/Procent, 06.03.2013.
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Przyktad 2
Obliczy¢ 4,5% liczby 6.

45%- 6=—>. 6=027
100

Przyktad 3
Liczbe 50 zwiekszy¢ o 10%.

50+ 10%-50=50+0,1-50=55

Przykiad 4

Cena zeszytu wynosi 3,50 zt. Oblicz jego cene po podwyzce o 1,5%.

3,50 + = .3,50 ~ 3,552t
100

Przyktad 5

Znajdz liczbe, ktérej 33 g%jest réwne 6.

33§%~x:6
lﬂ

3 —
100 x=6

x=18
Przyktad 6
Oblicz, jakim procentem liczby 90 jest liczba 15.
p%-90=15
pY%=--100% ~ 16,7%
Przyktad 7
Cena kurtki wynosi 120 zt.
a) Oblicz jej cene po dwukrotnej obnizce o 30%.
120-30%-120=120-0,3-120=84
84 -30%-84=84-0,3-84=58,80z
b) Oblicz cene kurtki przy obnizce jednokrotnej o 60%.

120-60%- 120 =48z
m) Punkt procentowy - to réznica miedzy dwiema wartosciami jednej wielkosci wyrazonymi w procentach.

Przyktad 8

Frekwencja klasy Ib w | semestrze wyniosta 88%, a w drugim 92%. Méwimy, Ze frekwencja wzrosta
0 4 punkty procentowe.

W zadaniach pomijamy podatek Belki, ktdry zostat wprowadzony 01.12.2001 r.
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Przyktad 9

Jas chciat w lipcu 2001 r. wptaci¢ do banku zaoszczedzone przez siebie pienigdze — 3000 zt, z opro-

centowaniem 6% w skali roku, ale nie mogt sie zdecydowac na rodzaj lokaty.
Miat do wyboru lokate:

a) roczna b) kwartalng c) poétroczng d) miesieczng

Oblicz, ile odsetek po roku zostanie naliczonych Jasiowi w kazdym przypadku. Ktéra lokate powi-

nien wybrac?

Odpowiedz:
a) 6%z3000zt=180zt b) %-6%23000 zZt=45zt
Q) %-6%230002’{:902% d) 1—12-6%230002’(:152%

Przyktad 10

Ania wptacita na lokate 2000 zt. Oprocentowanie tej lokaty wynosi 3,5% w skali 2 lat (24 miesiecy,
a czas zapadalnosci'® doktadnie 3 lata (36 miesiecy). lle odsetek naliczy jej bank? Jaka kwote be-

dzie miata po 3 latach na swoim koncie?

Najpierw obliczamy odsetki:

36 36 35 _
ﬁ~3,5%-2000=ﬁ-ﬁ~2000— 105 zt

Kwota koicowa to: 2000 zt + 105 zt = 2105 =zt

Przyktad 11

Kasia wptacita na lokate oprocentowana 5% w skali roku kwote 1000 zt. W dniu zapadalnosci bank naliczyt

jej 20 zt odsetek. Na ile miesiecy Kasia zatozyta te lokate?
Rozwigzujemy réwnanie z jedng niewiadoma:

X .2 .1000 = 20,83
12 100

x =5 miesiecy

ZADANIA

1.7.1 Oblicz:
a) 4% liczby 85 b) 3%%Iiczby 30% c) 112% liczby 80
d) 1,6% liczby 1000 e) 0,3% liczby 900 f)  150% liczby 27

Odpowiedz: a) 3,4; b)%; c)89§; d)16; e)2,7; f)40%

15  www.matematyka.strefa.pl/lokaty_bankowe.pdf, 07.03.2013.
16 Czas zapadalnosci to czas trwania lokaty.

JAW SWIECIE LICZB

31



32

1.7.2 Cene wycieczki obnizono o p%. Wycieczka kosztuje obecnie x zl. Jaka byta cena wycieczki przed
obnizka?

Odpowiedz’:%zi p<100 Ap=>0

1.7.3 Cene pewnego towaru obnizono najpierw o 30%, a nastepnie nowga cene podwyzszono o 30%.
Czy cena koricowa jest taka sama jak poczatkowa? Uzasadnij odpowiedz.
Odpowiedz: Kor\cowa cena stanowi 91% ceny poczatkowe;j.

1.7.4 Znajdz
a) Liczbe, ktérej 7% wynosi 56

b) Liczbe, ktérej 0,2% wynosi 2%
c) Liczbe, ktérej 112% wynosi 5,6
d) Liczbe, ktérej 0,25% wynosi 0,3

Odpowiedz: a) 800; b) 1300; c)5; d) 120

1.7.5 Aby zda¢ mature z matematyki na poziomie podstawowym, wystarczy otrzyma¢ 30% mozliwych
do uzyskania punktéw. Jaka minimalna liczba punktéw gwarantuje zdanie egzaminu, gdy maksy-
malnie mozna otrzymac 50 pkt.

Odpowiedz: 15 punktow.

1.7.6 Tomek wptacit na lokate oprocentowang 7% w skali roku kwote 2135 zt. W dniu zapadalnosci bank
naliczyt mu 12,45 zt odsetek. Na ile miesiecy Tomek zatozyt te lokate?
Odpowiedz: Na 1 miesigc.

1.7.7 Wojtek wptacit na lokate czteromiesieczna z naliczaniem odsetek na zakoriczenie kwote 1500 zt. Po
uptywie tego okresu bank naliczyt mu 40 zt odsetek. lle wynosito oprocentowanie tej lokaty w skali
roku?

Odpowiedz: 8%.

1.7.8 Przypusc¢my, ze zaktadasz lokate na 5 miesiecy, jej oprocentowanie w skali roku wynosi 4,5%, a od-
setki naliczane na zakonczenie wyniosty 100 zt. Oblicz, jaka kwote powiniene$ wpfaci¢ na te lokate.
Odpowiedz: 5333 zt.

1.7.9 Kasia wraz ze swoim mezem Piotrem miesiecznie na optaty wydajg 40% tego, co razem zarobia.
Z tego, co pozostanie, 60% przeznaczaja na zakup zywnosci dla siebie oraz swoich dzieci. lle pro-
cent ich tacznych miesiecznych zarobkéw pochtaniaja miesieczne wydatki?

Odpowiedz: 64%.
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1.7.10 Pan Czestaw w pierwszych 2 tygodniach poprzedniego miesigca sprzedat 15% sprowadzonego do
swojego sklepu towaru. W nastepnych 2 tygodniach sprzedat jeszcze 40% tego towaru, ktéry po-
zostat. Jaki procent sprowadzonego towaru pozostat panu Czestawowi na koniec poprzedniego
miesigca?

Odpowiedz: 49%.

1.7.11 W 5 kolejnych sesjach gietdowych cena akgji firmy X na zamknieciu dnia osiggata nastepujacy wy-
nik procentowy: —6%, +15%, —3%, +5%, +2%. Oblicz, czy cena koricowa tej akgji jest wyzsza, czy
nizsza od ceny pierwotnej i o ile procent.

Odpowiedz:
X — cena poczatkowa, y — cena koricowa

x*94% - 115% - 97% - 105% - 102% = y
x+094-1,15-097-1,05-1,02=1,12
x-1,12=y
Cena koricowa akgcji jest wyzsza od ceny poczatkowej o 12%.

1.7.12 Pracodawca zaproponowat Kasi pensje w wysokosci 3000 zt brutto i obiecat, ze jedli sie sprawdzi
na powierzonym stanowisku, to po roku jej pensje zwiekszy o 3%, a w nastepnych latach o 1 p.p."”
wzgledem pensji sprzed roku. Jakg pensje otrzyma Kasia w czwartym roku pracy w tej firmie przy

zatozeniu, ze sie sprawdzi na powierzonym stanowisku i nie zostanie zwolniona lub sama sie nie
zwolni?

Odpowiedz: w drugim roku: 3000 - 103% = 3090 zt, w trzecim roku: 3090 - 104% = 3214 zt, w czwartym
roku: 3214 - 105% = 3374 zt.
mm) Punkt bazowy to inaczej punkt procentowy. Zamiast méwi¢, ze réznica miedzy np. 5,63% a 5,61%
wynosi 0,02 p.p., mozesz powiedzie¢, ze ta réznica wynosi 2 p.b.

1.7.13 Oblicz, ile punktéw bazowych (p.b.) wynosi réznica pomiedzy podanymi procentami?
a) 18,45%18,32% b) 34,86%i34,12%
c) 88,06%i87,04% d) 56,2%i53,05%

Odpowiedz: a) 13 p.b,; b) 74 p.b.; c) 102 p.b.; d) 315 p.b.

17 Skrét p.p. oznacza,punkty procentowe”.

JAW SWIECIE LICZB

33



34

\ Ciekawostka

Punktéw bazowych czesto uzywa Rada Polityki Pienieznej, czyli grupa ludzi odpowiedzialna
za system finansowy catej Polski. Decyzje podjete przez te rade majg wptyw na wysokos¢ lokat
bankowych, oprocentowania kredytéw i pozyczek oraz na stabilno$¢ ekonomicznga Polski. Prze-
cietny Polak nie spotyka sie bezposrednio z punktami bazowymi, ale odczuwa zmiany finanso-
we wyrazone w punktach bazowych, gdy np. péjdzie do banku.

Podatek Belki to automatycznie pobierana przez bank optata od zyskéw kapitatowych. Zostat
on wprowadzony 01.12.2001 przez Marka Belke (stad jego nazwa) — 6wczesnego ministra fi-
nanséw i dotyczyt wytacznie lokat oraz depozytéw bankowych. Jego stawka wynosita 20% na-
liczonych odsetek. W 2004 r. obnizono go do 19%, ale kosztem tego, ze dodatkowo objeto nim
inne zyski kapitatowe, np. pochodzace ze sprzedazy papieréw wartosciowych. Podatek Belki
od 01.01.2004 do 31.12.2006 wyliczano mnozac naliczone odsetki przez 19% i zaokraglajac
otrzymany wynik do 1 grosza'®.

Wprowadzenie podatku Belki w 2001 r. spowodowato, ze w bankowosci pojawity sie 2 nowe
terminy:

zysk brutto - naliczone odsetki bez potracania podatku Belki
zysk netto — odsetki uzyskane po odjeciu zaokraglonego podatku Belki do 1 grosza

1.7.14 Jako pracodawca sporzadz liste ptac w tabeli.

Lp. Nazwisko Imie Placa Premia Premia - Placa Podatek | Placa netto
zasadnicza | -stopa stawka brutto
1 Aberacka Maria 875zt 9%
2 Belka Robert 720zt 5%
3 Gorski Jan 986,7 zt 12%
4 Malinowski Robert 1006 zt 8%
5 Kowalska Ewa 600 zt 5%
6 Kowlaski Pawet 1218,75 zt 5%
7 Nowak Feliks 1240 zt 9%
8 Podkowa Robert 1057,63 1%
9 Sowa Zofia 1046,4 1%
10 | Zys Julia 1280 5%

18 www.matematyka.strefa.pl/lokaty_bankowe.pdf, 07.03.2013.
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Odpowiedz:

Lp. Nazwisko Imie Placa Premia Premia - Placa Podatek | Placanetto
zasadnicza | -stopa stawka brutto

1 Aberacka Maria 875zt 9% 78,75 zt 953,75 z 181,21 zt 772,50 zt
2 Belka Robert 720 zt 5% 36,00 zt 756,00 zt 143,64 zt 612,36 zt
3 Gorski Jan 986,7 zt 12% 118,40 z 1105,10zt | 209,97 z 895,13 zt
4 Malinowski Robert 1006 zt 8% 80,48 zt 1086481zt | 206,43 zt 880,05 zt
5 Kowalska Ewa 600 zt 5% 30,00 zt 630,00 zt 119,70 510,30 zt
6 Kowlaski Pawet 1218,75 5% 60,94 zt 127969zt | 243,14zt 1 036,55 zt
7 Nowak Feliks 1240 zt 9% 111,60 z 135160z | 256,80zt 1094,80 zt
8 Podkowa Robert 875zt 1% 105,76 zt 116339zt | 221,04z 942,35 zt
9 Sowa Zofia 720 zt 1% 104,64 zt 1151,04zt | 218,70z 932,34 zt
10 | Zys Julia 986,7 zt 5% 64,00 zt 1344,00zt | 255361zt 1088,64 zt

1.7.15 Na podstawie ponizszej tabeli:
a) oblicz wynagrodzenie netto pracownika,

b) oblicz, jaki procent wynagrodzenia brutto stanowi ubezpieczenie emerytalne, chorobowe,
rentowe oraz ubezpieczenie zdrowotne,

c) oblicz, jaki procent catej pensji brutto stanowi podatek.

Wynagrodzenie brutto 3000
Sktadki ZUS

Ubezpieczenie emerytalne 292,80
Chorobowe 73,50
Rentowe 45,0

Razem sktadki ZUS

Podstawa wymiaru sktadki na ubezpieczenie zdrowotne 2588,70
Ubezpieczenie zdrowotne 232,98
Koszty uzyskania przychodu 111,25
Podstawa opodatkowania 247745
Kwota zwolniona od podatku 46,33

Podatek 199,00

Pensja netto

Odpowiedz:

a) Razem skfadki ZUS wyniosty 411,30, wynagrodzenie netto pracownika = wynagrodzenie brutto
- sktadki ZUS - koszty uzyskania przychodu - ubezpieczenie zdrowotne - podatek = 1985,47 z};
b) 21,48%j; c) 6,63%.
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1.7.16 Oblicz wysokos¢ wszystkich podstawowych sktadek spotecznych (emerytalnej i rentowej — 6%,
chorobowej i zdrowotnej — 9% ), jakie zostana odliczone z pensji Pana Kowalskiego, ktéra wynosi
1700 zt brutto.

Odpowiedz: 225 zt.

1.7.17 Ocen, ile czteroosobowa rodzina osiggajgca dochody netto w wysokosci 6000 zt moze przeznaczy¢
na miesieczng spfate raty kredytu hipotecznego. W ocenie uwzglednij przecietne miesieczne wy-
datki rodziny na optaty, zywnos¢ itp. Nastepnie oblicz, naile lat musiataby ona zaciggna¢ taki kredyt
oprocentowany 7% w skali roku, aby zakupi¢ mieszkanie o wartosci 300 000zt.

1.7.18 Firma oferuje ratalna sprzedaz samochodu. Raty roztozone sa na 4 lata, przy czym miesieczna kwo-
ta spfaty wynosi 900 zt. Cena samochodu wynosi 30000 zt. Jakie oprocentowanie oferuje sprzedaw-
ca w skali miesiecznej i w skali roku?

Uwaga: Rozwigz zadanie w arkuszu kalkulacyjnym (skorzystaj z funkcji FV).

Odpowiedz: miesieczna 1,6%, a roczna 19,2%.

1.7.19 Oblicz wartos¢ podatku Belki oraz zysk netto zgodnie z ordynacjg podatkowa obowigzujaca od
01.01.2007 do 30.03.2012, jesli odsetki z lokaty wyniosty:
a) 2572z b) 63,32z c) 122,75 d) 137,20z

Odpowiedz: a) odsetki: 25,72 zt, podstawa opodatkowania: 26 zt, podatek Belki: 4,94 zt, zaokraglenie po-
datku: 5 zt, zysk netto: 20,72 zk; b) 51,32 zt; ¢) 99,75 zt; d) 111,20 zt.

Uwaga: Odsetki zaokragla sie do petnych ztotych i nazywa sie te zaokraglong liczbe podstawg opo-
datkowania, z ktdrej oblicza sie 19% podatku Belki; otrzymany wynik zaokragla sie do petnych
ztotych. Aby wyliczy¢ zysk netto z lokaty, trzeba od odsetek odja¢ otrzymany wynik.

|

Ciekawostka |

Banki, aby unikna¢ podatku Belki, wprowadzity czesta kapitalizacje odsetek. Obowigzujacy

obecnie system podatkowy sprawia, ze od zysku ponizej 2,49 zt nie trzeba ptaci¢ podatku.
Wszystko za sprawa zaokraglen podstawy opodatkowania i samego podatku. Zgodnie z zapi-
sami w ordynacji podatkowej odsetki w kwocie 2,49 zt nalezy zaokragli¢,w dét” do petnej zto-
téwki, czyli do 2 zt. Podatek od zysku w wysokosci 2 zt wynosi 38 groszy. Tu takze zaokraglamy
do petnej ztotéwki, czyli do zera. W ten sposéb od tak niewielkiego zysku z lokaty nie trzeba
ptaci¢ podatku. Z tego tez wzgledu banki proponuja lokaty z dzienng kapitalizacjg odsetek.
Niewielkie odsetki dopisywane sa do salda lokaty codziennie i w ten sposéb klient nie ptaci 19
proc. podatku od zysku. Jesli we wspomnianej wyzej lokacie zastosowalibysmy mechanizm
dziennej kapitalizacji, to zysk po roku wynidstby 513 zt juz bez podatku. W rezultacie oprocen-
towanie efektywne wspomnianej lokaty wyniesie 5,13%".

19  www.matematyka.strefa.pl/lokaty_bankowe.pdf, 07.03.2013.
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1.7.20 Jaka maksymalnie kwote trzeba wptaci¢ na 2-miesieczng lokate oprocentowana 6,2% w skali
roku, aby legalnie oming¢ ptacenie podatku Belki wyliczanego zgodnie z ordynacja podatkowa od
01.01.2007 do 30.03.2012?

Odpowiedz:
Z6,2% - x=2,495

x=242,23 zt

1.7.21 W 2007 roku pani Kasia zatozyta lokate jednodniowa oprocentowang 3,8% w skali roku na kwote
1600 zt. Oblicz, ile dziennie bedzie dostawac odsetek od takiej kwoty? Czy uniknie podatku Belki?

Odpowiedz:

3;—5 +3,8% 1600 zt = 0,17 zt < 2,50 zt. W tym roku uniknie podatku Belki.

1.7.22 lle wyniosg odsetki od lokaty jednodniowej oprocentowanej 6,84% w skali roku zatozonej na kwote
15000 zt w 2012 roku? Jaki bedzie zysk netto z tej lokaty po 300 dniach, jesli w miedzyczasie bank
nie zmieni oprocentowania?

Odpowiedz: Doktadnie 1,80 zt dziennie; 540 zt po 300 dniach.

1.7.23 W panstwie A produkt PKB wzrasta co roku o 8%, a w panstwie B o 6%. Po ilu latach w kazdym
z panstw nastapi potrojenie PKB?
Odpowiedz:

Wskazdwka: majac kapitat k przy rocznej kapitalizacji odsetek p% w skali roku, po n latach kapi-

tat wzrasta do k-(1 + -2
100)
A - po 16 latach,

B - po 19 latach.

1.8 Przedzialy liczbowe

Teraz naucze sie:
» Postugiwac pojeciem przedziatu liczbowego,

» Zaznaczac przedziaty na osi liczbowe;j.

Przedziat - zbi6r elementéw danego zbioru czesciowo uporzadkowanego, zawartych miedzy dwoma
ustalonymi elementami tego zbioru, nazywanymi poczatkiem i koricem przedziatu®.

20 www.pl.wikipedia.org/wiki/Przedziat_liczbowy, 26.02.2013
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Oznaczenia przedziatéw:

) Przedzialem domknietym < a; b > o koncach a i b (dla a < b) nazywamy zbiér wszystkich liczb
rzeczywistych x spetniajgcych warunek a = x = b

{a;b) = {x€ER:a< x< b}

Przyktad 1
Przedziat domkniety << —4; 7 > na osi liczbowej oznaczamy nastepujgco:

Rysunek 1-5 - Przedziat domkniety

Em) Przedziatem otwartym (a;b) o konicach a i b (dla a < b) nazywamy zbidr wszystkich liczb rzeczy-
wistych x spetniajacych waruneka < x < b
(a;b) ={x€ER:a< x<b}

Przyktad 2
Przedziat otwarty (—4; 7) na osi liczbowej oznaczamy nastepujaco:

—4 0 T T

Rysunek 1-6 - Przedziat otwarty

mm) Przedziatem lewostronnie otwartym (prawostronnie domknigtym) (a; b) o kofcach ai b (dlaa < b)
nazywamy zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajgcych warunek a<x<b
(a;b) = x€ER:a< x = b}

Przyktad 3
Przedziat lewostronnie otwarty (—4; 7) na osi liczbowej oznaczamy nastepujaco:

_4&\\\\\\\\\1 .

Rysunek 1-7 - Przedziat lewostronnie otwarty a prawostronnie domkniety

mm) Przedziatem prawostronnie otwartym (lewostronnie domknietym) {a; b) o koncachaib(dlaa < b
) nazywamy zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajacych warunek a <x <b

(a;b > = {x€ER:a= x< b}

mm) Przedziatem lewostronnie otwartym nieograniczonym (@; +c0) nazywamy zbior wszystkich liczb
rzeczywistych x wiekszych od a.
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(a;+w) ={xER: x> a}

mm) Podobnie przedziatem lewostronnie domknietym nieograniczonym {a;+) nazywamy zbiér
wszystkich liczb rzeczywistych x wiekszych badz réwnych a.

(a;+0) ={xER:x=a}

Przyktad 5
Przedziat {4; +0) na osi liczbowej oznaczamy nastepujgco:

Y

Rysunek 1-8 - Przedziat lewostronnie domkniety nieograniczony

mm) Przedziatem prawostronnie otwartym nieograniczonym (—oo; @) nazywamy zbiér wszystkich liczb

rzeczywistych x mniejszych od a.

(—»; a) ={xER:x < al

mm) Podobnie przedzialem prawostronnie domknietym nieograniczonym (—o0; a) nazywamy
zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x mniejszych badz réwnych a.

(—o;a>={x€ER:x=a}

Przyktad 6
Przedziat (—o0; 5) na osi liczbowej oznaczamy nastepujaco:

AN
0 5 z

Rysunek 1-9 - Przedziat prawostronnie otwarty nieograniczony

Poniewaz przedziat jest zbiorem, wiec mozemy wyznacza¢ miedzy innymi sume, iloczyn czy tez

réznice przedziatow.
DZIALANIA NA ZBIORACH

Em) Sumga zbioréw A i B nazywamy zbior tych elementéw, ktére nalezg do zbioru A lub do zbioru B,
matematycznie zapisujemy jatak: AUB = {x:x € AVx € B}.

llustracja graficzna:

Rysunek 1-10 - Suma zbioréw
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Przyktad 7
JezeliA=1{1,2,5}iB=1{1,3,4,toAUB ={1,2,3,4,5}. Pomimo tego, ze 1 wystepuje w oby-
dwu zbiorach, w sumie tych zbioréw wystepuje tylko jeden raz.

) lloczynem, czyli czescig wsp6lng zbioru A i B nazywamy zbior tych elementow, ktdre naleza jed-
noczesnie do zbioru A i do zbioru B, formalnie zapisujemy ja tak: AN B = {x:x € AAx € B}.

llustracja graficzna:

Rysunek 1-11 - lloczyn zbioréw

Przyktad 8
JesliA=1{1,2,5}iB ={1,3,4}, to AN B = {1}. Liczba 1 jest jedynym wspolnym elementem tych
zbioréw.

E) ROznica zbioréw A i B nazywamy zbidr tych elementow, ktére naleza do zbioru A, a ktére nie naleza
do zbioru B, mozemy ja zapisac tak: A\B = {x:x € AAx & B}.

llustracja graficzna:

Rysunek 1-12 - Réznica zbiorow

Przyktad 9
JesliA=1{1,2,5}i B = {1,3,4}, to A\B = {2, 5}. Jedynym wspdInym elementem obydwu zbio-
row jest liczba 1, wiec otrzymany zbiér bedzie bardzo podobny do zbioru A, lecz nie posiadajacy
liczby 1.

) Dopelnieniem zbioru A z przestrzeni U nazywamy zbior tych elementéw przestrzeni U, ktére nie
naleza do zbioru A. Dopetnienie zbioru A oznaczamy jako 4’.

A =U\4
u
A ={x:x€EUNXE& A}
llustracja graficzna:
AC

Rysunek 1-13 - Dopetnienie zbioréw
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Przyktad 10
Jesli A = {1,2,3}, a przestrzenia U jest zbiér wszystkich liczby catkowitych dodatnich, to dopenie-
niem zbioru A bedzie zbiér A" = {4,5,6,7,8, ... }.

Em) Zbiory Ai B nazywamy roztacznymi wtedy i tylko wtedy, gdy AN B = (.
Zauwazmy,ze: AUA =UorazANA = @

Przyktad 11"
Wyznaczmy A U B,A N B,A\B, B\4,A’,B', gdzie A = [-2;3),B = (1; 4).

Zaznaczmy najpierw oba przedziaty na osi liczbowej:

A B
RN
—2 0 1 3 4T

Z rysunku widzimy, ze:

» AUB=[-2;4)
»> ANB=(1;3)
> A\B=[-21]
> B\A=1[3;4)
> A= (-00; —2)U[3; +o0)
> B'=(—o0; 1]U[4; +2)
mm) Wiasnosci dziatan na zbiorach
» Dladowolnych zbioréw A, B, C zachodza prawa:
» (AUB)Y = A'n B’ -1prawo De Morgana
(AN B) = A"UB' -l prawo De Morgana
AUB = B UA - przemienno$¢ dodawania zbioréw
ANB =B nNA -przemienno$¢ mnozenia zbioréow
(AUB)UC =AU (B UC) -1acznoé¢ dodawania zbiordéw
(AnB)NC =AnN(BNC) -facznosé mnozenia zbioréw

AUBNC)=(AUB)N(AUC) -rozdzielnoé¢ dodawania zbioréw wzgledem mnozenia

vV V V V VYV V V

AN(BUC) =(ANB)U(ANC) -rozdzielno$¢ mnozenia zbioréw wzgledem dodawania

Przyktad 12
Mamy zbiér A = {1,2,3,4}, B = {1,3,5},C = {3,5,9}. Obliczy¢ D = An (B U C).

D=ANBUC)=ANB)UMANC)=({1,23,4n{1,35)U({123,4}n{3,59)) =
=({1,33u{dh) ={13}
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ZADANIA

1.8.1 Zaznacz na osi liczbowej podane przedziaty:

a) (=2;5) b) {(—; 3) o {0;6)
d) {2,345} e) (—oo; —3) f) (=5 1)
g) (=7;5) h) (0; 4) ) {=2; +0)

1.8.2 Wyznacz zbiory:

a) NuUw b) RUNW c NUR d NUC
e) CNW fy ¢nNN g NWnNncC h) RNC
) C\W ) R\W k' N\NW

Odpowiedz:

aW; bR R d)C eC f)N; 9&; h)C i)F; jyNW; k) N.
1.8.3 Podaj wszystkie liczby catkowite, ktére naleza do przedziatu:

) (-390 b) (-5 m) o ©2) d (-
Odpowiedz:

a) {0,1,2,3,4,5}, b) {0,1,2,3}, 0) {0,1,2}, d) {0,1,2,3}.
1.8.4 Zaznacz na osi liczbowej zbiér A’ wiedzac, ze:

a) A=(-3;7) b) A= (-0 5) o A=(26)

d) A= (—;4) U (6;12) e) A= (—5;+)

Odpowiedz:
a) (-, =3)U (7;4+2); b)) (5+%); o (—9;2) U (6; +=);
d) {46)U (12; +o); e) (—=;5)

1.8.5 Zaznacz na osi liczbowej zbiory A i B, a nastepnie wyznacz zbiory: AN B, A U B, A\B, B\A:
a) A= (-3;5), B=(-1,8) b) A= (-4;6), B= (5 +)
o A= (41, B=(0;2) d) A= (—w;3), B=(1; 4)

e) A=(—;5) B=(-2;2)
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Odpowiedz:

1.8.6

a) AN B=(-1;5),AUB =(-3; 8),4\B=(-3; ~1),B\d= (5; 8)

b) AN B=(5; 6),AUB = (—4; +),A\B = (—4;5),B\4 = (6; +0)

) AN B=(0; 1),AUB = (—4; 2),A\B = (—4; 0),B\4 = {(2; 2)

d) AN B=(1;3),AUB = (—oo; 4),A\B = (—; 1),B\A = {3; 4)

e) AN B=(-2;2),AUB = (~m; 5),A\B = (—; —2)U{2;5),B\A=0

Niech 4 = (—3;5),B = (—6; 7), C = (—0o0; 4). Wyznacz nastepujace zbiory i zilustruj je na osi licz-

bowej:
a) AnB b) A\B o C\A d) B\C
e) (AUBN\C f) A'nC g Cn(AuBY

Odpowiedz: a) (—3;5); b)@; <) (-e0;3); d)4;7); e) (47); f)(-e0;3); g) (—o0; 4).

1.8.7

Majac dane zbiory A i B, zaznacz na osi liczbowej zbiory: A, B, A'N B’oraz A’'U B"
a) A=(-;3),B=(4 1)

b) A= (-0; =5)U (46),B=(2;7)

o A=(0;2)U (6+),B =(-58)

d A=(2;4),B = (1;4+m)

e) A= (—o00; =3)U{1;2),B =(0;4)

Odpowiedz:

a) A = (3;400),B = (—00;4),A'N B = (3;4),AUB =R

b) A =(-5;4) U {6;+),B = (—0;2) U (7;+),
AN B ={-5 2)U(7;+x),AUR = (—0;4) U{6; +w)

0 A'=(—%;0)U (2;6),B = (—w;—-5) U (8 +0),A'N B = (—0; —5),
AUB =(—o0; 0)U (2;6)U (8;+)

d) A =(—9;2) U (4 +0),B = (—0;1),A'N B’ = (—o; 1),
A UB = (—0;2) U (4;+%)

e) A =(—3;1) U (2; +00), B’ = (—00;0) U {4; +00), A'N B’ = {—00; 0) U (4; +00)
AUB =(—;1) U (2,+)
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1.8.8 Zapisz w postaci nieréwnosci i przedziatu liczbowego zbidr liczb zaznaczonych na osi liczbowej:

a d
s 232 N 7
¢)
___§F
Odpowiedz:

a) x <45, x€(—=; V5)

b) x>-2, xE€(=2; +w)

0 3+V3<x<3++3 x€(3-+3 3+43)
d —4=x<6, x€(—4;6)

e) —2=x=m x€{(=2Z m

1.9 Wartosc bezwzgledna*

Teraz naucze sie:

» Zaznaczac na osi liczbowej zbiory opisane za pomoca réwnan i nieréwnosci typu:
|x-a|<b|x-a|=b,|x-a|=b.

) Warto$¢ bezwzgledna liczby?' nazywana tez modutem lub wartoscig absolutna liczby, jest to odle-
gtosc na osi liczbowej od danej liczby do zera.

| — X | X|

]
1
- Ea
—X 0 X L
Rysunek 1-14 - Wartos$¢ bezwzgledna

Definicja
Iz = z, dlax=0
N dla <0

_$]

21 www.pl.wikipedia.org/wiki/Warto$¢_bezwzgledna, 10.03.2013.
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Przyktad 1
Wartos¢ bezwzgledna z liczby dodatniej to ta sama liczba
4] = 4

Wartos¢ bezwzgledna z liczby ujemnej to liczba do niej przeciwna
| -5/ =5

Aby rozwiaza¢ réwnanie |x — a| = b, nalezy znaleZ¢ liczby, ktérych odlegto$¢ od liczby a jest
réwna b.
Przyktad 2
Rozwiaz nieréwno$¢ |2x — 3| = 5
Rzpatrujemy dwa przypadki:
2x —3 =5, v2x —3 = -5
Otrzymujemy dwa rozwiazania: x; = 4 lub x; = —1.
mm) Wiasnosci wartosci bezwzglednej

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y zachodzg ponizsze wtasnosci:

|x] =0

x| = [—x|

[x] = v x2

lx -yl = |x[- |yl
|x| x| 0
i :_’y;t
yloolyl

Przy rozwigzywaniu nieréwnosci mozemy wykorzystac nastepujace wiasnosci:

|z <a &= —a<zr<a & (z>—-alhz<a)

7| €a &= —a<zr<a & (z2-arz<a)

|| >a & (z< —-aVz>a)
—

|z| = a (r< —aVz=a)

Przyktad 3
Rozwigzmy nieréwnos¢ |x + 5| = 10, wykorzystujac wiasnos¢ |x]| = a otrzymujemy:
X = —aAx = a, gdzie zamiast x postawiamy x+5, a zamiast a liczbe 10 otrzymujemy:
x +5 = —-10A x + 5 = 10, stad

x = —15 ax < 5, co ostatecznie zapisujemy za pomocga przedziatu x € (—15; 15).
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Przyktad 4
Nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna mozemy zapisa¢ za pomoca przedziatow:

a) x| = b, czylix € {-b; b)

(e}

) x| < b, czylix € (—b; b)

) x| > b, czylix € (—oo; —b) U (b; +o0)

d) x| = b, czylix € (—o0; —b) U {(b; +0)

e) |x —a| < b, czyli przedziat o srodku w punkcie a i dtugosci b, x € (a — b;a + b)
f) |x—a|l=bh,czylix €{a—b;a+b)

g9) |x—a|l>b,czylix € (—o;a—b)U(a+b;+»)

=3

) |x—al=b,czylix € (—w;a—b) Ula+ b; +00)

ZADANIA

1.9.1 Oblicz:
a) | —34,5| + |34,5| b) |—2-34 — |12-15]|
o 1-V7=2 g 123l
e) |—x?

Odpowiedz: a) 69; b)33; c) /5 d)v3-2e)x?

1.9.2 Rozwiaz réwnanie:
a) |x—5 =7

b) |2x+6] = 1
0 I3Bx—3] =1
d |—-x+1] =2

Odpowiedz: a) 12i-2; b)-25i-35; c)2i1y d)-1i3.

1.9.3 Wskaz nieréwnos¢, ktdra opisuje przedziat zaznaczony na osi liczbowej:

: : : ! - - : - : 4 |
-5 1

f >
x
Alx+2]=3 Blx—2|<3 Clx—3|<2 Dlx+3|<2

Odpowiedz: D
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1.9.4 Wskaz, ktory z przedziatéw jest zbiorem rozwiazan nieréwnosci |x + 3| > 47

4+ ———t——————————————»
A 7 0 1 x
———+—+——+——+—&—+——+——+——+——+——+——+—5——+—»
B -7 -1 0 1 x
R — 3 —
C -7 0 1 x
—— o >
D. -7 0 1 7 X

Odpowiedz: D.

1.9.5 Zapisz za pomoca przedziatu liczbowego i zaznacz na osi liczbowej zbiér:

a) |x—5] =3 b) |x—2| < 4 0 Ix+1 >3
d) |x+3] =2 o) 2<lx]<5 f) 1<|x|<4
g) I5+=xl=1 hy [24+x|<3

Odpowiedz: a) (—o0; 2) U{8;+m); b) (=2;6); o) (—; —4) U (2;+); d) (—o0; —5) U{—1;+0w);
e) (=5 —2) U (2;5); f){(—4—-1) U (1;4); h){-6;—4).

1.10 Logarytmy

Teraz naucze sie:
Wykorzystywac definicje logarytmu i stosowac w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu,
logarytm ilorazu i logarytm potegi o wyktadniku naturalnym.
|
Dawniej logarytmy uzywane byty do szybkiego mnozenia liczb za pomoca tablic logarytmicznych,
ktore byty podstawowa pomoca do obliczer naukowych, geodezyjnych, astronomicznych i inzy-
nierskich. Dzisiaj zastapity je kalkulatory i komputery.

Logarytm zapisujemy nastepujaco:

].Oga b — liczba logarytmowana

podstawa logarytmu

) Logarytmem liczby dodatniej b przy podstawie a > 0, a # 0 nazywamy taka liczbe rzeczywista ¢, ze
a‘= b (jest to potega, do jakiej nalezy podnies¢,a’, aby otrzymac,b").

log,h=x © b=a"

Z definicji wynika, ze dla b > 0 mamy b = al°8a ?
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Przyktad 1

log,8=3 bo:2% =8
log;81 =4 bo:3* =81
lgga a=1 Jezeli podstawa logarytmu i liczba logarytmowana s3 takie same, to wynik

logarytmowania zawsze wynosi1.

bo:al=a (niezaleznie od wartosci,.a™)

lgga 1=0 Jezeli I_iczha logarytmowana wynosi 1, to wynik logarytmowania
wynosi 0.
bo:a? =1
Przyktad 2
logs6 =1 bo: 61 =6
log;51=0 bo:15° =1

Bm) Prawa dziatan na logarytmach:
1) Logarytm iloczynu réwny jest sumie logarytmow:
log,(bc) = log, b + log, c
2) Logarytm ilorazu réwny jest réznicy logarytmow:
loga% =log, b —log, c

3) Inne prawa:

1
log, il log, b log, b" =nlog, b
log. b
= log b=
log, b log,.a 8a log, a
Przyktad 3

loge 2 +logg3 =log. 6 =1
1
log150,25 = —logc 4 = -3

63 9

log7? — log7g =log; 5 =log;7=1

ml\n‘mla

log;32 logs 2° _5log;2 5

log;8  log;2%®  3log,2 3

1
log, 3 -logg 2 = logg21°223 =logy 3 = 3
logy 27 3

1 27 =
089 log;9 2

1

— =1 241 3=1 6=1
Tog, 6 +10g36 0gs 2 + logg 08¢
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l Ciekawostka

Najczesciej uzywa sie logarytmoéw dziesietnych oraz logarytmoéw naturalnych, tj. o podstawach réwnych

odpowiednio 10ie.

Przy odwzorowaniu wielkosci w skali logarytmicznej, uzywane s3 czesto specyficzne jednostki mia-

ry, wtasciwe dla danej dziedziny, np. bele (B) i decybele (dB) w elektronice i przetwarzaniu sygna-

tow czy nepery w akustyce?,

Skale logarytmiczne sa szeroko stosowane w nauce i technice dla odwzorowania wielkosci,

ktére przyjmujg wartosci z szerokiego zakresu, np.:

» Skala Richtera - do okreslania amplitudy drgan wstrzaséw sejsmicznych.

mm) Skutki trzesienia ziemi w zaleznosci od jego wielkosci w skali Richtera:

Skala ) Srednia liczba

. Skutki L .
Richtera trzesien rocznie
<20 Najmniejsze wstrzasy, nieodczuwalne przez cziowieka ani przez sejsmograf. ok. 2920000

' imnie] sy, P P Jsmogral. (8000 dziennie)
2,0-34 Wstrzasy nieodczuwalne dla cztowieka, lecz rejestrowane przez sejsmograf. ok. 800 000
3,5-4,2 Bardzo mate wstrzasy, odczuwane tylko przez niektérych ludzi. ok. 30000
4,3-4,8 Odczuwane przez wigekszos¢ 0séb, nieszkodliwe. ok. 4 800
4,9-5,4 Odczuwane przez wszystkich, powoduje bardzo niewielkie zniszczenia. ok. 1400
5,5-6,1 Srednie wstrzasy, powoduje mniejsze uszkodzenia budynkéw. ok. 500
6,2-6,9 Duze wstrzasy, powoduja znaczne zniszczenia. ok. 100
7,0-7,3 Powazne zniszczenia. ok. 15
7,4-8,0 Ogromne zniszczenia. ok.4
8,0-8,9 Ogromne zniszczenia, katastrofalne skutki dla wielu krajow. ok. 1
59,0 T.rz¢5|erlng, ktoTe moze zburzy¢ wszystkie miasta na terenie wiekszym niz ok.razna 20 lat
kilkanascie tysiecy km2.

Tabela 1-1 - Skala Richtera

» Skala decybelowa - do okreslania poziomu wielkosci elektrycznych i akustycznych.

>
>

Skala pH - do okreslania kwasowosci i zasadowosci wodnych roztworéw zwigzkéw chemicznych.

Interwaty w muzyce.

22 www.pl.wikipedia.org/wiki/Skala_logarytmiczna, 25.02.2013
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Skala entropii w termodynamice.
Skala Krumbeina - dla okreslania wielkosci ziaren w geologii.

Skala wielkosci gwiazdowych.

vV V V V

Skala logarytmiczna jest w pewnych zastosowaniach skalg naturalna, ze wzgledu na to,
ze zmysty reaguja na bodzce w sposéb logarytmiczny, a nie liniowy.

PRACA DLA CHETNYCH
Poszukaj doktadniejszych informacji na temat innych skal logarytmicznych lub innego zastosowa-
nia logarytmoéw.

ZADANIA

1.10.1 Oblicz log , b wiedzac, ze b jest rowne:

a) 27 b) 2 o 9 d) V&1
Odpowiedz:a) 3; b)-1; ¢)-1; d)g.
1.10.2 Oblicz log, b wiedzac, ze b jest rébwne:
3 1 3 1
a) 9 b) 3 9} 81 d) 35
Odpowiedz:a)-2; b)1; o-3 d)-2
1.10.3 Oblicz b, jezeli log , b wynosi:
a) V2 b) 4 o -3 d) 0,125 e 1
1
Odpowiedz’:a)—z; b)16; c)22% d)é; e)2.
1.10.4 Oblicz b, jezeli logs b wynosi:
a) 0125 b)) 025 Q 64 d L
Odpowiedz:a) 3; b)2; c)-5 d)4.
1.10.5 Oblicz: _
a) log, 16 b) logs V3 qQ log, d) log:()2
18 2 1
e) log%(EB f) 3logss: 9) Iog%(64)—1 h) log,(2)?
) 2log:125 ) 2log9
3 2

Odpowiedz:2a)2; b3 o — d)-4; €06 f)-3; 92 h)12; )-6; j)-4.
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1.10.6 Oblicz, stosujac prawa dziatan na logarytmach:

a) log,4+2log,1 b) (log,5-log, 125) o) 2log,27 -log,81
d) log,4 +2log,1 e) log,21-log,7 f) log,10 +log,24,3
g) log,2 +log,32 h) log,8+log,2

Odpowiedz:a)2; b)-1; ¢)9; d)2; e 1; f)5; g)3; h)2

1.10.7 Oblicz podstawe logarytmu wiedzac, ze:

n

a) log 25=4 b) log,0,01=3 ) log,27=3

d) log a%:2 e) log 2-4

Odpowiedz: a) 3/25; b) 1/0,01; ¢)3; d)v27; e) i/%-

1.10.8 Oblicz:

a) log, (2-(log V&) -log ;3 b) 10g,9-log,16-l0g,25 + 1
¢ -log3log2log2256 d) -log3logay/¥/2

Odpowiedz:a) 1; b)9; c)-1; d)2.

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

1. Na seans filmowy sprzedano 280 biletéw. W tym 126 ulgowych. Jaki procent sprzedanych biletéw
stanowty bilety ulgowe??
a) 22% b) 33% o 45% d) 63%
2. 6% liczby x jest rowne 9. Wtedy:
a) x =240 b) x =150 o x=24 d) x=15
l 4
3. lloraz 327% —(gj jest rowny:
a) 27 b) 27 o 2° d) 27
4, O liczbie x wiadomo, Ze log, x =9 . Zatem:
a) x=2 b) x=2 g x=3 d x=9

5. Spodnie po obnizce ceny o 30% kosztuja 126 zt. lle kosztowaty spodnie przed obnizka?*

a) 163,80 b) 180 o 29 d) 420

23 Zadania: 1, 2, 3, 4 zaczerpnigte z CKE, Prébna matura, listopad 2009.
24 Zadania: 5, 6, 7 zaczerpiete z CKE, maj 2010. (www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 20.03.2013).
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C2gm1 0

6. Liczba (W) jest rowna:
a) 1 b) 4 o 9 d) 36
7. Liczba jest réwna log,8 + log,2:
a) 1 b) 2 c log,6 d) log,10
8. Liczba |5 — 7| — | — 3 + 4] jest rébwna:®
a) -3 b) -5 o 1 d) 3
9. Samochéd kosztowat 30000 zt. Jego cene obnizono o 10%, a nastepnie cene po tej obnizce po-
nownie obnizono o 10%. Po tych obnizkach samochéd kosztowat:
a) 24400zt b) 24700zt c) 24000 zt d) 300z
10. Danajestliczba x=63?- (%)“. Wtedy:
a) x= 72 b) x= 772 o x= 3%-72 d x=3-7
11.  Liczba log, 5—1log 125 jest réwna:
1
a) -2 b) —1 o — d 4
25
12.  Pierwsza rata, ktéra stanowi 9% ceny roweru, jest rbwna 189 zt. Rower kosztuje:?®
a) 1701z b) 2100z c) 1890zt d) 2091zt
13. Cene nart obnizono 0 20%, a po miesigcu nowa cene obnizono o dalsze 30%, w wyniku obu ob-
nizek cena nart zmiejszyta sie 0:’
a) 44% b) 50% o) 56% d) 60%
14.  Liczba i/(-8)" ~16% jest réwna:
a) —8 b) —4 o 2 d 4
15.  lloczyn 2-log, 9 jest réwny:
3
a) -6 b) -4 o -1 d 1
L
2,471
16.  Liczba —; jestréwna:
47.0,5
a) 1 b) -1 o 2 d 4
25 Zadania: 8,9, 10, 11 zaczerpiete z CKE, listopad 2010. (www.cke.edu.pl/images/stories/0012_Matura/arkusz_proba2010_std.pd,
20.03.2013).
26 Zadanie 20 zaczerpniete z CKE (www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf, 20,03,2013).
27 Zadania: 13, 14, 15 zaczerpnigte z CKE, maj 2012 (www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf,

20.03.2013).
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17.  Liczba log, 36 -log; 4 jest réwna:
a) log,32 b) log,14 o 2 d 9
18.  Stof kosztowat 320 zt. lle kosztuje stét po podwyzce ceny o0 20%?
a) 384z b) 256 zt c) 340z d) 400zt
19. Liczba 277%-9° jest rdwna:?®
a) 9° b) 3% o 6 d) 3°
20. Liczbalog0,1+log,16 jest rowna:
a) 6 b) -5 o 3 d 7
21.  Torba kosztowata 40 zt, a po podwyzce 50 zt. O ile procent podwyzszono cene tej torby?
a) 10% b) 25% o 75% d) 20%
3
‘{/E +313~
22, Liczba 7718 jestréowna:?
2
7
4 1
a) -1 b)) — o -2- d 1
49 4
23.  Liczbalog6 jest rowna:
log12
a) log2-log3 b) —— c) log2+log3 d) log2-1log3
log2
24.  20% pewnej liczby jest o 16 mniejsze od tej liczby. Tg liczbg jest:
a) 32 b) 20 o -2 d) -20
25.  Liczbe x =22 16™* mozna zapisac w postaci:*
a) x=214 b) x=2-14 ) x=32-2 d) x=2-6
26. Hania pokonuje droge S = 100 m z domu do szkoty w czasie 30 min. Z jaka srednig predkoscia
idzie Hania?
a) 005X b) 02" 0 5= d) 33
h h h h
27. Liczba 2log: 125 jest réwna:
a) 6 b) -3 o 3 d) -6
28 Zadania 19, 20, 21 zaczerpniete z,Probna matura z Operonen’, listopad, 2009.

29

30

Zadania 22, 23, 24 zaczerpniete z,Prébna matura z Operoneny’ listopad, 2011 (www.operon.X.pl/probnamatura/files2_2009/
Matematyka/Matematyka-arkusz-ZP.pdf, 20.03.2013).

Zadania 25, 26, 27, 28 zaczerpniete z OKE Poznan, styczen, 2013 (www.hd.webgenerator24.pl/k/r//Ix/6d/s1x10b4cw0sc8c4c4k4wogc-
0sOw/matematyka-podstawa.pdf, 21.03.2013).
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28.

29,

30.

31.

32,

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Odlegtosc z Elblaga do Legnicy jest réwna 468 km, natomiast po zaokragleniu do setek kilome-
trow 500 km. Bfad wzgledny tego przyblizenia jest réwny:

a) 32km b) 68 km c) okoto 6,8% d) 0,32%
Liczba |5 — 2| + |1 - 6] jest rowna:*'

a) 8 b) 2 o 3 d) -2
Liczba log,4 + 2log,1 jest rowna:

a) 0 b) 1 o 2 d 4

(2 pkt)*? Miesieczny koszt ogrzewania domu wynosi 200 zt. Dla zmniejszenia tych kosztéw pla-
nuje sie potozenie dodatowej izolacji cieplnej, ktdrej wartos¢ wynosi 4200 zt. Jesli ta izolacja daje
30% oszczednosci w wydatkach na ciepto, to po ilu latach poniesione koszty zwroca sie?

1

V2-1
(2 pkt) Wiedzac, ze +/x =16, 3y :% oblicz §/xy .

(2pkt) Wykaz, ze liczba -2 jest liczba catkowita.

(2 pkt) Dana jest liczba 2,363636... Podaj zaokraglenie tej liczby z doktadnoscig do 0,001 i oblicz
bfad wzgledny tego przyblizenia.

(5 pkt) Siostry Zosia i Zuzia sg wspdtwiascicielkami dziatki, przy czym czes$¢ Zosi jest 0 40% wiesza
od czesci Zuzi. Zuzia przeznaczyta na budowe altany 21% powierzchni swojej dziatki, to jest 210
m?Z. Oblicz pole powierzchni catej dziatki. Jaki procent pola powierzchni catej dziatki stanowi dziat-
ka Zuzi? Wynik zaokragij do 1%.

(2 pkt) Aby obliczy¢ kwadrat liczby trzycyfrowej, mozna skorzysta¢ ze wzoru: (a+b+c)* =
a*+b*+*+2ab+2ac+2bc, na przyktad:

172 = (100 + 70+ 2)> = 100> + 70> + 22+ 2+ 100 * 70 + 2+ 1002 + 2+ 70 = 2
= 10000 + 4900 + 4 + 14000 + 400 + 280 = 29584

(2 pkt) O ile procent zwiekszy sie pole powierzchni dziatki w ksztatcie prostokata, jesli dtugosc
kazdego boku powiekszymy o 30%?

(2 pkt) Liczbe 0,(4) - 0,2(1) zapisz w postaci utamka zwyktego nieskracalnego.
(3 pkt) Podaj liczby catowite, ktére naleza do zbioru:
a) (~0,2)n(1;5) b (-23)uEG:s) o (=57) {0+0)
(4 pkt) Uporzadkuj liczby od najmniejszej do najwiekszej:
81 1 1 6 1
A=log.(log, 64); B=1log,—; C=log,2——log,1=; D=log,3=+log,2—
g,(log, 64) 816 g 2 -log, I 0g, 3+ log, 25

364 - (ﬁ 27+ 2)9
(0,757 +(-1,52

(2 pkt) Jakim procentem liczby 1,8 jest warto$¢ wyrazenia

31

Zadania: 29, 30 zaczerpniete z matury poprawkowej, sierpien, 2011 (www.bi.gazeta.pl/im/7/10397/m10397917, MATEMATYKA-PP.pdf,
21.03.2013).

32 Testy maturalne, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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Wyrazenia algebraiczne

Algebra jest jednym z najstarszych dziatéw matematyki. Okoto 300 r. n.e. starozytny mysliciel Dio-

fantos po raz pierwszy niewiadome oznaczat literami. Za twérce wspétczesnej algebry uznaje sie

jednak Francioisa Viete. Ten francuski matematyk pierwszy szeroko wprowadzit oznaczenia litero-

we dla niewiadomych oraz dla wspétczynnikow.

To juz potrafie:

1. Opisywac za pomoca wyrazen algebraicznych zwigzki miedzy ré6znymi wielkosciami;

2. Oblicza¢ wartosci liczbowe wyrazen algebraicznych;
3. Redukowa¢ wyrazy podobne w sumie algebraicznej;

4. Dodawac i odejmowac sumy algebraiczne;

5. Mnozy¢ jednomiany, sume algebraiczna przez jednomian oraz, w nietrudnych przykta-

dach, mnozy¢ sumy algebraiczne.

» SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ?

ZADANIA ZAMKNIETE

Zad.1.

Zad.2.

Zad.3.

Zad.4.

Wyrazenie (2ab?c?)® mozna zapisa¢ jako:

a) 2ab5c? b) 2ab®c’® c) 8a3 b c®
Wyrazenie 25 — a® + a, dla a = —3 jest réwne:

a) 13 b) 31 o 19

Wyrazenie (n — 3m)(n + 3m) jest rbwne wyrazeniu

a) n?2—6nm+9n2 b) n?-—6m? o) n?—6nm+ 6n?
Na ceglanej elewacji jednego z budynkéw w miescie powtarza sie

wzér. Przez n oznaczmy dtugos¢ dtuzszej cegly, a przezm
dtugos¢ krotszej cegly. Laczna diugosc pieciu takich wzoréw
opisuje wyrazenie:

a) 5-2n+m b) 2n+ 5m o 5(2n+m)

8a3 boc?

ne — 9m

5(2n + 2m)

WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

55



56

Zad.5. Wyrazenie 9b% + 6ab — 3b jest rowne:

a) 3b%(3+2a-1) b) 3b(b+3a—1)

Q 3b(3b +2a—1) d) 3(b+2a—-1)

Zad.6. W sklepie byto 20 kilograméw pomaranczy po 3 zt za kilogram, 35 kilograméw mandarynek po
2,50 zt za kilogram. Sprzedano owoce o wartosci 130 zt. Ktére z wyrazen przedstawia wartos¢
owocow pozostawionych w sklepie?

a) 20-3+35-2,50 —130 b) 130 —(20-3 +35-2,50)

Q (20+35) - (3+2,50) —130 d) 20-3+35-2,50 +130

mw?
2

Zad.7. Ze wzoru na energie kinetyczna E = wyznacz zmienng v

a) v=22 b v= = 9 v= = d) v=+v2Em
Zad.8. Po redukcji wyrazéw podobnych w wyrazeniu (5x2 + 4x) — 7y% — (3x2 + 3y?2) otrzymamy:

a) 2x% —4y? +4x b) 2x?—10y? — 4x

) 2x%+10y%+ 4x d) 2x%2—10y%+ 4x
Zad.9. Liczbe 4 razy mniejsza od kwadratu liczby n przedstawia wyrazenie:

a) n?:4 b) n?—4 o — d) 4:n?
Zad.10. Réznica kwadratu potrojonej liczby x i ¢wierci szeécianu liczby y, to:

a) 3x%-0,25y°

b) (3x)?—0,25y3

o 3x?—(0,25y)3

d) (3x)% - (0,25y)3

Odpowiedzi
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D A D C C A C

ZADANIA OTWARTE
1. Ze szkoty liczacej n uczniow x% wyjezdza w czasie wakacji na obozy, y% do znajomych w goéry,
a 2% z rodzinami na wczasy. lle 0s6b pozostaje w miejscu zamieszkania?

2, Zapisz sume trzech kolejnych liczb nieparzystych w postaci wyrazenia algebraicznego.
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5.

Wykonaj dziatania i przeprowadz redukcje wyrazéw podobnych

(2x+5)+Bx—2y)—(—2x—3)— 4y +1)

. . . . . ST . . 1
Sprowadz do najprostszej postaci i oblicz warto$¢ liczoowa wyrazeniadla x = =5,y =7

(x—2»GE+29)+x+v) —4y(x—v)

Uzasadnij, ze 2

Wi —

-I—\F—Z dlaa,b =0

\

Nr
zadania

Etapy rozwigzania

7 — WSZyscy uczniowie

x% - n —ilo$¢ uczniéw na obozach
y% " n —ilo$¢ ucznidw w gérach
z% - n —ilo$¢ uczniéw na wczasach

a% - n - uczniowie pozostajacy w domu
x% n+y% - nt+z%-n+a%h -n=n

xn+yn+zn+an = 100n
an =100n —xn—yn —zn

_ n(100-x—-y—z)
- n

uczniéw

n- liczba naturalna
2n - liczba parzysta

2n + 1 - liczba nieparzysta
Cn+1)+Cn+3)+@2n+5) =2n+1+2n+3+2n+5=6m+9=302n +3)

(2x+5)+@Bx—-2y)—(—2x—3)—(@y+1)=2x+5+3x—2y+2x+3 —-4y—1
—7x—6y+7

(x—2y)x+20)+(x+)?2—dy(x—y) =x% —4y? + x> + 2xy + y? — dxy + 4y?
2

1 1 1 1
= 2 ;2 _ = - — 2 — — - — e — = —
—2x?+y2 —2xy =2-(=5) +(2) 2:(=5)-5 =50+ +5=55;

2Ja —ab

2Ja —ab

7 +Vb=2

+Vb = Va(2 —vp) )

N 7 =2—Vb+vVb=2
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2.1 Wartosc liczbowa wyrazen

Teraz naucze sie:
Stosowac wzory skréconego mnozenia na:

> Kwadrat sumy: (a + b)?
> Kwadrat réznicy: (a - b)?
> Roznce kwadratow: a? - b?

Wyrazenia algebraiczne powstaja przez taczenie symboli literowych oraz liczb znakami dziatan
i nawiasow.

Przyktady wyrazen algebraicznych:

(a+b)

1
x, 25, 2y3, —Eabz,S(x —2), a+3b?, -h, 3(2+2a)+4—6a

Wyrazenia algebraiczne wystepuja w réznych wzorach, twierdzeniach czy dowodach.

) Wyrazenia takie, jak 3x,§ab, —2y?,3ab?c?, —1nazywamy jednomianami. Mozemy wéréd nich
wyrézni¢ jednomiany podobne, czyli takie, ktore réznig sie miedzy soba tylko wspétczynnikiem
liczbowym.

Przyktady jednomianéw podobnych:

3
=; 15, ...

1; 4
P gl

1
x; 5x; —0,75x; lgx,

4
a’be; 4a?bes: —2§02b63; 0,63a’bc?

Jednomiany podobne mozna redukowag, zastepujac ich sume jednym jednomianem podobnym
do nich, np.

xy—2x+y—-2—-x+2xy+4y—-5=-3x+5y+3xy—-7

S 1 3 . S 1
4&‘73bf§a+2b2712+21a73a‘+5b:a‘+2b2+21a+2b712

1 3 1 1
3a78b2+14ac+§a+7710r:a+55b274=721b2+3§a+4ac+3

Taki zabieg nazywa sie redukcja wyrazéw podobnych.

Aby obliczy¢ wartos¢ liczbowa wyrazen algebraicznych, w miejsce liter nalezy wstawi¢ liczby i wy-
kona¢ okreslone dziatania.

Przyktad 1
Oblicz wartos¢ liczbowa wyrazenia 3x2? + 2x — 4 dlax = —2.

3x24+2x —4=3(2)2+2-(-2)—4=3-4-4-4=12-4—-4=4

58 WYRAZENIA ALGEBRAICZNE



Przyktad 2

Zdredukuj wyrazy podobne i oblicz warto$¢ liczbowa danego wyrazeniadlax = =3,y = 2.
4x’ t2x—8+3x P +4-5xr=3 " —4=32-(-3P-4=2-9-4=
33-4=29
b) 12x —8x? +§x—7+ 12x% — 14 + 9x = 4x* + 21§x—21 =
67

:4-(—3)24—?-(—3)—21 =4-9-67—-21=36—-88=-52
 3x*y+5y—6+3y*x—4y+ 7x+6xty—4yix—12x =

=0x%y —y'x—5x+y—-6=9-(-3)?-2-22-(-3)-5-(-3)+2—-6

=9-9-2—-4-(-3)+154+42—-6=162+12+15+2—6 =185

2 1 8 5 17

d) —Ex-l-lIx—U,By:—ﬁxﬁ-lﬁx—O,B}f:Ex—O,S}f:

=Y. (-3)—03-2=-2_S-__2_1__H8__ 345
20 20 10 20 20 20

ZADANIA
2.1.1 Znajdz wartosci liczbowe wyrazenia (2x2 — 2xy)? przy nastepujacych wartosciach:

a) x=3;y=2 b) x=05; y=0.2
o x=3;y=1, d) x=25y=175
ommmmta%;maw;qw@dHA%
2.1.2 Oblicz wartosci liczbowe wyrazen:
a) 3(x2—3y+4)-—8gdax=2;y =i;
b) 10(x—2)—4(y+3)+6,dlax=12,y=075
0 20-4(2x° —8x+1) +3,dlax=—1
d x+5-(x—3)+4y—7,dlax=-5y=3
Odpowiedz:a) 4, b)-14; c)4; d)13.
2.1.3 Oblicz warto$¢ liczbowa wyrazenia:

a) (5x —2)2— (5x —2)(5x +2),dlax = —0,2

~  dlax=6,y=—2

ylrey)y SEF TV S

Q) (a® — 16)(a + 2),dlaa =42
— 2_

d 2 gax =4

x—2 x%-1

Odpowiedz:a) 12; b)-3; ¢)—14(v2 +2); d) 1&.
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2.2 Dziatlania na wyrazeniach algebraicznych

Poza dodawaniem sum algebraicznych mozna na wyrazeniach algebraicznych wykonywac takze
inne dziatania: mnozy¢ sume algebraiczna przez jednomian, mnozy¢ dwie sumy algebraiczne
i wylacza¢ wspdlny czynnik z wyrazéw sumy algebraicznej przed nawias.

Do przeksztatcania wyrazen wykorzystuje sie prawa dziatan na liczbach rzeczywistych.

) Mnozenie sum algebraicznych przez jednomian polega na zastosowaniu prawa rozdzielno$ci mno-

Zenia wzgledem dodawania.

a-(b+c)=a-b+a-c, abcER

Przyktad 1
—5(Bx+y) =—-5-3x +(-5)-y = —15x — 5y
2x(x? —5y) = 2x-x2 4+ 2x - (—5y) = 2x* — 10xy
3a(2x2 4+ 4x —2) =3a-2x% + 3a-4x + 3a- (—2) = 6ax? + 12ax — 6a
B Mnozenie sum algebraicznych polega na pomnozeniu kazdego sktadnika pierwszej sumy przez

kazdy sktadnik drugiej sumy.
(a+b)-(c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d

Przyktad 2
(x+3)Rx—1)=x-2x+x-(-1)+3-2x+3-(-1)=2x>—x+6x—3

(Bx —2y)(—2x —5) =3x- (—2x) + 3x- (—5) + (—2y) - (—2x) + (—2y) - (-5)
= —6x? — 15x + 4xy + 10y

2x+3y —7x—2y) =
=2x-x+2x-(=2y) +3y-x+3y- (20 + (-7 -x + (-7)- (=2y)
=2x% —4xy +3xy — 6y% —7x + 14y = 2x? —6y? —xy — 7x + 14y

ZADANIA

2.2.1 Upros¢ wyrazenia, a nastepnie oblicz wartosci liczbowe wyrazen:
a) x?—2y’+xydlax=2iy=-5

b VxP+yidax=2iy=2
¢ 3x2 -4x+7+x2-5x-8dlax=-1
d 5x—-34—-2x)+2(—x+1dlax =-2

e) (x—3)(x+2—-4)dlax=3
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f) 4x2—x(x+3)—5xdlax=§
9 x(x—-3y)+2xy—y?@2—y)dlax=2iy=-3

h) 3x—4—[2x2—5x—(3—4x+3x2)]d|ax=—%

1+x+x? | yi+y+1
1+x—x?  yi-y+1

i)

dlax =§iy= —%
Odpowiedz:a) ~56; b)1; <) 16; d) —28; €)0; f)—2; g) 2,75
2.2.2 Doprowadz wyrazenia do najprostszej postaci.

a) (x—5)x+2)=

b) 2x—3)(x—1)+5x—4(5—3x) =

¢ 2(2x—5y)—34x+3y) =

d (—x—-2y)(-1)+3(x+y+5)=

2

e) Zx(x—5)—(x—y)(x+1)—5x(gy—2)=

f) 5x(1—x%)—(x—3)(—2x?) =

g —-Bx—-2y+1D+0Bx—4y+4z)—(x—5y—z) =

h) 2x—3y+4z—{3x+y—2z—[83x—2y—2z—(3x+5y—-72)]} =
Odpowiedz:

a)x? + 2x — 10; b) 2x? + 12x —17; ¢) —8x —19y; d) 4x + 5y + 15;

e)xl—x+y—xy;, f)—x*—6x2+5x; g x+3y+5z—1; h)—x—11ly+ 11z

2.2.3 Upros¢, a nastepnie oblicz wartos$¢ wyrazenia.
a) (x+y)(By —5x)—4x(x—y),dax=1y=-2

b) p(p —3k)+ 2pk —k?(2—k),dlap =2,k = —4

(2a—3b) (b—4a)-2b*
3a(4-b)-sb(a+3) '

d (@a+1D)B+2)+B+3)c+4)+(@+5)(c+6),daa=1,b=2,c=3

Q) dlaa=-2,b=—-—4

Odpowiedz:a) -12; b)-35; ¢)0; d)9; e)7.

2.2.4 Wiedzac, ze x = 2 +/5iy = 1 — 2+/5, oblicz wartos¢ wyrazenia %

—8-345
5

Odpowiedz:
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:f'z _ Jab—a —1

2.2.5 Uzasadnij,zedlaa,b =0 —
Va+yb a—b

2.3 Wzory skréconego mnozenia

Wzory skroconego mnozenia — kwadrat sumy
) Kwadrat sumy dwoch wyrazen a i b jest rowny sumie ich kwadratéw powiekszonej o podwojony
iloczyn tych wyrazen.

(a + b)? = a* +2ab + b?

Interpretacja geometryczna

Rysunek przedstawia kwadrat o boku (a + b). Pole tego kwadratu wynosi (a + b)? i jest suma
pdl czterech figur.

(a+b)2 =a®+ab+b%>+ab=a®+2ab+b?
a ab a?
(a+h) —
b b? ab
O b a
.‘.
(a+b)

Rysunek 2-1 - Kwadrat sumy

Interpretacja algebraiczna

(a+b)? =(a+b)la+b)=a’+ab+b?>+ab=a®+ 2ab + b?

Przyktad 1

Zapisz wyrazenia w postaci sum algebraicznych.

(2a+4)? =Qa)?+2-2a-4+4°>=4a> + 16a + 16
(2k +5D? = (2k)2+ 2 -2k - 51+ (51)? = 4k? + 20kl + 2512

(avZ+2)" = (aV2)* +2-avZ -2 +2% = 2a% + 2V2a + 4

Przyktad 2

(102)% = (100 + 2)2 = 100% + 2- 100- 2 + 22 = 10000 + 400 + 4 = 10404
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(120)? = (100 + 20)? = 1002 + 2- 100 - 20 + 202 = 10000 + 4000 + 400 = 14400

(272 =(20+7)2=202+2-20-7+ 7% = 400+ 280 + 49 = 729

Przyktad 3

11

Zapisz podane sumy w postaci iloczynu.

49+ 14x +x* =7 +2-7-x+x2=(T7+x)?>=(T7+x)(7 +x)
9x2+ 12xy + 4y =(3x)? +2-3x-2y + (2y)2 = 3x + 2y)2 = (3x + 2y)(3x + 2y)

9+6xV3 +3x2 =32 +2-3-1/3 +(xv3)’ = 3+ x3) = (3+x/3)(3 +xV3)

Wzory skréconego mnozenia — kwadrat réznicy

Kwadrat réznicy dwdch wyrazen a i b jest rowny sumie ich kwadratéw pomniejszonej o podwo-
jony iloczyn tych wyrazen.
(a — b)? = a® — 2ab + b*

Interpretacja algebraiczna

(a—b)2=(a—b)(a—b)=a®—ab—ab+ b? =a® — 2ab + b>

Interpretacja geometryczna

Rysunek przedstawia kwadrat o boku (@ — b). Pole tego kwadratu wynosi (a — b)?

i jest rowne sumie pdl kwadratéw o bokua i 0 boku b zmniejszonej o pole dwdch prostokatéw
o bokach a, b.

2
a-b :i, (a—h}’
g
a —
(a— b2 =a® —ab—ab +b? =a® —2ab + b?
b | » (a-byb
B b a-b

Rysunek 2-2 - Kwadrat réznicy

Przyktad 4

Zapisz wyrazenia w postaci sum algebraicznych.

(4x —3)2 = (4x)®> —2-4x-3+ 32 =16x% — 24x + 9
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(3a — 5b)% = (3a)®2 — 2-3a-5b + (5b)% = 9a? — 30ab + 25b%

(1-xv3)" =12-2-1-xv3 + (xv3)" = 1— 2xv3 + 322

Przyktad 5
(198)2 = (200 — 2)%2 = 200% — 2- 200- 2 + 22 = 40000 — 800 + 4 = 39204
Przyktad 6

Zapisz podane sumy w postaci iloczynu.

a’ —16a+64=a>—2-a-8+82=(a—8) =(a—8)(a—8)

2 2
9—6yV5+5y2=9-2-3-W/5+(yV5) = (3—5) = (3—»V5)(3 —yV5)
36x% — 36xz +92z%2 = (6x)? —2-6x -3z + (32)% = (6x — 32)? = (6x — 32)(6x — 3z2)

mm) Wzory skréconego mnozenia - roznica kwadratow

lloczyn sumy dwéch wyrazen a i b przez ich réznice jest rowny réznicy kwadratéw tych wyrazen.

(a + b)(a—b) =a* - b?

-]
=

a-(a-b)

b(a-b)

Rysunek 2-2- Roznica kwadratow
Interpretacja geometryczna

Pole pokolorowanego prostokata jest rowne:
P=(a+b)a—-b)
P=a-(a—b)+b-(a—b)=a®—ab+ab—b%=a%>—b?
Zatem (a + b)(a — b) = a® — b?

Interpretacja algebraiczna

(a+b)a—b)=a®—ab+ab—b?>=a®>—-b?
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Przyktad 7
Zapisz wyrazenia w postaci sum algebraicznych.

(a—3Na+3)=a>—-3>=a>-9
(3z +2y)(3z — 2y) = (32)? — (22)? = 922 — 4y?

(V7 -5)(V7+5)=(V7) —-52=7-25=-18
Przyktad 8
Zapisz roznice w postaci iloczynu.
16b* — 25¢% = (4h)? — (5¢)? = (4b — 5¢)(4b + 5¢)
2x2 — 4y? = (xxﬁ)z —(2y)? = (2 + 2y)(xvZ — 2y)
at— 64 =(a?)? — 82 = (a® — 8)(a® +8) = (a — 2v2)(a + 2v2)(a® + 8)

Przyktad 9
Oblicz 399 - 401.

399 - 401 = (400 — 1)(400 + 1) = 4002 — 12 = 160000 — 1 = 159999

ZADANIA

2.3.1 Zapisz za pomocg sum algebraicznych wyrazenia.
a3 (x+3)? b) (2x +6)? 9 (2 +5y)? 9 (~x+2y)
e) (6x+5y)° f) -5)? 9) (2y—4x)? h) (=3-x)*
) -5y NG

Odpowiedz:

a)x2+6x+9; b)4x2+ 24x +36; )4+ 20y + 25y d);t:c2 —2xy +4y%;
e)36x2 + 60xy + 25y%; f)y? — 10y + 25; g)4y? — 16xy + 16x2; h)9 + 6x + xZ;
) y? — 10y + 25; j) 36y% — 4x + 5 x2,

2.3.2 Oblicz.

a) 1032 b) 78? ¢ 5032 d) 992 e) 4982 f) 3032
Odpowiedz: a) 10609; b) 6084; ¢) 253009; d)9801; e)248004; f)91809.
2.3.3 Oblicz, korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia.

a (VB+2) b (V3++7)

9 (2vz2-s) d (2v3+V6)’

Odpowiedz: a) 443 + 7; b) 2421 + 10; ¢)33 —20v2; d) 18 + 1242,
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2.3.4 Zapisz wyrazenia w postaci iloczynu.

a) x2-125 b) 4x?—9y? ) x*—49y?
d) 64— 036x2 e =x?—121y° f) 322 — 7y2
Odpowiedz:

a) (x =5)(x +5); b)(2x —3)(2x +3y); o (x —7y)(x + 7y);

BB —06)6+06x); e (Sx—11y) (Sx+11y); H(V3x —V7y)(V3x +7y).

2.3.4 Zapisz w postaci réznicy kwadratéw dwéch wyrazen.

a) (x—2)(x+2) b) (2x —3y)(2x + 3y)
0 —Gx+y) Gx—y) d (V2-5)(¥2+5)
e) (3V7+3)(3v7-3) f) (—5x —6)(5x —6)

Odpowiedz:a) x? — 4; b) 4x? — 9y% ) —;x> +y% d)—23; e)54; )36 —25x7.

2.4 Usuwanie niewymiernosci z mianownika utamka

Wzory skr6conego mnozenia stosuje sie takze do usuwania niewymiernosci z mianownika
utamka. Aby usuna¢ niewymierno$¢ z mianownika utamka, nalezy licznik i mianownik utamka po-
mnozy¢ przez taki czynnik, ktéry da w mianowniku liczbe catkowita. Jezeli w mianowniku mamy
sume lub réznice, korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na réznice kwadratéw dwoch wy-

razen.
Przyktad 1
Usun niewymiernos$¢ z mianownika utamka.
2 2 451 2(W5-1)  2(45-1) _ 2(V5-1) _ 2(vE-1) _ 451
VE+1  yE+1 4E-1 (VE+1)(¥E-1) T (yB)*-12 0 s-1 4 2
33 33 2345 3v3(2y3+5) 1841543 184153 _ 3(6+5/3)
235 243-V5 243+5 (2V3—E)(2V3HE)  (243)°-(v5)® | 12-5 7
1 _ 1 (VZ+v3)-vE (Z+V3)—E  ZHEHE  VIHARE VB
VEHEHE T (VEREHE (VZHE)-VE  (VZ4+y3) -(vE)©  2+2/6+3-5 246 Ve
VIZHI8—30 _ 2/3+3/2-430
12 - 12
ZADANIA
2.4.1 Usun niewymiernos¢ z mianownika utamka.
4 42 7 332
a) - b) — c) = d) —
NS NG 38 243
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2 543 VEHZ 443 +411
o) Fa ) 5 9 7 h e
Odpowiedz:
3 3 33,3 33 -4/ /77 —7_2.J10
2% b 035 Ao @ TETEEEL £)2V2 -2 g)15 +5V6; h)

2.4.3 Usun niewymiernos¢ z mianownika.
VZ V3 2 3

a == == — =
) V32T 243" 545 25
b) 2443 W32 24345 VZH3
3448 WZ3T 8+2437 3Z+243
Odpowiedz:

a)v6 —2,—v6 — 3,05 —0,1V5,-3(2 +V5);

6—24/6+3:/3-32 3,01 /6
b)%,—5 - 2\’%,14‘5\@,\?-

2.4.4 Usun niewymiernos$¢, korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia.
5

a) —
44437
1
VZ+/3+45
. 4 —30+425+/3-15yT+10421 24/3+3y/2—30
Odpowiedz: a) ; b)

12 12

2.5 Rozktad wielomianu na czynniki

Wyltaczanie wspodlnego czynnika z wyrazéw sumy algebraicznej przed nawias to nic innego, jak

zamiana sumy algebraicznej na iloczyn wyrazen. Umiejetnosc ta jest przydatna do rozktadania

wyrazen algebraicznych na czynniki.

Przyktad
3x+6y—12z2=3-2z+3-2y—3-4z=3(z+ 2y — 42)

—2abc + 6a’bc — 10ac? = —2abc + (—2) - 3aabc + (—2) - Bace
= 2ac(b + 3ab + 5¢)

x(2a+b)—y(2a+b)=2a+b)(x—y)

xy—z)-(@-—zn=xty-2) -1y -2 =y—-2)x—-1)
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ZADANIA

2.5.1 Wylacz wspdlny czynnik poza nawias:

a) Sx+xi= b) 6x2—3x=

c) 6x+10xy +8xz = d) 8x’y+4xy—2y=

e) 3xyz+ bxzt —9xyt = f) 5x*—25x3 —10x% =

g 2+ +Ex+yz= h) (2x—3y) —a(2x—3y) =

) 6—x)?—-96-x)y—(x—5)=

Odpowiedz:
a)x(5 +x); b)3x(2x —1); o) 2x(B+ 5y +4z); d)2y(4x?+ 2x—1); e)3x(yz + 2zt — 3yt);

f)5x?(x? —5x —2); 9)(x+)(@2+2); h)(2x=3y)(1-a); NGE-x)G* -9 +1).

2.5.3 Zapisz w postaci iloczynowej:
a) 3x2—-6 b) x3—x?2—4x+4 o x*+2x24+9x+18

d 3x3—15x2—6x+30 e x*—x*—-8x+8

Odpowiedz:
a)3(x —VZ)(x +v2); b)(x—DGx-2)x+2); o (x+2)x2+9);
d) 3 —5)(x—vZ)(x +v2); e (x — 1)(x — 2)(x? + 2x + 4).

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?
2
1. ROwnoé¢ (a + 4,/2) = a? + 322 + 32 zachodzi dla:

a) a =82 b) a =4 ¢ a=8 d) a =4v2

2
2. Liczba (2 - 3,/2) jest rowna:*

a) —14 b) 22 Q —14 —12v2 d) —22 —1242

3. Rownos¢ (a + sz_)z = a? + 28+/2 + 8 zachodzi dla:

a) a =14 b) a=7+2 Q a=7 d) a=2+2

33 Zadania: 2, 3, 4 zaczerpniete z,Poprawkowy egzamin maturalny z matematyki’, sierpien, 212 (www.cke.home.pl/dokumenty/sierpi-
en2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 23.03.2013).
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4, Liczba x stanowi 20% liczby y. Zatem prawdziwe jest nastepujace réwnanie:
a) 02x =y b) ¥ = 5x o L2x =y d x=12y
¥4
5. Liczba (3 — /2) +4(2 — V2 jest rowna:*
a) 19-10v2 b) 17-4V2 Q 15+14/2 d) 19+6v2
6. Wyrazenie 8x*- 4xy + 6x jest rowne iloczynowi:
a) 2x(4x — 2y + 6) b) 2x(4x — 2y + 3)
Q) 2x(4x? — 2y + 3x) d) 2x(4x — y + 3)
7. Warto$¢ wyrazenia (vx + 1+ 1)(1 —y/x + 1) dlax =2 — 2 jest réwna:
a) 2-2 b) vz -2 o V2 -3 d) 4-v2
8. Liczba a stanowi 60% liczby b. Wéwczas:**
a) a=b-04 b) b= 04a o b=12a d a=3b
;2 . . 2at+12 R .
9. Wartos$¢ wyrazenia —_3 dla a =-2v/3 jest réwna:
a) 4/3-1 b == 9 =2 d) —4v3+1
10.  Rozwigzanie réwnania x (x — 1) + 36 = x (x +3) nalezy do przedziatu:
a) (310) b) (11, +e) d (=59 d) (—=,5)
11.  Rdznica liczby x i 15% tej liczby jest réwna 255. Réwnaniem opisujacym te zaleznos¢ jest:
a) x-0,15 = 255 b) 1,85 - x = 255
¢ x4+ 015 - x =255 d x-015- x =255
12.  Jezelix=1-2v2iy=+2,to xy réwne jest
a) v2-4 b) 4-+v2 o -3 d) -+2
13.  Wyrazenie x(x-2)(x+2) jest rowne:
a) (x-2)} b) x®-4x o x*-2 d x*-2x
14.  Wyrazenie 27x%+)?jest réwne iloczynowi
a) (3x+y)(9x2 73xy+y2) b) (3x+ y)(9x2 +3xy+y2)
) (3)6*)/)(9)62 +3xy+y2) d) (3)67);)(9x2 73xy+y2)
34 Zadania: 5, 6, 7 zaczerpnigte z,Egzamin maturalny z matematyki’, maj, 2012 (www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_

35
36

matura2012/matm_pp.pdf, 23.03.2013).
Zadania: 8,9, 10, 11 zaczerpniete z arkusza ,Probny egzamin maturaly z matematyki, CEN, Bydgoszcz.
Zadania: 12, 13, 14 zaczerpniete z arkusza ,Prébny egzamin maturalny z matematyki, OKE, Poznan.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

Kwadrat liczby x =5+ 24/3 jest rowny:*7
a) 37 b) 25+43 0 3742043 d) 147

Wyrazenie 5a2- 10ab + 15a jest rowne iloczynowi:*
a) 5a2(1-10b+3) b) 5a(a-2b+3)

c) 5a(a-10b+15) d) 5(a-2b+3)

Liczba (3 —ﬁ)z + 4(2 —ﬁ) jest rowna:®
a) 19-1042 b) 17-442 o 15+1442 d) 19+6v2

Dla pewnych a i b zachodza réwnosci a? — b>=200i a + b= 8. Dla tych a i b warto$¢ wyrazeniaa - b
wynosi:*
a) 25 b) 16 c 10 d 2

a®+1 a+l

(2 pkt) Wykaz, ze jedlia> 0, to T

(2 pkt) Uzasadnij, ze jesli (a? + b (c? +d?) = (ac + bd)? to ad = bc.

(2 pkt) Uzasadnij, ze jezelia + b=1ia*+ b*=7,to a*+ b*=31.

atb+c  a+b

> .
3 2

(2 pkt) Uzasadnij, ze jesli liczby rzeczywiste a,b,c spetniajg nierownos¢ 0 < a < b < ¢, to

Upros¢ wyrazenie: —9(2m —3)+(m—3)* —(m+2)(m—2)—m’, a nastepnie oblicz jego warto$¢ dla
m=~/3*
Wykaz, ze suma kwadratéw trzech kolejnych liczb naturalnych parzystych jest podzielna przez 4.

Oblicz warto$¢ wyrazenia: (2x +3y)-(2x-3y)—(2x—3y)* dla x = V2, y= NG

Zadania: 16, 17 zaczerpniete z CKE, 2010 (www.cke.edu.pl/images/stories/0012_Matura/arkusz_proba2010_std.pdf, 20.03.2013).
(www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf, 20.03.2013).
(www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf, 20.03.2013).
(www.bi.gazeta.pl/im/7/10397/m10397917, MATEMATYKA-PP.pdf, 24.03.2013).
(www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 20.03.2013).

Zadania: 23, 24, 25 zaczerpnieto z Testy maturalne, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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3 Rownaniai nierownosci

To juz potrafie:

» Zapisywac zwigzki miedzy wielkosciami za pomoca réwnania pierwszego stopnia z jedna
niewiadoma, w tym zwiazki miedzy wielkosciami wprost proporcjonalnymi i odwrotnie
proporcjonalnymi;

» Sprawdzi¢, czy dana liczba spetnia réwnanie stopnia pierwszego z jedna niewiadoma;
» Rozwigzywac réwnania stopnia pierwszego z jedng niewiadoma;

» Zapisywac zwigzki miedzy nieznanymi wielkosciami za pomoca uktadu dwéch réwnan
pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi;

» Sprawdzi¢, czy dana para liczb spetnia uktad dwéch réwnan stopnia pierwszego z dwiema
niewiadomymi;

» Rozwigzywac uktady réwnan stopnia pierwszego z dwiema niewiadomymi oraz zadania
osadzone w kontekscie praktycznym.

ZADANIA ZAMKNIETE

Zad.1 Liczba 7 jest rozwigzaniem réwnania:
a) 2x+1=3x-2 b) 2(x+1)=3x-2

Q 2x+1=3x—-2) d 2x+1=3x+2

Zad.2 Po obnizce 0 30% ptaszcz kosztuje 392 zt. Jaka jest pierwotna cena ptaszcza?
a) 500 b) 560 c) 650 d) 600

Zad.3 Wybierz rysunek, ktory przedstawia zbidr rozwigzan nieréwnosci x —3 > 1
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Zad.4 Ktdre z rdwnan nalezy dopisa¢ do réwnania x — 2y = 8, aby utworzony ukfad réwnan byt sprzeczny?

Zad.5

Zad.6

Zad.7

Zad.8

Zad.9

a) 6x+2y =13 b) 2x+2y=4
o x—2y=4 d) 2x—4y=16
Ukfad réwnar {Bx ty=8
2x —y=7
a) Ma doktadnie jedno rozwiazanie b) Nie marozwiazan
c¢) Ma dwa rozwigzania d) Ma nieskoniczenie wiele rozwigzan
Jezeliy jest liczba szklanek o pojemnosci 0,2 litra, ktére mozna napetni¢ sokiem z petnego naczynia
o pojemnosci 1,5 litra, to opisuje to nierownos¢:
a) 02y=15 b) 02y=>15
¢ 02y=15 d 15y <02
lle litréw wody nalezy dola¢ do 3 litréw 10% roztworu soli, aby otrzyma¢ roztwér 6%? Zatéz, ze

gestosc roztworu jest rowna gestosci wody.

a) 1litr b) 4 litry c) 3litry d) 2litry
Nieréwnoscig rownowazng nieréwnosci x > 1 jest:

a x—-1<0 b) —x>-1  x-2>-1 d 3>1
Po wyznaczeniu y ze wzoru 2y = z — gly otrzymamy:

a) y=3z b) y=>z 9 y=3z d y=1z

Zad.10Pan Marek zebrat m kg jagdd, pan Janek o 5 kg wiecej niz pan Marek, a pani Ewa 2 razy mniej niz

pan Marek i pan Janek razem. tacznie zebrali 40 kg jagdd. Wskaz odpowiednie réwnanie opisujgce
te sytuacje.

a) m+m+5—%(m—5+m):40
b) m+m+5+%(m+5+m):40
q m+m—5+%(m+5+m):40

d) m+m—5—%(m—5—m):40

Odpowiedzi:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C B D C A C D
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ZADANIA OTWARTE

1. Za dwa filmy zaptacono 60,20 zt. lle kosztuje kazdy film, jezeli jeden jest o 15% drozszy od drugiego?
. ;. s I . 3x+2
2. Korzystajac z whasnosci proporcji, rozwiaz réwnanie - -

3. Za jedna ksiazke drozszg i jedna tansza zaptacono 19 zt, a za piec ksigzek drozszych i sze$¢ ksigzek

tanszych zaptacono 104 zt. Jaka byta cena ksiazki drozszej, a jaka ksigzki tariszej?

4, Kupujac telewizor, Tomek wptacit 30% jego wartosci. Pozostatg czes¢ naleznosci postanowit spfacic

na raty. Platnos¢ miata sie odby¢ w 9 ratach po 140 zt. lle kosztowat telewizor?

5. O godzinie 10%° Adam wyruszyt piechota z miejscowosci A do miejscowosci B. O godzinie 11%°
z miejscowosci A wyruszyta Ewa i jadac na rowerze z predkoscia 24 km/h, dogonita Adama o godzi-

nie 12'°. Z jaka srednig predkoscia szedt Adam?

Odpowiedzi:

Nr zadania

Etapy rozwigzania

x-cenalfilmu

x + 15%x - cena ll filmu
x +x + 15%x = 60,20

2,15x = 60,20 = x =28
Odp. Jeden film kosztuje 28 zt, a drugi 32,20 zt.

3x+2 3+4=x
+ 2

6x+4 =124 4x
2x=8>x=4

x - tansza ksigzka

v —drozsza ksigzka
{x+y=19 {le{)
5x + 6y = 104 y=29

Odp. Tansza ksigzka kosztowata 9 zt, a drozsza 10 zt.

x - cena komputera
30%x +9-140 =x

1260 = 0,7x = x = 1800
Odp. Komputer kosztowat 1800 zt.

2 h 15 min - czas podréozy Adama, 45 min — czas podrozy Ewy
x - predko$¢ Adama

x- 22 - droga przebyta przez Adama
24 -g - droga przebyta przez Ewe
x22=24-2 5y =3

60 60

Odp. Adam szedt ze srednig predkosciag 8 km /h.
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3.1 Roéwnania pierwszego stopnia z jedna niewiadoma

Teraz naucze sie:

» Sprawdza¢, czy dana liczba rzeczywista jest rozwigzaniem réwnania,

» Rozwiagzywac réwnania pierwszego stopnia z jedng niewiadoma,

» Nazywac réwnania w zaleznosci od liczby rozwiazan (sprzeczne, oznaczone, nieoznaczone),
» Korzystac z proporcji do rozwigzywania zadan.

|
Em) Rozwigzaé réwnanie oznacza znalez¢ wszystkie liczby, ktdre spetniaja rownanie, lub uzasadnic, ze

takie liczby nie istnieja. Zbior wszystkich liczb spetniajacych réwnanie nazywamy zbiorem rozwia-
zan tego réwnania.

Réwnanie o postaci ax+b =0, gdzie X jest niewiadoma, natomiast a i b s3 dowolnymi liczbami,
nazywamy réwnaniem liniowym. Aby rozwiagza¢ réwnanie liniowe, nalezy sprowadzic¢ je w wy-

niku przeksztatcen réwnowaznych do réwnania elementarnego ax =—b i obustronnie podzieli¢
przez wspoétczynnik wystepujacy przy niewiadomej x.

Wyrazenia, ktdre przenosimy z jednej strony na druga zmieniaja swéj znak!
|

Przyktad 1
5x—10=20
5x=10/:5
x=2

Réwnanie liniowe moze mie¢ doktadnie jedno rozwigzanie. Takie rownanie nazywamy oznaczonym.
Przyktad 2
a) 2x+1=-2(x+3)-1
2x+1=-2x-6-1

2x+2x=-6-1-1
4x=-8
x=-2
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b) 2x+3(3x-5)-10=5x+5
2Xx+3(3x—-5)—-10=5x+5

Zgodnie zasada mnozenia liczby przez
nawias w wyrazeniach algebraicznych.
Mnozymy przez 3 kolejne wyrazenia z

nawiasu: 3xi (-5).

2X+9x—-15-10=5x+5

1l,ll Po lewej stronie moZna jeszcze
zredukowad wyrazenia podobne:
& 2x+9%=11x
-15-10=-25

1Ix —25=5x+5

Uwaga!!!

Wyrazenia, ktére przenosimy z jednej strony na druga, zmieniajg swoéj znak!

1Ix —25=5x+35
Przenosimy 5X nalewo. W zwiazku z Przenosimy (-25) na prawo. W
tym zmieniamy znak i po lewej zwiazku z tym zmieniamy znak i po
zapisujemy: -3Xx [ prawej zapisujemy: +25

Ad
11x —5x=5+25

Wykonujemy ostatnie dziatania po
obu strenach réownania.

6x =30
6x=30 /=6
l 30:6=5
=5

mm) Sprawdzenie

Sprawdzenie warto wykonac zawsze, niezaleznie od tego, czy jest wymagane w zadaniu, czy nie. Aby
je wykona¢, do pierwotnej formy réwnania podstawiamy zamiast,x" otrzymana wartos¢, zgodnie

z zasadami podstawiania wartosci liczbowych za symbole w wyrazeniach algebraicznych. Zapisujemy
zamiast,x” otrzymang warto$¢, a miedzy liczba i podstawiang wartoscig zapisujemy mnozenie.

Réwnanie zostato dobrze wykonane, gdy po obu stronach uzyskujemy taka sama warto$¢ i moze-
my zapisaé:L="P.

2Xx+3(3x-5)-10=5x+5

2-5+3(3-5-5)-10=5-5+5
10+3(15-5)-10=25+5
10+3-10-10=30

10+30-10=30
30=30
L=
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Réwnanie liniowe moze mie¢ nieskoriczenie wiele rozwiazan. Takie réwnanie nazywamy nieozna-
czonym (tozsamosciowym).
2x-D+4=2x+2
2Xx—-2+4=2x+2

2x+2=2x% 2
2x-2x=2-2
0=0
o=01!

Piszemy wiec:

|

Réwnanie jest tozsame

xeR
) Roéwnanie liniowe moze nie miec rozwiazan. Takie rbwnanie nazywamy sprzecznym.

Réwnanie sprzeczne nie ma rozwiagzan. W trakcie liczenia, dochodzimy do momentu, w ktérym
powstaje sprzecznos¢ (np. 0 = 9), wtedy znak réwnosci przekreslamy: (0 #9). Nastepnie nalezy
zapisac:,,Rownanie jest sprzeczne” oraz x €D (czyt. x nalezy do zbioru pustego), mozna tez zapisa¢
stownie:, Brak rozwigzan".

Przyktad 4
S5X—-9#2x+3(x—-2)
SX—-9#2Xx+3x-6

5x-9=5x-6

5x -5x#-6+9
0+3
B¢l3‘.

Piszemy wiec:

Réwnanie jest sprzeczne

Xed

mm) Jedlib=0i d =0, to proporcje: %:2 mozemy zastapi¢ réwnoscia d =b .

Przyktad 5
2x-5_5
x+1 3

Z: x+120=x=-1

3(2x-5)=5(x+1)

6x—15=5x+5
6x—5x=5+15
x=20

Odpowiedz: Réwnanie oznaczone, x = 20.
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Zdarzaja sie rownania, ktére zawieraja pewne ,utrudnienie” w formie postaci utamkowych. tatwo
mozna jednak ten problem rozwigzac. Nalezy ,pozby¢” sie mianownikéw, mnozac cate réwnanie
przez wspélny mianownik.

Wspdlnym mianownikiemdla 4, 8

i 2 jest 8, dlatego mnozymy cale
rownanie przez 8.

2X+3 x-3 —2x+4 l
——+2x=——+5 /-8
4 8 2 \
II l 1\'. "\. UWAGA: Pamigtajmy by
/ \'. \'., przemnozyf kazde wyraZenie.
| \ \
v I ¥ \\‘
2 1 o ot
8-2X+3—&X 3+8-2x:‘8-< 2x+4+8_5
3 &

1 1 1

Skracamy mianowniki z 8, a nastepnie przepisujemy réwnanie, pomijajac
uzyskane w mianownikach 1 (bo dzielenie przez 1 nie zmienia wartosci).
UWAGA: Pamietajmy by liczniki zapisac w nawiasach.

2-(2x +3)—(x —3)+16x =4(—2x +4) +40

Od tego momentu mamy do rozwigzania ,normalne” réwnanie:
4x+6—-x+3+16x =-8x+16+40
4x—x+16x+8x=16+40-3-6

27x =47
47 20
x=—=1—
27 27
s o, . 20
Odpowiedz: Réwnanie oznaczone, x = 12—7.
ZADANIA
3.1.1 Rozwiaz rébwnania:
a) 6x+7+2x=8-x+1+80 b) —4(2x-5)=2(3x+7)
A (Bx=35)+(2x-3)=(x-2)-(Bx+4) d) x(x-3)=(x+2)
e) (Bx+5) +(4x+6) =(5x+6) +37 f) %(2x—7): %(3”)
_ _ _ _ 2
g 5x-4 7 2x:0 h) x(3 x)_3 2x .
6 2 3 )
i 3_2x+3:£_3x+2 i O’7x+5=0,1x+—)
2 6 2 7 7
1. Odpowiedz: a) 9%; b) %; <) é; d) _74; e) g; f) %; a) % h) _2—1; i) g; j) rbwnanie sprzeczne.
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3.1.2 Rozwiaz rbwnania:

a) x-2(x+5)=-3(4+x)+8 b) %—3(x—2):—5x+16
0 XTH—Z(x—l):g—x d) (x+2) =20+ (x=3)
e (x—2)x+2)=(x-1) f)  2(x—4)x+5)=x(2x-10)-14

Odpowiedz:a)3; b)4 02 d2 e)25 f2..

3.1.3 Podaj liczbe rozwigzan réwnania:

a) 2(3x-2)-5=7-2x b) 5x—3=2(x+4)+3x

A (x=2) =(x—1)x+1)-4x d) 8-(2x—4)=-2(x-1)+10

e) 3x3_272x:7§7x f) (x+3) —(x-3)x+3)=5
Odpowiedz:

a) x =2 oznaczone; b)0 =11 sprzeczne; c)0=-5 sprzeczne; d) 0 =0 nieoznaczone;
e) 0 = 0 nieoznaczone; f)-2i1/6 oznaczone.

3.1.4 Rozwiaz rownanie podane w postaci proporcji (najpierw przyjmij odpowiednie zatozenia):

5 _E b) x  Sx+l 9 3+x  S5-x
4x+3 x x—-1 5x+3 x—2 —x+1
d) x—2:1—x 7 _ 5
-x x=2 Tx—-10 5x-20

13,

Odpowiedz: a) -2; b) _?1; ) > d)g; e) sprzeczne.

3.2 Nierownosciliniowe

Teraz naucze sie:
» Rozwigzywac nierébwnosci pierwszego stopnia z jedna niewiadoma,

» Zaznaczac zbidr rozwiagzan na osi liczbowej i zapisywac w postaci przedziatu.

Rozwigzywanie nieréwnosci nie rézni sie znaczaco od rozwigzywania réwnan.
W nieréwnosciach zamiast znaku =" mamy znak nieréwnosci.
W poréwnywaniu do réwnan mamy tu do czynienia zdwoma podstawowymi réznicami:

1) W trakcie obliczen, gdy zachodzi konieczno$¢ pomnozenia lub podzielenia catego réwnania
przez liczbe ujemna, nalezy obrocic¢ znak nieréwnosci w drugg strone.

2) Po uzyskaniu rozwiazania, nalezy zaznaczy¢ je na osi oraz za pomoca przedziatu liczbowego.
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Przyktad 1

2x+1)-3<4x+3
2x+2-3<4x+3

2x—1<4x+3
2x—4x<3+1 musimy obrdci¢ znak nieréwnosci.

—2x<4)+(-2)
x=-2
Teraz nalezy zaznaczy¢ wynik na osi liczbowej.

Xz _2 Znak nierdwnosc skierowany w

Znak nieréwnosd =, wiec - A B
5 prawo, wiec przedzialt skierowany
kropka jest zakolorowana. p

bedzie w prawo.

.

i i

0 0

Po narysowaniu przedziatu na osi, nalezy jeszcze go zapisac.

Nawias tréjkatny (domkniety), Nawias okragly (otwarty), bo
bo kropka w przykladzie jest przy nieskoficzonoéci zawsze
zakolorowana. \‘ jest otwarty.
X € (— 2 oo)
Przyktad 2

Rozwigz nierownos¢ 5(x — 1) — 2x + 3 > 2x
5(x—1)—2x+ 3> 2x
5x —5—-2x+3>2x

3x —2 > 2x
3x —2x =2
x =2

Znak nieréownosc > jest skierowany
w prawo, wiec przedzial skierowany
bedzie w prawo.

Znak nieréwnosci: >,
wiec kropka jest pusta
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ZADANIA

1.1.1. Rozwiaz nieréwnosci:

a) S(x—1)—2x+3)2x b)  —2(x+6)4(3 +2x)

o 302-x)< —%(6;;—21) d) 1- 2):5 3

o) 5x+12275x f) 2_3(3_2)(»3_19—12)6
2 -3

9) 5_2)c3f3>4_4x6+2

Odpowiedz: a) (2,+); b) (-0;-2,4); o) (08 ); d) (—%;wsj: e) ( —%,+oo); f) J; 9R

3.3 Przeksztatcanie wzorow

Teraz naucze sie:
»  Przeksztatca¢ wzory matematyczne, fizyczne, chemiczne

|
Przeksztatcanie wzoréw czesto sprawia uczniom wiele probleméw, a jest to naprawde bardzo
proste. Pamietaj, ze kazdy wzér mozesz potraktowac jako réwnanie. Dziatania wykonujesz zawsze
po obu stronach réwnania. Aby pozby¢ sie jakiejs wielkosci, wykonujesz dziatanie odwrotne do
danego.

Przeksztalcanie wzorow polega na wyznaczaniu jednej zmiennej, ktora we wzorze wystepuje jako
niewiadoma.

Przyktad 1

Znajac wzor na site, wyznacz wzor na przyspieszenie ciata.

Podziel obie strony réwnania
przez m

F=m-a
F
a=—
m
Przyktad 2

. - . at?
Ze wzoru na droge w ruchu jednostajnie przyspieszonym s = —,~ Wyznacz czas.

Pomnoz obie strony réwnania
przez %
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Wyciagnij pierwiastek z obu stron

réwnania

ZADANIA

3.3.1 Przeksztat¢ wzory fizyczne , tak aby wyznaczy¢:
a) m,vzewzorunapedp=m-v

1

b) T ze wzoru na czestos¢ f=—

2

ey

c) m,vze wzoru na energie kinetyczna E=

1

d) I, gze wzoru na okres wahadta matematycznego T'=2m .
. . .11

e) Xx,yzréwnaniasoczewki -=-+-

f x y

f) I, szewzorunaopdrR=p é

2
g) gq,rzprawaCoulomba F = ki—z
Odpowiedz:
L JIRY By gy =T A
am=_.v= 5T = Sagm=75 —J;,d)l— oz 9=
Yoo _fx ey _ RS _ Pl _ [
e)x—;,y—x_f,f)l— oS = =94 pt

3.3.2 Ze wzoru na stezenie procentowe wyznacz:
a) mase substancji m_

ms.100%
= ——
my

b) mase roztworu m,

—Em gy M 100%

Odpowiedz:a) m; = 100% " -
° v

3.3.3 Przeksztat¢ wzory matematyczne tak, aby wyznaczy¢:
L NPT 4
a) promien r, ze wzoru na objetos¢ kuli v = gm"a
a2+/3
4

b) bok tréjkata rownobocznego, ze wzoru na pole tréjkata p =

(a+b)h
c) a,b,ze wzoru na pole trapezu p =———

d) promien r, ze wzoru na pole kota p = nr?

3 — —
Odpowiedz':a)rzafa—”; bla= B2 a=20" p=227a g o B
4T 3 h h T
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3.3.4 Wyznacz a zwyrazen:

1 2 ¢ 1 1 1
a) —+—=-— by —— —==
a 3b d at+b b—c c
a+2b) 3a 2a
o @22.3y.04=0 d) [22=2d
2 b atc
. 1z 3db bo—c?—p? 2p? 4cd?
Odpowiedz:a)a=———; b)a= ; Qa= ; da= o
2d-3bc 2c+b 12ed—b 2-4d

3.4 Rozwigzywanie zadan w kontekscie praktycznym

Teraz naucze sie:
» Ukfadac i rozwigzywac réwnania i nieréwnosci liniowe do zadan z trescia.

|
Zadania chemiczne mozna rozwigzywac réznymi metodami. Czesto korzystamy ze wzoréw che-
micznych, ktére nalezy przeksztatci¢ do odpowiedniej postaci. Istniejg tez inne sposoby. A oto
jeden z nich:

Przyktad 1
Do 130 g 12% roztworu NaOH wrzucono 40 g NaOH. Jakie jest jego stezenie procentowe

Rozwigzanie

= 30
g

130 g roztworu substancji rozpuszczanej 130g + 30g = 160g roztworu

Uktadamy réwnanie:

12%- 130g + 30g = 160g - x%

stad x = 28,5%

Przyktad 2
lle wody nalezy odparowac z 200 gramoéw 25% roztworu Na,SO,, aby otrzymac roztwor o stezeniu
30%?

Rozwiazanie
W 200 g 25% roztworu znajduje sig 0.25 - 200 = 50g czystego Na,SO, i 150 g wody. Stezenie pro-
centowe roztworu, jaki chcemy otrzymac, wynosi 30%. Jesli mase rozpuszczalnika oznaczymy jako
X, Ze Wzoru na stezenie procentowe otrzymamy réwnanie:

m;.100%

E—

Cp
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50

o —
30% 150 + x

x =18, (3)

Nalezy wiec odparowac 150 g - 18,(3) g = 131,7 g wody.
Rozwiazujac zadania fizyczne, pamietaj o jednostkach.
Przyktad 34

Samochéd przebyt pierwsza potowe drogi ze stata predkoscia 20 m/s, a druga potowe ze stata
predkoscia 30 m/s. Obliczycz $rednig predkos¢ samochodu na catym odcinku drogi.

Rozwiazanie
Srednia predkos¢ samochodu wynosi v, = %, gdzie
As = §+ % = s catkowita droga przebyta przez samochdd,
At =t +t, catkowity czas ruchu samochodu,
t, = 2371 czas, w ktérym samochod przebyt pierwszg potowe drogi jadac z predkoscia v,
t, = ziuz czas, w ktérym samochéd przebyt druga potowe drogi z predkoscia v,

zatem $rednia predkos¢ samochodu jest réwna:

Uwaga: Srednia predko$¢ samochodu nie jest, w tym przypadku, érednig arytmetyczna predkosci.

Przyktad 4
Adam wyjezdza w trase o godzinie 13.00 i jedzie motocyklem ze Srednig predkoscia 70 kTm Piotr
wyjezdza godzineg péniej i ma do pokonania dwa razy krétsza trase. Jedzie motocyklem z szybko-
$cig 50 szm Oblicz, jakie trasy mieli do pokonania motocyklisci, jezeli wiadomo, ze skonczyli jazde
o tej samej godzinie.

Rozwiazanie

Zauwaz, ze:

t1=1t + 1
§;= 1 -ty = 70(t; + 1)
Sy = vy -ty = 50¢,

sy = 25,

43 www.mif.pg.gda.pl/zz/3%20Kinematyka.pdf, 12.03.2013.
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stad otrzymujemy réwnanie

70(t, + 1) = 100¢,

Odpowiedz:
tb=2-h t;=23

Wl =
[SSEC

h, s, = 116,7 km, s, = 2334 km

ZADANIA

3.4.1 Pawet jedzie do pracy ze $rednia szybkoscig 50 <% W pogodny dzier podréz zajmuje mu 1,4 h.
W deszczowy dzien jego srednia szybko$¢ wynosi 35 — ObI|c2]akq droge pokonuje Pawet do pra-
cy i ile minut wiecej zajmuje mu pokonanie tej trasy w deszczowy dzien.

Odpowiedz: s = 70 km, t-t, = 36 min

3.4.2 Oblicz $rednig szybko$¢ Ziemi w ruchu dookota Storica, wiedzac ze w ciggu roku planeta pokonuje
droge 10°km.
Odpowiedz: v = 1,14~105%m

3.4.3 Samolot leciat z szybkoscig v = 780 kTm i pokonat droge 1800 km, nastepnie 1400 km leciat z wia-
trem, ktérego szybkos¢ wynosita 150%". Oblicz czas przelotu catej trasy i Srednig szybko$¢ samolo-
tu.

. P . km

Odpowiedz: t =3 h 12 min, v=846 .

3.4.4 Karuzela wykonata 4 okrazenia o promieniu r = 15 m wokot wiasnej osi w czasie ¢ = 100 s. Oblicz
Srednig szybkos¢ karuzeli.
n2nr _ 3 77_

Odpowiedz: v =

3.4.5 Statek wycieczkowy ptynie z miejscowosci A do B, tam i spowrotem Predkos¢ statku wzgledem
wody to 40 , a predkos¢ wody wzgledem brzegu rzeki to 2 —. Oblicz srednig predkos¢ statku na
catej trasie.

Odpowiedz:

(Pamletaj o zamianie jednostek. Wykorzystaj wzor z przyktadu 3, rozwaz ruch w obu kierunkach).
‘71 vi

v, = =10, 75—
L

sr 4

3.4.6 Swobodnie puszczona kulka stalowa odbija sie (bez strat energii) od poziomej, doskonale sprezy-
stej powierzchni, uderzajac w niq co 1,2 s. Jak wysoko podskakuje kulka? Przyjmij g= 10 522

Odpowiedz: Skorzystaj ze wzoru h = =—, za czas podstaw (pomysl dlaczego), h=1,8 m.
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3.4.7 Z miast odlegtych o 150 km wyjezdzaja naprzeciw siebie dwa samochody. Srednia predko$¢ jazdy
jednego z nich wynosi 80 kTm a drugiego 60 kTm O ktorej godzinie i w jakiej odlegtosci od kazdego
z miast nastapi ich spotkanie?

Odpowiedz: (Pamietaj, ze jada tyle samo czasu).

s = 1wy -t = 80t

s, = vy -t = 60t

s = 80t + 60t =150
t=1,0714h = 1lh4min
sy =85,7km

s, = 64,3 km
Samochody spotkaja sie 0 godzinie 9.04.

3.4.8 lle gramoéw 30% roztworu LiOH nalezy doda¢ do 200 graméw 15% roztworu tego zwiazku, aby
otrzymac roztwor 20%?
Odpowieds: 0,3x + 0,15 - 200 = 0,2(200 + x)

x = 100g

3.4.9 Odparowano 35 g 12% roztworu NaCl. Jaka mase osadu otrzymano?
Odpowiedz: m_= 27
s 100%

m_=12-35/100=4,2g
3.4.10 lle CaCl, nalezy dodac do 300 graméw 25% roztworu CaCl,, aby otrzymac roztwér o stezeniu 40%?
Odpowiedz: 0,25 - 300 + x = 0,4x +0,4 - 300

x=75¢g

3.4.11 Zmieszano 120 g 18% roztworu KOH i 35 g 25% roztworu tego zwiazku. Jakie jest stezenie procen-
towe powstatego roztworu?
Odpowiedz: ms = 120- 18% + 35 - 25% =30,35¢g

mr =120+ 35=155g

Cp = 19,58%
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CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

1. Wskaz nierownos¢, ktdra opisuje sume przedziatéw zaznaczonych na osi liczbowej:*
a) ‘x—2‘>4 b) ‘x—2‘<4 Q) ‘x—4‘<2 d) ‘x—4‘>2
. . . ox=5 2.
2, Rozwigzaniem réwnania /oL jest liczba:
x+3 3
a) 21 b) 7 o 1773 d 0
3. Wskaz rysunek, na ktoérym jest przedstawiony zbiér rozwigzan nieréwnosci |x + 7| > 5%
-12 * x
B i J
2 12 X
c )\
—12 - x
-2 12 x
. . . . 3x-1 2.
4, Rozwigzaniem réwnania == jest:
Tx+1 5
a) 1 b) 7/3 c 4/7 d 7
5. Do zbioru rozwigzan nieréwnosci (x — 2)(x + 3) < 0 nalezy liczba:
a) 9 b) 7 c 4 d) 1
6. Wskaz rysunek, na ktorym jest przedstawiony zbidr rozwigzan nieréwnosci [x-2| = 3.%
A] 4 L
=il 5 X
s | —
B) k] 3 -
L =
C) 3 -
D ¢ -
} 5 x
7. Wskaz nieréwnos¢, ktorg spetnia liczba rr.47
a) |Jx+1|>5 b) |x-1]<2 9 lx+i|s<3 d) |x-3]=3
8. Rozwigzanie réwnania x(x —1) + 36 = x(x + 3) nalezy do przedziatu:
a) (3,10 b) (11, +e) A (=59 d) (-0, 5)
44  Zadania: 1, 2 zaczerpnigte z Prébna matura, CKE, listopad, 2010.
45 Zadania: 3, 4, 5 zaczerpniete z arkusza maturalnego CKE, maj, 2010.
46  Arkusz maturalny, Probna matura z matematyki, CKE, listopad, 2010.
47 Zadania: 7, 8,9, 10 zaczerpniete z arkusza maturalnego CKE, maj, 2011.
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10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

Najmniejszg liczba catkowita nalezaca do zbioru rozwigzan nieréwnosci g +§ < i—; jest:
a) 1 b) 2 o -1 d -2

Wskaz, ktory zbidr przedstawiony na osi liczbowej jest zbiorem liczb spetniajacych jednoczesnie
nastepujace nieréwnosci: 3(x —1)(x-5) = 0 ix > 1.

| X I X
A) B} O

=il 3 1 6
| X | X
C) O D)
1 5 1 5

Wskaz liczbe, ktora spetnia réwnanie [3x +1| = 4x. %
a) x=—1 b) x=1 c x=2 d x= -2

Ktory z zaznaczonych przedziatéw jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci |2 - x| < 3:%

Al ; ‘ i i i i i : ; ; | —
-5 0 1 X
B } } } 4 ' } : } I’ >
=3 0 3 X
C | | | | | é ; | iy >
-1 0 5 X
D } } } } } } } + } f f +—>
0 1 5 X
. . , . o x—6 2,
Rozwigzaniem réwnania =Zjest:
2x—4 3 |
a) 8 b) 10 Q) 5 d) -10

Najwieksza liczba naturalna » spetniajaca nieréwnos¢n < 2z —1 to:*°

a) 3 b) 5 c) 6 d) 0
. . . . x=1.

Rozwigzaniem réwnania —2 = jest liczba:
x+2 5

a) -1 b) 1 g 0 d) 3

Przedziat zaznaczony na osi liczbowej jest zbiorem rozwiagzan nieréwnosci:

} t vI } 71 t
0o 1 2 x
a) |x+1<1 b) |[x+1/=2 q |x-1=1 d) |x-1]<1

48  Arkusz maturalny, CKE, maj, 2012.
49 Zadania: 12, 13 zaczerpnigte z,,Probna matura z Operonem’, listopad, 2010.
50 Zadania: 14, 15, 16 zaczerpniete z,Probna matura z Operonem’, listopad, 2011.
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17.  Zbior rozwigzan nierownosci |x + 3| > 4 jest przedstawiony na rysunku:*'
N ; “ T 4
A + N
B. 7 -1 0 1 x
—— o
C -7 0 1 x
- 5 .
D. K 0 1 7 x
18. Rozwigzaniem réwnania 3(2 — 3x) = x — 4 jest:?
a) x=1 b) x=2 o x=3 d x=4
19.  Suma liczby x i 15% tej liczby jest rbwna 230. Rdwnaniem opisujacym tg zaleznos¢ jest:
a) 0,15-x=230 b) 0,85-x=230
¢ x+0,15-x=230 d) x-0,15-x=230
20. (2 pkt) Rozwiaz réwnanie 2x +1=2—+/3xi rozstrzygnij, czy rozwiazanie jest liczba wymierna?
21.  Liczby 2a-2,2a+2, a+1 sa dtugosciami bokdw tréjata. Do jakiego przedziatu liczbowego nalezy liczba a?
2— 1
22. (2 pkt) Rozwigz réwnanie 3 =——5
1-2x 2
12T G 1 (4
23.  (4pkt)Uzasadnij, ze —<——F5""—<—| —| .
4 6 4 3
24, (2 pkt) Oblicz, dla jakich wartosci parametru a warto$¢ wyrazenia |3a — 1] nie jest wieksza od 3.
25. (2 pkt) Trzej wspolnicy postanowili podzieli¢ zysk w wysokosci 6500 zt w stosunku 1 : 4 : 8. Jakie
kwoty dostana ci wspdlnicy?
26. (2 pkt) Sprowad? wyrazenie |x —1|+|x|—|- x + 1| do najprostszej postaci, gdy x (0,1)ss.
27. (2 pkt) Za dwa lata Julka bedzie dwa razy starsza niz byta osiem lat temu. lle lat ma Julka?
51 Arkusz maturalny z matematyki, OKE, Poznan, 2013.
52 Zadania 18, 19 zaczerpniete z arkusza maturalnego, CKE, sierpien, 2011.
53 Zadania 20, 21 zaczerpniete z,Testy maturalne’, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
54 Zadania 22, 23, 24, 25 zaczerpnigte z informatora CKE, 2007.
55 Zadania 26, 27 zaczerpniete z prébnej matury z Operonem, listopad, 2009.
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Funkcja liniowa

To juz potrafie:
» Zaznaczy¢ w uktadzie wspotrzednych na ptaszczyznie punkty o danych wspoétrzednych;

» Odczytac wspoétrzedne danych punktow;

» Odczytac z wykresu funkgji: wartos¢ funkgji dla danego argumentu, argumenty dla danej
wartosci funkgji, dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, dla jakich
ujemne, a dla jakich zero;

» Odczytacizinterpretowac informacje przedstawione za pomocg wykreséw funkgji (w tym wy-
kreséw opisujacych zjawiska wystepujace w przyrodzie, gospodarce, zyciu codziennym);

» Oblicza¢ wartosci funkcji podanych nieskomplikowanym wzorem i zaznaczy¢ punkty nale-

zace do jej wykresu.

ZADANIA ZAMKNIETE

Zad.1

Zad.2

Zad.3

Funkcja przedstawiona na rysunku przyjmuje wartosci ujemne dla argumentow:

v

a) x<—4
b) x< -2 \’2 X

c x>-2

4

d x<-3

Na odcinku trasy dtugosci 120 km samochéd jechat z predkoscia y km/h. Wzér funkcji okreslajacej

zaleznos¢ czasu od predkosci to:

a) y=120x b) y:l_i" o) i:lzﬂ,yi{) d) §=120,x¢0

Ktdre przyporzadkowanie nie jest funkcja:

a) Kazdemu nauczycielowi przyporzadkujemy ucznia, ktérego uczy.
b) Kazdemu wielokatowi przyporzadkujemy liczbe jego bokdw.

c) Kazdejfigurze geometrycznej przyporzadkowana jest jej nazwa.

d) Kazdej liczbie catkowitej jest przypisana liczba do niej przeciwna.
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Zad.4. Miejscem zerowym funkgji y = —6x + 3 jest:
1 1
a) Punkt(3,0) b x=3 o Punkt(03) d) x=3

Zad.5 Wartos$c¢ funkgji okreslonej wzorem f(x) = 2x(2 — x) dla argumentu x = 4 wynosi:
a) —16 b) 16 o 8 d) 0

Zad.6 Ktore zdanie dotyczace funkcji jest v = 2x — 4,x € R prawdziwe:
a) Funkcja jest malejaca
b) Wykres funkgji przecina o$ y w punkcie (2, 4)
c) Miejscem zerowym tej funkgji jest 2

d) Funkgja jest stata
g7

- W

X
5 4 3 2 -1 /"1:345'

Zad.7. Rysunek przedstawia wykres funkgji liniowej. Jaka warto$¢ przyjmuje ta funkcja dla argumentu 3?

a) 4 gd’
4
b) 2 3
2
o —4 1 -
=4 3 21 T3 4 &
d 2 = /1

Zad.8 y = 5 jest to funkcja:
a) Rosnaca b) Stata ¢) Malejaca d) Nie jest to funkcja

Zad.9 Do wykresu funkcji y = ax,x € R, nalezy punkt A = (—2,5). Wzér tej funkgji to:
a) y=>5x b) y=—2x 9 y=23x d) y=—25x

90 FUNKCJA LINIOWA



Zad.10. Funkcja okreslona jest nastepujaco: kazdej liczbie naturalnej dwucyfrowej przyporzadkujemy

sume jej cyfr. Dziedzing tej funkgji jest:
a) Zbidr wszystkich liczb naturalnych

b)  Zbidr liczb naturalnych wiekszych od 9, a mniejszych od 100
c)  Zbidr liczb wymiernych wiekszych od 9, a mniejszych od 100

d) Zbidr liczb catkowitych

Odpowiedzi:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C B A B A C B B D B

ZADANIA OTWARTE

Zad.1

Zad.2

Trzech pracownikéw moze oczysci¢ basen w ciggu 5 godzin. Napisz wzér funkcji okreslajacej zalez-
nos¢ liczby pracownikéw (v) od liczby godzin pracy (x). Podaj wspdtczynnik proporcjonalnosci tej
funkgji.

Wykres przedstawia odlegtos¢, jaka pokonata Matgosia w zaleznosci od czasu.

droga [km] }
|

!
|

2 1

8
6
4

& 9 10 @i 12 i tid i geonng

Na podstawie wykresu uzupetnij ponizszy tekst:

Przez pierwsza godzine marszu Matgosia szta .........
Pierwszy odpoczynek zorganizowata o godzinie .........
Pierwsze 8 km pokonata w czasie .........

Przez ostatnie dwie godziny Matgosia szta z predkoscia .........
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Zad.3 Wykres przedstawia zalezno$¢ szybkosci od czasu w pewnym ruchu.

Zad.4

w{m,5) .
10 1

LRI e R ]

4] 2 4 B g 100012 14 t(s)

Odpowiedz na pytania:
a) Kiedy ciato poruszato sie ruchem jednostajnie przyspieszonym, a kiedy jednostajnym?
b) Jaka droge przebyto ciato miedzy 6 a 8 sekunda ruchu?

c) Jaka byta maksymalna szybkos¢ tego ciata?

Na ponizszym rysunku przedstawione sa wykresy zmiany temperatury odnotowanej tego samego
dnia w Biatymstoku i Szczecinie.

temp,
sC |
PP ISR S S S S
O+
*C
Py S
orc
-1rc

=c
3 B SV S W
P e , et | | ] : . E;'.ﬂ_*ﬁtek
-5 H S S S - i Tt _BACRACIR

a) Jaka temperature pokazywat termometr w obu miastach o 12%°?

b) O ktdrej godzinie temperatura w tych miastach wynosita 0°C?

c) W jakich godzinach temperatura w Biatymstoku byta ujemna?

d) O ktérej godzinie temperatura w obu miastach byta taka sama?

e) W jakich godzinach w Biatymstoku byto cieplej niz w Szczecinie?

f) Jaka byla najwyzsza temperatura w Biatymstoku, a jaka w Szczecinie? O ktérej to byto godzinie?

g) Jakatemperatura byta w Biatymstoku, gdy w Szczecinie byty 3°C?
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Zad.5 Wykres przedstawia cene akcji (w zt) firmy Zysk & Ryzyko w kolejnych dniach lutego pewnego roku.
Ceny akcji firmy Zysk & Ryzyko w lutym (zl)

1234567 8910111213141516171819202122232425262728
a) Oile ztotych spadfa w lutym wartos¢ tych akcji?

b) Czy kupujaci sprzedajac te akcje w ciggu lutego, mozna byto na nich zarobi¢? W jakich dniach na-
lezato je kupowac, a w jakich sprzedawad, aby zysk w ciggu lutego byt mozliwie najwiekszy?

c) W soboty i niedziele gietda jest nieczynna. Czy domyslasz sie, w ktérych dniach lutego tamte-
go roku byly poniedziatki?

Odpowiedzi:

Nr zadania | Etapy rozwiazania

1 y:§,xER+,a=15

Przez pierwszg godzine marszu Matgosia szta 4 km

Pierwszy odpoczynek zorganizowata o godzinie 9%

Pierwsze 8 km pokonata w czasie 3 godzin

Przez ostatnie dwie godziny Matgosia szta z predkoscig 1 km/h.

a) Ciato poruszato sie ruchem przyspieszonym w pierwszych czterech sekundach
ruchu oraz od czwartej do sz6stej sekundy ruchu - z innym przyspieszeniem.

Z ruchem jednostajnym mamy do czynienia od széstej do czternastej sekundy

3 ruchu.

b)s:lﬂ?-?.s:?.ﬂm

¢) Maksymalna szybkos¢, ktéra osiggneto to ciato, wynosi 10?

O godzinie 12% w Szczecinie byty 2°C, a w Bialymstoku 1°C.

0°C w Biatymstoku byto o godzinie 11%, a w Szczecinie o 10%.

W Biatymstoku ujemna temperatura byta w godzinach 0% - 11%,
Temperatura w obu miastach byta taka sama o godzinie 13%°i 21,
W Biatymstoku byto cieplej niz w Szczecinie w godzinach 13% - 21%,
Najwyzsza temperatura w Biatymstoku wynosita 5°C (godz. 16%),

a w Szczecinie 4°C (réwniez o godz. 16%).

Gdy w Szczecinie byty 3°C, to w Biatymstoku byty 4°C.

Wartos¢ akcja spadta w lutym o 25 zt.

Kupujac i sprzedajac akcje w ciggu lutego mozna byto na nich zarobic.

5 Aby zysk byt mozliwie najwiekszy (15 zt za akcje), nalezato kupic akcje 14 lutego,
a sprzedac 22 lutego.

Poniedziatki byty: 5, 12, 19, 26 lutego.
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4.1 Pojecie funkcji. Sposoby opisywania funkgji.

Teraz naucze sie:
» Rozpoznacipodac przyktady funkcji,

» Postugiwac sie pojeciami: dziedzina, argumenty, wartos¢ funkgji,

»  Okreslac funkcje za pomoca grafu, tabeli, wykresu, opisu stownego.

Do zdefiniowania pojecia funkcji potrzebne beda dwa zbiory i pewne przyporzadkowanie.

X Y
WAZNE!
‘ Zauwaz, ze kazdy
- punkt zbioru X jest
poczatkiem tylkeo
. jednej strzalki.

o

Symbolicznie zapisujemy to jako f: X —Y
Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji (D), a elementy dziedziny nazywamy argumentami.

ZbiérY nazywamy przeciwdziedzing funkcji. Elementy zbioru Y, ktdre zostaty przyporzadkowa-
ne argumentom, nazywamy wartosciami funkgji.

Zmienna x nazywamy tez zmienna niezalezng, a y zmiennq zalezna.
X = {a, b, c, d, e} - zbiér argumentéw (dziedzina funkgji)
Y = {1,2,3, 4,5} - zbiér wartosci funkgji

Bardzo wazne!

Dla kazdego argumentu funkcja przyjmuje dokfadnie jedna wartos¢ (z jednego punktu grafu
moze wychodzi¢ tylko jedna strzatka).

Funkcje oznaczamy matymi literami: f, g, h,...

Nasza funkgja f jest ze zbioru {a, b, ¢, d, e} do zbioru {1, 2, 3, 4}.
Funkgja fliczbie a przyporzadkowuje liczbe 2.

Zapisujemy to tak:

fla)=2 - czytamy: f od a réwna sie 2

Liczbie b funkcja f przyporzadkowuje liczbe 1, piszemy:
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fib)=1 -czytamy: fod b réwna sie 1

Liczbie ¢ funkcja f przyporzadkowuje liczbe 3, piszemy:
flc)=3 - czytamy: fod créwna sie 3

Liczbie d funkcja f przyporzadkowuje liczbe 4, co zapisujemy:
fld)=4 - czytamy: fod d réwna sie 4

lub dla argumentu d wartos$¢ funkgcji wynosi 4.

Liczbie e funkcja f przyporzadkowuje liczbe 5, piszemy:
fle)=5 - czytamy: fod e réwna sie 5

lub: dla argumentu e wartos¢ funkcji wynosi 5.

Uwaga!

-

L4

Nie kazde przyporzadkowanie miedzy dwoma zbiorami nazywa sie funkcja.

Funkcja nazywamy tylko takie przyporzadkowanie, wedtug ktérego kazdemu elementowi

z dziedziny (ze zbioru X) przyporzadkowany jest doktadnie jeden element z przeciwdziedziny
(ze zbioruY).

e

I
it

Rysunek 4-1 - Funkcja

Ten graf nie opisuje funkgji, bo liczbie 5 ze zbioru X przyporzadkowane zostaty dwie liczby: 10 11
ze zbioru Y. Zgodnie z definicjg funkcji kazdemu elementowi zbioru X ma by¢ przyporzadkowany
doktadnie jeden element zbioru Y.

Nie ma zadnych zastrzezen co do natury zbioréw X i Y. Moga by¢ to zupetnie dowolne zbiory.

My jednak bedziemy zajmowac sie tylko przypadkiem, gdy zbiory X i Y beda pewnymi podzbiora-
mi liczb rzeczywistych. Innymi stowy, argumentami i wartosciami funkcji beda... no wiasnie... beda
liczby.

Sposoby okreslania funkgji
Funkcje mozna okresli¢ za pomoca:

- grafu
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Przyktad 1

Rysunek 4-2 - Graf

mm) - wykresu

Rysunek 4-3 - Wykres

Okreslenie funkcji za pomoca wykresu jest bardzo wygodne, mozemy szybko odczytac wiele réz-

nych informacji o danej funkgji.

) - wzoru

Przyktad 2
y=x% dlax€{-2,-1,0,1,2,3,4}

Uzywa sie réwniez zapisu fix) = x2, lub f x — x2.

=) - tabelki

Przyktad 3

fo)| 1| 4|5 |7 |6 |5 |3 |-2

Rysunek 4-4 - Tabelka

) - opisu stownego

Przyktad 4
Mamy dang funkcje, okreslong opisem stownym:

Dane sg zbiory X ={-2,-1,0,1,2,3,4}i Y={0, 1, 4, 9, 16}, wOwczas kazdej liczbie ze zbioru X przy-
porzadkowujemy kwadrat tej liczby.
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— zbioru par uporzadkowanych
Przyktad 5

{(=2/4),(-1,1),(0,0), (1,1), 2,4), 3,9), (4,16)}

Takie okreslenie funkgji jest niewygodne dla wigkszej ilosci argumentow.
Przyktad 6

Funkcje "Kazdej liczbie ze zbioru X = {—4, —3,-2, 0, 1, 3} przypisujemy liczbe o 2 od niej mniej-
sz3", przedstaw w postaci wzoru, tabeli i wykresu.

Wzér: Wykres:
y=x—2 T

Tabela:

Tgisilal3 2o it iz 3 45 8
.

ZADANIA

4.1.1 Ktéry z graféw okresla funkcje:
<)

Odpowiedz:a; b; d; f.
4.1.2 Sprawdz, czy nastepujace przyporzadkowanie jest funkcja. Jezeli jest, podaj dziedzine i zbiér war-

tosci funkgji, a jezeli nie jest, uzasadnij dlaczego.
a) Kazdemu zarejestrowanemu samochodowi przyporzadkowany jest numer rejestracyjny.
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b) Kazdej liczbie ré6znejod 0 przyporzadkowano odwrotnos¢ tej liczby.

c) Kazdemu stowu w jezyku polskim przyporzadkowana jest liczba jego liter.
d) Kazdemu wielokatowi przyporzadkowana jest liczba jego bokéw.

e) Kazdemu odcinkowi przyporzadkowana jest jego 0$ symetrii.

f) Kazdej firmie rozpoczynajacej dziatalnos¢ gospodarcza przyporzadkowany jest numer staty-
styczny REGON.

g) Kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowano jej wartos¢ bezwzgledna.

h) Kazdej liczbie przyporzadkowano kwadrat tej liczby.

Odpowiedz:a; b; ¢; d; e f; g; h-tak.

4.1.3 Podaj, ktére z wykresow przedstawiaja funkcje. Odpowiedz uzasadnij.

a b
) Y ) Y,
4 4
y=1x)
2 Ut
A ———
4 2 24X N ) 24X

Odpowiedz: a; c.

4.1.4 Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie rzeczywistej dwukrotnos¢ tej liczby powiekszong o je-
den. Opisane stowami przyporzadkowanie opisz:
a) wzorem

b) tabelka dla argumentéw -3,-2,-1,0,1,2,3
c) wykresem
Odpowiedz: a) y = 2x +1.

b)
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4.2 Wiasnosci funkgji

Teraz naucze sie:
»  Obliczac ze wzoru wartos¢ funkgji dla danego argumentu,

» Postugiwac sie poznanymi metodami rozwigzywania réwnan do obliczania, dla jakiego
argumentu przyjmuje dang wartos¢,

» Wyznaczac dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe, maksymalne przedziaty, w ktérych
funkcja maleje, rosnie, ma staty znak; punkty, w ktérych funkcja przyjmuje w podanym
przedziale wartos$¢ najwieksza lub najmniejsza.

|
Przyporzadkowanie, bedace funkcja, mozemy przedstawic¢ na kilka sposobdéw. Jednym z nich jest
wykres, czyli graficzna interpretacja funkcji liczbowej jako zbioru punktéw ptaszczyzny. Z wykresu
odczytujemy wiasnosci funkcji, np. dziedzine i zbiér wartosci.
B a) Dziedzinaiwartosc funkgji

Wiemy juz z poprzedniego dziatu, ze zbidr X, na ktérym okreslona jest funkcja, nazywamy dzie-
dzina funkgji, a zbiér Y nazywamy przeciwdziedzing funkgji.

Przyktad 1

Rysunek 4-5 - Dziedzina i przeciwdziedzina

X ={ab,cgh}Y = (1,35,13)
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m) Zbiorem wartosci funkcji f/ : X — Y nazywamy zbidr wszystkich y e Y, dla ktérych istnieje taki
argument x € X, ze f(x): y

Przyktad 2
Wyznacz dziedzine funkcji podanej wzorem:

X

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze dla x = 2 w mianowniku wyrazenia bedziemy mieli 0, a wiec wyrazenie nie bedzie
miato sensu: X =D, =R/{2 }

Mozemy zapisa¢ dziedzine inaczej: (— 00,2) U (2,+0)

Wskazowka:
) Dziedzing funkcji danej wzorem jest zbior wszystkich argumentow x, dla ktérych funkcja jest okre-

Slona.

Rozwiazanie:
x—-220
x=2
X=D, :xe<2,+oo )

Rozwigzanie:
x+ 40
x)—4
X =D, :(~4+m0)

ZADANIA
4.2.1 Dana jest funkcja
a)  flx)=3x+4 b)  f(x)=2x"+1 9 fl¥)= ﬁ
Oblicz:
10070 1(3 ) sW2) AL ) 1), 1)
Odpowiedz:
a) f(0)=4, f(1)=7, FlV2)=4+32, fG) :%+4 Sfe=1)=3x+1, f(x*)=3x> + 4
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=21, fe-1)=20-ax+3, f(x?)=20+ 1
xZ

B 70=1,70)=3 sW2)7, /(1) 2
100=0. 70)= 3. AW2J2-VE, A1) = )= )=

d]

4.2.2 Dlakazdej z tych funkcji odczytaj dziedzine i zbiér wartosci:

—2‘—|| 0| 11|5l
6 | X

a) X
1
y 4 3 5 0| -2-
2
b) Az c) Ay
a L] . 8 9 9 L
1 X X
L 0 -
1 |
d) Ay e) Ay
; . / x
12 i 1/ 4
'l
Odpowiedz:

a)Df={-2,-1.0,15, 53Y= £25,0,345); b) Df={-4,-3-134}Y =(-2,23%},
ODf={-3-2-10121Y=2} d)Df=RY=R: e)Df:xE<14>Y€E<-23> f)Df:x€(-1,3)Y=03}.

AY

Y=
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4.2.3 Funkcja okresdlona jest tabelka:

Odpowiedz:

4.2.4

X -3 -2 -1 0 1 2 3 4
fix) 1 2 -3 3 -1 -2 5 2
a) podaj zbidr argumentdw i zbior wartosci funkgji
b) wymien wszystkie ujemne argumenty tej funkgji
c) odczytaj wartosc dla argumentu x = 0 oraz argumentu x = 3
d) dlajakich argumentéw funkcja przyjmuje wartos¢ 2
e) czy punkt (-1,-3) nalezy do wykresu funkgji
f) narysuj wykres tej funkgji
a) X ={-3,-2,-101234}Y ={-3,-2,—-1,1,2,3,5)
b) —3,—-2,—-1
o f(0)=3f(3)=5
d x=4x= -2
e) tak
f)
. A
I\
[\
AN o
| A TN |
oA\ b\
\LL N
v
Podaj dziedzine funkgji: 5 |
X X+
a x)=3x-5 b = C =
) 1) A s sy ) IW)=5
5 1
d) = - e) =vx’+9 f) =
T T S)=x -5
1 -1
9 /(x)=+x+1 h  f)=Vra3-—— ) f) =2
x+4 x-1 x—-1 x+3
) f(x)=-3x"+7x-38 k) f(x):zf_3 l) f(x):3+2x_4
x+1 x x+2
x+1 4 3 3-2x x+6
m) — n) = o) = +
f(x) -9 x’ f(x) x=2 f(x) 2-x Ax+4
—4
) =2
P fl)=F—
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Odpowiedz:

a)R; b)R/{-1,3}; o R/{-3,3}; d)R; e)R; f)x€E (—0,4); g)xE<1, +oo);
h)x € < —3,1) U (1,4+20);i) R\{-3, 1} j) R; k) R; I) R\ {-2,0}; m) R\ {-3,0,3};
n) X € (2,+); 0) x € (-4,2); p) X € (4,+00).

mm) Miejsca zerowe

Argument x, dla ktérego fx) = 0 nazywamy miejscem zerowym funkgji f.
Przyktad 3

Wyznacz miejsca zerowe funkgji:

2-x?

. . +2
a f(x)=x"-1 b) /()= 9 flx)==
x—1 X —
Rozwigzania:
D, =R
a) f(xX)=0=x"-1=0
(x-D(x+1)=0
x—=1=0lubx+1=0
zatemx =1lubx = -1
Odpowiedz: Miejsca zerowe funkcji ftox = 1orazx = —1.

b) D, =(l+x)
S =0e2-x" =0 (V2 -x)V2+x)=0
V2 -x=0luby2+x=0
x=v2lubx=—2
V2eD,  -\2¢D,

Odpowiedz: Miejscem zerowym funkgji fjest x = V2.

0 D,:xeR/{4 }
f(x)=0=x +2=0
x=-2¢€ D/
Odpowiedz: Miejscem zerowym funkgji jest x = —2.
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Przykiad 4
Odczytaj z wykresu funkgji jej miejsca zerowe, dziedzine i przeciwdziedzine.

Dziedzina:

D; = (—6;6)

Zbioér wartosci:

Zy, = <_"‘1'5 2)

Miejsca zerowe:

x=—-5x=—-1,x=1x=5

Léﬁ&wkfnv’u"g\m.’»bmm‘

ZADANIA

4.2.5 Wypisz, jedli istnieja, miejsca zerowe funkgji:

a) b)

€) A,
f) x Y
Eea .
X —'—_____r_...-—'
1
B

Odpowiedz:a) x=5; b)x=2; c)-6; -2,5; 2; 8 d)2,6; e)brak miejsczerowych; f)x=>5.
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4.2.6 Wyznacz dziedzine i miejsca zerowe folnkcjif.

x -4 x-—4 x-3 1 +2x
R LN = L= B RN
X X X—
e) f(X)ix/xj f) f(X)\/j’j g) f(x)fxz_ h) f(x)f 2 4
X

Odpowiedz:

a)dfR/-2; x=2,b)dfR/2; x=-2,c)dfR/3; brak miejsc zerowych, d) df Roprécz 1/2; x=-1/2,
e) df (2,+); brak miejsc zerowych, f) df (-2; +e) x =0, g) df R/{-3,3}; brak miejsc zerowch,

h) df R/{-2,2}, brak miejsc zerowych, i) df <-9,4+e0); f(-9) =0, j) df <0,3) suma (3,+); f(0) =0,

k) df <3,+0); f(3)=0, 1) df (-3,+0); f(0)=0,m)df=R; f(-1)=0.

Monotonicznos¢ funkcji

Monotonicznos¢ jest to pewna cecha funkgji, ktéra méwi nam, co sie dzieje z wartosciami funkcji pod-
czas zwiekszania wartosci liczbowych argumentéw funkgji. | tak, wyrézniamy z tego wzgledu funkgje:

> rosnace

» malejace

» nierosnace
» niemalejace

Warto tu jeszcze wspomniec o funkgji statej, cho¢ nie méwimy o niej jak o funkcji monotonicznej.

Funkcja rosnaca

Funkcja fjest rosnaca w zbiorze A, gdy dla dowolnych dwdch liczb x;, x5 z tego zbioru prawdziwa
jest implikacja:

xy < xp = flxg) < flxz)

Y
wzrost fx2)
wartosci
funkcji
f(x1)
-
0 1 x1 X2 X
/ —>»
wzrost
argumentow
funkcji

Cecha charakterystyczna wykresu funkcji rosnacej jest to, ze zdaje sie wznosi¢ ku gérze.

FUNKCJA LINIOWA
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) Funkcja malejaca

Funkcja fjest malejaca w zbiorze A, gdy dla dowolnych dwéch liczb x4, x, z tego zbioru prawdzi-

wa jest implikacja:

xy <%y = flxg) > flx) Y 4
wartosci , f(x1)
funkji ¢
maleja f(x2)
1t
0 1 x: X2 )E
—E
wzrost
argumentow
funkciji

Cechg charakterystyczna wykresu funkcji malejacej jest to, ze zdaje sie opadac w dot.

Czy funkcja moze by¢ jednocze$nie malejaca i rosngca w réznych przedziatach liczbowych? Oczy-
wiscie, ze tak. Ponizej przyktad takiej funkcji wraz z okreslonymi przedziatami, w ktérych funkcja

ros$nie i maleje oraz jest stata.

YJL
i Hee—t
el X

funkcja funkecja funkcja funkcja
maleje rosnie stata maleje

Funkcja niemalejaca

Funkcja fjest niemalejaca w zbiorze A, gdy dla dowolnych dwéch liczb x;, x; z tego zbioru praw-
dziwa jest implikacja:

xy <% = flag) £ fx3)
Zatem definicja funkcji niemalejacej przypomina definicje funkgji rosnacej, z tym ze w przypadku

funkcji niemalejacej mamy nieostra nieréwnos¢. Dopuszczamy wiec przedziaty, w ktérych funkcja
jest stata.
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Oto ilustracja funkcji niemalejacej.

Y oA

K

(8] 1 x

) Funkcja nierosnaca
Funkcja f jest nierosnaca w zbiorze A, gdy dla dowolnych dwéch liczb x4, x; z tego zbioru praw-
dziwa jest implikacja:
xy <xp = flxg) = flxy)
Zatem definicja funkgji nierosnacej przypomina definicje funkcji malejacej, z tym ze w przypadku

funkgji nierosngcej mamy nieostrg nieréwnos¢. Dopuszczamy wiec przedziaty, w ktérych funkcja
jest stafa. Oto ilustracja funkcji nierosnacej.

YJL

Xy

TN

Uwaga: Symbole (, ) oznaczaja tak zwane nieréwnosci mocne (ostre), symbole <,> oznaczaja
tak zwane nieréwnosci stabe (nieostre).

ZADANIE

4.3.1 Na podstawie wykresu funkcji odczytaj przedziaty, w ktérych funkcja jest rosnaca, malejaca i stata.

Y
b e y=fey 4]
2-- | i k .\'\Z-r
—d =2 2 4 ‘ XL .—;4 -2 8 g
=2 -2 3
i il
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Odpowiedz:
a) rosnaca x € (-2;0) U (2;3), malejaca x € (-3;-2) U (0;2), stata x € (3;4)

b) rosnaca x € (—e0;-3) U (3;+<0), malejaca x € (-3;3)

4.4 Sporzadzanie wykresow funkgji

Teraz naucze sie:
»  Szkicowac wykres funkcji za pomoca wzoru lub tabeli,

» Odczytywac z wykresu whasnosci funkgcji (dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe, mak-
symalne przedziaty, w ktérych funkcja maleje, rosnie, ma staty znak; punkty, w ktérych
funkcja przyjmuje w podanym przedziale wartos$¢ najwieksza lub najmniejsza).

|
Aby narysowac wykres funkcji, nalezy wykona¢ dwie nastepujace po sobie czynnosci. Powstawa-
nie wykresu funkgji y = -2x + 4 przedstawimy na przyktadzie:

I. Za pomoca wzoru okreslamy kilka punktéw nalezacych do funkcji (minimum 3). W tym celu wy-
bieramy wartosci x, podstawiamy je do wzoru i obliczamy wartosci y. Wartosci x i y pomocniczo

Cmmny

Wybieramy sami argumenty (x),
najlepiej jak najmniejsze (0,1,2).
lI A,

n\\\
L TR
x|o |1 |2
via 2o

mozemy zapisywac w tabeli:

Podstawiamy kolejno wybrane

przez nas argumenty (1, 2, 3) do J

wzoru i obliczamy wartosci |
i 82 Yy=-2x+4

y=-2-0+4=4
y=-2-1+4=2
¥y =-2-2+4=0

Otrzymujemy wiec punkty: (0,4), (1,2), (2,0).
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Il. Zaznaczamy punkty w uktadzie wspotrzednych i taczymy je prosta.

Przyktad 1
Zbadaj wiasnosci funkcji na podstawie wykresu:

Y |1

Uwaga: Minimalnq wartos¢ funkcji oznaczamy: fix) . lub y .. Maksymalng wartosc funkcji oznaczamy:

fx),  Juby . Wartos¢ maksymalna to wartos¢ (y) najwyzej lezqcego punktu wykresu, a minimalna
punktu lezgcego najnizej. Dodatkowo, oprécz samej wartosci, wypada poda¢ argument (x) lub prze-
dziat argumentdw dla odczytanej wartosci. Jezeli maksimum lub minimum funkcji wypada w punkcie,

w ktérym znajduje sie pusta kropka, minimum lub maksimum nie istnieje.
Odpowiedzi:
mm) a) Dziedzing jest przedziat lub przedziaty, w jakich rozciaga sie wykres (wzdtuz osi 0X):

Dziedzina dla rozpatrywanego przyktadu to dwa przedziaty, zgodne z zakresami liczb, widoczny-
mi na powyzszym rysunku: od —8 do —3 oraz od —1 do 10. O ksztatcie nawiasu decyduja kropki
na koncach fragmentéw wykresu.

D =(-8; —3)u(-1; 10)
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b) Zbiorem wartosci jest przedziat lub przedziaty, w jakich rozcigga sie wykres (wzdtuz osi 0Y):
Zbidr wartosci to jeden przedziat. Powyzej wida¢, ze zbior wartosci to zakres od —6 do 5.

Z, = (—6; 5)

¢) Monotonicznos¢

Funkcja malejaca

Zapisujemy przedziaty, w ktérych funkcja jest malejgca. Tam, gdzie na wykresie kropka jest zako-
lorowana (przy -8), nawias jest trojkatny, tam, gdzie jest pusta (-3 oraz 10), nawias jest okragty,
a tam, gdzie funkcja zmienia swojg monotonicznos¢ (5), nawias jest tréjkatny.

F(x)~ w przedziatach {—8; —3) U {(5; 10)
Funkcja rosnaca

Zapisujemy przedziaty, w ktérych funkcja jest rosnaca. Przy liczbie -1 nawias jest tréjkatny, bo
kropka jest zakolorowana. Przy liczbie 3, nawias tez jest tréjkatny, bo jest to punkt, w ktérym funk-
cja zmienia swoja monotonicznos¢.

f(x) 7~ w przedziale (—1; 3)
Funkcja stata

Zapisujemy przedziat, w ktérym funkgcja jest stata. Przy obu liczbach (3 oraz 5) nawias jest tréjkat-
ny, bo sg to punkty, w ktérych funkcja zmienia swoja monotonicznos¢.

f(x)_ w przedziale (3, 5)

d) Miejsce zerowe:

xX1=1Vx;=7

e) Punkty przeciecia z osiami uktadu wspoétrzednych.
Punkty przeciecia z osig 0X: (1,0); (7,0)

Punkt przeciecia z osig 0Y: (0, —2)

f) Argumnety, dla ktérych funkcja jest dodatnia/ujemna.

Przy liczbie -8 nawias jest trojkatny, poniewaz kropka jest zakolorowana. Przy liczbie -3, nawias
jest okragtly, poniewaz kropka jest pusta. Przy liczbach 1 oraz 7 nawiasy sa okragte, poniewaz s to
argumenty punktow, lezagcych na osi OX.

f(x) >0dlaxe{-—8; —3)u(1;7)

Przy liczbie -1 nawias jest trojkatny, poniewaz kropka jest zakolorowana. Przy liczbach 1 oraz 7
nawiasy sg okragte, poniewaz sg to argumenty punktéw lezacych na osi OX. Przy liczbie 10, na-
wias jest okragty, poniewaz kropka jest pusta.

f(x) <0dlax € {—1; 1) U (7;10)
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mm) g) Argumnety, dla ktérych funkcja przyjmuje dana wartosé
Dla wartosci -5 istnieje jeden punkt na wykresie o argumencie 8,5.

fx) :—Sdlax=8,5

Dla wartosci -2 istniejg dwa punkty na wykresie, o argumentach 0 oraz 7. Rozwiganiem jest wiec
dwuelementowy zbiér liczb.

flx) =-2 dlaX € {0,7}

Dla wartosci 4 istnieje przedziat argumentéw (od 3 do 5) facznie z tymi wartosciami granicznymi
(dlatego nawiasy sg trojkatne) oraz dodatkowo argumenty -7 i 3. Rozwigzaniem jest wiec suma
przedziatu i dwuelementowego zbioru.

f@) =44, x€(3,5U(-7,3)
Na wykresie nie ma zadnego punktu o wartosci 6, dlatego piszemy: ,brak argumentow”.

f(x) = 6 Brak argumentéw

m) h) Sprawdzenie, czy dany punkt nalezy do wykresu funkgji
Punkty: 4 = (=2,4).B = (6,2)
Punkt A nie nalezy do wykresu funkgji.
Punkt B nalezy do wykresu funkgji.
) i) Maksimum iminimum
W najnizej potozonym punkcie wykresu znajduje sie pusta kropka.
Minimum funkgji: brak
Najwyzej potozony punkt wykresu ma wartos¢ 5 dla argumentu (x) réwnego -8.

Maksimum funkcji f (x)mar = 5dlax = —8

ZADANIA

4.4.1 Uzupetnijtabelke funkgcji /': R — R inarysuj jej wykres. Zadanie wykonaj réwniez w arkuszu kalku-

lacyjnym.
X -3 -2 -1 0 1 2 3
y
a) y=x b) y:%x+1 ) y=-2x+5 d) y=3x+5
3
e) y=-x+3 f) yzgx—Z 9) y=l h) y=|x+2|
1
) y=1[q-1 j yzg\x\ k) y=3
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Odpowiedz:
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y=x e -2X +5
—serie
¢ s 2 4 TozoN e
y=0,5x +1 y=-x 43
—serie —serie:
4 3 2 4 12 s a4
y=3x +5 y=0,75x -2
1 / s
—Serie1 —serie:
v=Ixl y=|x+2]|
/ — —




4.4.2 Na podstawie wykresu funkcji y = f (x), okresl:

Wykres | Wykres Il

@O0

e
3

o 0 e

S

y=fx)

}
—t—t—t-
LS T -9

-8:i-6 -4 -2 2 4 § 8X -8 -6 -4 -2/ 2 4 6 8X
2
ik y=fx) -4

a) dziedzine funkgji,
b) zbidér wartosci funkgji,
c) miejsca zerowe funkgji,

d) przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie oraz przedziaty, w ktérych funkcja

przyjmuje wartosci ujemne,

e) przedziaty, w ktérych funkcja jest rosnaca, malejaca lub stata,

f) warto$¢ najmniejsza i najwieksza funkgji (o ile istnieja).
Odpowiedz:

Wykres |

a) XE<-7;+)

b) y€(-0;7)

) x=-55x=6

d) y>o0dlax€(-55;6)
y <0dlax € (-e0; =5,5) U (6; +00)

e) frosnacadlax € <-7;4>
fmalejaca dla x € <4; +o)

f) y ., =7dlax=4
Yo Nie istnieje

Wykres Il
a) X € (00 =2) U (=2;2) U (2;+20)

b) y e (—oo;+oo)
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4.4.3

o x=0

d) y>0dlax € (—eo; —2) U (2;400)
y<0dlax€(-2;0)U(0;2)

e) frosnacadla x € (-5 -2) U (-2;0)
fmalejaca dla x € (0; 2) U (2j+e0)

f) y,. nieistnieje

Y. Nie istnieje

Okresl wiasnosci funkgji przedstawionej na rysunku:

a) Dziedzina funkgji. v

b) Zbiér wartosci. o E}

c) Przedzialy monotonicznosci. INES ‘10: 1/.—\7 T
d) Miejsce zerowe. A

e) Punkty przeciecia z osiami.

f) Argumenty, dla ktérych funkcja jest dodatnia: f{x) > 0.

g) Argumenty, dla ktérych funkcja jest ujemna: f{x) < 0.

h) Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje dana wartosc:
J®)=5f(x)=-2f(x)=4,f(x)=6.

i) Argumenty, dla ktérych funkcja spetnia dang nieréwnosé: f(x)¢2; f(x) <-2.

j) Sprawdz, czy dane punkty A = (-2, 4), B = (6, 2) naleza do wykresu funkdji f.

k) Wyznacz minimum i maksimum funkgji.

Odpowiedz:

a)x€<-8; -3)U<-1; 10), b)y €(-6; 5>,

)
) f rosnaca dla x € <-1; 3>, fmalejaca dlax € <-8; -3) U <5; 10), fstatadlax € <3; 5>,
d)

g) funkcja jest ujemna dla x € <-1; 1)U (7; 10),
h) flx) =5 dlax=-8, fix) =-2 dla x = 0, fix) = 4 dla x € <3;5>, f{lx) = 6 nie ma takich x,
i) f(x) <-2dlax €<-1;,0) U (8;10), f(x) < -2dlax €<-1;,0>U <8;10), j) Anienalezy, BEf,

k)y

x=1,x=7, ex=0y=-2; y=0x=1ix=7, f) funkgja jest dodatnia dla x € <-8; -3) U (1;

=5dlax=-8,y_ nieistnieje

max
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4.4.4 Zbadaj wtasnosci funkgcji na podstawie wykresu:

a) Dziedzina funkgji.

b) Zbiér wartosci.

c) Przedziaty monotonicznosci.

d) Miejsce zerowe.

e) Punkty przeciecia z osiami.

f)  Argumenty, dla ktérych funkcja jest dodatnia: fix) > 0.

g) Argumenty, dla ktérych funkcja jest ujemna: f{x) < 0.

h) Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje dang warto$¢: fix) =3, fix) = 1.
i) Argumenty, dla ktérych funkcja spetnia dang nieréwnosé: f(x)(3.

j) Sprawdz, czy dane punkty A = (-4, 2), B = (5, 1) naleza do wykresu funkgji f.

k) Wyznacz minimum i maksimum funkgji.
Odpowiedz:
Wykres |

a) x €E<-6,6>
b) y €<-23>

c) funkcjajestrosnacadlax € <3,1>
fjest malejaca dla x € <-5,0> U <3;6)
fjest stata dla x € <-6,-5>

d) x€{236)

e) (-2,0):,0);(60);(0-2)

f) x €<-6-2)U<3;6)

1

g9) x €(=2 E)

h) flx)=3dlax€<-6,-5>U <{3}; fix) =1 dlax={-3,1}

i) x €(-53)

j) tak

k) ymax= 3’ymin= -2
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Wykres |l

a)
b)

<)

x €<-7,4>
y €<0,5>

funkcja jest rosngca dlax € <O,§>
fjest malejaca dla x € <-5,0) U <%; 4>
fjeststatadlax €<-7,-5>

x €{-3}
(3.0); (0:4)
x €<-7,-3)U (-3;4)

x €{0}

fo) =3 dlax €<-7,-5> U <{-13, 3} fi) = 1 dla x = {-35,-23}

x € (—5,—1%) U (3:4)
nie

ymaxzs'yminzo

4.4.5 Odczytaj z ponizszych wykresdéw rozwigzania rownania f(x) = g(x).

a)
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XX

Odpowiedz: a) (—2%,1), b)(22), 1.2;(5.2), d)(=22);21), e (-12);2-1).

4.4.6 Odczytaj z ponizszych wykresdw rozwigzania rownania f (x) = g (x) oraz f (x) { g(x)
a) b)

Odpowiedz:
a) flx)zglx)dlax€e <—4,4%>; fix) < glx) dla x € <—co0,~4) U (4%, +00)

b) fix) = g(x) dla x € <—e0,4>; fix) < g(x) dla x € (4, +0)

0 flx) = glx) dlax € <—o0,-1> U <2,5>; f(x) < g(x) dla x € (—1,2) U (5,400)
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4.5 Przeksztatcanie wykresow funkcji

Teraz naucze sie:
> Na podstawie wykresu funkgji y=flx) naszkicowac¢ wykresy funkgji y=flx + a), y=flx) + a,
y = -fx), y=fl-x)

» Narysowac wykres funkgji liniowej, korzystajac z jej wzoru,

»  Wyznacza¢ wzér funkgji liniowej na podstawie informacji o funkgji lub o jej wykresie,

> Na podstawie wykresu funkgji y=flx) naszkicowac¢ wykresy funkgji y=|f(x)|

) x—y=—f(x)

Wykres funkcjiy = — f(x) jest symetryczny do wykresu funkcjiy = f(x) wzgledem osi OX.

Przyktad

ot .y
24 5 y=Fx)

o1 2 3 4 35 o

_\=—f(><)

- x-y = f(—x)

Wykres funkcjiy = f(—x) jest symetryczny do wykresu funkcji y = f(x) wzgledem osi OY.
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m) x—-y = —f(=x)

Wykres funkcjiy = — f(—x) powstaje w wyniku przeksztatcenia wykresu funkcjiy = f(x)
przez symetrie wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych, czyli punktu (0, 0).

-8 -7-6 -5 -4-37/2 8
y=Ffix]
2
Yoyt -

1__

"

-4 -3 -2 -1 u} 1 2 3 4
y=F(-x) -Ir
21

) -y = fx) +aq

Wykres funkcji v = f(x) + g powstaje w wyniku przesuniecia wykresu v = f(x) wzdtuz osi 0Y o |q|
jednostek w kierunku zgodnym ze znakiem g (o wektor [0, g]).

y=flx]+q
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) x—y=f(x—p

Wykres funkcjiy = f(x — p) otrzymujemy w wyniku przesuniecia réwnolegtego wykresu funk-

¢jiy = f(x) wzdtuz osi 0X o wektor [p, 0].

5 +
\

) x-y=f(x-—p) +q

Wykres funkcjiy = f(x — p) + g otrzymujemy w wyniku przesuniecia wykresuy = f(x)
o wektor [p, ql.

y=F{x)

—oM W o O
e -

-4 -3 -2 -1 u] 1 2 3 4 3
- oy = k- f(0)

Wykres funkcjiy = k - f(x) powstaje zwykresu vy = f(x)w wyniku k-krotnego zblizania sie
lub oddalania od osi OY.

Dla k = 1 wykres funkgji f (x) zblizyt sie k-krotnie do osi OY
(,rozciagnat sie” wzdtuz osi OY).
Dla k € (0,1) wykres funkgji f (x) oddalit sie k-krotnie od osi 0¥

(,$ciggnat sie” wzdtuz osi OY).

2ty
- 1+
y=fi) . e, ¢
) . , by=kf(x),0<k<1 3
-S4 p 405 4 3 2 ND 1 /2/ 3 4
- _1 -‘\‘-\./
3 y=kF(x) k=1 y=F{x)
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) cx-—y = |f(x)

Aby otrzymac wykres funkcji y = |f(x)|, nalezy czes¢ wykresuy = f(x) lezaca nad osig 0X lub
na niej pozostawi¢ bez zmian, natomiast czes¢ wykresu lezaca pod osig 0X, odbi¢ symetrycznie
wzgledem osi 0X.

) x-y = f(x])
Aby otrzyma¢ wykres funkcjiy = f(|x|), nalezy:

» dlax = 0cze$¢ wykresuy = f(x) pozostawi¢ bez zmian;

» otrzymana czes¢ wykresu przeksztatci¢ przez symetrie wzgledem osi OY - otrzymujemy

w ten sposéb wykres szukanej funkgcjidlax < 0.

y A

y= A y=f), |

y=Alx)

FUNKCJA LINIOWA
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) cx-y = fkx)

Wykres funkcjiy = f(k = x) powstaje w wyniku k-krotnego ,$ciggania” lub ,rozciagania” wykresu
funkcjiy = f(x) wzdtuz osi 0X.

Dla k& = 1 wykres funkcjiy = f(x),Sciaga sie” wzdtuz osi 0X.
Dla k € (0,1) wykres funkcjiy = f(x),rozcigga sie” wzdtuz osi 0X.

STy
y=fkx), k=1

o+
-3+
3T v
Syt E
14
— H
4 a3 2 -‘rk_,r_ 01 a4
27 y=fa<:<’)F, Okl
=l
3ty 3ty
2T y=-f(x) 2T y=-f(x)
//\ x. | I I//.\ x
-4 -3 -27-1 3 o 1 3 4 3 4 -3 -27-1 3 o1 3 4 3
24 y=F{x) -24 y=F{x)
-3+ a2l
ZADANIA
4.5.1 Majac dane funkcje:
flx)= 2x,f(x) =3x + 1,f(x) = —%x +2,f(x) = —2x-1,f(x) = —x + 4,
zapisz wzory funkgji i naszkicuj wykresy:
a) x = f(x) b) x = —f(x) d x = f(==x)
d x = f(x) -1 e x—= f(x+1) f) x—= /()]
g) x = f(xD hy x = |f(x) —1]
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Odpowiedz:

a) y=fx)=2x b) ¥y =—fl)= —2x

o y=-fl)=-2x d y=f(-x)= —2x

e) v=f(x)-1=2x—-1 f) yv=fx+1D=2(x+1)=2x + 2
9) ¥y =I1fX)|= |2x| hy ¥y = f(x]) = 2|«

) y=1f(x) =1 =|2x-1]

y= 2x, y=-2x [ y=2x, y=2x-1
o / 3 //
7
N =z
. —8 = L -
6 -4 - 2 4 ===y | | - - " =" S
e
/ Z .
i vl
> o
14 y=2%,y= 2x+2 : y=2x, y= | 2x|
b 7 e
7 i
b /. 7
| 7 rd
— -y
—— R R A J— 3 -./_‘ —v
4 S S Y A
— 4
Z : //
14 14
12 y=2X, y=|2x-1| 12 y=2X, y=|2x-1|

—_—Y —

-G==5—4—=3—2 0—t—2—8—4—5—5

:
fx)=3x+1,y=-flx) =-3x -1, y = flux) =-3x +1, y = fix) -1=3%, y = flx+1) =3x + 4,
y =1l =Bx+1], y =fllx) = 3|x| +1, y = [fix) -1 = [3x]

ﬂx):—%x+2, y:—ﬂx):%x—z,y:ﬂ—x):%x+2,y:ﬂx)—1 :—%x+1,
y:ﬂx+1):—%x+1%,y:|ﬂx)|:|—%x+2|,y:ﬂ|x|):—%|x|+2,y:|ﬂx) —1|:|—%x+1|
f)=-2x-1,y=—flx) =2x+ 1, y=fl-x) = 2x -1, y = fix) -1 = -2x - 2,
y=foet1) = -2 -3,y =| fiol] = |- 2x - 1], y = fileh = -2}l -1, y = [flx) - 1] =|-2x - 2
f)=-x+4y=-f)=x-4,y=fl-x)=x+4, y=flx) - 1=-x+3, y=flx+1) =-x+3,

y=f00l=-x+4|y=flx) =-|x| + 4 y=fix) - 1| = |-x+ 3|
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4.5.2 Dlakazdego z ponizszych wykreséw funkcji opisz, jak go otrzymano, przesuwajac odpowiedni wy-
kres funkgji y =|x|. Podaj wzor funkgji o danym wykresie.

Odpowiedz:
a) y=|x| przesunieto o wektor [1,0] y = |x-1|
b) y=|x| przesunieto o wektor [0,-3] y = x| - 3

c) y=|x| przesunieto o wektor [3,1] y = |x-3| + 1

4.5.3 Zadanie 1i 2 rozwiaz za pomoca arkusza kalkulacyjnego.

4.6 Funkcjaliniowa i jej wtasnosci

Teraz naucze sie:
» Zapisywac funkcje w postaci ogélnej i kierunkowej,

» Interpretowac wspotczynniki wystepujace we wzorze funkgji liniowej,
»  Okresla¢ monotonicznosc funkcji na podstawie jej wzoru i wykresu,
» Badac¢ monotoniczno$¢ funkgji w zaleznosci od parametru.

Funkcje okreslong wzoremy = ax + b, gdzie a i b sa wspotczynnikami liczbowymi, nazywamy
funkcjq liniowa. Dziedzina funkgji liniowej jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych.

Réwnanie postaciy = ax + b nazywamy réwnaniem kierunkowym prostej.

11

Réwnanie Ax + By + C = 0, gdzie 4 # 0 lub B # 0, nazywamy réwnaniem ogélnym prostej.

Wykresem kazdej funkgji liniowej jest linia prosta. Aby narysowac te prosta, wystarczy znalez¢
dwa dowolne jej punkty.
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Przyktad 1

Narysuj prostag: ¥y = 2x +1
T ()

Jezelix = 0,toy = 1—= A(0,1) 4

Jezelix = 1,toy

3—)3(1,3) A X

Rysunek 4-6 Wykres funkcji y=2x+1

» MONOTONICZNOSC FUNKCJI LINIOWEJ

» Jezeli dla coraz wiekszych argumentdéw funkcja przyjmuje coraz wieksze wartosci, to o takiej
funkcji méwimy, ze jest rosnaca.

m) Funkcje liniowa ¥y = ax + b nazywamy rosnacg, jezelia > 0

[ +
A
A= |4 4 AN
P4 i T/
[
T
A
/ ; ®
,4! | 3 .
[ .
F. =
’ 7 it unk
[ a— —
/ - 7108 u?Fﬂ
L : I

» Jezeli dla coraz wiekszych argumentdéw funkcja przyjmuje coraz mniejsze wartosci, to o takiej
funkcji mowimy, ze jest malejaca.

) Funkcje liniowa vy = ax + b nazywamy malejaca, jezelia < 0.

56 https:/sites.google.com/site/wlasnoscfunkcji/monotoniczno%C5%9B%C4%87, 28.03.2013.
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¥ T 1) e
~ Funkcj
_] yv=l+7
# 7 Y
- %
b v LI y 4
. 7U
“meRg
‘maljgc :

» Jezeli dla wszystkich argumentéw funkcja przyjmuje taka sama wartos¢, to o takiej funkgji
moéwimy, ze jest stata.

M) Jezelia = 0,tofunkcjay = ax + b jest stala. Jej wzor przyjmuje postac: y = b.

ol . T f(x)
unfig

=2 ’

| s

o
=T
=
=
=)
e
-

uin

)
i,

o
o

mm) Wspétczynnik a

Wspdtczynnik a méwi o kierunku prostej, ktéra jest wykresem funkgji liniowej y = ax + b.
Liczba a jest wiec nazywana wspétczynnikiem kierunkowym funkcjiy = ax + b.

) Liczba a to wspodtczynnik kierunkowy prostej a =tga . Wspotczynnik b wyznacza na osi OY punkt,
w ktérym dana prosta ja przecina.

) Wiedzac, ze dwa rozne punkty 4=(x,,y,) i B= (xB,yB) naleza do prostej AB, kat nachylenia do
Vb~ Va

Xp =Xy
Jezeli liczba a jest dodatnia, to kat nachylenia prostej do osi OX jest katem ostrym

osi x jest wyrazony jako iloraz

(im wieksza jest liczba a, tym kat ten jest wiekszy):
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PEFreben

) Wykresy funkgji liniowych y =ax+5b o takim samym wspdtczynniku a sg prostymi rownolegtymi.

pervevew,

) Wspélczynnik b

Wspotczynnik b méwi o tym, w ktorym punkcie wykres funkcjiy = ax + b przecina o$ OY, czyli
wykres funkgji liniowej y = ax + b przecina 0§ OY w punkcie o wspdtrzednych (0,).

FUNKCJA LINIOWA

127



128

Wykres

PP A
S S W W T Y
+

LI RN N N
P Sl il Wl
Tt

Miejsce zerowe - jest to taki argument (x), dla ktérego wartos¢ (y) wynosi 0.
UWAGA!!!
Funkcja stata nie ma miejsca zerowego z wyjqtkiem funkcji y = 0, ktéra ma ich nieskoriczenie wiele.

Majac do dyspozycji wzér funkgji, szukamy miejsca zerowego, podstawiajac za y wartos¢ 0 i z tak
powstatego réwnania liczymy x (czyli miejsce zerowe).

Przyktad 2
y y=2x—4
Podstawiamy zay wartosc 0 i l
rozwigzujemy rownanie.
0=2x-4
o, | I={-2)
x=2

Piszemy: Miejsce zerowe funkcji wynosi: x = 2.

Majac do dyspozycji wykres, szukamy punktu przeciecia wykresu z osig odcietych (x) i odczytuje-
my wartos¢ argumentu (x), ktéry jest miejscem zerowym.

2

I Punkt przeciedia z osia x ma
wspétrzedne (3,0) — wspotrzedna

L x punktu wynosi 3, dlatego
miejsce zerowe wynosi 3.

B g

o //

1+ 4 (3,0) x
1 Il Il 1 1 1 1 1 Il : 1 1 I 1 1 :
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o o . - b
mm) Jezelia # 0, to funkcja liniowa y — ax + b ma jedno miejsce zerowe: -

Przyktad 3
Oblicz miejsce zerowe funkcji y =2x—4
-4
Xy = e =2

Funkcja ma miejsce zerowe réwne: x, =2
mm) Punkty przeciecia z osiami
Majac do dyspozycji wzér funkcji, szukamy:
- punktu przeciegcia z osig x, podstawiajac za y warto$¢ 0 i z tak powstatego réwnania liczymy x
(tak jak miejsce zerowe, bo graficznie miejsce zerowe znajduje sie w punkcie przeciecia z osig x).

Przyktad 4

y=4x+12

0=4x +12

—dx =12 /= (—4)

x=—3

Punkt przeciecia z osig x ma wiec wspétrzedne: (-3,0)

- punktu przeciecia z osig y, podstawiajac za x warto$¢ 0 i obliczajac .

Przyktad 5
y=4x+12
y=4-0+12
y=12

Punkt przeciecia z osig y ma wigc wspotrzedne: (0,12)
Majac do dyspozycji wykres, odczytujemy wspétrzedne obu punktéw z wykresu.

Punkt przeciecia z osiaxma
wspolrzedne (0,4).
™

a

(0,4) ]

Punkt przeciecia z osig x ma
wspdtrzedne (-2,0).

s
(-2,0) T 1 X

Punkt przeciecia z osig x, (—2,0)

Punkt przeciecia z osig v, (0,4)
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Sprawdzenie, czy dany punkt nalezy do wykresu funkgji

Aby sprawdzi¢, czy dany punkt nalezy do wykresu funkgji, nalezy podstawic jego wspétrzedne do

wzoru funkgji i wykonac obliczenia po obu stronach powstatego réwnania, patrzac, czy lewa stro-

na bedzie réwnata sie prawe;j. Jezeli tak jest, to dany punkt nalezy do wykresu funkgiji, jezeli nie -

znaczy to, ze dany punkt nie nalezy do wykresu funkgiji.

Przyktad 6

Sprawdz, czy punkty: A = (1,2); B = (-2,3) naleza do wykresu funkgji: y = 3x-1.

Sprawdzamy osobno oba punkty:

y=3x-1

Podstawiamy punkt (1,2) /’
-

2=3-1-1

\‘Podstawiamy punkt (-2,3)

3=3.(-2)-1
327
L=P

Punkt (1,2) nalezy do wykresu funkgji, a punkt (-2,3) nie nalezy.

Majac do dyspozycji wykres funkgji, wystarczy znalez¢ dany punkt w uktadzie wspotrzednych —

jezeli lezy on na prostej, ktéra jest wykresem funkgji, to dany punkt nalezy do wykresu funkgji,

jezeli nie, to znaczy, Ze nie nalezy.

Przyktad: Sprawdz, czy punkty: (1,2); (-2,3) naleza do wykresu funkgji: y = 3x-1

<

Punkt (-2,3) nie leiy na
wykresie funkcji.

-2.3)

T T I N
T 1T 1ttt 1

=

Punkt (1,2) ledy na wykresic
Funkcji.

| L L L L L L

Punkt A = (1,2) nalezy do wykresu funkgji, a punkt B = (-2,3) nie nalezy.
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ZADANIA

4.6.1 Podane réwnanie sprowadz do postaci kierunkowej:

a) y—05=0,3x b) x+y—4=0 ¢ 2x+2y+3=0
d) x+2y=12 o T+2=1 p ol yr2,
3 4 2 3

Odpowiedz:

a)y=3x +05 by=-x+4 oy = —x —1%; dy= —El x-6; ey = —1 % x + 4
4.6.2 Ktore sposrod punktéw A, B, C, D naleza do wykresu funkdji: f; (x) = — %x + 2,

x+1

() = ==,

a A=(1)B=(,2)C=(-21),D=(0,2);

b) A=(1,1),B=(22),C=(-3-1),D=(2,).
Odpowiedz: A€f DEf A€ f,(x),CE f,(x), DE f, ().
4.6.3 Narysuj wykresy funkgcji, a nastepnie:

> okresl monotonicznos¢,

> oblicz miejsce zerowe,

» punkty przeciecia z osiami,

» sprawdz, czy punkt A = (1,3) nalezy do wykresu funkgji:

a) f(x)=x-1 b) f(x)= 2x+% o f(x)=-9x-3

A /()=04x+0. o =52 nosw=2

. X ) 1-6

9 f()=-7-2 h) S =42

Odpowiedz:

a) funkcja rosnaca; miejsce zerowe x = 1;z osig x (1,0); z osig y (0, -1); nie nalezy

b) funkcja rosnagca; miejsce zerowe x = — %; Z 0sig x ( 1,0); zosig y (0, %); nie nalezy

T4

c) funkcja malejaca; miejsce zerowe x = — %; zosig x (- %,0); z osig y (0,-3); nie nalezy

d) funkcja rosngca; miejsce zerowe x = - %; zosig x (- %,O); zosig y (0, : ); nie nalezy

10

e) funkcja malejaca; miejsce zerowe x = 2; z 0sig x (2,0); z osia y (0,1); nie nalezy

f) funkcja rosnaca; miejsce zerowe x = 1; z osig x (1,0); z osig y (0, —%); nie nalezy

g) funkcja malejaca; miejsce zerowe x = -4; z osig x (- 4,0); z osig y (0,-2); nie nalezy

h) funkcja stata; miejsce zerowe brak; brak; brak; nie nalezy

FUNKCJA LINIOWA
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4.6.4 Dla jakich wartosci parametru m funkcja fjest rosnaca?
a) f(x)=C2m-1Dx+1 b) f(x)=(-m+2)x—-4 o f(x)=(m- g)x -3

Odpowiedz: a) m > %; b)ym<2;, )m> \F

E.

4.6.5 Przezktdre ¢wiartki przechodza prostey; =2x +1iy, = % x — 5?Ktdraz prostych tworzy z osig
OX wiekszy kat? W ktorej ¢wiartce przecinajg sie proste?

Odpowiedz: y; przez|, I, lll; y; przez|, I, IV.

4,7 Zastosowanie funkcji do opisywania zjawisk
z zycia codziennego

Teraz naucze sie:
Wykorzystywac whasnosci funkgji liniowej do interpretacji zagadnier geometrycznych, fizycz-
nych itp. (takze osadzonych w kontekscie praktycznym).

Funkcje wykorzystywane sa w wielu dziedzinach zycia, np.:
» W badaniach statystycznych - kurs walut,
» W balistyce - zapisywanie toru lotu pocisku,

» Do bliczania maksymalnej predkosci samochodu, z jaka bezpiecznie moze pokonac¢ dany za-
kret, oraz wiele innych.

W fizyce czesto do opisywania zajwisk z zycia codziennego korzystamy z wykreséw funkgji. Ana-
lizujac dane przedstawione na wykresie najpierw sprawdzamy, jakie wielkosci fizyczne i ich jed-
nostki zostaty na nim zaznaczone.

Przyktad 1 'y
s(m)

(@) I (o]

w

376 9 1215 18 yq

1
P

Jak zinterpretowac dane na ponizszym wykresie? Zauwaz, ze mamy do czynienia z dwiema wielko-

Sciami: szybkoscia i czasem. Co sie dzieje z szybkoscia ciata w poszczegélnych przedziatach czasu?
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Na poczatku ciato spoczywato, nastepnie przez 2 sekundy jego szybkos¢ wzrastata wprost pro-
porcjonalnie do czasu (ciato poruszato sie ruchem jednostajnie przyspieszonym), przez kolejne 2
sekundy ciato poruszato sie ze stafg predkoscia, od 4 do 6 sekundy znowu poruszato sie ruchem
jednostajnie przyspieszonym, od 6 do 8 sekundy znowu poruszato sie ruchem jednostajnym,
przez kolejne dwie sekundy jego szybkos¢ wzrastata, nastepnie ciato zmienito zwrot predkosci
(zawraca) i przez pierwsza sekunde porusza sie ruchem jednostajnie przyspieszonym, od 11 do
12 sekundy jest to réwniez ruch jednostajnie przyspieszony. Obliczmy przyspieszenie ciata w po-
szczegOlnych przedziatach czasu. Wiedzac, ze przyspieszenie jest réwne ilorazowi zmiany szybko-
$ci ciata do zmiany czasu a = i‘—:. Z wykresu odczytujemy:

vg=0,v1 =2,v, =2,v3 =4, v5 =4, v5 = 6,

to =0,ty =2,t, =4,t3 =6,t, =8,t5 = 10,5 = 11,t; = 12, stad

_A_V_V:l*TJg_meS_ m. . .
v 1351 analogicznie
0 1 3 152
a, =0,a3=1—, ap=-—3_5,8 =195
2 3 <2 4 g2’ " 52
Przyktad 2 droga s[m] A
251
201
15
10
5]

12345678 010112131415  casts]

Przeanalizujmy podobny wykres. Zauwazmy, jakie wielkosci fizyczne mamy teraz zaznaczone na
wykresie? Przez piec¢ pierwszych sekund droga rosta proporcjonalnie do czasu, to znaczy, ze ciato
poruszato sie ruchem jednostajnym, przez kolejne 4 sekundy ciato spoczywa, a przez nastepne

3 sekundy zawraca, poruszajac sie ze statq predkoscia. Obliczmy vy, 13 i v3

Z lekgji fizyki pamietasz, ze:

As 51— Sp m m 2m

v=-—= ——,stadv; =4 —, v, =0 —,v3= —6 - —
At ot 4T s’ 2 s’ 3

3s°

Przyktad 3
Zalezno$¢ miedzy temperatura wyrazong w stopniach Fahrenheita a wyrazong w stopniach Cel-
sjusza jest zaleznoscia liniowa:

a) Znajdz te zalezno$¢, wiedzac ze 32°F = 0°C, a 5°F = —15°C.

b) 22 lipca w San Diego temperatura o godzinie 12° byta o 12,5°C wyzsza niz temperatura o go-
dzinie 6%. Wyraz wzrost temperatury w stopniach Fahrenheita.

Jezeli F jest temperaturg w Fahrenheitach, a C w Celsjuszach, to wiemy, ze F = aC + b.Stalea i b
wyznaczymy z podanych informacji.
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{ 32=a-0+b
5=a(-15) +h

[b=32

9
15a=b—5=27 =>a=§

Odpowiedz: Tr = ETC +32
Skorzystamy ze wzoru z podpunktu a).

9 9 9 9
F—F=Tp=2(+32-5C-32=2(C,~ () = 125 =225

Odpowiedz: 22,5°F

ZADANIA

4.7.1 Na podstawie ponizszego wykresu dokonaj analizy ruchu ciata i sporzadz wykres zaleznosci v(#), s(t).

a(%]

"2 4 6 8 10 12 wls)

Odpowiedz:

Przez pierwsze dwie sekundy ciato poruszato sie ruchem jednostajnie przyspieszonym a = 2 =

przez kolejne z przyspieszeniem a =5 g od 8 do 12s z przyspieszeniem a =3 522
Podstawiamy do wzoru v = at kolejne sekundy czasu i obliczamy odpowiadajace jej szybkosci.

4.7.2 Opisz zachowanie ciata na podstawie wykresu.

Odpowiedz: Przez pierwsze 3s ciato porusza sie ruchem jednostajnym, nastepnie spoczywa i tak na
zmiane, w 15s zawraca, dalej poruszajac sie ruchem jednostajnym, ale z inna szybkoscia 3.
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4.7.3 Jakie informacje mozna odczytac z ponizszego wykresu? Wyciaggnij odpowiednie wnioski.

80
z 60 /
2 / /]
T 40 Vi
S v
§ 20 Al
> L~
2
N 0
= [ Wy p 2l
g 20 :
k] L 7 s Wyp aclkl z cig 2himi
£ “A obrazeniami ciala
o <40 L~ — s zySthie 1
BN wypadki
60
20 15 -10 5 O 5 10 15 20
% zmiana $redniej predkosci

Zaleznos$¢ miedzy zmianami sredniej predkosci jazdy a liczbg wypadkow

4.7.4 Wykres przedstawia, jak zmianiat sie przyrost naturalny ludnosci w Polsce w latach 1950 - 2005.>”

800
tys.

700

rzyrost naturain
i dodatni %

1850 1855 1860 1865 1870 1975 1980 1885 1960 1885 2000 2005

Przyrost naturalny w Polsce w latach 1946 — 2008
Na podstawie wykresu odpowiedz na pytania:

1. Jak zmieniata sie liczba urodzen w latach 1950 - 2005?
2. W ktérym roku liczba urodzen byta najwieksza, a w ktérym najmniejsza?
3. Jak w tym czasie ksztattowata sie liczba zgonéw?

4. W ktérym roku przyrost naturalny ludnosci byt najwyzszy, a w ktérym najnizszy?

Informacja do zadania:

Predkos¢ rzeki zalezy od takich czynnikéw, jak: gtebokos¢ rzeki, nachylenie terenu, rodzaj podtoza
tworzacego dno i brzegi rzeki.

Wiekszos¢ rzek zwalnia pod koniec swojego biegu, poniewaz nachylenie terenu, czyli spadek
wody, znacznie sie zmniejsza. Gdyby przeanalizowa¢ przekrdj rzeki, mozna by zauwazy¢, ze pred-

57

(www.wiking.edu.pl/article.php?id=269, 25.03.2013)
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4.7.5

kos¢ rézni sie w réznych obszarach - najmniejsza jest na dnie rzeki, a najwieksza na jej powierzch-
ni. Powodem tego jest tarcie pomiedzy przeptywajaca woda a powierzchnig dna rzeki.

Przy brzegach rzeki, szczegélnie na zakretach, przeptyw wody jest najszybszy z powodu sity od-
srodkowe;.

Zwykle predkos¢ V wyrazamy w metrach na sekunde [ﬂ

3 s

foza oznaczamy k i wyrazamy w N1 Poziom wody oznaczamy T i wyrazamy w metrach, do
s

wyznaczenia predkosci uzywamy réwniez wspdtczynnika nachylenia, spadku terenu S.

} , natomiast wspétczynnik rodzaju pod-

Predko$¢ przeptywu wody obliczamy ze wzoru: ¥ = k-A/T? -/§

Wskazdéwka: wspdtczynnik nachylenia S = (réznica pozioméw)/(dtugos¢ rzeki)

Dwie stacje pomiarowe Berthelsdorf i Nossen znajdujg sie na rzece Mulde. Pomiedzy tymi sta-
cjami sredni poziom wody wynosi 35 cm. Wysokos¢ nad poziomem morza w Berthelsdorf wynosi
376,61m, a w Nossen 203,76 m. Dtugos¢ rzeki na tym odcinku wynosi 42,3 km. Dno rzeki jest wy-
boiste i wartos¢ wspotczynnika rodzaju podtoza wynosi 30{@}

N

1. Oblicz predkos¢ rzeki na tym odcinku.
2. Razna 20 lat poziom wody rzeki Mulde osiaga 2,5 m. Oblicz, jaka woéwczas predkos¢ osigga rzeka.

3. 30 sierpnia 2008 roku po dtugim okresie deszczowym predkos¢ rzeki osiggneta wartosc¢
1,68 | 2| Oszacuj, jak wysoki byt wéwczas poziom wody.

N
3

4. Predkos¢ rzeki mozna réwniez wyrazi¢ w M| Tak wyrazona, daje nam informacje, jak duzo
s
wody przeptywa w ciggu sekundy. W tabeli ponizej przedstawiono wyniki pomiaréw poziomu

wody w rzece i jej przeptywu.

FUNKCJA LINIOWA



. Poziom wody {ml }
Data Godzina Przeptyw w | —
w [cm] K
26.10 01:00 41 2,04
07:00 39 1,81
13:00 40 1,92
19:00 40 1,92
27.10 01:00 40 1,92
07:00 40 1,92
13:00 41 2,04
19:00 44 2,42
28.10 01:00 45 2,55
07:00 45 2,55
13:00 41 2,04
19:00 41 2,04
29.10 01:00 41 2,04
07:00 41 2,04
13:00 53 3,78
19:00 56 4,31
30.10 01:00 73 8,07
07:00 83 10,9
13:00 103 19,3
19:00 106 20,7
31.10 01:00 93 14,8
07:00 81 10,3
13:00 75 8,6
19:00 71 7,56
01.11 01:00 70 7,31
07:00 66 6,36

a) Przedstaw na wykresie zalezno$¢ predkosci przeptywu od poziomu wody w dniach od 30
pazdziernika od godziny 01:00 do 31 pazdziernika do godziny 01:00.

b) Za pomoca jakiej funkcji mozna opisac ta zaleznos¢?

c) Zapomoca programu Exel lub kalkulatora graficznego znajdz wzér funkgji, ktéra w przybli-

Zeniu opisuje te zaleznosc.

3
d) Wykorzystujac otrzymana funkcje oszacuj, ile bedzie wynosi¢ predkos¢ przeptywu w {m}
jesli poziom wody osiggnie 2,5 m. y

e) Przedstaw chronologicznie na wykresie predkos¢ przeptywu wody w dniach od 30 paz-

3
dziernika od godziny 01:00 do 31 pazdziernika do godziny 01:00. Wyraz przeptyw w [m}
K
f) Jaka wartos¢ wyraza obszar zawarty pomiedzy wykresem funkgji a osig x?

g) Oblicz pole powierzchni tego obszaru (wyznacz pole powierzchni tego obszaru na rézne
sposoby).

6. Wywnioskuj, jak bedzie sie zmienia¢ warto$¢ wspdtczynnika k, jezeli dno rzeki bedzie bardziej
gtadkie.
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7. Wyjasnij, dlaczego predkosc¢ przeptywu nie jest liniowo zalezna od poziomu wody.

8. Wykorzystanie rzek jako drogi wodnej dla statkéw powoduje czasem pogtebienie koryta rze-
ki. Jakie moze to mie¢ konsekwencje dla srodowiska?

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

1. Wspotczynnik kierunkowy prostej rdwnolegtej do prostej o rébwnaniu y = —3x + 5 jest réwny:*®
a) -1/3 b) -3 o 1/3 d 3

2, Zbiorem wartosci funkgji f jest:>®

a) <-2,5> b) <-48> o <-14> d) <58>
3. Korzystajac z wykresu funkgji f, wskaz nieréwnos¢ prawdziwa:
My
5
4|
2
X
-5-5-!1-3-2-11]. 34 56 3910‘-
2
a) fl-1) < A1) b) f(1)<f3) o fi-1)<f3) d) fi3)<fl0)
4, Wskaz m, dla ktérego funkcja liniowa okreslona wzorem f(x) = (im — 1)x + 3 jest stala.
a) m=1 b) m=2 ¢ m=3 d m= -1
5. Funkcja liniowa okreslona jest wzorem f{x) = —v/2 x + 4. Miejscem zerowym tej funkji jest liczba:®°
a) 22 b) = 9 -= d) 2v2
6. Na rysunku przedstawiono wykres funkgji f.
. R ¥
Odczytaj z wykresu i zapisz: k
3
a) zbidr wartosci funkdji f, 2
!
X
b) przedziat maksymalnej dtugosci, w ktorym funk-  “F 5 AT 2 T KT 2 567 8910
cja f jest malejaca. 2|
-3

58 Arkusz prébnej matury z matematyki, CKE, listopad, 2009.
59 Zadania: 2, 3, 4 zaczerpnigte z arkusza prébnej matury z matematyki, CKE, listopad, 2010.
60 Zadania: 5, 6 zaczerpniete z arkusza maturalnego z matematyki, CKE, maj, 2010.
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7. Funkgcja liniowa f jest okreslona wzorem f (x) = ax + 6, gdzie a > 0. Wowczas spetniony jest warunek:®'
a) flx)>1 b) fla)=2 o fi3)<3 d) fla=4
8. Wskaz wykres funkgji, ktéra w przedziale <-4,4> ma dokfadnie jedno miejsce zerowe.
A) 4, B) "
k% b l-ﬁ—;—;—':‘
c D)
Ay oy
9. Funkgja liniowa fix) = (m - 1)x + 5 ma miejsce zerowe réwne 2. Zatem:®
a) m=6 b) m=1,5 o m=1 d m=5
10.  Wspdtczynnik kierunkowy prostej réwnolegtej do prostej o réwnaniu 4x — 2y + 1= 0 jest réwny:
a) 4 b) -2 o 2 d 2
11.  Prosta o réwnaniu y = mx + 6 przechodzi przez punkt A = (2,-4), gdy:®
a) m=5 b) m=-5  m=1 d) m=-4
12.  Funkcja liniowa f(x)= _Ex + 4 przyjmuje wartosci ujemne dla:
a) x<6 b) x>6 o x>-6 d x<-6
I - _(—2x+1, gdyx=3 . o
13.  Dziedzina funkgji F(x) = { s, gdyl=x<4 jest zbior:
a) (~od) b) (14) 9 (04) d) (-0,
14.  Funkdja liniowa f(x) = (m+2)x + 2m jest rosnaca, gdy:
a) m<-2 b) m<2 o m>-2 d m>-4
61 Zadania: 7, 7 zaczerpniete z arkusza maturalnego z matematyki, CKE, maj, 2012.
62 Zadania: 9, 10 zaczerpniete z arkusza maturalnego, Prébna matura z Operonem, listopad, 2010.
63 Zadania: 11, 12 zaczerpniete z arkusza maturalnego, Prébna matura z Operonem, listopad, 2009.
64 Zadania: 13, 14,15, 16, 17 zaczerpniete z arkusza maturalnego, Prébna matura z Operonem, listopad, 2011.
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15.

140

16.

17.

18.

19.

Rysunek przedstawia wykres funkcji fix).

Funkcja jest malejaca w przedziale:

a) (04) b) (16) a9 (06) d) (-2.4)
Punkt P = (a+ 1,2) nalezy do wykresu funkcji f(x)= ﬁ Liczba a jest réwna:

a) 0 b) -1 9 2 d 1
Funkgja liniowa fix) = (m - 2)x - 11 jest rosnaca dla:

a) m>2 b) m>0 ¢ m<13 d m<11

(5 pkt) Funkcja liniowa fix) = 3ax - b jest malejaca, natomiast funkcja liniowa g(x) = bx - 3a jest ro-
snaca. Wykresy funkgji fi g przecinajg 0§ OX w tym samym punkcie A. Oblicz odcietg punktu A oraz

wyznacz wzory funkgji fi g wiedzac, Ze ich wykresy sg prostopadte®

(2 pkt) Wyznacz miejsca zerowe funkcji opisanej za pomoca wzoru:

x+3 dlax€(0,3)

fe= {(3 ~3 dlax€ (3,10

65 Zadania: 18,19 zaczerpnigte z,Testy maturalne’, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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5 Trygonometria

5.1 Miaratukowa i stopniowa kata

) Katem skierowanym na ptaszczyznie nazywamy pare prostych o wspolnym poczatku (wierzcho-
tek kata).

Miarg kata skierowanego jest stopien.

1
1° = %kgta pelnego

ramie poczatkowe kata skierowanego

Rysunek 5-1 - Kat skierowany

Jednostki mniejsze niz stopien to minuta katowa 1’ (uwaga: to nie jest jednostka czasu)
O o/ f_ {1 "

1 =60 "= (60) 1

oraz sekunda katowa (1”)

/
i L i
! —(60) "

Miara tukowaq kata srodkowego w okregu nazywamy stosunek dtugosci tuku, na ktérym ten kat
jest oparty, do dtugosci promienia tego okregu.

Jednostka miary tukowej jest radian.

: | 1800
(=) Lradian = ——~57°17'44"

Rysunek 5-2 - Radian
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Zamiana miary stopniowej (@°) na miare tukowg (a):

a-m .
a=-—— radiana

180°
Przyktad 1
180° = ntrad
90° = i d
= E Ta
30° = d d
= g Ta

Zamiana miary tukowej (&) na miare stopniowa (a°):
o - 180°
a® = ———-
T

Przyktad 2

3

= d = 270°
Smra

z d = 60°

5 rad =

z d = 90°
5 rad =

|
| |

W niektorych krajach, obok stopni i radianéw, stosowanymi jednostkami miary kata sg tzw. gra-

dusy. Gradus - jest to jedna setna cze$¢ kata prostego.

ZADANIA

5.1.1 Znajdz
a) miare tukowa katéw: 90°,30°,45°, 60°,180°,210°,270°, 360°,

6 5
b) miare stopniowa katéw: 3z rad; 6,57 rad; g?r rad; Er{ rad.
Odpowiedz a) %, 5 % % L ¢, 2w, 2m; b) 54001179, 216°, 300°.
27643 6 2
5.1.2 Miary dwodch katéw trdjkata wynosza odpowiedniog i g Oblicz miare trzeciego kata trojkata. Wynik

podaj w stopniach.
Odpowiedz: 114°,
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5.1.3 Pole wycinka kota o promieniu + = 3 cm, jest rdwne 2cm?. Oblicz miare tukowa kata srodkowego
tego wycinka.
Odpowiedz: a = g.

5.2 Funkcje trygonometryczne kata ostrego
w tréjkacie prostokatnym
Teraz naucze sie:

»  Wykorzystywac definicje i wyznaczac¢ wartosci funkgji sinus, cosinus, tanens i cotangens
katéw o miarach od 0° do 180°,

» Oblicza¢ miare kata ostrego, dla ktérego funkcja trygonometryczna przyjmuje dang war-
tos$¢ (miare doktadna albo - korzystajac z tablic lub kalkulatora — przyblizona).

Termin trygonometria pochodzi od dwdch greckich stéw: trigonom (tréjkat) i metron (mierzyc),
oznacza wiec dostownie mierzenie tréjkatéw. Ta dziedzina matematyki zajmuje sie m.in. opisywa-
niem zwiazkéw miedzy dtugosciami bokéw tréjkata a miarami jego katow.

Rozwazmy tréjkat prostokatny o kacie ostrym a.

przyprostokgtna lezgea
naprzeciwko kagta e

przyprostokatna lezaca przy kacie a

Rysunek 5-3 Trojkat prostokatny

mm) Tangensem kata ostrego @ nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko
kata a do dtugosci przyprostokatnej (lezacej przy tym kacie) i oznaczamy tg a.

o — a

ga = b

mm) Sinusem kata @ nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata @ do
dtugosci przeciwprostokatnej i oznaczamy sin a.

. a
Sina = —
C

mm) Cosinusem Kkata a (czytaj: kosinusem) nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej przylegaja-
cej do kata a do dtugosci przeciwprostokatnej i oznaczamy cos a.
b

cosa = —
C
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mm) Cotangensem kata @ (czytaj: kotangensem) nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej przy-

legajacej do kata & do dtugosci drugiej przyprostokatnej i oznaczamy ctg «a.
a

tga = —
ctga b
Przeciwprostokatna jest najdtuzszym bokiem, zatem ilorazy okreslajace sinus i cosinus sg liczbami
mniejszymiod 1.

Przyktad 1

W trojkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych ma diugosé 6, a cosinus kata przy tej przy-
prostokatnej wynosi 3/4. Jaka dtugos¢ ma przeciwprostokatna?

3
cosa = —

4

6
cosx = E
3 6 a b
1 a
a=28 X L)

6
’ Ciekawostka IJ

Nazwy funkgji trygonometrycznych pochodza z taciny. Ciekawa jest historia powstania nazwy
sinus. Jak wiele innych poje¢ matematycznych, takze to pojecie pochodzi z Indii. Stamtad zo-
stato przyswojone przez uczonych arabskich. Zwyczajem arabskim zapisywali oni hinduska na-
zwe sinusa bez samogtosek, jako jb. Gdy ttumacz arabskich ksigg na tacine natknat sie na stowo
jb, nie zdawat sobie sprawy, Ze jest ono obcego (niearabskiego) pochodzenia. Sprawdzit tylko,
ze w jezyku arabskim stowo to moze oznaczac zatoke. Poniewaz po tacinie zatoka to sinus, tak
przettumaczyt stowo jb. Mozna wiec powiedzie¢, ze nazwa sinus znalazta sie w matematyce
przez pomyike.

|

Wartosci funkcji trygonometrycznych dla réznych miar katéw, mozna odczytac z tablic.

Z tablic mozemy korzysta¢ w dwoéch celach:

1. Mozemy odczytac wartosc danej funkgji dla danego kata.

2. Mozemy odczytac, z jakim katem mamy do czynienia, majac podang wartos¢ danej funkgji.

Funkcje trygonometryczne i ich wartosci odczytywane z tabeli wykorzystujemy do obliczania dtu-
gosci poszczegodlnych bokéw lub miary katéw ostrych w tréjkacie prostokatnym.
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Przyktad 2

Podaj wartosc¢ tangensa kata o mierze 15°

Dla podanego kata i funkcji odczytujemy wartos¢:

Mozemy wiec zapisa¢, ze tangens 15° wynosi 0,2679:

tg 15° = 0,2679

Przyktad 3

Podaj miare kata, ktérego cosinus wynosi 0,6023. Dla podanego kata i funkcji odczytujemy war-
tos¢. Szukamy w kolumnie funkgji cosinus podanej wartosci (0,6023), a jezeli nie ma jej w tabeli,
szukamy wartosci najblizszej do danej (dla naszego przyktadu bedzie to wartos¢ 0,6018):

Kat ma wiec w przyblizeniu miare 53°

5.3 Wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°, 45°i 60°

Aby obliczy¢ wartosci funkcji trygonometrycznych dla kata 45°, korzystamy z tego, ze tréjkat pro-
stokatny o kacie ostrym 45° jest potowa kwadratu.

M) Wartosci funkgji trygonometrycznych dla kata 45°.

sin cos

LS (1] 1
1 0.0175 0.9998
)11 <L SRR 1 . S
3° 0.0523 0.9986
4. _....0.0098 0.9976.
A 0087209962
6 0.1045 0.9945
A1 1 NG |-~ | S

..0.1392 0.9903

0.9877

3

Az 02099 .
3. 0.225

42 0.2419

1%

sin cos ] tg ctg
46°. ..0.7193 0.6947 10355, 0.9657
47° 07314 0.682 1.0724 0.9325
48°  0.7431 0.6691 1.1106 0.9004
49° _ 0.7547 0.6561 1.1504 0.8693
50°  0.766 0.6428 1.1918 0.8391
51° 07771 0.6293 1.2349 0.8098
520 0.788 0.6157 1.2799 0.7813
530 4—grett——— 06018 1.327 0.7536
540 0.809 0.5878 1.3764 0.7265
550 0.8192 0.5736 1.4281 0.7002
56°....0.829 0.5592 1.4826 0.6745
579  0.8387 0.5446 1.5399 0.6494
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inate a 1 \-E
Sin4h® = — = —=—
a\,@ \."E 2
45 a 1 \}E
0845° = —==—=—
a\,”f \.E 2
tg45° =—=1

Obliczajac wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°i 60°, korzystamy z tego, ze trojkat
o katach 30°, 60° i 90° to potowa trdjkata rownobocznego.

) Wartosci funkgji trygonometrycznych dla kata 30°.

-

) Wartosci funkgji trygonometrycznych
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a 300 | 45° | 60°
. 1| vz | V3
sin 2 2 2
V3| V2 1
cos o > 3
3
3
3
ctga | V3 1 g

Tabela 5-1 - Wartosci funkcji trygonometrycznych

Przyktad 1

Oblicz dtugosci bokéw prostokata przedstawionego na rysunku.

Przyktad 2
Oblicz dtugos¢ przeciwprostokatnej trojkata.

V3c =12/:4/3

12 123 123 _
‘T Vv V3 3

14/3
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ZADANIA

5.3.1 Oblicz:
a) sin30°- cos60° + 2sin45° b) tg45°+ sin60° + 2cos30°
¢) tg30°-ctg60° — 5in30° - cos30° d) (tg30° — ctg30°): cos300

e) \/2t9260° — 4cos?45° — ctg45s®

343 12-94/3
;=

Odpowiedz: a)% +v2; b1+ =i -

d)-13; 6.
5.3.2 Oblicz pole trdjkata réwnoramiennego o kacie przy wierzchotku 120° i ramieniu 6 cm.
Odpowiedz: P = 9y/3¢cm?.

5.3.3 Oblicz miary katéw trojkata.

dane:
o a= bam
a c= 14cm
b
Odpowiedz: @ = 65°,f = 25°,
5.3.4 Rozwiaz podane tréjkaty prostokatne
o )
c=4cm > a a=6cm
C S
b c=6+2cm
a
o\ g
a

Odpowiedz: a) « = 20°,a = 1,368 cm,b = 3,7588 cm; b) @ = 45°, = 45°,b = 6 cm.

5.3.5 Line podtrzymujacg maszt przymocowano na wysokosci 20,5 m nad ziemia i zamocowano w ziemi
w odlegtosci 10 m od podstawy masztu. Jaki kat tworzy naprezona lina z poziomem?
Odpowiedz: Lina nachylona jest do poziomu pod katem okoto 64°
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5.3.6 Kat ostry trapezu réwnoramiennego ma miare 45°. Oblicz jego pole, jezeli jego podstawy maja
dtugos¢12cmi6cm.

Odpowiedz: P = 27+/3cm?,

5.4 Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

Aby okresli¢ wartosci funkcji trygonometrycznych dla dowolnych katéw, umieszczamy te katy
w uktadzie wspétrzednych.

Dowolny kat w uktadzie wspotrzednych to kat skierowany, ktérego ramieniem poczatkowym jest

¢ AY
P(x,y)

a — kat skierowany
dodatnia po6tos x — ramie poczatkowe kata a

potprosta OP~ - ramie koncowe kata e

\ r =|0P| = \/x? + y? - promien wodzacy punktu
[0

x P # 0,gdzie P = (x,) jest dowolnym punktem

0 > lezacym na koricowym ramieniu kata a.

Rysunek 5-4 - Promien wodzacy

> DEFINICJE FUNKCJITRYGONOMETRYCZNYCH DOWOLNEGO KATA

mm) Sinusem dowolnego kata a w uktadzie wspétrzednych nazywamy stosunek rzednej dowolnego
punktu lezacego na koricowym ramieniu tego kata do dtugosci promienia wodzacego tego punktu.

7

sina = =
r

) Cosinusem dowolnego kata C w ukfadzie wspotrzednych nazywamy stosunek odcietej dowol-
nego punktu lezacego na koricowym ramieniu tego kata do dtugosci promienia wodzacego tego

punktu.

X
cosa = —
T

mm) Tangensem dowolnego kata @ w ukltadzie wspoétrzednych a + g + km, k € C, nazywamy stosu-
nek rzednej dowolnego punktu lezagcego na koricowym ramieniu kata do odcietej tego punktu.

r

Y
tga ==
ga X

mm) Cotangensem dowolnego kata @ w uktadzie wspotrzednych @ # km, k € C, nazywamy stosunek
odcietej dowolnego punktu lezacego na koricowym ramieniu kata do rzednej tego punktu.
X

ctga = —
¥
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Przyktad 1

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw o mierze 0°,90° i 180°.

Dla ufatwienia obliczen, na koncowym ramieniu kazdego kata obieramy punkt, ktérego odlegtosc

od poczatku uktadu wspoétrzednych jest rowna 1.

Dlakata 0°, P = (1,0)
x=1Ly=0,r=1

moe=2 =29
Sin _T_l_
=14
CoS' _T_l_
y 0
tgP=—=-=0
g x 1

X
ctg0® = ; =0 nie istnieje

Wyniki umiescimy w tabeli:

Dlakata 90°, P = (0,1)
x=0y=1r=1

5in90° = — =
c0s90° =

o1
tg90° =~ = 0 nie istnieje
x

x 0
tg90° =—=-=10
ctyg 31

a 0° 90° 180°
sin a 0 1 0
cos a 1 0 -1

tga 0 — 0
ciga - 0 -

Dla kata 180°%, P = (—1,0)

x=—1ly=0r=1
y_ 0O

sinl80°===—-=0
r 1
x -1
cos180° = —=—=-1
r 1
y_ 0
tgl80P==—=—=10
g x -1
x =
ctg0® = ; = o nie istnieje

Tabela 5-2 - Wartosci funkgji trygonometrycznych

ZADANIE

5.4.1 Zaznacz w uktadzie wspotrzednych kat skierowany &, w ktérym punkt P znajduje sie na koricowym

ramieniu kata, a nastepnie oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych tego kata:

a) P=(17) b) P=(—25)
Odpowiedz:

a) r =52, sina = %f, cosa = %, tga = 7, ctga = é’.

b) r=29,sina = %, cosa = ;—:, tga = —; ctga = _g;
@ 7 =35, sinee = lsg cosa = 2;5g tga = —3 ctga = 2.
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5.5 Wazory redukcyjne

Teraz naucze sie:
Korzystac ze wzordw typu: sin( 90° — «) = cosa.

Wzory redukcyjne — wzory pozwalajace sprowadzi¢ obliczanie wartosci funkcji trygonometrycz-
nych dowolnego kata skierowanego do obliczenia wartosci funkcji dla kata ostrego.

Jedli argument zmienia sie w nieparzysta wielokrotnos¢ kata 7—2!, to funkcja przechodzi w kofunkcje
(sinus w cosinus, cosinus w sinus, tangens w cotangens, cotangens w tangens). Poniewaz wszyst-
kie cztery funkcje trygonometryczne kata ostrego sa dodatnie, wiec nalezy je poprzedzi¢ odpo-
wiednim znakiem, piszac prawa strone wzoru. Znak piszemy taki, jaki odpowiada funkcji trygono-

metrycznej kata a wystepujacej z lewej strony wzoru.

Tabela wzoréw redukcyjnych

| ¢wiartka Il ¢wiartka Il ¢wiartka IV ¢wiartka
#= T a 4l +a 3 T—a T+a

- = T—a T+a P 5 -

2 2 2 2 =
sin ¢ cosa cosa sina —sina —cosa —cosa —sina
cos ¢ sina —sina —cosa —cosa —sina sina cosa

tg g ctga —ctga —tga tga ctga —ctga —tga
ctg tga —tga —ctga ctga tga —tga —ctga
Tabela 5-3 - Wzory redukcyjne
Przyktad 1
e
sin (E + a) = cosa

Funkcja przeszta w kofunkcje, bo kat zmienit sie o g Znak z prawej strony jest dodatni (+), bo kat
g + « jest katem drugiej ¢wiartki, a tam sinus jest dodatni.

cos(m —a) = —cosa

Funkcja nie zmienita sie, bo kat zmienit sie o 1. Znak z prawej strony jest ujemny (-), bo kat  — a
jest katem drugiej ¢wiartki, a tam cosinus jest ujemny.

Znaki funkcji trygonometrycznych w poszczegdlnych ¢wiartkach
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Cwiartka
| I 11l v
Funkcja
Og £~ﬂ- ﬂ..éﬂ- 27['272' b4 ietaij wi k!
B E 5 X apamietaj wierszyk!
sin o + + - - W pierwszej wszystkie s dodatnie,
cos o + - - + w drugiej tylko sinus,
tga + - + - w trzeciej tangens i cotangens,
ciga + - + - a w czwartej cosinus.
Tabela 5-4 - Znaki funkgji trygonometrycznych
Przyktad 2

1
sin150° = sin(180° — 30°) = sin30° = 3

c0s420° = cos(4 - 90° 4+ 60°) = cos60° =

| =

tg120° = tg(90° + 30°) = —ctg30° = —/3

3 2
cos = c05135° = cos(180° — 45°) = —cps45° = f%
ZADANIA
5.5.1 Oblicz:
a) sinl20° b) cos315° o tg(—840°)
d) smz e) ctg(—2m) f)  2s5in?225° — ctg330° - tg450°

Odpowiedz’:a)?: b))% o 3 d)%; e) Nie ma rozwiazania; ) 1 ++/3.

5.5.2 Korzystajac z wzoréw redukcyjnych, oblicz:

cos135°+tg330° . 5w 4m 1
P —— sin—-tg— cos2-T1
a) ctg225°-5in840° b) 4 4 3 + 2
s e\ TVE-2 /6
Odpowiedz: a) ‘3 ; b)—"?.

5.5.3 Wykaz, ze w trdjkacie prostokatnym suma kwadratéw sinuséw miar wszystkich jego katéow we-
wnetrznych réwna sie 2.
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5,6 Zwiazki miedzy funkcjamitrygonometrycznymi
tego samego kata

m) Jedynka trygonometryczna

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa

Teraz naucze sie:

Stosowac proste zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi:

. 2 2
sin“a+cos‘a=lLtga=

Znajac wartos$¢ jednej z funkgji: sinus lub cosinus, wyznaczy¢ wartosci pozostatych funkgcji tego
samego kata ostrego.

2

sina + cosa =1

Uzasadnimy wzor dla sinusa i cosinusa kata ostrego.

. a . a b b
sinag = —Sina = —, C0SA@ = —COSA = —
e c c c

a® + b? = ¢?

a?+ b? =c?/:.c?

a? b* 2

c? ¢? ?
2

a2 b
@ +() -1
(sina)? + (cosa)? = 1

sina + cos’a =1

Whiosek:

-
-—
-

Jezeli ae(0°;90%), to:

sina =+/1— cos?a

cosa =+/1— sina

sina

cosa tga
cosa

tga = ctga

o

b

Rysunek 5-5 - Twierdzenie Pitagorasa
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Przyktad 1

!

!

Wykaz, ze dla dowolnego kata ostrego w trojkacie prostokatnym:

a) sina t
cosa g4,
cosa .
b sina = Ct‘ga C
Niech bedzie dany tréjkat prostokatny: a
sina . a a ¢ a
a) =sina:cosa =-: —-=--—=-=tga,
cosa (5 c b b a
cosa . b a b c
) Py :cosa=smcr:;:;:;-2:ctga, b

Poniewaz wartosci tangensa i cotangensa tego samego kata ostrego sg liczbami odwrotnymi, to:

t =

g ctga
" _ 1
ctga = tga

Ztego wynika, ze tga - ctga = 1
Przyktad 2

Wiedzac, ze cosa = i;, oblicz wartosci pozostatych funkgji trygonometrycznych tego samego kata .

sina =+ 1— cos?

N He o 16 |9 3
s = _(E) 25 |25 5
_sina 3 4 35 3
%= osa 55 54 4

g Lt
Cga_tga_?,
Przyktad 3

: 2

o . sz . . . Sinx
Udowodnij tozsamos¢ trygonometryczna: sin®x — cos?x = sinx — sinx - cos?x — (tg_x)
Przeksztatcimy najpierw wyrazenie:

sinx . . sinx . COSX

— = SInx :tgx = §INX + —— = SINX "—— = COSX
tgx COsX sinx

sin®x — cos*x = sinx — sinx - cos’x — (cosx)?

sin®x — cos?x = sinx(1 — cos?x) — cos?x

sin®*x — cos?x = sinx - sin’x — cos®x
sin®*x — cos?x = sin®x — cos?x

L=P
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ZADANIA

5.6.1 Oblicz wartos¢ pozostatych funkgji trygonometrycznych:

1
a) cose =,

b) tga = 242,

e . . 15 /15 . 232 1
Odpowiedz: a) sina = "T,tga: =15, ctga ==, b) sina = %,cosa =3 ctga =

*'|f51

15
5.6.2 Oblicza+b,gdya=1— cos?a, b =tg?a-cos’a dlaa = 45°.
Odpowiedz: 1.

Sina COsSa

+

COSE sina

5.6.3 Kata jestostryi = 2. Oblicz warto$¢ wyrazenia sina - cosa.

. s . 1
Odpowiedz: sina - cosa = >

5.7 Zastosowanie trygonometrii

Teraz naucze sie:

Wykorzystywa¢ wiadomosci i umiejetnosci w zadaniach oraz problemach zycia codziennego
|

Przyktad 1
Ramiona tréjkata rownoramiennego maja dtugosé 6 cm. Kat miedzy tymi ramionami ma miare
50°. Jaka dtugos¢ ma podstawa tego trojkata? Jaka dtugos¢ ma wysokos¢ opuszczona na te pod-
stawe?

Warto$¢ sin 25° odczytujemy z tablic. C
sin 25° ~ 0,4226 1

|AB| =12-0,4226 ~ 5,1

|€D| = 6 - cos25°

Warto$¢ cos 25° odczytujemy z tablic.

cos25° ~ 0,906

|CD| = 6-0,906 ~ 5,4

Odpowiedz: Podstawa tréjkata ma okoto 5,1 cm dtugosci, a wysokosc¢ okoto 5,4 cm.
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Przyktad 2

Statek przeptynat 120 mil morskich kursem 72°.
O ile mil statek zblizyt sie do bieguna pétnocnego? (W obliczeniach
nie uwzgledniaj krzywizny Ziemi).

Rysunek pomocniczy do zadania

X
—— = c0s§72°
120

x = 120 - cos72°

Wartos¢ cos 72° odczytujemy z tablic.

x =~ 120-0,309 =~ 37

Odpowiedz: Statek zblizyt sie do bieguna o okoto 37 mil morskich.

Pn

. ’ Cickawostka ”

Funkcje trygonometryczne wykorzystuje sie przy pomiarze odlegtosci do trudno dostepnych

obiektéw, np. do wyznaczania odlegtosci obiektow astronomicznych przy pomocy zjawiska

paralaksy.

Paralaksa to zjawisko pozornej zmiany potozenia obiektu ogladanego z dwdéch kierunkdéw.

W praktyce najtatwiej zobaczy¢ zmiane potozenia na tle innych odlegtych obiektow. Paralakse
geocentryczng stosuje sie do pomiaréw odlegtosci w Uktadzie Stonecznym, wéwczas za baze

przyjmuje sie promien Ziemi. Do wyznaczenia odlegtosci do innych gwiazd, za baze obiera sie
jedna jednostke astronomiczna, czyli srednig odlegtos¢ Ziemia - Stonce (149,6 mln km). Moz-
na zmierzy¢ potozenie danej gwiazdy na tle odlegtych gwiazd w dwédch momentach czasu,

gdy Ziemia jest na przeciwnych miejscach na swojej orbicie. Otrzymujemy wtedy podwojony

kat paralaksy (2m).
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X %
odle
ooty % *x

tak wida¢ bliska gwiazde
natleinnych wlipcu

Kat
paralaksy

tak widag bliska gwiazde
natle innych w styezniu

. Slorice

Zemia
wstyezniu

Rysunek 5-6 - Kat paralaksy

Kat ten jest na tyle maty, ze wyrazamy go w sekundach tuku i oznaczamy symbolem m. Jedna sekundy
tuku, czyli odlegtos¢, z jakiej obiekt o srednicy réwnej sredniej odlegtosci Ziemi od Storica miatby rozmiary

jednej sekundy tuku na niebie®®.

Ciekawostka

Parsek - jednostka odlegtosci uzywana w astronomii. Jest to odlegto$¢, dla ktdrej paralak-
sa roczna potozenia Ziemi, widzianej prostopadle do ptaszczyzny orbity, wynosi 1 sekunde
tuku. Parsek mozna réwnowaznie opisac jako odlegtos¢, z jakiej potowa wielkiej osi orbi-

ty ziemskiej (czyli 1 j.a.) jest widoczna jako tuk o dtugosci 1 sekundy katowej.

Stowo parsek zostato wprowadzone przez Herberta Turnera w XIX wieku. Utworzyt on je jako
zbitke pierwszych sylab stéw paralaksa i sekunda. Parsek oznaczany jest skrétem pc lub ps.

Uzywanie drugiego ze skrétéw nie jest wskazane, gdyz jest on identyczny ze skrétem dla piko-
sekundy (1 ps=107"25)%

1 pc = 3,2616 roku swietlnego = 206265 jednostek astronomicznych = 3,086:10'* m

66 74 www.pl.euhou.net/docupload/files/misc/VenusTransit2012/Gloria/zestaw3.pdf, dr Kamil Ztoczewski, mgr Krzysztof Kowalczyk,
19.04.2013.

67 www.pl.wikipedia.org/wiki/Parsek, 20.04.2013.
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|

Ciekawostka IJ

- y = sin(cos(x)) y = —x-cos(100x)

¥y = x-sin(20x) ¥y = 5sin(0, 5x) - cos(50x)

Zadania

5.7.1 Dany jest trapez rownoramienny ABECD. Ramie tego trapezu ma dtugos¢ 10 cm, a obwdéd wynosi
40 cm. Oblicz dtugosci podstaw tego trapezu, jesli wiadomo, ze tga = ;, gdzie a jest katem ostrym
tego trapezu.

Odpowiedz: 2 cm, 18 cm.

5.7.2 Oblicz wysokos¢ drzewa, ktére daje cien o dtugosci 17 m przy wysokosci storica 54°. Wysokos¢ stori-
ca - kqt miedzy kierunkiem promieni stonecznych a ptaszczyznq horyzontu.
Odpowiedz: 23,4 m.

5.7.3 Najbardziej,stroma”kolej na $wiecie znajduje sie w Gwatemali. Tory biegna pod katem 52°. Na jaka
wysoko$¢ wjedziesz po przejechaniu 1000 m?

5.7.4 Pod jakim katem nachylona jest do podtoza drabina o dtugosci 10 m, jezeli siega ona na wyso-
kos¢ 8 m? Jak wysoko siegnie ta drabina, jezeli kat miedzy nig a ziemig bedzie wynosit 60°?
(+/3 ~1,73205)
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5.7.5 Obserwator stoi na stromym brzegu na wysokosci 35 m nad woda. Widzi zagléwke pod katem 12°
do poziomu wody. Jak daleko jest ta zagléwka od brzegu?

5.7.6 Oblicz, w jakiej odlegtosci od Ziemi znajduije sie Ksiezyc, jezeli kat paralaksy wynosi T = 57", Przyj-
mij promien Ziemi R = 6378 km.
Odpowiedz: d = :911 = 384000 km.

5.7.7 Oblicz kat paralaksy najblizszej nam gwiazdy Proxima Centauri, znajdujacej sie w odlegtosci 4,3 lat
Swietlnych od Ziemi. Podpowiedz: Rok $wietlny to odlegtos¢, jaka swiatto przebywa w ciggu jedne-
go roku. (Jaka droge pokona swiatto? ¢ ~ 3- 108 ?)

Odpowiedz: d = 4,3 lat $wietlnych = 4,3 - 365,35- 24 -3600s - 3 - 1 03? =4,1-10"m

R=149600 000 km=1,496-10"m

tga =—~6,36- 108

T
d

a=(3,6-10°)°

5.7.8 Po uptywie 6 miesiecy pozycja obserwowanej gwiazdy zmienita sig, tak ze jej kat paralaksy wyniost
0,00013°. Oblicz odlegtos¢ gwiazdy od Ziemi, wiedzac, ze promien orbity Ziemi wynosi 1,496 - 108
km. Odlegtos¢ wyraz w kilometrach i parsekach.

Odpowiedz: tga = %, I= o= 06" 10" km = 2,14 pc.

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

1. Kat «a jestostryisina :g .Wtedy cos « jest rowny:
1
a) — b) 8 ) ﬂ d) —\/6
9 9 9 9

2. Dany trojkat jest prostokatny (patrz rysunek). Wtedy tga jest réwny:

a) /2,
N3
b) \-"_51 1 J'a_‘
d] f
d) = -
) 7 I

3. Kat « jestostryitga =4/3.0bliczsina +cosa.

68 Zadania: 1, 2, 3 zaczerpnigto z prébnej matury z matematyki, CKE, listopad, 2009.
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4. Kat a jest ostryisin a = 3/4.Warto$¢ wyrazenia 2 — cos 2« réwna sie:®

25 ) g g 3

a) 3
16 2 16 16

5. Latawiec ma wymiary podane na rysunku. Powierzchnia zacieniowanego tréjkata jest rowna:

a) 3200cm?
b) 6400 cm?
c) 1600 cm? c 5
3 &
d) 800cm? 30
6. Kat o jestostryitga =% .Oblicz cos « .
7. Na rysunku zaznaczono diugosci bokéw i kat « trdjkata prostokatnego (zobacz rysunek). Wtedy:°
5
a) cosa=_;
5 13
13
b) tga = E > ~
12 12
o) cosa=—
13
12
d) tga = ?
8. Kat a jest ostry i cosa = %, wtedy:”!
A. sina=— oraztgoe:E B. sina=— oraz tgoz:i
13 5 13 12
C. sin@=2oraz Iga =2 D. sina=- oraz tgoz:E
5 13 12 13
i ’ 2 o
9. Wartos¢ wyrazenia w jestréwna:
sin“52 +cos<52 +1
1 1
a) 3 b) 0 c) -3 d 1

sina  cosa . 2 C e
+——=2.0Oblicz warto$¢ wyrazenia sina -cosa .
cosa sinao

10. (2 pkt) Kat jest ostry i

11.  Liczba tg 30° - sin 30° jest rowna:’

a) \/5—1 b) —% Q) ﬂ d) -3+2,3
= [}

12. W trdjkacie prostokatnym ABC odcinek AB jest przeciwprostokatng i |AB| = 13 oraz
|BC| = 13. Wowczas sinus kata ABC jest rowny:

a o b = 9 = @ 2

13 13 1z 12

69 Zadania: 4, 5, 6 zaczerpnieto z matury z matematyki, CKE, maj, 2010.

70 Prébna matura z matematyki, CKE, listopad, 2010.

71 Zadania: 8, 9, 10 zaczerpniete z arkusza maturalnego z matematyki, CKE, maj, 2011.
72 Zadania: 11, 12 zaczerpniete z arkusza maturalnego z matematyki, CKE, maj, 2012.
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13. Kat « jestostryicosa :% .Warto$¢ wyrazeniasin® & +cosa jest:”®
a) mniejsza od -1 b) réwna1 c) wiekszaod 1 d) réwnao0
. . 2 . .
14. Katajestostryisina =; .Wtedy cosa jest rowny:’*
45 by V5 9 3 g 3B
49 7 7 7
2

15. Kat ajestostryisina :g .Woéwczas:”®
a) cosa=sina b) cosa >sina
) cosa<sina d) cosa=l-sina

16.  Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja dtugosci 8 i 6. Sinus wiekszego z katéw ostrych tego
trojkata jest rowny:’¢

3 3 4 4
a) 2 b) 3 95 d 3
1-sin?x

17.  Wyrazenie oz , gdzie a jest katem ostrym, mozna zapisa¢ w postaci:

40( .
a) sin2 a by = ) sina-cosa d) —
sinc sincc

18. (2 pkt.)Wykaz, ze jezeli kat o jest katem ostrymifga =2,to cosa jest liczba wymierna.

19. (2 pkt) W trdjkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych ma dtugosc¢ a. Kat ostry przy tym boku
ma miare « .Wykaz, ze sina +cosa >1.

20. Oblicz warto$¢ wyrazenia tg’a - 3cos’, jezeli o = % i ajest katem ostrym.

21. (4 pkt) Dla pewnego kata ostrego « prawdziwa jest réwnos¢ tga +% =——. Oblicz wartos¢

a sina
sina,cosaitga”. &

22, (2 pkt) Drabina o dtugosci 2,5 m oparta o mur styka sie z nim na wysokosci 2 m. Na jakiej wysoko-
$ci zetknie sie zmurem drabina o dtugosci 3,5 m, jesli obie drabiny nachylone sa pod takim samym
katem do podtoza?

23. (2 pkt) Postugujac sie wzorem: sin(a + ,B) =sina-cos f+cosa -sin 3, oblicz sin75°.

24. (2 pkt) W trojkacie prostokatnym przyprostokatne maja dtugosci 2 i 4, a jeden z katéw ostrych ma
miare « . Oblicz sina - cosa ’®.

25. (2 pkt) Oblicza-b, gdy a = sin*a —cos*a , b= 1-4sin*a - cos*a dla o =60°.

73 Zadania: 13, 14 zaczerpniete z arkusza prébnej matury z Operonem, listopad, 2010.

Probna matura z Operonem, listopad, 2009.

Zadania: 16, 17 zaczerpniete z arkusza probnej matury z Operonem, listopad, 2011.
Zadania:18, 19, 20 zaczerpnieto z arkusza maturalnego, OKE Poznan, styczen, 2013.
Zadania: 21, 22, 23 zaczerpnigte z ,Testy maturalne’, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
Zadania: 24, 25, 26, 27 zaczerpniete z informatora maturalnego, CKE, 2007.
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26. (4 pkt) Korzystajac z danych na rysunku ponizej, oblicz warto$¢ wyrazenia (tgfi— ﬁ)z -cosa .

-

o B
25

o
10

27. (4 pkt) Wiadomo, ze « jest katem ostrym i sin «

. 2 ... clga-ga
Oblicz warto$¢ wyrazenia clga—ga .
ciga+ga

28. (5 pkt) Miara jednego z katéw ostrych w tréjkacie prostokatnym jest réwna «a 7°.
a) Uzasadnij, ze spetniona jest nierowno$¢ sina - tga < 0,

NP L .
b) Dlasina =T oblicz warto$¢ wyrazenia cos® & +cosa -sin’ a.

79 Arkusz maturalny, CKE, maj, 2009.
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