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Wstep

Drogi Uczniu!

Osoba przedsigbiorcza powinna posiada¢ wiadomosci i umiejetnosci, ktére utatwia jej funkcjonowanie
w spoteczenstwie. To takze osoba, ktdra potrafi rozwigzywac problemy, radzi¢ sobie w trudnych sytuacjach,
rozwijac i ksztattowaé¢ swoja osobowos$¢, poszukiwaé nowych doswiadczen oraz analizowac i wyciggac
whnioski. Podobnie jest w uczeniu sie matematyki, bo matematyka to nie tylko rozwigzywanie zadan. Jest
to nauka rozwijajaca umyst, ksztatcgca wyobraznie, uczaca logicznego myslenia oraz rozumowania mate-
matycznego. Chcieliby$my, abyscie zakonczyli nauke ze Swiadomoscia, ze matematyka przydaje sie w zy-
ciu codziennym.

Podrecznik jest przeznaczony dla uczniéw szkét ponadgimnazjalnych. Zostat napisany w taki spo-
sOb, aby ksztatcit wymagane umiejetnosci, a jednoczesnie aby nauka matematyki byta przyjemna. Znaj-
dziesz tutaj oprécz wiedzy matematycznej, wiele ciekawostek z r6znych dziedzin zycia. Kazdy temat rozpo-
czyna sie od zadan sprawdzajacych umiejetnosci, ktdre juz posiadasz z gimnazjum. Jezeli masz zalegtosci
z poprzednich etapéw ksztatcenia, powinienes$ szybko je nadrobi¢. W podreczniku teorie poparto licznymi
przyktadami, a ich dopetnieniem jest seria ¢wiczert do samodzielnego rozwigzania. Kazdy rozdziat koriczy
sie zestawem zadan, zatytutowanym:,Czy zdam mature z matematyki?”, dzieki ktérym mozesz sprawdzic,
czy poradzisz sobie na egzaminie maturalnym. Odpowiedzi do wigkszosci zadan znajdujg sie na koncu
podrecznika. Jest tam réwniez umieszczony indeks wazniejszych pojec¢ i termindw matematycznych.
Na caty cykl ksztatcenia zostaty przewidziane trzy tomy podrecznika.

Nauka matematyki moze stac sie réwniez dla Was wielka intelektualng przygoda i niepowtarzalng
okazja, by odkry¢ - po raz pierwszy albo na nowo - piekno krélowej wszystkich nauk! Czego wszystkim
zyczymy.

Autorzy
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1 Uklady rownan pierwszego stopnia

1.1 Sposobyrozwigzywaniauktadéwréwnanliniowychzdwiema
niewiadomymi

Teraz naucze sie:
» rozwiazywac uktady réwnan metoda podstawiania i przeciwnych wspétczynnikow

» nazywac uktady réwnan w zaleznosci od liczby rozwiagzan (oznaczony, nieoznaczony,
sprzeczny)

Podobnie jak w przypadku réwnan, mamy do czynienia z trzema rodzajami uktadéw:
» oznaczony;
» nieoznaczony;
» sprzeczny.
mm) Uktad rownan oznaczony ma jedno rozwiazanie.
Przyktad 1

x+y=3
x—-y=1

Podstawiamy obliczong wartos$¢ x = 2 do pierwszego réwnania:

24+y=3
y=1

x=2
y=1

Ukfad rownan nieoznaczony ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

Przyktad 2
x+y=1
x+y=1/(-1)
x+y=1
—x-y=-1
0=0

UKEADY ROWNAN PIERWSZEGO STOPNIA
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) Ukfad réwnan sprzeczny nie ma rozwigzania.

Przyktad 3
x+y=1
{x+y:2/-(1)
x+y=1
{xyzZ
0=-1

Istnieje kilka sposobéw na znalezienie rozwigzania ukfadu réwnan.

Zanim wybierzemy metode rozwigzania uktadu, w pierwszej kolejnosci nalezy go uproscic (jezeli

jeszcze nie jest w postaci uproszczonej) do postaci:

ax+by=A4
cx+dy=B8B
Przyktad 4
3x 2—}’ Tu musimy najpierw
T :—+6 f ‘4 e pomnozyc przez wspdlny
2 4 mianownik (4).

S 1) 22 Ay e e
BB g BF g
2 1
6x—-6-2x+4=y-8

dziatania po obu stronach.

{2 A= F— y + 24 «——— Wykonujemy wszelkie mozliwe

4x -2=y-8

{GX:%_” e et e
4z -2 —y-8 — : '
6x+y=26

{4:& —y=-8+2 +«—— Wykonujemy koficowe obliczenia.
6x+y=26

€Lx—y:—6

1 http://www.matematykam.pl/upraszczanie_ukladu.html, 17.02.2013r
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mm) KROTKIE PRZYPOMNIENIE Z GIMNAZJUM.

mm) METODY ROZWIAZYWANIA UKLADOW ROWNAN

METODA PODSTAWIANIA

Przyktad 52

y=10

—3x—5y=-13

{ZX +4

Tu wybieramy niewiadoma 2x (bo ma najmniejsza wartosd) w
pierwszym rownaniu. Przeksztalcimy wiec pierwsze rownanie do

postaci x=...

=10

2X +4

—3x—5y=-13

Przenosimy wyrazenie z druga
niewiadoma {4y) na prawo
(pamietajmy o zamianie znaku, zgodnie
z zasadami przeksztalcania réwnan).

Aby uzyskad postac x=... musimy
pozbyc sie liczby 2 stojacej przed x. W
tym celu, cale rownanie nalezy
podzielic przez liczbe przy x (2).
Pamietajmy, aby podzieli¢ przez 2
wszystkie wyraZzenia po prawej stronie.

W przykladzie uzyskalismy postad: x = 5 - 2y. Uzyskane wyraZzenie
(5 - 2y) zapisujemy wiec w miejscu niewiadome]j x w drugim rownaniu
(Pamietajmy, aby wyraZenie to zapisa w nawiasie).

x=5-2
—-3(5-2y)-5y=—13 «—
x=5-2y
—15+6y—-5y=—13 «—
x=5-2y

Obliczamy uzyskane réwnanie, zgodnie z
* zasadami liczenia réwnan, bo mamy tu
juz rownanie z jedna niewiadoma (y).

e e, e, iy el

—15+y=-13 —
X=5-2¥%
y=—-13+15 —
=52y
y=2 -

2 http://www.matematykam.pl/metoda_podstawiania.html, 17.02.2013.
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X= 5 S 2y —1 Podstawiamy obliczony wczesniej y=2,
do wczesnie]j wyprowadzonej postaci:
e 2 x=5-2y

Po podstawieniu obliczamy druga
X _5 2 2 " niewiadoma (x).

y=2
X=5-14
W=k

e, e,

X= 1 Ostatecznie uzyskujemy wartosci obu
_ ¢ i
2 niewiadomych.

METODA PRZECIWNYCH WPOLCZYNNIKOW

Przyktad 6°

2X +4y =10
3x—5y=—-7

Tu wybieramy niewiadoma x (bo ma najmniejsza wartos< w obu
rownaniach).

MNajmniejsza wspolng wielokrotnoscigdla 2 i 3 jest
6. Zeby to uzyskaé, pierwsze réwnanie nalesy
ZX +4}r:10 ;_3 pomnozyc przez 3 a drugie przez 2 - w ten sposob

w obu uzyskamy wartos¢ 6.
3x-5y=-7 /-(-2)

Ponadto w obu réwnaniach wartosci majg ten sam
znak, dlatego jedna z liczb przez ktore bedziemy
mnozZyE (2 lub 3), nalezy zapisac ze znakiem ,.—"
(tu wybralismy liczbe 2 i zapisalismy mnozenie
réownania drugiego przez: -2).

6x +12y =30

e 6X + 10}’ :14 +—— Rdwnania otrzymane, po wykonaniu mnozenia,
przez liczby okreslone w poprzednim kroku.

3 http://www.matematykam.pl/metoda_przeciwnych_wsp.html, 17.02.2013.
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Rysujemy kreske i zapisujemy znak +, tak
Ty GX Es 10y :14 + 4.—*””# jakbysmy dodawali w stupku.

{6}( +12y =30

12); + ]_Oy =30+14 +— Rownanie otrzymane w wyniku dedania do

l siebie dwdch rawnari.

Wyrazenia z ,x" skracaja sie do 0"

12y +10y =30+14

l Obliczamy uzyskane rownanie.

22y =44
=
e S - e i
2% 4+4-2=10 < (bouzyskalismywczesniejwynik
2% +8=10 e

2x=10-8
X=2
x=1

Zapisujemy ostateczny wynik:
= |
y=2
1.2 Graficzna interpretacja uktadow rownan

Teraz naucze sie wykorzystywac interpretacje geometryczna uktadu réwnan pierwszego stop-
nia z dwiema niewiadomymi.

Przyktad 1¢
4x+2y=14
3x-y=8

4 http://www.matematykam.pl/metoda_graficzna.html, 17.02.2013.

UKEADY ROWNAN PIERWSZEGO STOPNIA 13
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4x+2y =14
3x—y=8

Przenosimy wyrazenia z ., X" na

prawo.

2y =—4x +14

i

ZY =—4x +14 [+ 2 «——— Dzielimyobaréwnaniaprzez

/ liczbe przy ..y¥” (pierwsze przez
v =—3x+8 f ( 1) 2, drugie przez -1).

:

y=-2x+7
y=3x—8

Rysujemy wykresy obu funkgji. W tym celu, tak jak dla wszystkich funkcji, mozemy stworzy¢ tabel-

ki pomocnicze, w ktérych zapiszemy wspétrzedne trzech punktéw dla kazdej funkcji. Nastepnie

w ukfadzie wspotrzednych zaznaczamy punkty obu funkgji i faczymy je prostymi. Po narysowaniu

wykresow funkcji w tym samym uktadzie wspétrzednych, odczytujemy punkt przeciecia obu pro-

stych. Wspoétrzedne tego punktu (x, y), to nasze rozwigzanie.

“"H-H.

{y=—2x+?\H1 -

A Przypomnienie: wartosci x

/ wybieramy sami.

x|o|1]2
7|53
0|1z
v|-8[-5]-2

=3x-8 X
¥ A

Przypomnienie: wartosciy
obliczamy ze wzoru funkcji

podstawiajac wybrane przez

nas wartosci x.

Teraz moZemy narysowac obie prostei
odczyta rozwiazanie. Proste
przecinaja sie w punkcie: (3,1), tak
wiec rozwiazaniem ukladu jest para
liczb: x=3; y=1.

UKEADY ROWNAN PIERWSZEGO STOPNIA



Ostatecznie zapisujemy rozwigzanie:
{x =3

ZADANIA

1.1.1 Rozwiaz kazdy z podanych uktadéw réwnan metoda podstawiania, przeciwnych wspoétczynnikéw
lub metoda graficzna. Nazwij kazdy z powyzszych uktaddw (oznaczony, nieoznaczony, sprzeczny).
Narysuj po jednym przyktadzie uktadu oznaczonego, nieoznaczonego i sprzecznego w ukfadzie
wspotrzednych. Wyciggnij odpowiednie wnioski.

4x-2y=8 b 4x-2y=8
—6x+3y=-12 6x—-3y=6
2x+2y=6 g {2x+5y—26

2x+y=-3 3x-2y=1

@ |
4x — y—18 _
o { f {3x+2y =63

5x+2 y 30 2x+5y=8,6
x+2
g [ro02v=3 w12 —2y=5
2,5
x-5y=35 x—y—+2 _3
6
1-03(y—2)=**1
i 2x—y=1 i 5
32x-y)-4(1-x)=3y-1 “3_4x+9 s
4 20
" {3(x—y)+4x=8 ) {(x+5)(y—2)—(x+2)(y—l)
3(x=5y)=5-9y =D+ =(=3)(+4)
3x-2y 5x-3y
2(x+y)—3(x—2y)=—7x—2 n) 5 - 3 =l
5(x+1)-2B-y)=-4(x+2) 2x-3y 4x-3y _
T T
Odpowiedz:
a) Ukfad réwnan nieoznaczony b) Uktad réwnan sprzeczny
x=2 ) , x=3 ) ,
) X uktad réwnan oznaczony d) 4 ukfad réwnan oznaczony
Y= y=
=5 =
e) {x 5 uktad réwnan oznaczony f) {x 11’3 , uktad réwnan oznaczony
y= y=1

UKEADY ROWNAN PIERWSZEGO STOPNIA 15



, ukfad réwnan oznaczony h)

y=—§

B

3
== =4
2 , uktad réwnan oznaczony j) {x 5 ukfad réwnan oznaczony
2
15 . .
, uktad réwnan oznaczony n)

x=1
k) { 1 , ukfad réwnan oznaczony )]

Whioski:
» Dla uktadu oznaczonego proste przecinaja sie w 1 punkcie.
» Dla uktadu nieoznaczonego proste pokrywaja sie.

» Dla uktadu sprzecznego proste sg rownolegte i nie pokrywaja sie.

1.1.3. Rozwiaz ponizsze uktady réwnan metoda graficzna.

[Zx +2y = —6 b) [3x+y:—(x—8)—2.
@ 110x —5y =30 —6x+2y=-2
[—x+3y=72 d [X+2y=*6
9 |-5x+ 15y = —10 ) l—2x—5y=3
Odpowiedzi:
a) x=1y=-4
-1,5 -1 -0,5 0,5 1 1,5 2 2,5

i
kN

e

i
~<

i
v

(2]

©
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1.3 Uklady rownan w kontekscie praktycznym

Teraz naucze sie rozwigzywac zadania praktyczne z wykorzystaniem uktadéw réwnan.

Przyktad 1

Obserwator z odlegtosci 100 m zauwazyt, ze samochdéd wyjechat z podwdrka z predkoscia poczat-
kowg 10 ? i poruszat sie z przyspieszeniem 1 522 Po jakim czasie pojazd osiagnie predkos¢ 20?
i w jakiej odlegtosci bedzie znajdowat sie wtedy od obserwatora.

Rozwiazanie
Mamy dane:
vy = 10?,1; = 20?,a=15%,30=100m
Szukamy: ¢, s

=1y +at
Ukfadamy uktad réwnan dla ruchu jednostajnie przyspieszonego {

2
§ =8 tvgt+ %
Odpowiedz: t=10s,s=250m
Przyktad 2

Kasia postanowita napetnic¢ swéj basen woda. Pierwszego dnia woda wptywata do basenu pierwsza
rura przez 2 godziny, a nastepnie druga rura przez 1 godzine. W basenie znalazto sie 120 m* wody.
Drugiego dnia woda napetniata basen, lecac z obu rur jednoczesnie przez 3 godziny, i woda wypet-
nita dwa razy wieksza objetos¢ jak pierwszego dnia. Jaka jest przepustowos$¢ kazdej z rur w ciaggu
jednej godziny?

Odpowiedz:

v, — objetos¢ pierwszej rury

v,— objetos¢ drugiej rury

P, - przepustowos¢ pierwszej rury

P,— przepustowosc drugiej rury

t,— czas napetniania przez pierwszg rure

t,— czas napetniania przez druga rure

v=p-t

Otrzymujemy dwa réwnania i rozwigzujemy uktad réwnar:
p,2+p,=120

(p, +p,)-3=240

Odpowiedz: Przepustowos¢ obu rur jest jednakowa i wynosi 40 m?

UKEADY ROWNAN PIERWSZEGO STOPNIA



ZADANIA

1.1.3 W chwili, gdy pociag jadacy ruchem jednostajnym z predkoscia 20 ? przejezdzat obok stojacego
samochodu, pojazd ruszyt z przyspieszeniem 2 gw pogoni za pociggiem. Kiedy, gdzie i z jaka pred-
koscia samochéd dogoni pocigg?

Rozwigzanie
Mamy dane:
vy, =20 ? a= 25%

Szukamy:s, t, v,

Uktadamy réwnania ruchu pojazdéw. Zauwaz, ze drogi pojazdéw sa jednakowe.

5§ = vyt
at?

S:2

Otrzymujemy réwnanie:
vit = % stad £=205, 5= 400 m, v,= 407
Odpowiedz: t=20s,5s=400m, v,= 40?
1.1.4 Z balkonu znajdujacego sie na wysokosci 50 m spadta doniczka z kwiatem. Po jakim czasie i z jaka
szybkoscig doniczka uderzy o podtoze?
Rozwiazanie
Mamy dane: h=50m, g = 10?2
Szukamy: t, v
Doniczka porusza sie ruchem jednostajnie przyspieszonym z przyspieszeniem ziemskim g.
Zapisujemy ukfad réwnan:
gt?

h= 2
2

v =gt

Odpowiedz:
t=+10 ~3,16 s

v=3162
5

1.1.5 Samolot podczas ladowania z szybkoscig 200 ™ wyhamowat na drodze 1000 m.
AL

Z jakim opdznieniem ladowat samolot?

UKEADY ROWNAN PIERWSZEGO STOPNIA 19
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Rozwigzanie
Mamy dane:
V,=2007=, 5= 1500 m, v, = 0
Szukamy: a
Samolot poruszat sie ruchem jednostajnie op6znionym. Uktadamy réwnania ruchu:
at?

§=vy——
2

0 =wy—at
t= %, podstawiamy do pierwszego réwnania
_% _%_ym
s—2a,stqd a=--=20
Odpowiedz: a = 20 532
1.1.6 Barman chce przyrzadzic 7 litréw koktajlu z przecieru truskawkowego w cenie 30 zt za litr oraz Smie-
tanki w cenie 16 zt za litr. W jakim stosunku powinien zmiksowac sktadniki, aby koszt 1 litra koktajlu
byt rowny 20 zi?
Odpowiedz: 2:5

1.1.7 Stefan méwi do Jana:,Gdy Ci dam jedna ztotowke, to kazdy z nas bedzie miat taka sama kwote, a gdy
Ty dasz mi dwa ztote, to bede miat dwa razy tyle ztotych, co Ty". lle pieniedzy miat Stefan, a ile Jan?

Odpowiedz: Stefan miat 10 z, a Jan 8 zt.

1.1.8 Za pewna liczbe dtugopiséw w cenie 3 zt za sztuke i pewng liczbe otéwkéw w cenie 2 zt za sztuke,
zaptacono 24 zt. Otéwkoéw i dtugopiséw byto razem 11. lle kupiono dtugopiséw, a ile otowkow?

Odpowiedz: 2 dtugopisy i 9 otéwkoéw
1.1.9 Panstwo Wodzinscy zuzyli w marcu 6 m* wody zimnej i 7 m® wody cieptej. Zaptacili za to 54 zt .
W kwietniu za zuzycie 7 m* wody zimnej i 6 m® wody cieptej zapfacili 50 zt. Ceny wody w marcu

i kwietniu byly takie same. lle kosztuje 1 m* wody zimnej, a ile cieptej?

Odpowiedz: 1 m’ cieptej wody kosztuje 6 zt, a zimnej 2 zt
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CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

x—y=2

s . . . . .
1. Interpretacje geometryczng uktadu réwnan {—Zx Y2y—4 przedstawiono na rysunku:

A C D.
Odpowiedz: ¢
4x +2y = 10
25 Ukfad rownan {é ia; —qgMa nieskonczenie wiele rozwiagzan, jesli:
a) a=-1b)a=0 a=2 da=3
Odpowiedz: d

37 Oblicz wspétrzedne punktu wspdlnego prostych o réwnaniach:
y=—2x—% idx-4y+5=0

Odpowiedz: (-1/2,3/4)

- o J2x+3y =5 .
4. Rozwigzaniem uktadu réwnan 0 jest para liczb:
xX—-y=

a) x=1y=-1 b) x=-1,y=1 q x=-1y=-1 d x=1y=1

Odpowiedz: d
ay-3x=-2 . . - g
5.5  Aby uktad o5y o2 byt uktadem nieoznaczonym ,nalezy w miejsce a wstawic:
x-5y=

a) 10 b) -5 o 5 d) -6

Odpowiedz: c

6. W klasach I'i ll byto razem 66 uczniéw. W wycieczce szkolnej wzieto udziat 80% uczniéw klasy 1i75%
ucznidéw klasy Il, co stanowito razem 51 oséb. Jezeli przyjmiemy oznaczenia x - liczba uczniéw klasy
|, y - liczba uczniéw klasy Il, to tre$¢ zadania opisuje uktad réwnan:

xX+y=66 b x+y=0606

80x+75y =51 0,08x+0,075y =51

xX+y=606 d x+y=>5l1

0,80+0,75y =51 0,8x+0,75y = 66
Odpowiedz: ¢
5 Zadanie 1: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2013luty/matura2013-luty.pdf, 18.02.2013.
6 Zadanie 2: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf, 18.02.2013.
7  Zadanie 3, 4: http://www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 18.02.2013.
8 Zadanie 5, 6,7, 8, 9: Testy maturalne, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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7. Suma dwoch liczb wynosi 4, a ich réznica wynosi 2. lloczyn réwna sie:

a) 3 b) 4 o 6 d 8
Odpowiedz: a
8. W sklepie sg wafle po 8 zti po 12 zt za kilogram. Sprzedawca chce zrobi¢ mieszanke tych wafli w ce-

nie 11 zt za kilogram. lle wafli kazdego rodzaju powinien zmiesza¢, aby otrzymac 20 kg mieszanki?
Odpowiedz: 15 kg wafli po12 zti 5 kg wafli po 8 zt
9. Obwaéd prostokata jest réwny 26, a jego pole 42. Wyznacz dtugosci bokéw tego prostokata.

Odpowiedz:a=6,b=7luba=7,b=6
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2 Rownaniainierownosci kwadratowe

2.1 Rownania kwadratowe niezupeine

Teraz naucze sie rozwigzywac réwnania kwadratowe niezupetne.

) Roéwnanie ax’ +bx+c=0, a#0nazywamy réwnaniem kwadratowym (réwnaniem drugiego
stopnia).

Rownania, w ktérych wspdétczynniki tréjmianu kwadratowego b lub ¢ sa réwne 0, nazywamy réw-
naniami kwadratowmi niezupeinymi.

Przyktady réwnan kwadratowych:
> 3x’ =1, bo mozna przesztatci¢ do postaci: 3x> —1=0,gdziea=3,b=0,c=-1
> S5x*+3x+7=0,gdziea=5b=3,c=7
» 8x=3x" +1, bo mozna przesztatci¢ do postaci 3x> —8x+1=0,gdziea=3,b=-8,c=1
> x’+5x=0,gdziea=1,b=5,c=0
Przyktad 1

Rozwigzmy réwnanie typu ax” +¢=0,gdy a#0, b =0ic# 0

» x*-16=0
x> =16
x=4lubx=—-4

» -3x2-6=0
-3x*=6/+(-3)
x? =2 sprzeczno$¢ (réwnanie nie ma rozwigzan)

> (x—Z)2 =4(1—x)
X’ —4x+4=4—-4x

x> =0

x=0
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Przyktad 2
Rozwigzmy réwnanie typu ax’ +bx=0,gdy a#0,b #0ic=0

» 5x*=3x=0

x(5x-3)=0
x=0lub5x-3=0
x=0 lub x=é
3
» —5x-4x’=0

—x(5+4x)=0
—x=0lub5+4x=0
x=0lub4x=-5

x=0 lub x:,é
4

ZADANIA

2.4.1 Rozwiaz rbwnania:

a) —x*+16=0 b) —éx2+3=0

d) 2x*-5x=0 e) -3x+6x=0

g) x(x-3)=0 h) (x+2)x-4)=0

j) 5x*-7x=0 kl -3x2+1=0

m) -x*-3=0 n 9x+3=0

Odpowiedz:

a) x=-4 lub x=4 b) x=-3 lub x=3

d x=0 lub ng e) x=0 lub x=2

g x=0 lub x=3 h) x=-2 lub x=4

j) x=0 lub x=z k) x:,ﬁ lub x:ﬁ
5 3 3

m) brak rozwigzania n) x=—2L lub x=0

24 ROWNANIA | NIEROWNOSCI KWADRATOWE

x*=(1-x)(1+x)

brak rozwigzan

brak rozwigzan

x=0

x:,ﬁ lub x=

x:,é lub x=
2

A



2.2 Trojmian kwadratowy i jego pierwiastki

Teraz naucze sie:
» oblicza¢ wyrdznik tréjmianu i jego pierwiastki;

» okreslac¢ liczbe rozwigzan réwnania na podstawie obliczonego wyréznika;
» rozwigzywac réwnania kwadratowe zupetne
|

mm) Rozwigzmy réwnanie typu ax’ +bx+c=0,gdziea=0.

Aby rozwiagza¢ réwnanie ax’+bx+c=0 (a#0), najpierw obliczamy warto$¢ wyrazenia
A=b*-4ac

—b-+A
, X

2a

—b+A

» jesli A)0, to rbwnanie ma dwa rozwigzania :x, = 5
a

2
» jesliA =0, to rbwnanie ma jedno rozwigzanie: x = ;—;
a

> jesliA(0, to réwnanie nie ma rozwiazan.

Uwaga: Symbole Ai 6 to greckie litery, pierwsza z nich to wielka, a druga — mata litera delta. Z sym-
bolem & spotkates sie na pewno przy oznaczaniu katow.

Przyktad 1

» 6x'—13x+5=0

A=(-13V-4-6-5=49
JA =[49 =7

—(-13)-7 13-7 6 1

N=——"t—=—=—
2.6 2 12 2
_=(-13)+7 _13+7 20 _5
? 26 2 12 3
x]:llubxz:é
2 3

Réwnanie ma dwa rozwigzania.
Przyktad 2
» 6x7—5x+2=0
A=(-5)-4.6-2=-23

Réwnanie nie ma rozwiagzan.
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Przyktad 3
2 2
> 6x° +4x+ g =0

A=4>—4.6.2-0
3

b
x=—-—
2a
I S S
2-6 12 3

Réwnanie ma jedno rozwiazanie.
) Rozwigzywanie réwnan, prowadzace do réwnan kwadratowych.
Réwnanie typu ax”’ + bx* + ¢ = 0 nazywamy réwnaniem dwukwadratowym.
Przyktad 4
x*+6x*+5=0
(x?)?+6x*+5=0

podstawiam x*>=t w celu sprowadzenia do réwnania kwadratowego, bo takie juz potrafimy rozwia-
zywad

P+6t+5=0

A=b*-4ac
A=6-4-1-5=36-20=16

A > 0 - wyznaczamy dwa miejsca zerowe

—-b-— —6—416 —
t, = b \/Kst,: =£:75
2a 2 2
- —6+.4/16 —
= b+\/Z:>t1: + :72:_1
2a 2 2

Wracamy do podstawienia x*= t

x*=-5V x*=-1

xX€ED XED

Rozwigzaniem réwnania jest zbiér pusty (zbiér rozwigzan = @)
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Przyktad 5

Rozwiaz réwnania:
a) Sx B =10
X

Rozwigzanie

Zatozenie: x #0

Df :xeR/0}
5x—E:10/-x
X
5x* —15=10x
552 -10x—15=0
A =(-10)* —4-5-(-15)
A =400
VA =20
—b—+A  —(~10)-20
X = = =-1
2a 10
—b+JA = (-10)+20
X, = = =3
2a 10
b) 8 __x
4-x x-4
Zatozenie:

4—x#0ix—-4=0

x#4ix#4
Df:xeR/{4}
8-(x—4)=(4-x)-x
8x—32=4x-x"
X +4x-32=0
A=b*—4ac
A=4—4.1.(-32) =144
JA=12
~b-JA -4-12
2a 2
—b+A  —4+12
2a 2

X = -8

4

X, =

x, ¢ D f, stad rozwigzaniem jest x, = -8
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ZADANIA

2.2.1. Rozwigz réwnania:
a) —x2-2=0
d) (x—4)x+2)=0
9) (Bx+2) =25
) xP+2x-120=0
m) 9x*-24x-20=0
Odpowiedz:
a) Brak rozwigzania
d x=-2lubx=4
9) x:—% lubx=1

j) x=-12lubx=10

m) x:—glubx=E
3 3

2.2.2 Rozwigz réwnania:
a) (x-2)+2=6

o 2(5x-2+5=13

e) (x5 +(x+4) =

9) (x-2)x+5)-(x=7)Nx+1)=(x+2)x-3) h)

) 4x*-20x+25=0

k) 4x’-4x-1=0

Odpowiedz:

28

b) xv3-42x7=0 o x(x-3)=0

e) (x-2)-9=0 f) 16-(x+3F=0
h) x*>+6x+5=0 ) x*—10x+25=0
k) 12x*+7x-12=0 ) 3x?=7x+2=0

n) 73x2+1,5x+54:0

b) x:OIubx:? ¢ x=0lubx=3
e) x=-1lubx=5 f) x=-7lubx=1
h) x=-5lubx=-1 i) x=5

k) x:—i lub x = ) x:llubx:Z
3 3

AW

n) x=—4lubx=2
2

b) 3(dx—1) +1=28

d) x(3x - 5) =12
x(x-2) x(x+1)
5

41 f) —3x=2x%+

3x7—6x-24=0
) x*=2x+4=0

1) 3x? +2x+2=3x+4x>-3

b) L lub 1 c) Olub 4 d) 4 lub 3
2 5 3
f) -% lub 0 g) 5-24/71ub5+247 h) -2lub4
j)  Brak rozwigzan k) # lub 1+2ﬁ I) Brak rozwigzan
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2.2.3 Rozwiaz rébwnania:

a) x+1+x+3:0 b) 5x+7:3x+2 0 x+1: 1
x=-3 x-1 x-1 4x  x-1

d) 2x—3: 2 o) 5—x:£ f) 3x—1: -3
6x 2x+3 Sx Sx 2x 3x-1

Odpowiedz:

a) x= Slubx=-+/5 b) x=-1Tlubx=3

Q) x=2—\/§,x=2+\/§ d) x:?)_;j\/z,x:?ﬂ;\/E

@) x=-5-52,x=-5+52 f) réwnanie sprzeczne

2.2.4 Rozwigz rownania:
a) x*-4=0 b) x*-4x*=0 o x*-x*-2=0
d x*-5x*+4=0 e) x*-4x?*+4=0 f) x*+2x*-3=0
g) xt=x2+1=0

(Wskazéwka: podstawiamy zmienna pomocnicza x* =¢, dzieki czemu otrzymujemy réwnanie

kwadratowe)

Odpowiedz:
a) 2,42 b) 0,-2.2 o -2,42
d) -1,1,-22 &) —2,42 f) -1,1

g) brak pierwiastkdw rzeczywistych

2.3 *Roéwnania kwadratowe z parametrem

Teraz naucze sie rozwigzywac réwnania kwadratowe z parametrem.

|
=) TWIERDZENIE®

mm) Jezeli rownanie kwadratowe ax’ +bx+c =0, (a * 0) ma rozwigzania x,,x,, to:
X +x,=——

_c
XXy =—
a

9  http://pl.wikibooks.org/wiki/Matematyka_dla_liceum/Funkcja_kwadratowa/Wzory_Viete'a, 18.02.2013.
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=) Dowéd

“b-NA  —b+A _—b-JA-b+JA _-20_ b

X, +x, = Z
2a 2a 2a 2a a

o _ob=AA —badA (b A)(beA) B -n b (b -4a) da ¢

b 2a 2a 4q* 4q* 4qa* 4q*

UWAGA!

Wzory Viete'a majg szerokie zastosowanie przy rozwigzywaniu réwnarn i nieréwnosci kwadrato-
wych z parametrem.

Rozwiazujac rownania kwadratowe z parametrem, musisz uswiadomic sobie kilka faktow:
Jezeli...

» A <0-toréwnanie nie ma pierwiastkow,

» A =0-toréwnanie ma jeden pierwiastek,

» A >0 -toréwnanie ma dwa pierwiastki,

» A >0-toroéwnanie ma dwa rézne pierwiastki.

Jezeli rownanie kwadratowe ma dwa pierwiastki takie, ze:

> X, -x, <0-tosgonerdéznych znakow,

> X, -x, >0-to majg one takie same znaki,

» x-x,>01ix +x, >0 -tosg one dodatnie,

> x,-x,>0 ix +x, <0 -tosaoneujemne.

Przyktad 1

Nie rozwigzujac réwnania, znajdz miejsca zerowe funkgji y = x> +5x+6

Wzory Viete'a stanowia pewne ufatwienie w wyszukiwaniu pierwiastkéw. Podstawmy wartosci g, b,
¢ do wzoréw:

;5:_5
1

X, +Xx, =

xz-xzzT:G

Teraz zadajemy sobie pytanie:,Suma jakich liczb jest liczba -5, a iloczynem liczba 6?". Odpowiedz
nasuwa nam sie sama: liczb -2 i -3.

Rozwiagzaniami sa wiec: x;, =2 i x, =3

Oczywiscie trudniej nam odgadna¢ takie rozwigzanie w pamieci. Warto takze wspomnie¢, ze taka
metoda odgadywania rozwiazan jest mozliwa tylko w wypadku catkowitych pierwiastkéw o matej
wartosci. Niemniej skraca nam to czas ich szukania.

ROWNANIA | NIEROWNOSCI KWADRATOWE



2.3.1 Przeksztal¢ podane wyrazenia tak, aby mozna byto skorzystac ze wzoréw Viete'a oraz zastosuj je,
aby uzyskac:

a) kwadrat sumy pierwiastkow

b) sume kwadratéw pierwiastkéw

¢) sume odwrotnosci kwadratéw pierwiastkéw
d) kwadrat roznicy pierwiastkow

e) sume szescianéw pierwiastkéw

Odpowiedz:

a) (y+x,)= [%bjz

2
b) x2+x2=(x, +x,) -2xx, =(;bj —2(5)
a

a
2
b 5.C
2 2 2 2 2 T
b 1 I X X, X +X, _(x1+x2) -2xx, \ a a
)T+7_22+22_ 2.2 2 - 2
X{ Xy X Xy X)X, X, X, (x1x2) 4
a

2 _ .2 2 2 2 _ 2 _
(xlfxz) =X =2x,X, + x5 =X, +Xx;, —2X,X, —(xl+x2) -2xx, =

d) 2
(xl +x2)—4x1x2 =(—éj —4.£
a

a

xl3 +x; = (x1 +x2)((xl +x2)2 72x1x2)= (x1 +x2)((x1 +x2)2 73x1x2):

a) sume odwrotnosci rozwigzan réwnania —1257x” +345x + 609 = 0
b) sume kwadratéw rozwigzan réwnania x> —300x — 200 = 0

c) sume odwrotnosci kwadratéw rozwiazan réwnania —x* —x+2 =0

Odpowiedz:
a) _A b) 90400 C Rl
203 441

Przyktad 2

Zbadaj, dla jakich wartoéci parametru m réwnanie x* +mx—m =0 ma:

a) dwa rézne pierwiastki
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Rozwigzanie
Zatozenie: Rdwnanie kwadratowe ma dwa rézne pierwiastki, gdy A >0
Z zatozenia m* +4m >0
otrzymujemy rozwiazanie: m € (— oo,—4)u (O,oo)

b) jeden pierwiastek
Rozwigzanie

Zatozenie: Rébwnanie kwadratowe ma jeden pierwiastek, gdy A =0
Z zatozenia m* + 4m =0
otrzymujemy rozwigzanie: m = -4, m =0
c) nie ma pierwiastkéw

Rozwigzanie
Zatozenie: Rbwnanie kwadratowe nie ma pierwiastkéw, gdy A <0
Z zatozenia m* +4m < 0

otrzymujemy rozwigzanie: m € (— 4;0)

ZADANIA

2.3.3 Zbadaj, dla jakich wartosci parametru m dane réwnanie ma jeden pierwiastek, ktéry jest liczba

ujemna:

a) —2x"+3m —-1=0 b) m >+2x+m=0
Odpowiedz:

a) m=—¥ b) m=-1

2.3.4 Zbadaj, dla jakich wartoéci parametru m réwnanie x* + mx —m+1=0 ma dwa rézne, dodatnie roz-
wigzania.

Odpowiedz: m (— oo;Z\/E)

2.3.5 Zbadaj, dla jakich wartosci parametru m rownanie (m-2)x>+ (m + 1)x + m + 1 = 0 ma dwa rozwig-
zania o réznych znakach.

Odpowiedz: m €(-1;2)
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2.3.6 Zbadaj, dla jakich wartosci parametru m réwnanie (m-1)x* + (m + 2)x + m - 1 = 0 ma dwa pier-
wiastki, ktorych iloczyn jest liczbg ujemna.

Odpowiedz: brak rozwigzan

2.3.7 Dlajakich wartosci parametru m suma kwadratéw pierwiastkéw réwnania x> +(m —3)x+m—5=0
jest najmniejsza.

Odpowiedz: m =4

2.4 Nierownosci kwadratowe

Teraz naucze sie:
» rozwigzywac nieréwnosci kwadratowe z jedna niewiadoma;

» rozwigzywac nieréwnosci kwadratowe z parametrem;

» interpretowac graficznie zbidr rozwigzan nieréwnosci

mm) Rozwigzywanie nierownosci kwadratowej najtatwiej oprze¢ o wykresy zmiennosci tréjmianu
kwadratowego. Wszystkie mozliwosci zmiennosci wykresu tréjmianu kwadratowego w zaleznosci
od wspotczynnika a oraz wyréznika tréjmianu kwadratowego (delty) zostaty pokazane na poniz-
szym schemacie:

.......................................................

Nieréwnosci kwadratowe rozwigzujemy wedtug nastepujgcego schematu :

Przyktad 1'°

2x*+2x-1220

B Krok 1. Wyznaczamy miejsca zerowe, tak jakbysmy rozwiazywali rbwnanie kwadratowe.

10  http://www.matematykam.pl/, 19.02.2013.
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Tu nie mozemy wykorzystaC zadnego wzoru skroconego mnozenia.
Obliczamy miejsca zerowe korzystajac ze wzordow:

A=b*—4ac=2"-4-2-(-12)=4+96=100
—b+vA_-2++100 _-2+10_8 _

X = 2
2a 2.2 4 4
. _—b—+A_—2--100 -2-10 s . 0"
: 2a 2.9 4 4

) Krok 2. Zaznaczamy rozwigzania na osi i odczytujemy przedziaty.
» Rysujemy o$ i zaznaczamy na niej miejsca zerowe (kropki moga by¢ zakolorowane lub nie, co

zalezy od znaku nieréwnosci).

Ze wzgledu na znak nierdwnosci (=)
kropki sa zakolorowane.

> Rysujemy parabole - bardzo przyblizony szkic. Istotny jest jedynie kierunek ramion paraboli.

Wepdtczynnik ,.a” jest dodatni (2), dlatego
ramiona paraboli sg skierowane w gire.

B Krok 3. Zakreslamy odpowiedni obszar. Ten krok czesto sprawia wiele trudnosci. Zacznijmy od tego,
Ze parabola moze mie¢ dwie postaci (ramiona skierowane w dot lub w goére).

Na ponizszych rysunkach zaznaczyliSmy obszary dodatnie (niebieski kolor) oraz ujemne (zétty ko-
lor) dla obu przypadkéw:

- +

VR T
.....

Gdy mamy znak nieréwnosci,mniejszy” (<) lub,mniejszy lub réwny” (<), zakreslamy obszar ujemny.
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Gdy mamy znak nieréwnosci,wiekszy” (>) lub ,wigkszy lub réwny” (=), zakreslamy obszar dodatni.

W rozpatrywanym przez nas przyktadzie mamy do czynienia ze znakiem: 2, dlatego zakreslimy ob-
szar dodatni.

mm) Krok 4. Odczytujemy rozwigzanie. Sg nim przedziat lub przedziaty wyznaczone przez zakre$lony
obszar.

Nawiasy przy liczbach (-3 i 2) sa
XE (_ o0, — 3> L {25 o domkniete (trdjkatne), poniewaz kropki

w tych punktach sg zakolorowane.

Gdyby znak nieréwnosci byt skierowany w druga strone (<), wtedy zakolorowany bytby obszar
ujemny i rozwigzaniem bytby jeden przedziat:

INNE PRZYPADKI NIEROWNOSCI....

Wiekszo$¢ nieréwnosci, z jakimi bedziecie mieli do czynienia, to przypadki z dwoma miejscami
zerowymi.

Réwnania kwadratowe moga miec réwniez jedno miejsce zerowe lub nie mie¢ go wcale.

Przeanalizujemy wszystkie ewentualnosci, jakie moga sie pojawi¢, dla wszystkich czterech znakéw
nieréwnosci.

» Zjednym miejscem zerowym
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- GDY RAMIONA PARABOLI SA SKIEROWANE W GORE
Przyktady

B Znak nierdwnosci 2

Al

Rozwigzaniem jest zbidr liczb rzeczywistych. Cata parabola znajduje sie nad osia, czyli w obszarze
dodatnim, oprécz miejsca zerowego. Znak nieréwnosci (wieksze lub réwne) sprawia, ze miejsce

zerowe takze nalezy do rozwigzania.

xeR

<

Znak nierébwnosci =

Rozwigzaniem jest jedna liczba (tu liczba: -2). Ze wzgledu na znak nieréwnosci rozwigzaniem maja
by¢ wartosci mniejsze lub réwne zero (czyli czeéci paraboli znajdujace sie pod osig lub na osi). Tylko
jedna liczba spetnia ten warunek (-2).

il W

Znak nierébwnosci =

L

Rozwigzaniem jest zbior liczb rzeczywistych, wylaczajac jedna liczbe (tu liczbe: -2). Cata parabola
znajduje sie w obszarze dodatnim (nad osig), oprdécz jednego punktu dla x = -2, ktéry znajduje sie
na osi, co oznacza, ze ma wartos$c¢ 0. Poniewaz rozwigzaniem maja by¢ wytacznie wartosci wieksze
od zera, liczba -2 do niego nie nalezy.

xeR\{-2}
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B) Znak nieréwnosci <

Rozwigzaniem jest zbior pusty. Nie ma liczby, dla ktérej istniejg punkty paraboli pod osig (punkt na
osi sie nie liczy, poniewaz rozwigzaniem maja by¢ wytacznie wartosci mniejsze od zera, a dla tego

punktu wartos¢ wynosi zero).

XeW
- GDY RAMIONA PARABOLI SA SKIEROWANE W DOL
Przyktady:

>

m) Znak nieréwnosci =

Rozwigzaniem jest jedna liczba (tu liczba: -2). Ze wzgledu na znak nieréwnosci rozwigzaniem maja
by¢ wartosci wigksze lub réwne zero (czyli czeéci paraboli znajdujace sie nad osig lub na osi). Tylko
jedna liczba spetnia ten warunek (-2).

x=-2
<

B) Znak nieréwnosci =

Rozwigzaniem jest zbidr liczb rzeczywistych. Cata parabola znajduje sie pod osig, czyli w obszarze
ujemnym, oprécz miejsca zerowego. Wartosci majag by¢ mniejsze lub réwne zero, co sprawia, ze
punkt, dla ktérego wartos¢ wynosi zero (-2), takze nalezy do rozwigzania.

xeR
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B Znak nierébwnosci =

Rozwigzaniem jest zbior pust. Nie ma liczby, dla ktérej istnieja punkty paraboli nad osig (punkt na
osi sie nie liczy, poniewaz rozwigzaniem maja by¢ wytacznie wartosci wigksze od zera, a dla punktu

na osi wartos¢ wynosi zero).

XeW

H) Znak nieréwnosci <

Rozwigzaniem jest zbior liczb rzeczywistych, wylaczajac jedna liczbe (tu liczbe: -2). Cata parabola
znajduje sie w obszarze ujemnym (pod osig), oprocz jednego punktu dla x = -2, ktéry znajduje sie
na osi, co 0znacza, ze ma warto$¢ 0. Poniewaz rozwigzaniem maja by¢ wytacznie wartosci mniejsze

od zera, liczba -2 do niego nie nalezy.
xeR\{-2}
» Bez miejsc zerowych
- GDY RAMIONA PARABOLI SA SKIEROWANE W GORE
Przyktady:

B Znak nieréwnosci <lub<

Rozwigzaniem jest zbior pusty. Cata parabola znajduje sie w obszarze dodatnim.

XeW
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B Znak nieréwnosci Z lub>

| ¥l

Rozwigzaniem jest zbior liczb rzeczywistych. Cata parabola znajduje sie w obszarze dodatnim.

xeR

- gdy ramiona paraboli sg skierowane w dot
Przyktady:

)  Znak nierownosci < 1ub <

Rozwigzaniem jest zbior liczb rzeczywistych. Cata parabola znajduje sie w obszarze ujemnym.

xeR

) Znak nieréwnosci 2 lub >

Rozwigzaniem jest zbidr pusty. Cata parabola znajduje sie w obszarze ujemnym.

XeEW
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ZADANIA

2.4.1 Rozwigz nieréwnosci:

a) x(x-2)0 b)  x(x+4X0
A (x-7)x+6)=0 d) 2x°-8x<0
e) x’-16)0 fy x><4
g) 8x*>24 h)  48(x*
) x?-2x-8>0 )X +12x+24)0
k) x?+12x+24(0 o x?C4(x+1)
m) (2x—6) <4x-13 n (2x—6)x=0
0) (x-1)x+3)>0 p) (2-x)2x-3)<0
Q) -3x>-8x>0 N 6x-2x"<0
s) 3xz—§x—%S0 ) (x=3)Bx-4)-(x-3)(x+2)>0
W (x+5>+(x+5) (x=3)<0 V) (Bx—4)(x+2)>(x+2) (x—1)
W) (4x=5) (x+4) > (x+4)* x) 9x* +6x+4<3
y) 3 axa4<i0 2) 3 axa4<i0
4 4
Odpowiedz:
a)  (~0,0)U(2,4+0) b) (~4,0)
A (~o06 ) U(7,40 ) d) (04)
e) (-o0,~4)u(4,+0) f) (-22)
9 (o3 ) U(Vam ) h (-0 4() (443 ,40)
) (o2 ) Ul ) D (Foo6-3)u(-6+243,400)
W (6- 2[ ~6+243) N
m) % n) (—0,0>uU<3,0)
o) (-0-3)u (L) P (0l>u<2m)
9 (04) N (-0,0>U<3,0)
g <_%,1> 0 (e3)UB.m)
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W (-5-1) V(006w
w) (—o0,~4) U (3,0) x) brak rozwiazania

y) xeR z) xeR

2.4.2 Znajdz wszystkie liczby catkowite x spetniajgce nieréwnos¢:

a) (x—12)(x-34X0 b) —x”+3,6x>0
9 x*—6,250 d) 2x*-0,6x—-16,2(0
Odpowiedz:
a) {23} b) {0,1,2,3} o {-2-1012} d) {-2-1012}

2.4.3 Wyznacz zbiér liczb, ktére spetniajg jednoczesnie obie podane nieréwnosci oraz zbiér liczb, ktére
spetniajg co najmniej jedna z podanych nieréwnosci:

a) x271)0, x2+3x<0

b) 9x>+9x+2(0, x> —9x+2(0

Q)  x*29; (x +7)(x -3)(5x +1)>0
Odpowiedz:

a) <7 3-1 ); xe ( —0,0 >u (1,+oo)

2 1 12
b) zbidrpusty; xe| -=;——|U| =,=
) pHsty; [ 3 3) (3 3)

C) (=e0;=3) U (3;400) \ {-7}

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

1. Liczby x,, x, sg réznymi rozwigzaniami réwnania 2x> + 3x — 7 = 0. Suma x, + x, jest réwna:
7 77 3 3
3 -3 b-23 -3 -3
Odpowiedz: ¢

2.2 Rozwigz nieréwnosé: -x* + 2x + 8 2 0.

Odpowiedz: x e< 2,4 >

11 Zadanie 1: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf, 19.02.2013.
12 Zadanie 2, 3, 4: http://www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.phpX arkusze , 19.02.2013.
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3. Zbiorem rozwigzan nierdwnosci x> < 4 jest:

a) (-2;2) b) (e0;=2) U (2je0) ) (~o0;2) d) <-2;2>
Odpowiedz: a
4, Uzasadnij, ze rownanie x> + (b - 2)x - 2b = 0 dla dowolnej liczby rzeczywistej b ma przynajmniej

jedno rozwiazanie.

5> Rozwigz nieréwnos¢ x*> - 9 < 0.

Odpowiedz: x € (-3,3)

6.1  Zbiorem rozwigzan nieréwnosci x (x + 6) < 0 jest:

a) (-6,0) b) (0;6) Q) (~00=6) U (0;00) d) (-o0;0) U (6;00)
Odpowiedz: a
7. Rozwigz nierébwnos¢ x> - 8x + 7 = 0.

Odpowiedz: x e (—0,1 > U < 7,0)
8.  Rozwigz nieréwnos¢ x* - 3x - 10 < 0.
Odpowiedz: x e (-2,5)

9.'®  Liczba wszystkich rozwiazan rownania (2x - 3)(x* - x) = 0 jest réwna:

a) 0 b) 1 o 2 d 3
Odpowiedz: d
10 Rozwigz nieréwnos¢ —-2x? + 3x + 2 < 0.

Odpowiedz: x (—oo,—% >U<2,0)

13 Zadanie 5: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf, 19.02.2013.

14 Zadanie 6: http://www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 19.02.2013.

15 Zadanie 8: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_matematyka.pdf,
19.02.2013.

16  Zadanie 9: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf, 19.02.2013.
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11.7  Wskaz, ktéry zbidr przedstawiony na osi liczbowej jest zbiorem liczb spetniajacych jednoczesnie
nastepujace nieréwnosci: 3(x - 1)(x -5) <0ix > 1.

x X
A > B.

-1 3 1 5
5 O G
C D.
1 5 1 5
Odpowiedz: d

12.  Rozwigz nierownosc 3x2 — 10x +3 <0.
Odpowiedz: x e <%,3>

13."® Do zbioru rozwigzan nieréwnosci (x — 2)(x + 3) < 0 nalezy liczba:

a) 9 b) 7 o 4 d 1
Odpowiedz: d
14.  Rozwigz nieréwnosé: x* - x -2 < 0.
Odpowiedz: x e (-1,2)
15." Suma kwadratu pewnej liczby i kwadratu liczby od niej 0 3 mniejszej jest rbwna 17. Znajdz te liczby.
Odpowiedz:4i 1 lub-4i-1

16.  Wartos¢ k, dla ktorej jeden z pierwiastkow rownania x* + 9x + k = 0 jest rowny -3 wynosi:

a) -6 b) -18 c 18 d 6
Odpowiedz: ¢

17. Réwnanie 2x?-4x-3=0:

a) nie marozwiazan, b) ma jedno rozwigzanie,
c¢) madwa rozwiazania, d) ma nieskoriczenie wiele rozwigzan.
Odpowiedz: ¢

17  Zadanie 11, 12: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf, 19.02.2013
18 .Zadanie 13,14: http://www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 19.02.2013.
19 Zadania 15-26: Testy maturalne, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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18.  Rozwiazaniem réwnania 2(x —2) = (x—2) (x+3) jest:

a) x=-2ix=-1 b) x=7 o x=2ix=7 d) x=1ix=2
Odpowiedz: c

19.  Podzbidr zbioru liczb naturalnych dodatnich spetniajacych nieréwnos¢ (3—x) (3+x) >0 ma:

a) dwaelementy, b) skoniczong liczbe elementow,
c) conajmniej4 elementy, d) nieskonczenie wiele elementéw.
Odpowiedz: a

20. Zbiorem rozwigzah nieréwnosci —(x —1)* > 5(x —1) jest:

a) (~o4) b) (-4 9 (o4 )Uo) d) (Leo)
Odpowiedz: b
21.  Rozwigzaniem réwnania x” + x = (x +1)> = 7(x + 2) jest liczba:

15 13 15 13

a) — b) —— o — d -—

) 8 ) 8 ) 6 ) 6
Odpowiedz: d

22, lle liczb pierwszych zawiera zbidr rozwigzan nieréwnosci kwadratowej (x + 1) (x - 10) < 0?

a) 5 b) 4 c) wiecejniz10 d 6
Odpowiedz: b

23. Kwadrat pigtej czesci stada matp pomniejszonej o 3 schowat sie w jaskini. Jedna matpa pozostata na
drzewie. lle matp liczy stado?

Odpowiedz: 50 matp

24, Liczby2a-2,2a+2,a+ 1sgdtugosciami bokéw tréjkata. Do jakiego przedziatu liczbowego nalezy
liczba a?

Odpowiedz: a € (3,00)
25. Rozwiaz rownanie: x+l = L
4x  x-1

Odpowiedz: x {2 - \/5,2 + \/E}
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25.  Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb catkowitych nieparzystych jest réwna 155. Wyznacz te liczby.

Odpowiedz:-9,-7,-51ub 5,7,9

2,5 *Uklady rownan, z ktérych jedno jest stopnia drugiego

Teraz naucze sie rozwiagzywac uktady réwnan, z ktérych jedno jest stopnia drugiego.

|
Przyktad 1

Rozwiaz uktad réwnan metoda algebraiczna:
¥ =2x% +20x +47
y=2x+11
Rozwigzanie

Podstawiamy wyznaczone y z pierwszego réwnania do drugiego réwnania i otrzymujemy:
2x? +20x+47 =2x+11

Przenosimy wszystko na lewa strone i otrzymujemy:

2x* +18x+36=0/+2
X2 +9x+18=0

Obliczamy A =9, a nastepnie miejsca zerowe tréjmianu kwadratowego: x, = —-6,x, = -3

Podstawiajac wyliczone x, i x,do drugiego réwnania wyjsciowego, otrzymujemy:

Y =2x,+11=-1
¥y, =2x, +11=5

Rozwigzaniem tego ukfadu sa wiec dwie pary liczb:

X, =—06 X, =-3
lub
n=-1 », =5
Ten sam uktad réwnarn mozemy rozwigza¢ metoda graficzna. Nalezy wtedy narysowaé wykresy

funkcji: y =2x* +20x+47 i y =2x+1 w jednym ukfadzie wspdtrzednych. Miejsca przeciecia tych
wykreséw sg rozwigzaniami tego uktadu.
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ZADANIA

2.5.1 Rozwiaz uktady réwnarn metodg algebraiczna:

y=2x-6 2x+3y =1

a) { 5 b) { 2
y=x-x-6 y=-X
-x-y+4=0 y=-x-7

9| s d) )
X —y=x -y=-x"+x+725

Odpowiedzi:
x=0 x=3 . .
a) lub b) Brak rozwigzania
y=-6 y=0
x= ! x= !
=2 =-2 T T
9 {x _lub {x . ) 2 lub g
y= y= y=—6— y:775

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

1% Kolarz pokonat trase 114 km. Gdyby jechat ze $rednia predkoscig mniejsza o 9,5 km/h, to pokonat-
by te trase w czasie o 2 godziny dtuzszym. Oblicz, z jaka $rednig predkoscia jechat ten kolarz.

Odpowiedz: Srednia predkos¢, z jaka jechat kolarz, jest réwna 28,5 km/godzine.

22 Pewien turysta pokonat trase 112 km, przechodzac kazdego dnia te sama liczbe kilometréow. Gdyby
mégt przeznaczy¢ na te wedréwke o 3 dni wiecej, to w ciggu kazdego dnia mégtby przechodzi¢
0 12 km mniej. Oblicz, ile kilometréw dziennie przechodzit ten turysta.

Odpowiedz: 28 km

3.2 Wdwdch hotelach wybudowano prostokatne baseny. Basen w pierwszym hotelu ma powierzchnie
240 m?2. Basen w drugim hotelu ma powierzchnie 350 m?oraz jest o 5 m dtuzszy i 2 m szerszy niz
w pierwszym hotelu. Oblicz, jakie wymiary moga mie¢ baseny w obu hotelach. Podaj wszystkie
mozliwe odpowiedzi.

Odpowiedz: Basen w pierwszym hotelu ma wymiary 30 m x 8 m, a w drugim hotelu 35 m x 10 m lub ba-
sen w pierwszym hotelu ma wymiary 20 m X 12 m, a w drugim 25m X 14 m.

20 Zadanie 1: http://www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 20.02.2013.
21 Zadanie 2: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf, 20.02.2013.
22 Zadanie 3: http://www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 20.02.2013.
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4.2  Turysta pokonat pieszo trase o dtugosci 30 km z miejscowosci A do miejscowosci B ze statg pred-
koscia. Rowerem poruszatby sie z predkoscig o 9 km/h wigksza i przybytby do celu o 3 godziny
wczesniej. Wyznacz predkos$¢ marszu turysty i czas przejscia tej drogi.

Odpowiedz: v =6 km/h, t =5h

5.2 Zmiast AiB, odlegtych o 330 km, wyjechaty naprzeciwko siebie dwa samochody. Samochdéd jada-
cy z miasta A wyjechat 20 minut wczesniej i jechat z predkoscia o 9 km/h mniejszg niz samochéd
jadacy z miasta B. Samochody te minety sie w odlegtosci 168 km, liczac od miasta A. Oblicz Srednig
predkos¢ kazdego z samochodow.

Odpowiedz: Samochdéd z miasta A jechat z predkoscig 72 km/h, a z miejscowosci B 81 km/h.

6.2  Miasto A i miasto Bfaczy linia kolejowa o dtugosci 210 km. Srednia predko$¢ pociggu pospiesznego
na tej trasie jest o 24 km/h wieksza od $redniej predkosci pociggu osobowego. Pociag pospieszny
pokonuje te trase o 1 godzine krécej niz pocigg osobowy. Oblicz, w jakim czasie pocigg pospieszny
pokona te trase.

Odpowiedz: Pociag pospieszny pokonat te trase w 2,5 godziny.

7.%  Koszt wynajmu autokaru wynosi 1440 zt. Na wycieczke pojechato o 3 uczniéw mniej niz planowa-
no. Co spowodowato wzrost opfaty dla kazdego uczestnika o 2 zt. Oblicz:

a) ilu uczniéw pojechato na wycieczke,

b) jaki byt catkowity koszt wycieczki dla jednego uczestnika.

Odpowiedz: 45 0s6b, koszt dla uczestnika to 32 zt

8. Asia rozwigzywata przed matura zadania testowe z matematyki (codziennie taka sama liczbe za-
dan) i w sumie rozwiazata ich 448. Jesli rozwigzywataby codziennie o 4 zadania wigcej, to rozwigzy-
wataby te zadania o 2 dni krocej. Oblicz, przez ile dni Asia rozwigzywata zadania przed maturg i ile

zadan rozwiagzywata kazdego dnia.

Odpowiedz: 16 dni, 28 zadan

23 Zadanie 4: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf, 20.02.2013.
24 Zadanie 5: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2013luty/matura2013-luty.pdf, 20.02.2013.

25  Zadanie 6: http://www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 20.02.2013.

26 Zadanie 7, 8: Testy maturalne, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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3 Funkcja kwadratowa

To juz potrafie:

» zaznaczy¢ w ukfadzie wspoétrzednych na ptaszczyznie punkty o danych wspétrzednych;

» odczytac¢ wspotrzedne danych punktow;

» odczytac z wykresu funkgji: warto$¢ funkgji dla danego argumentu, argumenty dla danej
wartosci funkgji, dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, dla jakich
ujemne, a dla jakich zero;

» odczytac i zinterpretowac informacje przedstawione za pomocg wykreséw funkgji (w tym
wykreséw opisujacych zjawiska wystepujace w przyrodzie, gospodarce, zyciu codziennym);

» oblicza¢ wartosci funkcji podanych nieskomplikowanym wzorem i zaznaczy¢ punkty nale-

z3ce do jej wykresu

3.1 Jednomian kwadratowy

Teraz naucze sie szkicowac wykres jednomianu na podstawie wzoru.

mm) Kazdg funkcje, ktérej wzér mozna zapisa¢ w postaci y = ax” + bx + ¢, gdzie g, b, ¢ sa danymi liczba-

mi rzeczywistymii a # 0, nazywamy funkcja kwadratowa, tréjmianem kwadratowym lub funk-

cja drugiego stopnia”.

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola.

11

Gdy wspotczynnik a jest dodatni, to ramiona paraboli sa skierowane do géry.

Gdy wspotczynnik a jest ujemny, to ramiona paraboli s skierowane w dét.

27  http://www.moskat.pl/szkola/matematyka/b_f_kwadratowa.php.

FUNKCJA KWADRATOWA



y=x’

T =3 5 4

y=(x-1)>-3

y=-1/4(x+3)

5

s
¥

-3

Przyktady funkcji kwadratowych:

y=5x"+9x -4

y=-x-x
y=2x*-7

y=x

Szczeg6lnym przypadkiem tréjmianu kwadratowego jest jednomian drugiego stopnia (kwadra-

towy).

Jest to funkcja w postaci y = ax> Jest to wiec przypadek, w ktérym a=0ib =c =0.

Przyktad 1

Sporzadzmy wykres kilku funkcji:

y=x
y=-x

y=2x

y= %xz, gdzie a jest dowolna liczba.

Sporzadzmy tabelke zmiennosci funkgiji.

X -2 | -1 0 1/2 1
y=x* | 4 [ 1 |0 14| 1| 4
y==x | -4 | 1| 0 |-1/4] 1| -4
y=2x* | 8 2 0|12 2 8
y= % x| 2 1721 0 1/8 | 1/2] 2
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Na jednym uktadzie wspotrzednych wykreslamy wykresy wszystkich funkgji.

& 5

Mozemy teraz okresli¢ podstawowe wiasnosci wykresu oraz samej funkcji (jednomianu kwadrato-
wego).

>

Wykresem jednomianu kwadratowego jest krzywa, ktéra nazywamy parabola.
Parabola ma dwa ramiona, ktére moga by¢ skierowane w gore, gdy wspdtczynnik a > 0, oraz
skierowane w dét, kiedy wspotczynnik a < 0.

Im wiekszy jest wspotczynnik a, tym parabola jest,wezsza'".

Parabola posiada jeden wierzchotek w punkcie (0,0).

Dziedzing jednomianu kwadratowego jest zbior liczb rzeczywistych.

Zbiorem wartosci jednomianu kwadratowego jest zbiér (—0;0), gdy a > 0, oraz (—oo;0>, gdy
a<o.

03 QY jest osig symetrii paraboli, a punkt przeciecia sie tej osi z parabolg jest wierzchotkiem
paraboli.

Monotonicznos¢ jednomianu kwadratowego: funkcja maleje w przedziale (—;0) i rosnie
w przedziale (0;+x), gdy a > 0, oraz ro$nie w przedziale (—;0) i maleje w przedziale

(0;+),gdy a < 0.

Gdy a < 0, funkcja osigga wartos¢ najwigksza (maksimum) w punkcie x = 0, natomiast dla

a > 0 funkcja osigga warto$¢ najmniejsza (minimum) w punkcie x = 0.

Jednomian kwadratowy ma jedno miejsce zerowe x, = 0.
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ZADANIA

3.1.1 Sporzadz tabelke wartosci funkji i naszkicuj wykres funkdji f.

a) f)=3x b) f() =’ 9 S@=2x
Odpowiedz:

a) 80

0 !

o

\ 30 / -

Yo |/
0 s o 5 10

b) .

[
4}
"

L
IV
—

\ / —

-
NN

-10 -5 0 5 10

el
D

|t
fm"]
L]
¥ W Bk 0 4

DD © O D D D
N~

\ Seriel
-10 5 0 5 10
3.1.2 prawdz, czy punkt K nalezy do paraboli y = 4x°.
a) K=(432) b) K=(-2,16) 9 K= [&,1) d) K= [%1]
Odpowiedz:
a) nienalezy b) nalezy c) nie nalezy d) nalezy
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3.1.3 Omow nastepujace wiasnosci:
» ramiona skierowane w dét/gére
» oS symetrii
» wspotrzedne wierzchotka
» monotonicznos$¢
» warto$¢ najmniejsza/ najwieksza jednomianéw okreslonych wzorami:

3 f@=1F b W= 0 =2 &) W=

Odpowiedz:

a) Ramiona skierowane w gore; 0o$ OY osig symetrii; W = (0,0); funkcja maleje w przedziale
(—0,0 >, funkcja rosnie w przedziale < 0,); dla x = 0 funkcja przyjmuje wartos¢ najmniejsza.

b) Ramiona skierowane w dét; 0$ OY osig symetrii; W = (0,0); funkcja rosnie w przedziale , funkcja
maleje w przedziale < 0,); dla x = 0 funkcja przyjmuje wartos¢ najwieksza.

c) Ramiona skierowane w gore; 0o$ OY osig symetrii; W = (0,0); funkcja maleje w przedziale
(—0,0 >, funkcja rosnie w przedziale < 0,); dla x = 0 funkcja przyjmuje wartos¢ najmniejsza.

d) Ramiona skierowane w dof; 0$ OY osig symetrii; W = (0,0); funkcja ros$nie w przedzia-
le (—,0 > , funkcja maleje w przedziale < 0,); dla x = 0 funkcja przyjmuje wartos¢ najwieksza.

3.2 Parabola w uktadzie wspétrzednych

Teraz naucze sie interpretowac wspotczynniki wystepujace we wzorze funkgji kwadratowej.

|
Wykresem kazdej funkcji kwadratowej jest parabola, ktorej potozenie w uktadzie wspdtrzednych
zalezy od wartos$ci wspotczynnikow a, b, c.

Potozenie paraboli w ukfadzie wspétrzednych zalezy od:
) 1.znaku wspdtczynnika a, ktéry warunkuje skierowanie ramion paraboli,

2. wartosci wyréznika A, ktéra warunkuje ilos¢ punktéw przeciecia paraboli z osig OX :

» % dla A <0 parabolalezy pod (a < 0) lub nad (a > 0) osig OX , nie ma z osig OX punktéw
wspolnych,

» 3% dla A =0 parabola jest styczna do osi OX,

» % dla A > 0 parabola przecina 0$ OX w dwdch punktach.
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Rézne mozliwosci potozenia paraboli w uktadzie wspétrzednych przedstawia rysunek:

a=0
A= 0

a=0
A< @

Wykres funkcji y = ax’ +bx+c=a(x+ zi)2 _A a(x—x,)’ +y, jest parabola, ktéra powstaje
a

4a
w wyniku przesuniecia wykresu funkcji y = ax”> o wektor v = [xw,yw], przy czym
R -
w Za 2 yW 4a

Posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowej:

y=ax’ +bx+c=a(x+i)2 —A=a(x—xw)z+yw—
2a 4a

W przypadku dodatniego wspétczynnika a, mamy:

Podsumowujac cechy wykresu i funkgcji kwadratowej:

»  Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola.
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ZADANIA

Ramiona paraboli skierowane sg w gore, jezeli a > 0, w dét w przypadku gdy a < 0.
Wspétrzedne wierzchotka paraboli: W —i,—A .
2a  4a

Wykres funkcji kwadratowej nie ma miejsc zerowych, jezeli A > 0.

Wykres funkcji kwadratowej ma jedno miejsce zerowe réwne x, = —2i ,jezeliA=0.
a

—-b—+A . _—b++A

2a : 2a

Wykres funkcji kwadratowej ma dwa miejsca zerowe réwne x, =
jezeliA>0.

. . N . b
Parabola ma jedng o$ symetrii o réwnaniu x = g
a

Funkcja przyjmuje minimum dla a > 0 w punkcie x = —zﬂ réwne y = —%.
a a

Funkcja przyjmuje maksimum dla a < 0 w punkcie & = —Qb—a réwne y = —%.
a

Gdy a > 0, funkcja maleje w przedziale x = (—oo;—zi) i ro$nie w przedziale y = (—2i;+oo).
a a

Gdy a < 0, funkcja rosnie w przedziale x = (—oo;—zi) i maleje w przedziale y = (—§;+w).
a a

|
l S ramig paraboli

flx) =x2—2x-8

ramig paraboli \ /

‘wierzcholek paraboli

3.2.1 Omoéw wiasnosci funkcji kwadratowej fix) = x? - 2x — 8 (wykres funkcji powyzej).

a) Dziedzina:...

b) Zbidr wartosci: ZW =...

c) Miejsca zerowe:...

d) Wspétrzedne wierzchotka: W =...

e) 0Os symetrii, to:...

f)  Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, gdy x €...

g) Funkcja przyjmuje wartosci ujemne, gdy x €...
FUNKCJA KWADRATOWA



h) Punkt przeciecia z osig y-6w ma wspétrzedne:...
i)  Monotonicznos¢:

— funkcja jest rosngca w przedziale...

- funkcja jest malejaca w przedziale...

Odpowiedz:

3.2.2

a) Dziedzina:D=R.
b) Zbidér wartosci: ZW = (-9; +co).
¢) Miejsca zerowe: funkcja ma dwa miejsca zerowe: x, = -2 oraz x, = 4.
» W=(1,-9)
» O$symetrii: x =1
d) Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, gdy x € (—eo; —2) U (4 +o0).
e) Funkcja przyjmuje wartosci ujemne, gdy x € (-2; 4).
f)  Punkt przeciecia z osig y-6w ma wspoétrzedne: (0, -8).
g) Monotonicznos¢: funkcja jest niemonotoniczna (jest jedynie monotoniczna przedziatami)
- funkcja jest rosngca w przedziale x e (1,)
- funkcja jest malejaca w przedziale x € (—,1)
Naszkicuj wykres jednomianu funkgji f{x), a nastepnie przesun réwnolegle wykres danego jed-
nomianu stopnia drugiego o podany obok wektor. Zapisz wzdér nowo powstatej funkcji w postaci

kanonicznej. Podaj dziedzine, zbiér wartosci, czy sa miejsca zerowe (jesli tak, to ile: jedno/dwa),
wspotrzedne wierzchotka i przedziaty monotonicznosci nowo powstatej funkgiji.

a) y=x u=[03] b) v=—x* u=[-10] o y=2x%, u=[-32]

Odpowiedz:

a) y=x"+3, D, : x € R,Zbi6r wartosci <3,oo), brak miejsc zerowych; W = (0,3); funkcja ro$nie
(0,0) ; funkcja maleje (—,0)

b) y=-(x+1)?, D, : x € R,zbi6r wartosci (s ,0 >, jedno miejsce zerowe x = -1; W = (-1,0);

funkcja rosnie (c0,—1), funkcja maleje (—1,0)

o y=2x+3)*+3, D, : x € R,zbidr wartosci (2,00), brak miejsc zerowych; W = (-3,2); funkcja
rosnie (=3,), funkcja maleje (—,-3)
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3.3 Postacie trojmianu kwadratowego

Teraz naucze sie:
» zapisywac tréjmian kwadratowy w postaci kanonicznej, ogélnej i iloczynowej;

» rozwigzywac proste réwnania wymierne, prowadzace do réwnan liniowych lub kwadratowych;
»  korzystac z definicji pierwiastka do rozwigzywania réwnan typu x° = -8;

»  korzystac z whasnosci postaci iloczynowej przy rozwiazywaniu réwnan typu x (x + 1)(x - 7)=0;
>

zapisywac funkcje kwadratowa w postaci kanonicznej, ogélnej i iloczynowej
|

Postac iloczynowa tréjmianu kwadratowego
mm) TWIERDZENIE®

Dany jest tréjmian kwadratowy ax? + bx+ ¢ o wspétczynnikach rzeczywistych, gdzie x; i x, s roz-
wigzaniami tréjmianu:

1.Jezeli A > 0, to postac iloczynowa tréjmianu kwadratowego wyraza sie wzorem:
y=alx-x)x-x)

2. Jezeli A =0, to postac iloczynowa tréjmianu kwadratowego wyraza sie wzorem:
y=alx -x)

3. Jezeli A < 0, to tréjmian kwadratowy nie ma postaci iloczynowe;j.

Przyktad 1

Wypisz rozwigzania réwnania: (x - 3)(x +2) =0

Patrzac na taki przyktad, mozemy od razu podac pierwiastki. Jesli podstawimy pod x 3, to pierwszy
nawias sie ,wyzeruje”. lloczyn jakiejkolwiek liczby przez 0 daje nam 0.

Jesli podstawimy pod drugi x liczbe 2, to ten nawias takze nam sie wyzeruje. Rozwigzaniami sa wiec
wartosci: x =3ix =-2.

Przyktad 2
Zapisz w postaci iloczynowej réwnanie: x> +4x—-5=10
Postepujemy analogicznie jak w rozwigzywaniu réwnan kwadratowych.

A=4*-4.1-(-5)

JA=6

~b-JA —4-6
X, = = =5
2a 2
—b+\/X -4+6
Xy =——= =1
2a 2

28 http://pl.wikibooks.org.
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A > 0, wiec korzystamy ze wzoru: y = a(x - x,)(x - x,)
Widzimy, zea=1
(x+5)x-1)=0

Przyktad 3
Zapisz w postaci iloczynowej réwnanie: 2x?- 4x +2 =0
Sposob |

Zauwazmy, ze podane wyrazenie mozna zwing¢ ze wzoru skréconego mnozenia, wtedy otrzymu-
jemy (vV2x—+/2) =0, stad v/2x—+/2 = 0 <> v2x = /2, stad otrzymujemy rozwiazanie x = 1, a na-
stepnie zapisujemy w postaci iloczynowej korzystajac ze wzoru

y=alx - x)

Odpowiedz: 2(x—1)° =0
Sposob i
Policzymy delte.
A= (—H)A= (—4)2-4.2.2=0
x,=1
A = 0 - korzystamy wigc ze wzoru: y = alx - x,)?
ajest réwne 2.
Ostatecznie dostajemy: 2(x - 1)2=0
Przyktad 4
Napisz wzér réwnania, ktérego rozwigzaniami sg liczby -3i 7.

Jak juz wiesz, w postaci iloczynowej wida¢ od razu rozwigzania. Jesli chcemy utozy¢ réwnanie, ktére
bedzie miato takie pierwiastki, wystarczy, ze podstawimy te wartosci do wzoru.
(x=(=3)x-7)=0

(x+ 3)(x -7)=0
Mozemy juz taka postac¢ pozostawi¢, jednak wymnoézmy wartosci w nawiasach przez siebie i stworz-
my w ten sposéb tréjmian kwadratowy:

X =Tx+3x-21=0

x*—4x-21=0
W ten sposéb utozylismy réwnanie, ktérego rozwigzaniami sa liczby -3 i 7. Mozna to sprawdzi¢
poprzez policzenie delty i pierwiastkdw (sprawdz!).
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ZADANIA

3.3.1 Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowej:

a) 12x*+1lx+2=0 b) 3x2-7x+2=0 o 2x2-3x+4=0

d -7x>+10x-4=0 e) 5x*-3x=0 f) 9x*-8=0

g) 2x*-3x-2=0 h) —x>+x+6=0 i) 3x?-5x+4=0

) —4x*+2x-1=0 k' 10-2x>=0 ) %x2+%x:0
Odpowiedz:

c) A <0,tréjmianu nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe

d) A <0, tréjmianu nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe

e) Sx(x 7§j =0
5

o D)oo 2220

9) 2(x + %J(x -2)=0
h) —(x-3)x+2)=0
i) A <0,tréjmianu nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe

j) A <0, tréjmianu nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe

0 —2(—5fx++5)=0 ) %x(x+%}=0
3.3.2 Podaj pierwiastki tréjmianu kwadratowego
a) (x-3)(x-30)=0 b) 2(x-2)x+5)=0
Q) gi(x+15)(x+27)=o d) 4x(x+6)=0
o —2(r+2)x-+3)=0 ) —2(x+1)r+1-+2)=0
9 (x+2-43)x=3++2)=0 h (2x-3)2x-3)=0
Odpowiedz:
a) x =3,x,=30 b) x,=2,x,=-5 o x =-15x,=-27
d) x,=0,x,=-6 &) x =—/2,x,=43 f) x=-Lx,=+2-1
9) x,=3-2x,=3-4/2 h) xlzxZ:%
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3.3.3 Oblicz wspétczynniki b i c tréjmianu kwadratowego x> + bx + ¢ = 0, majac dane pierwiastki:
1

a) 3i5 b) 4i-9 <) gi7

d) %i—% e V2il+\2 ) 1T i1-47
Odpowiedz:

a) b=-8,c=15 b) b=5c=-36 9] b=7%,c=2%

d) b:;—,c=—3£ e b=-(1+242),c=2+v2 f) b=-2,c=-6

) Postac ogdlna funkeji kwadratowe;j

flx) = ax?+ bx + ¢ , gdzie a, b, ¢ s3 wspotczynnikami liczbowymi i a = 0, nazywamy postacia
0g0Ina funkcji kwadratowej.

Majac dany wzor funkgji kwadratowej w postaci ogélnej, mozemy odczytaé nastepujace informacje:
» czy ramiona paraboli s skierowane do gory (a > 0), czy do dotu (a < 0),
» punkt przeciecia paraboli z osig OY (0, ¢).

Przyktad

a>0 4 a <0

c
X X

Na powyzszych wykresach zaznaczono réwniez miejsca zerowe obu funkgji kwadratowych (ozna-
czone symbolami x, oraz x,). Dysponujac wzorem ogélnym funkcji kwadratowej, mozemy fatwo
obliczy¢ miejsca zerowe x, i x,. Wystarczy najpierw obliczy¢ delte, korzystajac ze wzoru:

= A=b%—4ac

Jezeli delta wyszta wieksza od zera, to miejsca zerowe istnieja i mozemy je obliczy¢ korzystajac ze

WZOrow:
—b —+/A
X, = ——
1 2a
—b+ \."E
Xy =—T-—7—
2 2a
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Chcac policzy¢ wspotrzedne wierzchotka W funkcji kwadratowej danej w postaci ogdlinej, skorzy-

stamy ze wzorow:

W—( b A)
"\ 2a° 4a

Postac kanoniczna funkcji kwadratowej

f(x) = a(x —p)?+ q , gdzie a, p, q sa wspdtczynnikami liczbowymi i a = 0, nazywamy posta-
cig kanoniczng funkcji kwadratowej.

Wspétczynniki p i g to wspétrzedne wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadrato-
wej. Oznaczmy ten wierzchotek przez W = (p, g). Jezeli znamy posta¢ ogoélng funkgji kwadratowej,
to mozemy obliczy¢ wspoétrzedne p i g ze wzoréw:

_ b
P="%
_ A
1= "4

Zaletq postaci kanonicznej jest to, ze widac z niej od razu wspotrzedne wierzchotka paraboli.

Dodatkowo po wspoétczynniku a mozemy okresli¢, czy ramiona paraboli sg skierowane do gory
(@a>0),czy do dotu (a < 0).

Postac iloczynowa funkcji kwadratowej

f)=a(x-x) (x-x,) (gdy A>0)i f(x)=alx—x,) (A=0)nazywamy postacia iloczynowa
funkcji kwadratowej.

W powyzszym wzorze a jest wspotczynnikiem liczbowym, takim ze a = 0. Literki x, x, X, sa miej-
scami zerowymi funkgji fix).

Uwaga!
Jezeli funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych, to postac iloczynowa nie istnieje.

Jezeli znamy postac¢ 0g6Ina funkcji kwadratowej (A > 0), to mozemy obliczy¢ miejsca zerowe x, i x,
korzystajac ze wzoréw:

—b—+A

Y, = ————
1 2a

—b+\.@

¥, = ——
2 2a

Natomiast jesli A =0, to miejsce zerowe obliczamy ze wzoru x, = 5.
a
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Zaleta postaci iloczynowej jest to, ze widac z niej od razu miejsca zerowe funkcji kwadratowej. Po
wspotczynniku a mozemy okresli¢ rowniez, czy ramiona paraboli s skierowane do géry (a > 0), czy

do dotu (a < 0).

Reasumujac

Dla a # 0 trojmian kwadratowy moze by¢ przedstawiony w nastepujacych postaciach:

Posta¢ ogélna y=ax*+bx+c

Posta¢ bY A ) . b A

kanoniczna y= a[x+zj “aa luby=a(x— p)° +qgdzie p= —%, q= _E

Posta¢ A0 A=0 A)0

: Brak postaci

iloczynowa ‘ i y=alx-x,)? y=a(x-x)(x-x,)
iloczynowej

ZADANIA

3.3.4 Wyznacz te wartosci parametrow g, b i ¢, dla ktérych fix) = g(x):

a) f(x)=ax’=TIx+cig(x)=-2x>+bx-5

b) f(x)=—§x2 +7x-2c i g(x):ax2 —4bx+Z

Odpowiedz:

a) a=-2,b=7,c=-5

3.3.5 Przedstaw funkcje kwadratowg w postaci ogdlnej, podaj wartosci wspotczynnikow a, bi c:

a f(x)= (x - %j 116
Q f(x)=-3(x+4) -1
e) f(x)=3x(2-3x)+5
9) f(x)=-2(x-3+18
) f(x)=2(x—1)x+10)

Odpowiedz:
a) f(x)=x’ 7x+16%

2 7 3
a=-2,b=—c=--
4 8

3

=4 x=2F 3
f)=2(x-2)x-3)

S(x)=01-x)3-x)+6-2x

S(x)=3(x+2) -6

f@ =20 -1+42)x+1-+2)

1, 7
= —x —x+—
S(x) 2 Trty
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Q) f(x)=-3x>—24x—49 d)  f(x)=2x"—10x+12

e) f(x)=-9x"+6x+5 f)  f(x)=x>-6x+9
g9) f(x)=-2x"+12x h)  f(x)=3x"+6x+6
) f(x)=2x+18x-20 ) () =2x+4/2-6

3.3.6 Znajdzwartoscip, qia:

a) 2x*+20x+50=2(x+p) b) 3x?—18x+20=3(x+p) +q
Q 3x?-15x+25=a(x+p) +q d) Sx*+12x—6=alx+p) +q
Odpowiedz:
a) p=-5 b) p=3,9=-7
15 75
C =3, p=—,q=—"— d =5p=-12,q=-13,2
) asdp=tna=y ) a=Sp q

3.3.7 Oblicz wspoétrzedne wierzchotka paraboli, kazdy z tréjmiandw przedstaw w postaci kanonicznej:

a) f(x)=4x’+6x+3 b) f(x)=-2x*+4x+1

9 f(x)=%x2—x+1 &) f(x)=—x’—dx+3

o f(x)=x2—%x+% f) f(x)=§xz+4x—2

9) f(x)=-2x"+16x-22 h)  f(x)=2(x—1)x+10)

) f(x)=3x(2-3x)+5 ) f(x) =4x+5)
Odpowiedz:

a) p=—%,qz§,ﬂx)=4(x+ %)Jrg

b) p=1,9=3fix)=-2(x-1)+3

) p=1,q:%,ﬂx):3(x—1)+%

2
d) p=-2,q9=7flx)=-(x+2)+7

& pola=Lfn-te-D+E

f) p=-3,q=-8flx)=">(x+3) -8

9 p=4,9=10flx)=-2(x-4) +10

h) p=-45q=-505fx)=2(x+4) 50
) p=3q=6f)=-9x-)—6

; R - 1y
) p=-25q=-25flx)=4(x+2) - 25
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3.3.8 Zbadaj, ile miejsc zerowych ma funkcja kwadratowa:

a) f(x)=3x"+x+5 b)  f(x)=16x +8x+1

A f(x)=-2x"+3x+7 d) f(x)=-2x"+6x+5
Odpowiedz:

a) Brak miejsc zerowych b) Jedno miejsce zerowe

c) Dwa miejsca zerowe d) Dwa miejsca zerowe

3.3.9 Na podstawie postaci iloczynowej funkcji kwadratowej, podaj miejsca zerowe tej funkgji:

a)  f(x)=2(x-1)x+10) b)  f(x)=-3(x-2)x+5)
QA f(x)=4(x+5)x d  f(x)= %(x +1)(x—6)
Odpowiedz:

a) x=-10,x, =1 b) x =-5x,=2 A x=-5x=0 d x =-1x,=6

3.3.10 Znajac wspdtczynnik a oraz miejsca zerowe funkcji kwadratowej, podaj jej postac iloczynowa:
1

a) a=\5,xl=—4,x2=E b) a=-3,x =-2x,=0

o a=7,x,=9 d) a=%,xl=—\/§,xz=\/§
Odpowiedz:

a) f(x):ﬁ(x+4)(x—%) b) f(x)=-3(x+2)x

9 f()=T(x-9) d) f(x):%(x+\/§)(x—\/§)

3.3.11 Dana jest funkcja kwadratowa w postaci iloczynowej. Podaj posta¢ kanoniczna tej funkgiji:

a) () =(x-1)x+5) b) f(x)=—(x-6)x+4)

A f(x)=2(x+1)x+5) d  f(x)= —%(x +6)(x —26)
Odpowiedz:

a) f(x)=(x+2)-9 b) f(x)=—(x-1)+25

A f(x)=2(x+3)-8 d () :—%(x—IO)Z +128
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3.3.12 Znajdz miejsca zerowe (o ile istnieja) funkcji kwadratowej i przedstaw jg w postaci iloczynowej (jesli

to mozliwe):
a) f(x)=x"—4x+3 b) f(x)=x>+5x+6 o f(x)=6x>=5x+1
d)  f(x)=9x* +6x—1 e) f(x)=-3x"+5 f)  fx)=-2x"+x+1

9 f(X)=-2x>+6x+20 h) f(x)=-3x"-5x+1

Odpowiedz:
) flx)= x——x 2) ) fix)=(x+3)(x +2)
1 1
ﬂx)=6(x——2)(x—§) d) x1=—§(1+«ﬁ),xz=—§(1—v’§)
)ﬂx):-s(x_lm)(x+§xfﬁ) ) f)=-20x-x+)
) fir)=-2(c-5)(x +2) h x,=-2—2v37,x,=-2+:V37

3.4 Rysowanie wykresow funkc;ji*®

Teraz naucze sie
» szkicowac wykres funkcji kwadratowej, korzystajac z jej wzoru.

Jak juz wspominalismy w powyzszym temacie, wykres funkcji kwadratowej ma ksztatt paraboli.
) Ponizej przedstawimy dwa sposoby rysowania wykreséw.

Sposob I:

Rysujemy wykres funkgji, bazujac na kilku kluczowych punktach:

1) wierzchotek paraboli,

2) punkty przeciecia z osig 0X (punkty dla miejsc zerowych),

3) pare dodatkowych punktéw — minimum dwa - jeden dla jakiego$ argumentu potozonego na
lewo od miejsc zerowych, drugi potozony na prawo.

UWAGA:

Gdy funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych lub istnieje tylko jedno miejsce zerowe, potrze-
bujemy minimum dwoéch punktéw na lewo od wierzchotka i dwéch punktéw na prawo.

Bezposrednio wszystkie wymienione elementy mozemy obliczy¢, majac do dyspozycji postac ogol-
na. Pozostate postaci (iloczynowa i kanoniczna) maja tez pewne zalety.

29 http://www.matematykam.pl/wykres_funkgji_kwadratowej_parabola.html, 21.02.2013.
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Rysowanie wykresu funkcji kwadratowej - postac ogéina.
Obliczamy po kolei wymienione elementy. Nastepnie zaznaczamy wszystkie uzyskane punkty
w uktadzie wspoétrzednych i od reki tagczymy je linig w ksztatcie paraboli.
YZ—X3—2X+8 a=-1,b=-2,c=8

1) Obliczamy wspodtrzedne wierzchotka:

A=b*—4ac=(-2)-4-(-1)-8=4+32=36

. Ty, = I
2a 2-(-1) -2
—A —36 —36
q=_=—=_=9
4a 4-(-1) -4
W=(-19)
]
w(-1,9) 1
T L L] L] L L] T L) |0--| L] L] L] L] L] L L] L T T

2) Obliczamy wspoélrzedne punktow przeciecia z osig 0X ( wyrdznik jest dodatni, wiec mamy dwa miejsca zerowe):

UWAGA: Gdyby funkda miala ujemny wyrdinik, wtedy nie byloby miejsc zerowych i ten punkt musielibysmy
pominac. Gdyby funkcja miala jedno miejsce zerowe, bytby nim wierzchotek paraboli, ktdéry zostat obliczony w
pierwszym punkcie, wiec obliczanie go po raz drugi nie miatoby sensu i réwniez ten punkt nalezaloby pominat.
W obu ewentualnosciach opricz wierzchotka obliczamy po dwa punktu, dla argumentow (x) po obu stronach
wierzchotka (punkt 3).

_—b+«/5=—(—2)+«f%:2+6: 8

i e

2a 2-(-1) —3 =2
. _—b—JA —(-2)--36 2-6 B
3 2a J--1 T

(-4,0): (2,0
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3) Obliczamy dwa dodatkowe punkty:

Punkt na lewo od miejsc zerowych:

Wybralismy argument -5.

Podstawiamy argument -5 do wzoru funkcji i obliczamy wartos¢ (y):

y=—x’-2x+8=—(-5)"-2-(-5)+8=-25+10+8=-7

Wspotrzedne punktu: (-5, -7)

Punkt na prawo od miejsc zerowych:

Podstawiamy argument 3 do wzoru funkcji i oblizamy wartosc (y):

y=—x"-2x+8=-3"-2-3+8=-9-6+8=-7

Wspotrzedne punktu: (3, -7)

(5,470 3.1

Teraz mozemy potaczy¢ punkty linig w ksztatcie paraboli:
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Rysowanie wykresu funkcji kwadratowej - postac iloczynowa.

Dokfadny wykres paraboli uzyskujemy w ten sam sposéb. Potrzebujemy tych samych kluczowych
punktéw.

Réznice:
1) wierzchotek paraboli

Wspotrzednych wierzchotka nie obliczymy bezposrednio z postaci iloczynowej. W tym celu musimy
zapisa¢ wzér funkcji za pomoca postaci ogélnej, a nastepnie — korzystajac z tej postaci — obliczamy
wspotrzedne wierzchotka, tak jak zostato to wczesniej przedstawione.

2) punkty przeciecia z osig 0X (punkty dla miejsc zerowych)

Nie musimy ich oblicza¢! Wystarczy je odczytac bezposrednio z wzoru w postaci iloczynowej.

Przykitad: UWAGA - liczby zapisane w nawisach
Y Y == E(X = IJ(X o 3) to miejsca zerowe ale ze zmienionym
znakiem!
X:=1
X2=-3

(1: 0)? ('3: 0)

3) pare dodatkowych punktéw — minimum dwa - jeden dla jakiego$ argumentu potozonego na
lewo od miejsc zerowych, drugi potozony na prawo

Mozemy je obliczy¢ bezposrednio z postaci iloczynowej, ale dla utatwienia obliczen zalecamy sko-
rzystanie z postaci ogélnej.

Rysowanie wykresu funkcji kwadratowej - postac¢ kanoniczna.

Dokfadny wykres paraboli uzyskujemy w ten sam sposéb. Potrzebujemy tych samych kluczowych
punktéw.
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ROZNICE:

1) wierzchotek paraboli

Nie obliczamy wspotrzednych wierzchotka funkcji kwadratowej. Mozna je bezposrednio odczyta¢
Ze wzoru.
Przyktad1 2

reyea y=2(x+5)+2

UWAGA -wspdirzedna ,, p” bedzie miala
przeciwny znak, do liczby zapisanej w
nawiasie, a znak ,q" sie nie zmienia:

X=-5

Y ¥ y=2
W=(-5,2)
2) punkty przeciecia z osig 0X (punkty dla miejsc zerowych)

Miejsc zerowych nie obliczamy bezposrednio z postaci kanonicznej. W tym celu musimy zapisac
wzor funkcji za pomoca postaci ogélnej, a nastepnie — korzystajac z tej postaci — obliczamy miej-
sca zerowe, tak jak zostato to wczesniej przedstawione.

3) pare dodatkowych punktéw — minimum dwa — jeden dla jakiegos argumentu potozonego na
lewo od miejsc zerowych, drugi potozony na prawo

Mozemy je obliczy¢ bezposrednio z postaci kanonicznej, ale dla utatwienia obliczer zalecamy sko-
rzystanie z postaci ogdlnej.

Sposob Il

Tym sposobem postugujemy sig, korzystajac wylacznie z postaci kanonicznej!

Przyktad 2

y=-2(x+1)?-3
Rysowanie wykresu funkcji tym sposobem skfada sie z dwdch podstawowych krokow:
1) Rysujemy wykres prostszej funkcji (pozbawionej wspotrzednych wierzchotkéw).

W naszym przyktadzie eliminujemy wiec:

y=—2(x+1)"=3

y=-2x"

Otrzymujemy w ten sposob najprostszy przypadek funkgcji kwadratowej. Wykres funkcji kwadra-
towej, sktadajacy sie wylacznie z jednego wyrazenia, jest parabola, ktérej wierzchotek znajduje sie
zawsze w poczatku uktadu wspétrzednych.

W=(0, 0)
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Dodatkowo obliczamy po dwa punkty znajdujace sie na lewo i na prawo od poczatku uktadu wspét-

rzednych:

Wybralismy: =2

y=-2-(2'=-2-4=-8

('2: '8)

x=-1

y=—2-(-1)’=-2-1=-2

(-1: -2)

x=1
y=-2-1"=-2-1=-2
(1:'2)

x=2

p=cPiat— Olig g
(2:'8)

Zaznaczamy punkty w uktadzie wspotrzednych ifgczymy je linig w ksztatcie paraboli:

Y

1) Przesuwamy wykres funkcji o wektor.

y=—2(x+1)"-3

Wektor przesuniecia:

[-1: -3]

Pamietajmy, aby zmieni¢ znak pierwszej wspdtrzednej.
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ZADANIA

3.4.1 Wyznacz wspotrzedne punktéw przeciecia wykresu funkgji kwadratowej f z osiami uktadu wspot-
rzednych, jesli:

a) f(x)=3x"-3 b) f(x)=x"+8 o f(x)=x*-4x+4 d) f(x)=x"—-6x-16
Odpowiedz:

a) zosigOX:1,-1;zosig OY: -3 b) zosig OX: nie istnieje; z osig OY: 8

c) zosig OX:2;zosig OY:4 d) zosig OX:8,-2;z0sig OY:-16
3.4.2 Oblicz:

> wspotrzedne punktéw przeciecia wykresu funkgji f z osiami uktadu wspétrzednych
» wspotrzedne wierzchotka paraboli

» miejsca zerowe (o ile istnieja),

a nastepnie naszkicuj wykres funkdji f, jesli:

a) f(x)=x*-9 b) f(x)=x"+6x o f(x)=x-4x+4 d) f(x)=-x"+2x+8
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Odpowiedz:

a) zosigOX:-3,3;z0siqOY:-9;p=0;q=-9;x,=-3,x,=3

B

N\
N\
757547\21

-_Y

u CDKH O gy o u» @

[ERE N

b) zosig OX:0,-6;z0sig OY:0; p=-3;q=-9,x,=0,x,=-6

b
=1

4]
~

//
\\

N\ - —y
T T T T 6 T 1
-10 -8 ,\ -4 -2 2 4
\/

J

K
[en]

s
S}

C) zosigOX:2;z0sia0Y:4;p=2;q=0;x =x,=2

16
\ i
\ 2 )
\ 7[\ /
N /
N @ /
N / Y
LN /
AN 7
% 7
-10 8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10 12

d) z0sigOX:-2,4;z0sia OY:8;p=1,9=9;x,=-2,x,=4

20
10
_____ ; ~ %6 % 2
A N,
/ a0 \ y
/ Ty N\
/ F={a} \
/ 70 \
-80 \
96 \
-100
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3.5 Wiasnosci funkcji kwadratowej

Teraz naucze sie:

» odczytywac z wykresu wtasnosci funkgji (dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe, maksy-
malne przedziaty, w ktérych funkcja maleje, rosnie, ma staty znak; punkty, w ktérych funk-
cja przyjmuje w podanym przedziale wartos¢ najwieksza lub najmniejsza);

» wyznaczac wartos¢ najmniejszg i wartos¢ najwieksza funkcji kwadratowej w przedziale
domknietym

|
Em) MINIMUM | MAKSIMUM FUNKCJI KWADRATOWEJ

Konkretna funkcja kwadratowa moze miec albo minimum, albo maksimum.
Przypominamy:

Minimalna warto$¢ funkcji oznaczamy: fix) _lub y . Maksymalng wartos¢ oznaczamy:

min min

W celu wyznaczenia minimum lub maksimum funkcji kwadratowej, wystarczy wiedzie¢, ze bedzie
znajdowato sie w punkcie wierzchotka paraboli. Wiemy juz, jak obliczy¢ wspétrzedne wierzchotka.
Oprécz tego musimy ustali¢, czy mamy do czynienia z maksimum czy minimum:

- gdy ramiona paraboli unoszg sie do géry, punkt wierzchotka jest punktem najnizej potozonym,
dlatego mamy do czynienia z minimum

¥

i I f(x)min

I T ST A | P S (R (S S| [
F'II'I'TuTllllTI!!lT

- gdy ramiona paraboli opadajg w dét, punkt wierzchotka jest punktem najwyzej potozonym, dla-
tego mamy do czynienia z maksimum
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f(x)max 1

]
| T |

Nie musimy rysowac wykresu funkgji. Wystarczy spojrzec¢ na wspotczynnik,a” funkcji kwadratowe;.
Przypominamy: ramiona paraboli beda skierowane w gére, gdy a > 0, w dot,
gdya<Oo.

Przyktad 1

y=-3x" +6x—8

Wspotczynnik,a” funkcji ma warto$c¢ -3 (a < 0). Ramiona funkcji beda skierowane w dét, czyli mamy
do czynienia z maksimum.

Obliczamy wspoétrzedne wierzchotka:

A=b>-4ac=6"—4-(-3)-(-8) =36—96 =60

=
p=—= ==

2a 23 —b

e LG 6D
q=—= =——=5

a3y S0
Zapisujemy wiec:
f(X)px=5dlax=1
mm) DZIEDZINA | ZBIOR WARTOSCI FUNKCJI KWADRATOWE)J
> Dziedzina

Dziedzing funkcji kwadratowej (chyba, Ze w zdaniu zostanie narzucona inna) jest zawsze zbior liczb
rzeczywistych. Dla dowolnej funkcji kwadratowej zapisujemy wiec:

D=R.
> Zbior wartosci

Jest $cisle powigzany z wartoscia wierzchotka (q) oraz kierunkiem ramion paraboli.
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Gdy ramiona funkgji sa skierowane w dot, wtedy zbiér wartosci bedzie sie zawierat pomiedzy minus
nieskoriczonoscig a wartoscig w punkcie wierzchotka (q):
ZW=(-= g

Gdy ramiona funkgji sa skierowane w gére, wtedy zbidr wartosci bedzie sie zawierat pomiedzy war-
todcig w punkcie wierzchotka (g) a nieskoriczonocia:

ZW = (g, )

Przyktad 2
y=-2x"—4x+5
Obliczamy wspétrzedna ,.q” wierzchotka:
A=b*—4dac=(-4)"—4-(-2)-5=16+40=56
A -56 _-56 _
da A -8

q

Poniewaz wspolczynnik ,a” jest ujemny (-2), ramiona paraboli sa skierowane w doét, dlatego
zbidr wartosci bedzie sie zawieral pomiedzy minus nieskoficzonoscia a wartoscia gq.

Y

ZW:(—cﬂ, 7>

gioyioy
o PR B

Przyktad 3

y=2x"+4x-2

Obliczamy wspdélrzedna ..q” wierzchotka:

A=b’—4ac=4"-4-2-(2)=16+16=32
-A -32 -32

q:—:—:—:—4
da 4-2 8

Poniewaz wspolczynnik .a” jest dodatni (2), ramiona paraboli sa skierowane w gére, dlatego
zbidor wartoscd bedzie sie zawieral pomiedzy wartoscia g a nieskonczonoscia.
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ZW = (- 4, «)

PRZEDZIALY MONOTONICZNOSCI FUNKCJI KWADRATOWEJ

Podobnie jak w wypadku ustalania zbioru wartosci oraz maksimum lub minimum funkcji kwadra-

towej, kluczowym elementem potrzebnym do okreslenia przedziatéw monotonicznosci jest wierz-

chotek funkgji.

Poniewaz przedzialy monotonicznosci sg okreslane dla argumentow (o$ 0X), istotna jest pierwsza

wspbtrzedna wierzchotka (p).

Druga potrzebng informacja, jest kierunek ramion paraboli:

Gdy ramiona paraboli s skierowane w gore.

[ przedzial |
[malejacy

przedzial
rosngcy

Funkcja jest rosnaca w przedziale od,,p” do nieskornczonosci.

f(X)f w przedziale (p, CO)

Funkcja jest malejaca w przedziale od minus nieskorniczonosci do,,p”.

f(X)& w przedziale (_ @, p>
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Gdy ramiona funkgji s skierowane w dét.

¥

W=(p. 9)f

przedzial
malejaey

przedzial |
rosnaey

Funkcja jest rosngca w przedziale od minus nieskonczonosci do,,p”.

f(X)f w przedziale (_ og, P)
Funkcja jest malejaca w przedziale od ,,p” do nieskonczonosci.
f(X)& wprzedziale {p, 90)

y=3x-12x+8

Obliczamy wspétrzedna .. p” wierzchotka:

Wspoatczynnik 2" funkcji jest dodatni (3 ), wiec ramiona beda skierowane w gdre.
W zwiaz ku z tym przedzialy monotonicznosci sa nastepujace:

f(X)/‘ w przedziale (2: "30)

f(X)L w przedziale (_ g, 2)‘

Okre$l monotonicznosé funkcji kwadratowej f(x) = —x” +4x +10

__b
b= 2a
p= —_iz =2
F(x) T (—0,2)

f):(2,0)
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Reasumujac

Wiasnosci funkcji kwadratowej

a>0 | a<0
Dziedzina D=R
A A
Zbiér wartosci =(-—,0) Y =(-o0,——
4a 4a
coun ;. b
Na;wngksza wartosc Nie istnieje [ , dla x=-—
funkgji 2a
N P 5
NaJmQ|erza wartose Ve ———> dla x=—— Nie istnieje
funkgji 4a 2a

Monotonicznosc

malejaca dla x € (—o0,— ij
2a

b
rosnacadla x € (7—, +o0)
2a

rosnaca dla x e (—o0,— i)
2a

malejacadla x € (— i +0)
2a

Miejsca zerowe

A < 0 nie istnieja

A=0jedno x, :72£
a

-b—~A -b++A
A>0dwa x, = f,x2= A
2a 2a
Parametr a<0 a<0
Ramiona paraboli Skierowne do gory Skierowane w doét
O3 symetrii paraboli x=—-—
2a
Wspétrzedne b A
wierzchotka paraboli v o0 T T 4,

ZADANIA

3.5.1 Narysuj wykresy funkcji kwadratowe;j:

a) y=x>-4

d) y=x?-4x+5

b) y=x*-6x

e y=-2x"+6x+7

Q) y=-2x+4x

3.5.2 Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej i na jego podstawie okresl:

»  zbidr wartosci
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miejsca zerowe

» przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie
» przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci ujemne
» przedziaty, w ktérych funkgja jest rosnaca, a w ktérych malejaca
» warto$¢ najwieksza lub najmniejsza,
dla nastepujacych funkgji:
a) f(x)=x"-4 b) f(x)=-x"+6x Q f(x)=(x-3)" -4
d f(x)=-(x-D(x+5) e) f(x)=x>-6x+9 f)  f(x)=-2x"-Tx+4
g =
O £ ‘T O £ 3 £ £ = £ £ 32 € £
8 © =3 S o S O Sa 5w T I
N 2 =N = =5 z 2 T £ = c = c
Dla
a) | (49 | =22 |(-0,-2)u(2,0) (-2.2) (0,0) (~0,0) - x=0
y=-
Dla
b | (—=,9) | 06 (0.6) (F20)u(6.0) | (-»3) | () x=3 -
»y=9
Dla
o (49 | 15 | (ol)u(S50) (1,5) (3,0) (0,3) - x=3
y: -
Dla
d| (0,9 | 51 (=51) (Foo-s)ullo) | (-o2) | (-20) | x=2 -
y=9
Dla
e) <O, ) 3 (~0,3)U(3,) @ (3,00) (~,3) - X =3
=0
-4, Dla
1 1 1 3 1
f) (—oo,10§> % [ 5,2) (—oo,—4)u(5,ooj [_OO’_IZJ [—lf,ooj x:-]g B
y= 10l
3.5.3 Narysuj wykres funkgcji kwadratowej i podaj jej wtasnosci:
a) y=x"-4x+3 b) y=-2x>-8x-5 o y=x-6x+10

78
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Odpowiedz:

a)

Dziedzina: D =R

Zbior wartosci: ZW = (—1,00)

Miejsce zerowe: x, =1 lub x,=3

Monotonicznos¢: funkcja jest przedziatami monotoniczna
malejgca w przedziale (- 0,2 >

rosngca w przedziale <2,oo)

Wierzchotek: W = (2,—1)

Najmniejsza wartos¢:y - =—1dlax=2

Najwieksza wartos¢: nie istnieje

Dziedzina D =R

Zbiér wartosci ZW = (0,3 >

Miejsce zerowe x, 3,2 lub x; -0, 8

Monotonicznos¢: funkcja jest przedziatami monotoniczna
rosngca w przedziale (-o,-2 >

malejgca w przedziale < —2,)

Wierzchotek W = (-2, 3)

Najwigksza wartos¢y =~ =3dlax=-2

Najmniejsza wartos$¢: nie istnieje

Dziedzina: D =R

Zbidr wartosci: ZW = < 1,0)

Miejsce zerowe: nie istnieja

Monotonicznos¢: funkcja jest przedziatami monotoniczna
malejgca w przedziale (0,3 >

rosngca w przedziale < 3,00)

Wierzchotek: W = (3, 1)

Najmniejsza wartos¢y = =1dlax=3

Najwieksza wartos¢: nie istnieje
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3.5.4 lle punktéw wspdlnych ma wykres funkcji kwadratowej y = 2x?+ 4x — 1 z prostymi:
a) y=-5 b) y=-3 o y=-1 d y=2
Odpowiedz:
Funkcja kwadratowa y = 2x* + 4x — 1 ma:
- 0 punktéw wspélnych z prosta y = -5
- 1 punkt wspolny z prostg y = -3
-2 punkty wspdlne z prostg y = -1
-2 punkty wspélne z prostg y = 2
3.5.5 Wyznacz réwnanie osi symetrii paraboli, okreslonej réwnaniem: y = —x* + 6x — 7.
Odpowiedz: x =3
3.5.6 Dana jest funkcja fix) = —x* + 6x — 5.
a) Naszkicuj wykres funkdji fi podaj jej zbior wartosci.

b) Podaj rozwigzanie nieréwnosci: fix) >0.

Odpowiedz:
a) (—0,4>
b) xe <1,5>

3.5.7 Na podstawie fraamentu wvkresu funkcii kwadratowei fix) wskaz. ktére zdanie jest prawdziwe:

e

1.3)

a) miejscami zerowymi funkgji sa liczby: —2 oraz 4

b) funkcja jest rosnaca w przedziale (-2, 4)
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c) funkcja przyjmuje wartosci wieksze od zera dla x < 1
d) zbiorem wartosci funkgji jest przedziat (-1, 9)

Odpowiedz: a

3.5.8 Wyznacz najmniejszg lub najwiekszg wartos¢ funkgji:

a) f(x)=x>-6x+9 b) f(x)=(x-3)x+4)

A f(x)=-3x(x-2) d) f(x)=2(x-2)x+4)-5
Odpowiedz:

a) m=0 b) m=-112 o0 m=3 d m=-23

3.5.9 Wyznacz najwieksza i najmniejsza wartosc funkcji w podanym przedziale:
a) f(x)=—x"-3x+10, xe(-12)
b) f(x)=2x" —x+1, xe(-25)
) f(x)=—2x2+x—1,xe<0,2>

Odpowiedz:

a) m=12,m=0 b) m=46,m=7/8 ) m=-7/8, m=-7

3.5.10 Oblicz najmniejszg wartos¢ funkcji w podanym przedziale:

a) f(x)=x"-9,xe <f 2,2> b) f(x)=-x>+5x,x¢ <3,7>
o f(x)=x*-5x-6, xe<74,1> d) f(x)=x"—4x+4, xe<74,1>
Odpowiedz:

a) m=-9b) m=-14 (@] m=-10 d) m=1

3.6 Przesuwanie wykresow funkcji kwadratowej

Teraz naucze sie:

» na podstawie wykresu funkcji y = fx) naszkicowa¢ wykresy funkgji
y :ﬂx + a),y :f(x) +a,y= _f(x), ¥ :f(_x);

» wyznaczac wzor funkgji kwadratowej na podstawie pewnych informacji o tej funkcji lub
o jej wykresie

) xy=-fix)

Wykres funkgji y = - fix) jest symetryczny do wykresu funkgji y = flx) wzgledem osi OX .

FUNKCJA KWADRATOWA 81



Przyktady

+0
y=-fx

Vs
N

iT y=Ffix)

-4 -3 -z /1\\1__0 1 3 4 5
f s y=-f(x)
A

) xy=fl-x)
Wykres funkgji y = fl-x) jest symetryczny do wykresu funkgji y = fix) wzgledem osi OY.

y=F(=)

[ER L I T R
PRI
—t—+—+

¥

) xy=-fl-x)
Wykres funkgji y = - fl-x) powstaje w wyniku przeksztatcenia wykresu funkgji y = fix) przez

symetrie wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych, czyli punktu (0, 0).

a4t
3

o y=
1 \

) x.y=flx)+q

Wykres funkgji y = flx) + g powstaje w wyniku przesuniecia wykresu y = flx) wzdtuz osi OY o
|q| jednostek w kierunku zgodnym ze znakiem g (o wektor [0,4]).
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y=-f(x1+q

Ty
4

y=F(x)
2k

1+,

fu}
=

) x-y=fix-p)

Wykres funkcji y = fix - p) otrzymujemy w wyniku przesuniecia réwnolegtego wykresu funk-
Gji y = flx) wzdhuz osi OX o wektor v'= [p,0]

) x.y=flx-p)+q

Wykres funkcji y = fix - p) + q otrzymujemy w wyniku przesuniecia wykresu y = fix) o wektor
w=[p,q]

y=F(=)

LB S N N O i) B o 1]
. ' ! M N
t t t L] t

4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
» x-oy=k-fix)

Wykres funkgji y = k - fix) powstaje z wykresu y = flx) w wyniku k-krotnego zblizania si¢ lub
oddalania od osi OY.

Dla k > 1 wykres funkgji fix) zblizyt sie k-krotnie do osi OY (,rozciagnat sie” wzdtuz osi OY).

Dla k € (0,1)wykres funkgji fix) oddalit sie k-krotnie od osi OY (,Sciagnat sie” wzdtuz osi OY).
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) ***x_y = |fix)|

Aby otrzymac wykres funkgji y = |fix)|, nalezy cze$¢ wykresu y = fix) - lezaca nad osig OX lub
na niej — pozostawi¢ bez zmian, natomiast czes¢ wykresu lezaca pod osig OX odbi¢ symetrycznie
wzgledem osi OX .

mp *xx—y =filx])
Aby otrzymac wykres funkgji y = f{|x |), nalezy:
» dlax =0 czes¢ wykresu y = fix) pozostawi¢ bez zmian

» otrzymang czes¢ wykresu przeksztatci¢ przez symetrie wzgledem osi OY - otrzymujemy w ten
sposob wykres szukanej funkcji dla x < 0.
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)
=Rl y=f) |

) ey = flk*x)

Wykres funkcji y = flk*x) powstaje w wyniku k-krotnego ,$ciggania” lub ,rozciggania” wykresu funk-

qji y = flx) wzdhuz osi OX .

Dla k > 1 wykres funkcji y = fix) ,Scigga sie” wzdtuz osi OX .

Dla k € (0,1) wykres funkcji y = fix) ,rozcigga sie” wzdtuz osi OX .

|
He

STy
y=flku), k=1 41
3 .
2 .
1+ \Fi(j} ;
s 4 3 2 1o 3 4 5
o+
-3+
3Ty
~ v=fle) 2T
et 1__
— H
C t — t . - »
- 2 - -1‘%\9\\1 c] 4
2+ e
y=fknl, Dck<l
-3

3.6.1 Przesuwajac wykres funkcji okreslonej wzorem g(x)=ax*,x € R,(a #0) o p jednostek wzdtuz osi

OXi g jednostek wzdtuz osi OY, otrzymujemy
cych sie w niej danych.

wykres funkdji f. Uzupetnij tabelke wedtug znajduja-
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Przesuniecie Przesuniecie Posta¢ kanoniczna Wspétrzedne
Wzér funkcjig | wzdtuz osi OX wzdtuz osi OY N wierzchotka
wzoru funkgji f -
p q wykresu funkgji f
4 jednostki 5 jednostek
— _Ay2 [ 2_ = (-4 —
glx) =-6x w lewo w dot fix) =-6(x +4)*-5 W = (-4,-5)
3
fix) :Z (x+2)0+4
glx) =10x W= (3,0)
2 jednostki _ 2
W prawo fo)=5(x-2y-7
_2 ., 1 jednostka _
gx)= X w dot wW=(0-1)

3.6.2 Narysuj wykres funkcji y = x? a nastepnie przeksztat¢ go tak, aby otrzymac wykres funkgji:

a) y=(x-3)
d) y=x-3
Odpowiedz:

b) y=(x+1)?

e) y=(x+1)7?-16

a) przesuwamy o 3 jednostki w prawo

b) przesuwamy o 1 jednostke w lewo

c) przesuwamy o 4 jednostki w gore

d) przesuwamy o 3 jednostki w dot

Q y=x*+4

1
f =_x2-3=
) y=-x 3

e) przesuwamy o 1 jednostke w lewo i 1,6 jednostki w dot

f) rysujemy y = x? odbijamy symetrycznie wzgledem osi OX i przesuwamy w dét o 3% jednost-

ki w dét

3.6.3

wzdtuz osi OY o 8 jednostek w gore, otrzymujac wykres funkgji g.

a) Podaj zbiér wartosci funkgji g.
b) Funkcja g okreslona jest wzorem g(x) = —2x? + bx + c. Oblicz bi c.

Odpowiedz:

a) Zbior wartosci (—,8)

b) b=12,c=-10
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3.6.4 Jakie wspotrzedne ma wierzchotek paraboli, ktéra jest wykresem podanej funkgji? Okresl przedzia-
ty monotonicznosci tej funkgiji.

a) y=x>-5 b) y=-03x>+12 Q  y=14(x-48)’
) 2, 1
d y=-35(x+12) e) y=I15(x+ 5) + 3
Odpowiedz:

a) W =(0,-5); funkcja maleje x e (—,0), funkcja rosnie x e (0,)
b) W =(0,12); funkcja rosnie x € (—,0), funkcja maleje x e (0,0)
c) W =(48,0); funkcja maleje x € (—%,48), funkcja rosnie x € (48,)

d W

(-1,2;0); funkcja rosnie x e (—0;—1,2), funkcja maleje x e (—1,2;0)

e W

(—%, ); funkcja maleje x e (—oo,—%) , funkcja rosnie x e (—%,oo)

W | —

3.6.5 Naszkicuj wykresy odpowiednich funkgcji i okresl, ile punktéw wspdlnych ma podana parabola

i prosta.

a) y=-5x*+7iy=3 b) y=06x>-5iy=10

o y=-0l(x-3)>iy=-4 d) y=15(x+2)>+4iy=-1

e) y=-32x-57-1 iy=-11 f)  p=33(x+7)>+21iy=20
Odpowiedz:

a) ma dwa punkty wspdlne b) nie ma punktéw wspdlnych

c) ma dwa punkty wspdlne d) nie ma punktéw wspdinych

e) ma jeden punkt wspolny f)  nie ma punktéw wspélnych

3.6.6 Znajdz wzor funkgji, ktérej wykresem jest parabola o wierzchotku W, przechodzaca przez punkt P:

a) W=(-1-1),p=33) b) W=(-87),p=(16) A W=(32),p=(-510)
Odpowiedz:
a) —l(x+l)271 b) —7i(x+8)2+7 4] —l(x73)2+2
77 Ty 778

3.6.7 Podajwzér funkcji kwadratowej, ktérej wykres jest symetryczny do wykresu funkgji £(x) = 2(x —1)* +3
wzgledem:

a) osiOX b) osiOY c) punktu (0,0)
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Odpowiedz:
a) f(x)=-2(x-1)>-3 b) f(x)=2(x+1)>+3 A f(x)=-2(x+1)>-3

3.6.8 Podajwzérfunkcji kwadratowej, ktdrej wykres jest symetryczny do wykresu funkgji £ (x) = (x +1)(x —3)
wzgledem:
a) osiOX b) osiOY ¢) punktu (0,0)

Naszkicuj te wykresy.

Odpowiedz:
a) f(x)=—(x+1)(x-3) b) f(x)=(x-1(x+3) A f()=—(x-D(x+3)

3.6.9 Podajwzérfunkcji kwadratowej, ktérej wykres jest symetryczny dowykresufunkcji f(x) = x> —x—6
wzgledem:
a) osiOX b) osiOY ¢) punktu (0,0)

Naszkicuj te wykresy.
Odpowiedz:

a) f(x)=—x>+x+6 b) f(x)=x"+x-6 A f(x)=—x>-x+6

3.6.10 Wyznacz wzér funkcji kwadratowej o podanych wtasnosciach:

a) zbiorem wartosci funkgji jest przedziat <3,oo), wykres przechodzi przez punkt P = (-1,5) i ma
0$ symetrii o rownaniu x =1,

b) zbiorem wartosci funkcji jest przedziat <7 4,00) , jednym z miejsc zerowych jest x = 1i wykres
ma o$ symetrii o rownaniu x = -1,

c) zbiorem wartosci funkgji jest przedziat <4,oo) , wykres ma o$ symetrii o réwnaniu x = 2 i prze-
cina 0$ OY w punkcie o rzednej 6.

Odpowiedz:

1

a) f(x)z%x2 —x+32

b) f(x)=x*>+2x-3 c) .f'(x):%x2—2x+6

3.6.11 Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb naturalnych jest réwna 149. Znajdz te liczby.

Odpowiedz: 6, 7, 8.
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3.6.12 Rozwiaz réwnanie f(x—1)=4,jezeli f(x)=x"+x-2

Odpowiedz: x =-2, x =3

3.6.13 Na podstawie wykresu funkgcji kwadratowej podaj jej wzor.

JO
T

Odpowiedz:

- 2 _3) =224 2
y= 3(x+1)(x 3)= X +2

3.6.14 Dorysuj brakujaca czes$¢ wykresu. Znajdz wzér funkcji kwadratowej o podanym wykresie. Zapisz go
w postaci ogdlnej, iloczynowej i kanoniczne;j.

yufixh

Odpowiedz:
y=—(x-1>+9
y=—(x+2)(x—-4)

y=—x"+2x+8

3.7 Zadania praktyczne

Teraz naucze sie wykorzystywac whasnosci funkgji liniowej i kwadratowej do interpretacji zagad-
nien geometrycznych, fizycznych itp. (takze osadzonych w kontekscie praktycznym)
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ZADANIA

3.7.1 Z dwdch miast A i B, odlegtych od siebie o 18 kilometréw, wyruszyli naprzeciw siebie dwaj turysci.
Pierwszy turysta wyszedt z miasta A o jedng godzine wczesniej niz drugi z miasta B. Oblicz pred-
kos¢, z jaka szedt kazdy turysta, jezeli wiadomo, Ze po spotkaniu pierwszy turysta szedt do miasta
B jeszcze 1,5 godziny, drugi zas szedt jeszcze 4 godziny do miasta A.

Odpowiedz: Predkos¢ turysty z miasta A to 4 km/h, a turysty z miasta B 3 km/h.
3.6.2 Dwie szkoty maja prostokatne boiska. Przekgtna kazdego boiska jest réwna 65 m. Boisko w drugiej

szkole ma dtugos¢ o 4 m wieksza niz boisko w pierwszej szkole, ale szeroko$¢ o 8 m mniejsza. Oblicz
dtugosc i szerokos¢ kazdego z tych boisk.

Odpowiedz: Wymiary pierwszego boiska to 56 m x 33m, a drugiego boiska 60 m x 25 m.
3.6.3 Pewien turysta pokonat trase 112 km, przechodzac kazdego dnia te sama liczbe kilometréw. Gdyby

mogt przeznaczy¢ na te wedréwke o 3 dni wiecej, to w ciagu kazdego dnia mogtby przechodzi¢
0 12 km mniej. Oblicz, ile kilometréw dziennie przechodzit ten turysta.

Odpowiedz: Turysta dziennie przechodzit 28 km.

3.6.4 Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego jest dtuzsza od jednej przyprostokatnej o 1 ¢cm, a od
drugiej przyprostokatnej o 32 cm. Oblicz dtugosci bokdw tego trdjkata.

Odpowiedz: Tréjkat ma boki 41cm, 40 cm i 9 cm.

3.6.5 Pole trojkata prostokatnego jest rowne 60 cm?. Jedna przyprostokatna jest o 7 cm dtuzsza od dru-
giej. Oblicz dtugos¢ przeciwprostokatnej tego trojkata.

Odpowiedz: Dtugos¢ przeciwprostokatnej tréjkata to 17 cm.

3.6.6 Do zbiornika o pojemnosci 700 m* mozna doprowadzi¢ wode dwiema rurami. W ciggu jednej go-
dziny pierwsza rura dostarcza do zbiornika o 5 m® wody wiecej niz druga rura. Czas napetniania
zbiornika tylko pierwsza rurg jest o 16 godzin krétszy od czasu napetniania tego zbiornika tylko

druga rura. Oblicz, w ciggu ilu godzin pusty zbiornik zostanie napetniony, jesli woda bedzie dopro-
wadzona przez obie rury jednoczesnie.

Odpowiedz: Czas napetniania zbiornika przez obie rury jednocze$nie wyniesie 23% godziny.
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CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

1% Miejscami zerowymi funkgji kwadratowej y = -3(x - 7)(x + 2) s
aAx=7x=-2 b) x=-7,x=-2 o x=7,x=2 d x=-7,x=2

Odpowiedz: a

23" Wzorem funkgji kwadratowej f, ktorej fragment wykresu przedstawiono na rysunku, jest:

fo)=-242x-1b) flo)=-2¢+2x+1 0 fo)=-2+x+1 d) flx)=-2x"-x-1

Odpowiedz: b
3. Najwieksza warto$c¢ funkcji: y = -2x? + x + 1, w przedziale (-1; 0,5), jest réwna:
1 1
a - b) 1 9 3 d) -4

4.2  Gdy przesuniemy wykres funkgji flx) = 2x - 3 o0 2 jednostki w prawo i 4 jednostki
w gore, to otrzymamy wykres funkcji opisanej wzorem:
a) y=2x-2)+4 b) y=2(x-2)-4; Q y=2x-2)+1; d y=2x+2)+4

5. Funkcja kwadratowa y = x? + bx + ¢ jest malejaca dla x € (-eo; 2), a zbiorem jej wartosci jest prze-
dziat (—4; ). Posta¢ kanoniczna tej funkcji opisana jest wzorem:

fix)=(x-22-4 b) flx)=(x+2) ) flx)=(x+4?+2 d) fix)=(x-42+2

30 Zadanie 1: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf, 22.02.2013.
31 Zadanie 2, 3: http://www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php#arkusze, 22.02.2013.
32 Zadanie 4, 5, 6: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2013styczen/matura2013-styczen.pdf, 22.02.2013.
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6. Na jednym z ponizszych rysunkéw przedstawiono fragment wykresu funkcji y = x?+ 2x — 3. Wskaz

ten rysunek.

A) B) D)
Odpowiedz: a
7.3 Miejscem zerowym funkgji f okreslonej wzorem
¥ -1 dlaxe(—oo,—4)
f(x)=15x+10 dlaxe(-42)
x+4 da .rE(Z +oo)
jest:
a) -4 b) -2 q) -1 d) 1
8. Funkcja f, okreslona wzorem flx) = x? - 3x - 4, przyjmuje warto$ci ujemne jedynie w przedziale:
a) (-oo, g) b) (-oo,-NU(4+) o (-14) d) (-47)
9. Funkcja flx) = 2x? - 4x + 5 jest malejaca w przedziale:
a) (2,) b) (-,2) Q) (-oo,1) d) (1,+)

10.3* Dana jest parabola o réwnaniu y = x> + 8x — 14. Pierwsza wspétrzedna wierzchotka tej paraboli jest

rébwna:

a  x=-8 b)x=-4 ox=4 d)x=8

11.  Wskaz fragment wykresu funkcji kwadratowej, ktérej zbiorem wartosci jest (=2, +o0).
A, B. C.

12.  Wykaz, ze jezeli ¢ < 0, to tréjmian kwadratowy y = x? + bx + ¢ ma dwa rézne miejsca zerowe.

33 Zadanie 7: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf, 22.02.2013.
34 Zadanie 10, 11, 12: http://www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 22.02.2013.
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13.%  Na jednym z ponizszych rysunkéw przedstawiono fragment wykresu funkcji y = x> + 2x — 3. Wskaz
ten rysunek.

T T

NREREN ] { \ ]
N EY i 7 f
| / AREA AR \ /
\[ 1/ / i | N
f VL \
l iy }
A B C. D.

14.  Wierzchotkiem paraboli, bedacej wykresem funkcji okreslonej wzorem fix) = x* - 4x + 4, jest punkt
o wspétrzednych:

a) (02 b) (0-2) o (=20 d) (20
15.3  Oblicz najwieksza wartos¢ funkgji fix) = —2x? + 16x — 15 w przedziale <-2, 3>.

16. Dane s funkgje liniowe flx) =x -2 oraz g(x) = x + 4 okre$lone dla wszystkich liczb rzeczywistych
x . Wskaz, ktory z ponizszych wykresow jest wykresem funkji h(x) = fix)-glx):

17.3®  Wykresem funkcji kwadratowej f{x) = -3x + 3 jest parabola o wierzchotku w punkcie:

a) (3,0 b) (0,3) o (=30 d) (0-3)

35 Zadanie 13, 14: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_matematyka.
pdf, 22.02.2013.

36 Zadanie 15: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf, 22.02.2013.

37 Zadanie 16: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf, 22.02.2013.

38 Zadanie 17, 18: http://www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 22.02.2013.
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18.  Narysunku przedstawiony jest wykres funkgji y = fix).

¥

(3

g

Ktoére rownanie ma doktadnie trzy rozwigzania?

a) fix)=0 b) flx)=1 o fix)=2 d) fix)=3

19.®  Wyznacz najwieksza i najmniejszg wartos¢ funkgji fix) = x*- 10x + 9 w przedziale <3,7>.

Odpowiedz:y  =-12,y . =-16

20.  Wyznacz punkty wspdlne okregu i prostej o réwnaniach:
(x=3+(y-5V =dix+y=10

Odpowiedz: p =(3,7),R=(5,5)

21.  Wyznacz warto$c liczby m tak, aby funkcja f(x) = (m* —7m)x + 5m miata dokfadnie jedno miejsce
zerowe x = -1

Odpowiedz: m =12

22.  Wzér w postaci funkgji kanonicznej y = zxz + Elx —El , to:

3 1, 1 3 1, 1
== Bl b)y== (x- —)- =
a)y 4(x+3) 3 )y 4( 3) 3
1, 1 1,
=(x--)-= d)y= Bl ©
AQy=(x 3) 3 )y =(x+ )+8

39 Zadania 19- 35: Testy maturalne, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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Odpowiedz: a

23.  Funkcje kwadratowa, przedstawiona na rysunku, opisuje wzér:
a) f(x)=-x*+6x-5

¥y
b) _ 2 4 1
f(x)=—x"+4x+5
Q f(x)=—x*+3x-2 11
g e —

d) f(x)=-x>-2x+15

Odpowiedz: a

24,  Zbiorem wartosci funkcji y = x°- 6x + 11, jest:
a) (~w2) b) (~o,3) o (3, d) (2,0

Odpowiedz: d

25.  Funkgja flx) = x’+ bx + c osigga wartos¢ najmniejszg rowna 4 dla x = 2, jesli:
a) b=-4,c=8 b) b=4,c=-8 ) b=-4,c=-8 d b=4,c=8

Odpowiedz: a

26.  Wykresy funkgji flx) =9 - x%i glx) = x?- 9:
a) sa symetryczne wzgledem osi OX b) sa symetryczne wzgledem osi OY

c) sasymetryczne wzgledem osi OXiQOY d) nie sq symetryczne

x*—4dlax>0

x*+4dlax<0
a) 0 b) 1 o 2 d) 4

27.  Funkcja jest okre$lona wzorem f'(x) = { . lle miejsc zerowych ma funkcja f?

28.  Zbiorem wartosci funkcji kwadratowe;j f jest przedziat (- 0,2 >. Funkcja f ma wzor:
a) f(x)=—(x-3)+2 b) f(x)=x*+2
Q f)=(x+10-2 d) f(x)=—(x+2)

Odpowiedz: a

28.  Liczba punktéw wspdlnych prostej y = -x z wykresem funkcji y = %xz —2x+ 3, wynosi:
a) 1 b) 2 c O d) 3

Odpowiedz: ¢
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f(24)

29.  Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f sa liczby -6 oraz 1. Oblicz warto$¢ wyrazenia

Odpowiedz: 62

30. Na podstawie wykresu funkcji kwadratowej f okresl jej wzor:

Odpowiedz: f(x)= —%xz +3x+1

31.  Najwieksza wartos¢ funkgji kwadratowe;j fjest réwna 9. Liczby 0 i 6 sa miejscami zerowymi tej funkgji.
a) Napisz wzor funkgji f w postaci ogdlnej.

Odpowiedz: y = -x’+ 6x
b) Dlajakich wartosci x wykres funkgji flezy powyzej wykresu funkgji okreslonej wzorem y = x + 4

Odpowiedz: x (1,4)

32.  Wyznacz najmniejsza warto$¢ wyrazenia x°+ y?, jedli x + y = 4.

Odpowiedz: 8

33.  Wykaz, zewykresyfunkcjikwadratowych podanychréwnaniami: y = x* + 2x -8 oraz y = x> + 6x — 4
maja tylko jeden punkt wspolny. Wyznacz jego wspétrzedne.

Odpowiedz: (-1,-9)

34.  Wartoscig najwieksza funkgji kwadratowej y = x>+ 2x — 3, okreslonej w przedziale <-3,2>, jest liczba:

a) -4 b) 5 o O d 6

35.  Funkcja kwadratowa y = x?- 9 przyjmuje wartosci nieujemne dla:

a) xe(-0,-3)U(3,0) b) xe(-33)

Q) xe< -33 > d) xe(-»,-3 >U< 3,0)
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4 Planimetria

To juz potrafie:
> korzystac ze zwigzkéw miedzy katami utworzonymi przez prosta przecinajaca dwie proste
réwnolegte;

rozpoznawac wzajemne potozenie prostej i okregu, rozpoznawac styczng do okregu;

korzystac z faktu, ze styczna do okregu jest prostopadta do promienia poprowadzonego
do punktu stycznosci;

rozpoznawac katy srodkowe;
oblicza¢ dtugos¢ okregu i tuku okregu;
oblicza¢ pole kofa, pierécienia kotowego, wycinka kotowego;

stosowac twierdzenie Pitagorasa;

vV V V VY V¥V

korzystac¢ z wtasnosci katéw i przekatnych w prostokatach, rownolegtobokach, rombach
i w trapezach;

oblicza¢ pola i obwody tréjkatéw i czworokatéw;

zamieniac¢ jednostki pola;

oblicza¢ wymiary wielokata powigkszonego lub pomniejszonego w danej skali;
oblicza¢ stosunek p6l wielokatéw podobnych;

rozpoznawac wielokaty przystajace i podobne;

stosowac cechy przystawania trojkatow;

korzystac¢ z wtasnosci trojkatow prostokatnych podobnych;

rozpoznawac pary figur symetrycznych wzgledem prostej i wzgledem punktu;
narysowac pary figur symetrycznych;

rozpoznawac figury, ktére maja o$ symetrii, i figury, ktére maja srodek symetrii;
wskazywac o$ symetrii i Srodek symetrii figury;

rozpoznawac symetralng odcinka i dwusieczna kata;

vV V. ¥V ¥V ¥V V ¥V V VYV V V V V

konstruowa¢ symetralng odcinka i dwusieczng kata, katy o miarach 60°, 30°, 45°, okrag
opisany na tréjkacie oraz okrag wpisany w trojkat;

» rozpoznawac wielokaty foremne i korzystac z ich podstawowych wiasnosci
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SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ?

ZADANIA ZAMKNIETE

Informacja do zadan 1i 2. I

W parku znajduja sie dwie fontanny: w ksztatcie K \
kwadratu z wpisanym okregiem i w ksztatcie sze-

Sciokata foremnego wpisanego w okrag. AN 4

Zad. 1 Jaka dtugoé¢ ma promien okregu w fontannie |, jesli kwadrat ma przekatna o diugosci 4v/2 m?

a) 4m b) 2m ¢ 56m d 28m

Zad. 2 Jaki jest obwdd szesciokata w fontannie Il, jesli promien okregu ma dtugos¢ 4 m?

a) 16m b) 24m ¢ 12v3m d) 6v3m

Zad. 3 Wskaz rysunek, na ktérym przedstawiony jest kat wklesty:

A > Q

A
| | .

Zad. 4 Sklepy przyciagaja klientéw reklama. W ktérym z napisdw jest najwiecej liter osiowosymetrycz-

nych? Kazda litere traktuj jako oddzielna figure.

a) BARDZO ATRAKCYJNE CENY b) OBNIZKA CEN
c) CENY PROMOCYJNE d) PRZECENA TOWAROW
PLANIMETRIA



Zad. 5 Jaka miare ma kat 3
a) 50%
b) 35°
o 30°

d) 40°

2y .
40 ¥
Zad. 6 Miara kata wpisanego opartego na % okregu wynosi:
a) 90° b) 60° o 120° d) 80°
Zad. 7 Dtugos$¢ okregu o promieniu 3 cm wynosi:
a) 6m b) 18m c) 9m d) 12=m

Zad. 8 W szesciokacie foremnym narysowano przekatne, ktdre podzielity go na 6 trojkatéw. Powstate tréj-
katy nie sa:

a) przystajace b) réwnoboczne c) podobne d) rozwartokatne

Zad. 9 Pole kwadratu o przekatnej dtugosci 5v6 , to:

a) 25 b) 50 c 75 d) 15

Zad. 10.0bwad trojkata prostokatnego o przyprostokatnych 6 cm i 8 cm, wynosi:

a) 24cm? b) 24 cm ¢ 10cm d) 12 cm?
Odpowiedz:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B B B A C B A D C B
PLANIMETRIA
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ZADANIA OTWARTE

1. Uzupetnij nastepujace zdania:
Suma katéw wewnetrznych tréjkata wynosi ............
Miara kata wewnetrznego o$Smiokata foremnego wynosi .........
Trojkaty ze wzgledu na dtugosci bokéw dzielimy na ...............
Proste prostopadte oznaczamy symbolem ......
Przekatne przecinaja sie pod katem prostym, np. w czworokatach .........
Przez jeden punkt mozna poprowadzi¢ ......... prostych.
Miejsce przeciecia sie dwdch prostych, to.........

Kat o mierze 180° nazywamy katem ......

2. Oblicz katy wewnetrzne czworokata ABCD.

3. Oblicz x i y wiedzac, ze punkty A = (3x — 1; 2y) i B = (x + 2; 4y — 1) s3 symetryczne wzgledem
0si OX.

4, Oblicz obwdd i pole trapezu przedstawionego na rysunku.

Ln

B
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5. Skonstruuj tréjkat rownoboczny i opisz na nim okrag.

Rozwigzania

Nr zadania Etapy rozwigzania

Suma katéw wewnetrznych tréjkata wynosi 180°
Miara kata wewnetrznego o$miokata foremnego wynosi 135°
Tréjkaty ze wzgledu na dtugosci bokéw dzielimy na réwnoramienne,

réwnoboczne, réznoboczne.
1 Proste prostopadte oznaczamy symbolem L

Przekatne przecinaja sie pod katem prostym, np. w czworokatach: romb, deltoid
Przez jeden punkt mozna poprowadzi¢ nieskoriczenie wiele prostych

Miejsce przeciecia sie dwdch prostych to punkt

Kat o mierze 180° nazywamy katem poétpetnym.

2 44 =64°4C=+4D =90° 4B = 116°
3x—1=x+2
—2y=4y-—1
3 x=15
1
Y=%

b —b — gorna podstawa

b=12
4 24 +12)-5
po HHID5_ o
2
L =54
5 Konstrukcja

mm) ,Geometria jest sztuka wyciggania prawidtowych wnioskéw ze Zle sporzadzonych rysunkow”.

m) Planimetria jest dziatem geometrii (stowo,geometria” pochodzi od stéw greckich: ge — ziemia i me-
treo — mierze), ktéra zajmuje sie wlasnosciami ptaszczyzny.

4.1 Kat srodkowy i wpisany

Teraz naucze sie stosowac zaleznosci miedzy katem srodkowym a katem wpisanym

|
Poznane dotychczas katy mozemy podzieli¢ na: katy wypukte (ich miary sa mniejsze lub réwne
180°) i katy wkleste (ich miary s wieksze od 180°, ale mniejsze od 360°).
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mm) Katy wypukle:

/

mm) Katy wkleste:

=~ L

Kat, ktérego wierzchotek jest srodkiem kota, nazywamy katem srodkowym.

2@

Kat srodkowy wypukty Kat srodkowy wklesty

Miara kata srodkowego jest taka czescig kata petnego, jaka czescig okregu jest tuk, na ktérym ten

£

kat jest oparty.
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Kat wypukly, ktérego wierzchotek lezy na okregu, a ramiona kata zawieraja jego cieciwy, nazywamy

katem wpisanym w koto.
mm) Wiasnosci katow srodkowych i wpisanych

> Jezeli kat wpisany i Srodkowy oparte sg na tym samym tuku, to miara kata wpisanego jest
dwa razy mniejsza od miary kata srodkowego.

» Kat wpisany opary na pétokregu jest katem prostym.

» Katy wpisane oparte na tym samym tuku sa réwne.

» Katy wpisane oparte na tukach réwnej dtugosci maja réwne miary.
E) Kat dopisany do okregu

Kat dopisany do okregu w punkcie X nalezagcym do okregu to kat
wypukly, ktéry jest wyznaczony przez styczng do okregu w punkcie X [\
oraz poétprosta, ktdra zawiera cieciwe o koncu w punkcie X. N 0

Kat wpisany i dopisany, ktére sa oparte na tym samym tuku, majg réw-

ne miary. S VA
a — kat dopisany
B — kat wpisany
a=g
Przyktad 1

Na tréjkacie ABC opisano okrag i poprowadzono styczng do okregu w punkcie 4, jak na rysunku
obok. Kat dopisany a = 50, Oblicz miare kata ACB.

Dorysujmy promienie 0A0A i OB. Tréjkat AOB jest rOwnoramienny, wiec:

L0AB =90° —a =90° —50° = 40°

<AOB = 180° — 240AB = 180° — 80° = 100°
W takim razie z twierdzenie o katach, wpisanym i Srodkowym, mamy:

1 1
SACB = E{AOB =3 100° = 50°

4CAB = 180° — «C — <4 = 180°— 50° — 75° = 55°
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ZADANIA

4.1.1 Oblicz miare kata .

|

Odpowiedz: 50°

4.1.2 Punkty A, B, Clezace na okregu o srodku S sg wierzchotkami tréjkata rownobocznego. Oblicz miare
kata srodkowego ABS.

Odpowiedz: 120°

4.1.3 Wyznacz miary katéw tréjkata ABC.

a) C b) Q
A A B
a) 60° 65° 55° b) 40° 20° 120° c) 20°55° 105°

4.1.4 Okrag podzielono na trzy czesci w stosunku 2: 3: 3. Przez punkty podziatu poprowadzono styczne
do okregu. Oblicz miary katéw wewnetrznych otrzymanego tréjkata.

Odpowiedz: 45°, 45°, 90°
4.1.5 Dany jest okrag o srodku w punkcie S. Miara kata « jest réwna 70°. v
lle wynosi suma miar katéw a + 7

Odpowiedz: 210°
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4.1.6 Wierzchotki tréjkata ABC lezg na okregu, a srodek O okregu lezy wewnatrz tréjkata. Jesli kata ABO
ma miare 20°, to jaka miare ma kat ACB?

Odpowiedz: 70°

4.1.7 Ostrokatny trojkat rownoramienny ABC o podstawie AB jest wpisany w okrag
o $rodku S, przy czym kat SAB ma miare 40°. Oblicz miare kata CAB.

Odpowiedz: 65°

4.2 Wzajemne potozenie prosteji okregu

Teraz naucze sie korzystac z wiasnosci stycznej do okregu i wtasnosci okregow stycznych

mm) Okregiem o $rodku O i promieniu ¥ nazywamy figure geometryczng utworzong ze wszystkich
punktow ptaszczyzny, ktére lezg w tej samej odlegtosci r od srodka 0. Okrag oznaczamy o(0, 7).

Tuk
) Promieniem okregu nazywamy kazdy odcinek, ktére-

go jednym koricem jest srodek okregu, a drugim punkt
lezacy na tym okregu. Dtugos$¢ promienia oznaczamy

promiert
=1
|

mata litera 7. Okrag o promieniu r ma dtugos¢ 2mr.

srednica
mm) Cieciwa okregu nazywamy kazdy odcinek faczacy dwa
dowolne punkty okregu.

m) Srednica okregu nazywamy cieciwe przechodzaca
przez jego $rodek. Srednica jest dwa razy dtuzsza od
promienia.

Istnieja trzy przypadki r6znego potozenia prostej i okregu:
1. Prosta nie przecina okregu - lezy poza nim i nie majg zadnych punktéw wspdlnych.
2. Prosta jest styczna do okregu — ma z nim jeden punkt wspdlny.
3. Prosta jest sieczng okregu — ma z nim dwa punkty wspoélne.
mm) Definicja

Prosta, ktéra ma z okregiem tylko jeden punkt wspélny, nazywamy styczna. Styczna do okregu jest
prostopadta do promienia, taczacego punkt stycznosci ze Srodkiem okregu.

PLANIMETRIA

105



106

) Twierdzenie 1.

Styczna do okregu jest prostopadta do promienia wychodzacego z punktu stycznosci.

) Twierdzenie 2.

Odcinki dwdch stycznych poprowadzonych do okregu z danego punktu zewnetrznego, wyznaczo-
ne przez ten punkt i odpowiednie punkty stycznosci, sa réwne.

Dowaéd

D
4

Tréjkaty POA i POB sg prostokatne. Pétprosta PO jest dwusieczna kata <APB (bo okrag jest wpisa-
ny w kat), zatem «AP0 = «BPO. Oznacza to (suma katéw w trojkacie),

ze réwniez «POA = «P0OB. Ponadto A0 = BO = r. Z cechy kbk wynika, ze rozwazane trdjkaty sg
przystajace, a to oznacza, ze FA = PB.
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Przyktad

Dany jest odcinek |P@| = 10 oraz okregi: jeden o srodku P i promieniu 3, a drugi o $rodku @ i pro-
mieniu 4. Okregi te lezg po przeciwnych stronach prostej k, ktora jest do nich styczna odpowiednio
w punktach 4 i B. Oblicz dtugos¢ odcinka AB.

/ \\\d % / 1. N
AN \\ f 7 |
| ] | | = |
\ F foaso Q |
h / \ /
\\ /)’ \ J.’
e A A
wy B f___,/
— Wy

Zaznaczamy na prostej BQ, lecz poza odcinkiem BQ, taki punkt X, aby dtugos¢ odcinka BX byta
réwna 3. Nastepnie uzasadnimy, ze czworokat ABXP jest prostokatem, po czym skorzystamy
z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata PQX

Niech X bedzie takim punktem lezacym na prostej BQ, poza odcinkiem BQ, ze |BX| = 3. Proste AP
i BX sg prostopadte do wspdlnej prostej AB, wiec AP || BX sg rownolegte. Ponadto odcinki te sa
réwnej dtugosci, skad wynika, ze czworokat APXB jest rownolegtobokiem. A poniewaz w réwnole-
gtoboku tym kat <PAB = 90°¢, wiec rownolegtobok ABXP jest prostokatem.

Zatem trojkat PX@Q jest tréjkatem prostokatnym. Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa:
|PQ|* = |PX|* + |xQ|

|PQ|* = |Ab|? + (IBQ| + |BX|)?
10?2 = |AB|?> + (4 + 3)?
|AB|? = 100 —49 =51

|AB| =+/51
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ZADANIA

4.2.1 Obwod okregu jest rowny 81 cm. lle punktéw wspdlnych z tym okregiem ma prosta, ktdrej odle-
gtosc od srodka okregu jest:

a) nie mniejsza niz 4 cm b) nie wieksza niz 3 cm?
Odpowiedz:
a) jeden lub wcale b) dwa punkty
4.2.2 Dany jest okrag o $rodku O i promieniu 3. Przez "4/--"'"’"":?%\1
punkt p lezacy na zewnatrz tego okregu poprowa- / g \\ N
dzono prostg, ktéra jest styczna do danego okregu / 3\\\ \.‘\
w punkcie A. Wiedzac, ze dtugos¢ odcinka AP wynosi |I (} _ '} ) P
4, oblicz dtugo$¢ odcinka OP. | /
s ;’;
Odpowiedz: [OP| =5 N\ //
4.2.3 Dany jest okrag o $rodku O oraz punkty A, C lezace T
na nim. Styczna do tego okregu w punkcie C prze- A / . \C
cina prosta AO w punkcie B. Wiedzac, ze miara kata ;" - "-,\
ABC wynosi 24°, oblicz miare kata CAB. |.\ B\\ J.| \
4 ~./ \\
Odpowiedz: 33° AN AN N\
~ % 24\

4.3 Wzajemne potozenie dwoch okregow

Teraz naucze sie korzysta¢ z wtasnosci okregdw (stycznych, roztacznych, przecinajacych sie)

Dwa okregi moga by¢ potozone wzgledem siebie w rézny sposoéb. Ze sposobu potozenia wzgle-
dem siebie dwdch okregéw wynikaja pewne zaleznosci, ktére warto znad.

mm) Okregi styczne zewnetrznie

Okregi styczne zewnetrznie maja tylko jeden punkt wspdlny, a odlegtos¢ ich srodkéw jest réwna
sumie dtugosci promieni.

10,02l =711 +71;
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mm) Okregi styczne wewnetrznie

Okregi styczne wewnetrznie maja jeden punkt wspdlny, a odlegtosc ich srodkéw jest réwna réz-
nicy dtugosci promieni.

[0102] =r;—712| 0

Okregi roztaczne
Okregi rozlaczne nie maja punktéw wspdlnych, a odlegtos¢ ich srodkéw moze byc:

»  Wieksza od sumy ich promieni

0,0;| >71 T
10,0;| 1+7132 - -
0y 0>

» Mniejsza od modutu réznicy ich promieni

[010;] < |r1—1;

mm) Okregi przecinajace sie

Okregi przecinajace sie maja dwa punkty wspélne. Odlegtos¢ ich srodkéw jest wieksza od modu-
tu réznicy dtugosci promieni, a mniejsza od sumy dtugosci promieni.

r1—712| <0103 <71 +7;
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Przyktad -

~
s - \\ —-~ ~
Dane sg dwa okregi o srodkach S5 i 53 i promieniach ,’ \ I’ \
odpowiednio réwnych ry i ;. Okre$l wzajemne poto- I Sln—‘l—ns :
I >
zenie tych okregéw, jesli |S1S5;| = 17,74 = 9,7, = 8. \\ / \\ =
LN - _” ’ ==
9 g
Robimy rysunek pogladowy. Jeden okrag ma pro- P —— ——
mienr; = 9,adrugir; = 8. 17

Wida¢, ze dla tych okregéw zachodzi warunek |515;| = r; + 73, wiec dane okregi s styczne ze-
whnetrznie.

ZADANIA

4.3.1 Okre$l wzajemne potozenie okregéw 0(04, 1) i 0(02, 13, jesli |01 02| = 12 cm oraz:

a) m=3cm, ,=8cm b) rm=5cm, r;=7cm

¢ r1=9em, ,=7cm d) m=22cm, r,=10cm
Odpowiedz:

a) rozlaczne zewnetrznie b) styczne zewnetrznie

C) przecinajace sie d) styczne wewnetrznie

4.3.2 Okresl, jaka jest odlegtos¢ miedzy srodkami okregéw o promieniach 10 cm i 6 ¢cm, gdy:
a) okregite sg styczne zewnetrznie
b) okregi sg styczne wewnetrznie
c) mniejszy okrag przechodzi przez srodek wiekszego

d) wiekszy okrag przechodzi przez srodek mniejszego

Odpowiedz:
a) 5.5, = 16 cm|S;S;| = 16cm b) 15.5;|=4cm|S;S;|=4cm
o |55, = 6cm|S,S5,]=6cm d) |5,5;] =10cm|5,S,| = 10cm
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4.4 Twierdzenie Talesa

Teraz naucze sig stosowac twierdzenie Talesa i twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa do
obliczania dtugosci odcinkéw i ustalania réwnolegtosci prostych

Jezeli ramiona kata przeciete sa prostymi réwnolegtymi, to stosunek dtugosci ktérychkolwiek
dwoch odcinkéw utworzonych na jednym ramieniu jest rowny stosunkowi dtugosci odpowiednich

odcinkéw utworzonych na drugim ramieniu.

Korzystajac z twierdzenia Talesa, mozemy zapisac trzy przypadki. Przy obliczeniach wyboér uzalez-
niamy od tego, ktdére odcinki mamy dane i ktéry odcinek musimy policzy¢, tak aby uzyskane réw-
nanie miato jedng niewiadoma, ktéra jest dtugoscia szukanego odcinka.

Przypadek 1 Przypadek 2
B B
A A
(o] (o]
A B A B
oA _ o4 oa_oa
AB A'B OB OB
Przypadek 3 lub
B B
A A
o 0
A B A B
0A OB 04" OB'
A4A'” BB aa' BB
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Przyktad1

Oblicz dtugos¢ odcinka a.
W tym przyktadzie najprosciej bedzie skorzystac z przypadku 1.
.34
p Uktadamy proporcje: =
3 3a=6"4
3a = 24/:3
a=28

Przyktad 2

Oblicz dtugosc¢ odcinka AB.
Obliczajac dtugos¢ odcinka AB, skorzystamy z przypadku 3.

. 0A 0B
Uktadamy proporcje:— = —
6 B 6+ |AB|
5 75
5(6+ |AB|])=6-7,5
30 + 5]AB| = 45/-30
5|4B| = 15/:5
|AB| =3
ZADANIA
4.4.1 Oblicz dtugo$¢ odcinkéw zaznaczonych na rysunkach literami:
Oblicz dlugosé odeinkéw zaznaczonych na rysunkach literami:
a) b) . 1,2 c) . e
sl 2 — o> 6\ /¢
"- { b 12 A
LT 18 /21
d) <) | f) .
~— 2
?LJL‘?[ 10 S A “I 4.5
20 [12 ° |€ — %
: \\f\ AR
= 5
Odpowiedz:
a) 16 b) 5,2 c) 42
d) 62 e) 93 f) 3,52
3 4
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4.4.2 W trapezie ABCD, gdzie AB || CD, przedtuzono boki AD i BC do przeciecia
w punkcie S. Oblicz dtugos¢ odcinka DS wiedzac, ze jest on krétszy od odcinka CS

o3cmilAD| = 16 ¢cm,a |BC| = 24 cm.
Odpowiedz: 6 cm
4.4.3 W trapezie krétsza podstawa wynosi 6, zas ramiona maja dtugosc 4 i 5. Ramiona trapezu przedtu-

zono tak, ze powstat tréjkat. Oblicz obwdd trdjkata wiedzac, ze ramie trapezu o dtugosci 4 zostato
przedtuzone o odcinek dtugosci 3.

Odpowiedz: 30
4.4.4 W trdjkat rownoramienny o podstawie 8 cm wpisano kwadrat o boku réwnym 6 ¢m, ktérego dwa

wierzchotki leza na podstawie, a dwa na ramionach tréjkata. lle centymetréw ma wysokos$¢ tego
trojkata?

Odpowiedz: 24 cm
4.4.5 Z odlegtosci 5 m wykonano zdjecie cztowieka majacego 170 cm wzrostu aparatem, ktérego dtu-

gos¢ obiektywu w chwili wykonania zdjecia byta réwna 0,1 m. Oblicz, jaka wysokos$¢ ma obraz tego
cztowieka na fotografii.

Odpowiedz: 3,4 cm

4.4.6 Jacek i Wacek stoja na przeciwnych brzegach rzeki. Korzystajac z danych na rysunku, oblicz szero-

kos¢ rzeki.
Jacek
Eame s = — A — v
_ = == —
L — — —
= ———— =
——
B am

Z0m * [Wacek
Sm
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Odpowiedz: 12,5 cm

4.4.7 Oblicz wysokos¢ piramidy Cheopsa, majac dane: dtugosc krawedzi podstawy — 230 m, dtugos¢ cie-
nia piramidy - 250 m, dtugos$¢ uzytego draga — 3 m, dtugosc cienia draga -7 m.

~ .

T
2530m 250m 1 Tm

Odpowiedz: 156,43 m

4.4.8 Dom o szerokosci 15 m sfotografowano aparatem, ktérego odlegtosé soczewki od btony fotogra-
ficznej jest rowna 8 cm. Oblicz odlegto$¢ aparatu od domu, jezeli szeroko$¢ domu na zdjeciu jest
réwna 10 cm.

Odpowiedz: 12 m
4.4.9 W skansenie jest zuraw studzienny. Jego dZzwignie AB podparto w punkcie C tak, ze ramiona dzwi-

gni majg dtugosci: AC = 2,4 i CB = 7,2 m. O ile metréw opusci sie koniec dzwigni B, gdy koniec
A podniesie sie na wysoko$¢ 4 metrow.

Odpowiedz: O 12 m.
4.4.10 Zwin kartke papieru w rurke. Jakiej wielkosci przedmioty mozna obejrze¢ przez te rurke z odlegto-
$ci 100 metrow, jezeli rurka ma dtugos¢ 20 cm , a Srednice 2 cm?

Odpowiedz: Wielkos¢ przedmiotéw z odlegtosci 100 m wynosi 10 m.

4.5 Trojkaty. Twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie odwrotne

Teraz naucze sie:
» sprawdza¢, czy z danych odcinkéw mozna zbudowac tréjkat;

» sprawdzad, czy dany tréjkat jest prostokatny;

» oblicza¢ miary katéw i dtugosci bokéw tréjkata;

» oblicza¢ pole trojkata ze wzoru Herona;

»  korzystac z whasnosci funkgji trygonometrycznych w tatwych obliczeniach geometrycz-

nych, w tym ze wzoru na pole tréjkata ostrokatnego o danych dwéch bokach i kacie mie-
dzy nimi
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mm) Tréjkat - to wielokat majacy trzy boki.

Suma miar katéw
w trojkacie jest
réwna 180°

a+f+y=180°

E) Podzial tréjkatow
Tréjkaty mozna podzieli¢ ze wzgledu na rodzaje katow i ze wzgledu na dtugosci bokéw.
> Podziat tréjkatow ze wzgledu na katy:
1. Ostrokatne — wszystkie katy sg ostre.

2. Prostokatne - jeden z katéw jest prosty, dwa katy sg ostre. Kazdy z bokdw, ktéry lezy przy tym
kacie nazywamy przyprostokatna, a bok lezacy naprzeciw kata prostego nazywamy przeciw-
prostokatna.

3. Rozwartokatne - jeden z katéw jest rozwarty, dwa katy sg ostre.
» Podziat tréjkatow ze wzgledu na boki:
1. Réwnoboczne — wszystkie boki sa tej samej dtugosci i kazdy kat ma miare 60°.

2. Réwnoramienne — przynajmniej dwa boki (ramiona) sg réwne i katy przy podstawie majg réwne
miary.

3.Réznoboczne - kazdy bok ma inng dtugos¢ i kazdy kat ma inng miare.
Przyktad 1

W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku C ma miare 1109, a kat zewnetrzny do kata przy wierzchotku
B ma miare 120°. Oblicz katy w trojkacie ABC i okresl, jakiego rodzaju jest to tréjkat.
C

A B
«B = 180° — 120° = 60°
110° + 60° + <4 = 180°
170° + <A = 180°
<A =180° —170°

<A =10°
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) Nierownos¢ trojkata

W tréjkacie suma dtugosci dwéch dowolnych bokéw
jest wieksza od dtugosci trzeciego boku.

a a+b=>c
a+c=>b

b+c>a

Przykitad 2
Sprawdz, czy odcinki o dtugosciach 5, 6, 3vZ moga by¢ bokami trjkata.

Odcinki maja rézne dtugosci. Nalezy sprawdzi¢, czy suma dtugosci dwdch krétszych odcinkdw jest
wieksza od dtugosci najdtuzszego odcinka.

54+3vV2=5+425~925>6

Z podanych odcinkdw mozna zbudowac trojkat.

B Twierdzenie Pitagorasa

B Jezeli trojkat jest prostokatny, to kwadrat dtugosci

przeciwprostokatnej jest réwny sumie kwadratéw
przeciwprostokatnych.

a’+b%=c?

N

C

Przyktad 3

Oblicz dtugo$¢ przyprostokatnych w pewnym tréjkacie prostokatnym, jezeli stosunek ich dtugosci

wynosi: 3: 4, a przeciwprostokatna ma dtugos¢ 15 cm.

a=7
C
a b=?
c= 10cm
b

Stosunek dtugosci przyprostokatnych wynosi 3 : 4, wiec% = g.
a

b 4
40 =3b = —3b
a = a74
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Skoro trojkat jest prostokatny, to a? + b? = c2a? + b? = ¢?
3 \2

(Zb) +b2 = (15 cm?)

2 b2 4 b2 = 225 cm?

16

25152 _ o8 2 16

167 =B s

b? = 144 cm?

b=+144em?2 =12 cm

Obliczmy drugi bok, korzystajac z wczesniej wyprowadzonej zaleznosci:

3
azzb = azz-lzcm:‘)cm

Odpowiedz: Przyprostokatne majg dtugosci 9 cm i 12 cm.

mm) Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratow diugosci dwoch bokéw tréjkata jest rowna kwadratowi dtugosci trzeciego
boku tego tréjkata, to trojkat ten jest prostokatny.

Przyktad 4

Sprawd?z, czy trdjkat o danych dtugosciach bokdw jest prostokatny:

a) v24,4/3,421 b) 2,v10,4
3 (VZ3) = (V3) + (VEL)
24=3+21
24 =24
L=P

Tréjkat jest prostokatny

b) 4% = (VI0)* + 2242 = (v10)" + 22
16 =10 +4

16 # 14

L+P

Tréjkat nie jest prostokatny

PLANIMETRIA
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| i ]

Trzy liczby naturalne, ktére moga by¢ dtugosciami bokéw tréjkata prostokatnego, nazywamy
trojka pitagorejska.
Przyktady takich tréjek:

3,4,5;
5,12,13;
40, 198, 202.

Juz 3,5 tys. lat temu Babiloriczycy znali wiele takich trojek. Okazuje sig, Ze jest ich nieskoriczenie
wiele.

Oto ogodlna metoda znajdowania trojek pitagorejskich: wybieramy dodatnie liczby naturalne p,
q takie, ze p > g > 0, i obliczamy 4, b i ¢ wedtug wzoréw:

a=p-q,b=2pg c=p+q
Tak otrzymane liczby stanowia tréjke pitagorejska, bowiem spetniaja warunek
a+b=c

Zadanie (dla chetnych)
Znajdz inny przyktad tréjki pitagorejskiej.
mm) Twierdzenie

Jezeli w tréjkacie potaczymy srodki dwéch przeciwlegtych bokoéw, to powstaty odcinek jest réwno-
legty do boku trzeciego i jego dtugosc jest rowna potowie diugosci boku trzeciego.

1 C
AB || LK |LK|=E|AB|
1
AC I KM |KM|=E|AC|
3 -
BC Il LM |LM| =3 |BC]| L K
A M B
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ZADANIA

4.5.1 Wyznacz katy w tréjkacie wiedzac, ze stosunek ich miar jest réwny 3:4:11.

Odpowiedz: 30°, 400, 110°

4.5.2 Jeden kat trojkata ma miare 26°, a r6znica dwdch pozostatych katéw wynosi 12°. Wyznacz katy tego
tréjkata.

Odpowiedz: 26°, 719, 83°

4.5.3 Znajdz dtugosci bokoéw tréjkata, ktdrego obwodd wynosi 48 cm, a boki maja sie do siebie, jak 3:5:4.

Odpowiedz:a = 12 cm, b = 20 cm, ¢ = 16 cm

4.5.4 W kole o promieniu 10 cm narysowano cieciwe o dtugosci 12 cm. Znajdz odlegtos¢ tej cieciwy od
srodka tego kota.

Odpowiedz: 8 cm

4.5.5 W tréjkacie prostokatnym réwnoramiennym przeciwprostokatna wynosi 12 cm. Oblicz dtugosci
ramion tego trojkata.

Odpowiedz: 6v2 cm

4.5.6 Oblicz pole trojkata przedstawionego na rysunku:

5 s

Odpowiedz: P = 22

4.5.7 Dany jest tréjkat ABCABC o bokach dtugosci: [AB| = 6,|BC| = 4, |AC| = 5. Punkt M jest srodkiem
boku AC, punkt N - srodkiem boku BC. Obliczy¢ obwdd trapezu ABNM.

Odpowiedz: 13,5

mm) Wysokosci i srodkowe w tréjkacie

Wysokos¢ tréjkata to odcinek faczacy wierzchotek tréjkata z podstawa lub jej przedtuzeniem pod
katem prostym. Kazdy tréjkat ma trzy wysokosci.
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r2 el

Proste, w ktérych zawieraja sie wysokosci trojkata, przecinajg sie w jednym punkcie. Punkt ten na-
zywa sie ortocentrum tréjkata. W tréjkacie ostrokatnym punkt ten lezy wewnatrz trojkata, w tréjka-
cie prostokatnym pokrywa sie z wierzchotkiem kata prostego, a w trojkacie rozwartokatnym poza
trojkatem.

W tréjkacie rownobocznym wszystkie wysokosci maja
jednakowa diugosc.

=]

il

Wysoko$¢ trojkata o boku g jest rowna h = s

™ |

W trojkacie prostokatnym wysokos¢ h, po-
prowadzona z wierzchotka kata prostego, dzieli
przeciwprostokatna na odcinki x, y, dla ktérych

h= /Ty

Przyktad 5
W pewnym tréjkacie prostokatnym wysokos¢ opuszczona z wierzchotka kata prostego dzieli prze-
ciwprostokatna na odcinki o dtugosci 3 cm i 12 cm. Oblicz dtugos¢ tej wysokosci i dtugosci jego
przyprostokatnych.

a, b - szukane dtugosci przyprostokatnych

h — wysokos¢

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy dtugosc¢ przyprostokatnej a
a? =x?2+h?

a? =144+ 36 = 180 = a = 180 = 6V5 cm
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Podobnie liczymy dtugo$¢ przyprostokatnej b

b? =y% + h?

b2=9+36=45 =b=45=3V5¢cm

Wysokos¢ trojkata ma dhugo$c 6 cm, a przyprostokatne 6+/5 cmi 3v/5 cm.

Srodkowa tréjkata nazywamy odcinek faczacy wierzchotek tréjkata ze $rodkiem przeciwlegtego
boku.

AN o AN

Srodkowe przecinaja sie w jednym punkcie, ktéry nazywamy
srodkiem ciezkosci.

Srodek ciezkosci S dzieli kazda srodkowa w stosunku 2 ¢ 1.

C

By A |as|  |cs|  |Bs| 2

[s4,] Is¢,| IsBy| 1

C

Srodkowe dziela tréjkat na dwa tréjkaty o réwnych polach.

131 P2 P, =P,

Znajac dtugosci wszystkich bokdéw tréjkata, mozna w bardzo fatwy i szybki sposéb obliczy¢ jego
pole, korzystajac ze wzoru Herona.

Twierdzenie (wzoér Herona)

Pole trojkata o bokach dtugosci a, b, ¢ wyraza sie wzorem:

P=\pp D@ B 0

a+

ore jest potowa obwodu tréjkata.

gdziep = B
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Przyktad 6

Oblicz pole tréjkata o bokach dtugosci 3, 5, 6.

3+5+6
2 =

7

Liczymy najpierw ile wynosi potowa obwodu tréjkatap =

P=.7(7-3)(7 - 5)(7 —6) =56 = 24/14

Odpowiedz: Pole tréjkata o bokach 3, 5,6 wynosi 2v/14.
mm) Twierdzenie

Pole tréjkata jest rowne potowie iloczynu dtugosci dwoch jego bokéw i sinusa kata zawartego mie-
dzy nimi:

B

1
P= 3 |BC| - |AC| - sin|«BCA|

N

A
¢ b
Przyktad 7
Oblicz pole tréjkata ABC.
Cp_1 : _1 . °
P =3 |AB| - |AC| - sin|<BAC| —5'4'6'31,7130
6
P=12 L 6
30° 2
A 4 B

Odpowiedz: Pole trojkata wynosi 6;72.

ZADANIA

4.5.8 W tréjkacie rownoramiennym dwie Srodkowe maja dtugos¢ po 15 cm, a trzecia ma dtugos¢ 18 cm.
Oblicz dtugosci bokéw tego tréjkata.

Odpowiedz: 16 cm,2+/97 cm, 24/97 cm
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4.5.9 W tréjkacie prostokatnym réwnoramiennym z wierzchotka kata prostego poprowadzono srodko-
wa o dtugosci 8 cm. Oblicz pole i obwdd tego tréjkata.

Odpowiedz: 64, 16 + 16+/264, 16 + 16+/2

4.5.10 Srodkowa CD tréjkata ABC jest rowna bokowi AC. Wyznacz katy tréjkata ABC wiedzac, ze |AB| = 4
i IBC| = 2v/3.

Odpowiedz: <4 = 60°, «B = 30° «C = 90°

4.5.11 Oblicz pole tréjkata ABC jesli |AC| = 4,]AB| = 7, <BAC = 60°.

Odpowiedz: 7+/3

4.5.12 Oblicz pole tréjkata o bokach 12 i 9v/2 oraz kacie pomiedzy tymi bokami o mierze 30°.
Odpowiedz: 272

4.5.13 W tréjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono prosta prostopadta do boku AB, przecinajaca bok

AC w punkcie E i bok AB w punkcie F. Punkt D jest spodkiem wysokosci trojkata poprowadzonej
z punktu C. Wiedzac, ze |EC| = 3|FD| = 1, oblicz sinus kata CAB.

1

2/
3

[

Odpowiedz: sina =

4.6 Trojkaty wpisane w okrag i opisane na okregu*

Teraz naucze sie stosowac twierdzenia charakteryzujace tréjkaty wpisane w okrag i opisane na
okregu

mm) Okrag opisany na tréjkacie
symetralna

Srodek okregu opisanego na tréjkacie
znajduje sie w punkcie przeciecia syme- Symetralna
tralnych bokéw tréjkata.

Symetralna to prosta dzielaca odcinek

na pét i przecinajaca go pod katem pro-
stym.

Symetralne trzech bokéw tréjkata przeci-
naja sie w jednym punkcie. Punkt ten jest
srodkiem okregu opisanego na tréjkacie.

Na kazdym tréjkacie mozna opisac okrag. symetralna

PLANIMETRIA
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N

> Srodek okregu opisanego na tréjkacie ostrokatnym lezy wewnatrz tréjkata.
> Srodek okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym jest srodkiem jego przeciwprostokatnej.
> Srodek okregu opisanego na tréjkacie rozwartokatnym lezy poza tréjkatem.

mm) OKREGI OPISANE NA WYBRANYCH TROJKATACH

mm) Trojkat rownoboczny

R - promien okregu opisanego na tréjkacie réwno-

bocznym
h — wysokos¢

W tréjkacie réwnobocznym zachodzg nastepujace

wzory:
3
pooV3
2
R—Zh
3

mm) Trojkat prostokatny

¢ - przeciwprostokatna

h - wysokos¢

C W tréjkacie prostokatnym zachodzi nastepujacy wzor:
. 1
R “2¢

Przykiad 1

Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie rownobocznym o boku a = 12 cm.
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Promien okregu opisanego na tréjkacie réwnobocznym liczymy ze wzoru R = gh.

3
22 skoro g = 12 cm, to:

Wysokos¢ tréjkata rownobocznego wynosi j, = .

1243
== 643

h

wiec R =§-6\f§ = 44/3
Odpowiedz: Promien okregu ma dtugos¢ R = 44/3.
Przyktad 2

Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym o przyprostokatnych dtugosci 4 cm
i10 cm.

Promier okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym jest réwny potowie dtugosci przeciwprostokat-
nej tego trojkata. Przeciwprostokatna jest wiec srednicg tego okregu i jej dtugos¢ wynosi 2R.

Z twierdzenia Pitagorasa:

(2R)? =42 + 102

(2R)2 =16 + 100

4R? = 116/-4

R2=29 =R =429
Odpowiedz: Promien okregu ma dtugos¢ R = +/29.
) Pole tréjkata wpisanego w okrag

Kiedy mamy dane dtugosci bokéw tréjkata oraz promien okregu na
nim opisanego, mozemy w fatwy sposéb obliczy¢ pole tego tréjkata.

mm) Pole trojkata o bokach dtugosci a, b, ¢ wpisanego w okrag o promie-

. . abc
niu R wynosi P =5 \i/

ZADANIA

4.6.1 Bok trojkata réwnobocznego ma dtugos¢ 6 cm. Oblicz pole kota opisanego na tym tréjkacie.

Odpowiedz: 8.
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4.6.2 Pole kota opisanego na tréjkacie rownobocznym wynosi 25 cm?. Oblicz pole tego tréjkata.

Odpowiedz: ?

4.6.3 Oblicz dtugos¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie:
a) ro(wnobocznym, o boku o dtugosci 8 cm.
. . 843

Odpowiedz: R = =
b) prostokatnym, o przyprostokatnych 12 cmi 18 cm.

Odpowiedz: R = 34/13.

4.6.4 Promien okregu opisanego na tréjkacie o polu rownym 204 jest réwny 13 g. Dwa boki tego tréjka-
ta majg dtugosci 26 i 25. Oblicz dlugos¢ trzeciego boku.

Odpowiedz: 17.

mm) Okrag wpisany w tréjkat

Srodek okregu wpisanego w tréjkat znajduje sie w punkcie przeciecia dwusiecznych katéw tréjkata.

Dwusieczna kata to pétprosta, ktéra ma poczatek w wierzchotku kata i dzieli go na dwa katy o réw-
nych miarach.

Kazdy tréjkat ma trzy dwusieczne, ktére przecinaja sie w jednym punkcie. Punkt ten jest srodkiem
okregu wpisanego w trdjkat.

W kazdy trojkat mozna wpisac okrag.
mm) Okregi wpisane w wybrane tréjkaty

Trojkat rownoboczny
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r — promien okregu wpisanego w tréjkat rownoboczny
h — wysokos¢

W tréjkacie rownobocznym zachodzg nastepujace wzo-
ry:

3

L a3
2

T=3

a, b - przyprostokatne
¢ - przeciwprostokatna
r — promien okregu wpisanego w trojkat

W tréjkacie prostokatnym zachodzi nastepujacy wzor:
_a+t b—c
T2

b T

Przyktad 3

Oblicz promien okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny o boku a = 8 cm.
Promien okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny liczymy ze wzoru r = % h.

Wysokos¢ tréjkata rownobocznego wynosi h = %, skoro @ = 8 cm, to:

83
h:JC:WE
2
wiecr == -44/3 :%ﬁ cm
Odpowiedz: Promiert okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny o boku @ = 8 cm wynosi
4B
K]
Przyktad 4

Oblicz promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny o przyprostokatnej dtugosci 3 cm i prze-
ciwprostokatnej 5 cm.

Z twierdzenia Pitagorasa
52 =3% + o
25 =9+a?

a®> =16 2 a=4cm
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Promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny liczymy ze wzorur = %, wiec

_4-!—3—5_
= > =

Odpowiedz: Promien okregu wpisanego w ten tréjkat ma diugos¢ 1 cm.
mm) Pole trjkata opisanego na okregu

Pole tréjkata o bokach dtugosci a, b, c opisanego na okregu o promieniu r jest réwne
at+b+c

P
2

r

ZADANIA
4.6.5 Promien okregu wpisanego w trdjkat rownoboczny ma dtugos¢ 6 cm. Oblicz pole tego trojkata.
Odpowiedz: 12+/3 cm?

4.6.6 Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja dtugosci 6 cm i 8 cm. Oblicz:
a) Pole kota opisanego na tym tréjkacie.
Odpowiedz: 257 cm?
b) Obwéd okregu wpisanego w ten tréjkat.
Odpowiedz: 477 cm?
c) Dlugos¢ wysokosci poprowadzonej z wierzchotka kata prostego.
2

Odpowiedz: h = ?4 cm

4.6.7 Oblicz stosunek pola kota wpisanego do pola kota opisanego na tréjkacie rownobocznym.

Odpowiedz: ;

4.6.8 W trojkacie rownoramiennym podstawa ma dtugos¢ 12 em. Katy przy tej podstawie maja po 30°.
Oblicz promien okregu wpisanego w ten tréjkat.

Odpowiedz: r = (12 — 6v3)

4.6.9 Znajdz promien okregu wpisanego w tréjkat rownoboczny o boku a i opisanego na tym tréjkacie
wiedzac, ze:

a) a=4 b) a=3V6 0 a=6V2 d a=12
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Odpowiedz:

wl]

a r=2 p=20r =20 po B2 b) r=+3, R=3V2r=+3, R=3y2

o r =46, R=2vV6r =6, R =26 d) r=2vV3,R=4/3r =243, R =43

b |

4.6.10 W trojkacie prostokatnym ABC przeciwprostokatna BC ma diugos¢ 13. Stosunek promienia kota
wpisanego w ten tréjkat do promienia kota opisanego na tym tréjkacie wynosi 4/13. Oblicz tangen-
sy katéw ostrych tego tréjkata.

Odpowiedz: tga = %,tgﬁ = %

4.7 Przystawanie i podobienstwo trojkatow

Teraz naucze sie:
» rozpoznawac trojkaty przystajace i podobne;

» wykorzystywac (takze w kontekstach praktycznych) cechy podobienstwa trojkatow

Mowimy, ze dwie figury sa przystajace, jesli majg ten sam ksztatt i te sama wielkosc.

Cechy przystawania trojkatow to warunki konieczne i wystarczajace na to, aby dwa trojkaty byty
przystajace, czyli takie same.

Przystawanie figur geometrycznych oznaczamy symbolem =.

Aby sprawdzi¢, czy dwa trdjkaty sa przystajace, nie trzeba poréwnywac diugosci ich wszystkich
bokéw i miar wszystkich katéw. Wystarczy sprawdzi¢ tylko niektdre warunki, zwane cechami przy-
stawania trojkatow.

=) | cecha przystawania tréjkatow (bbb)

Jezeli trzy boki jednego tréojkata sa odpowiednio rowne trzem bokom drugiego tréjkata,
to tréjkaty sa przystajace.
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=) |l cecha przystawania tréjkatow (bkb)

Jezeli dwa boki i kat miedzy nimi zawarty jednego tréjkata sa odpowiednio rowne dwom
bokom i katowi miedzy nimi zawartemu drugiego tréjkata, to tréjkaty sa przystajace.

b
b c
a
c
a

=) |l cecha przystawania tréjkatow (kbk)

Jezeli dlugosc boku i dwa katy do niego przylegte jednego trojkata sa odpowiednio réwne diu-
gosci boku i dwom katom do niego przylegtym drugiego tréjkata, to trojkaty sq przystajace.

b
b c
a
c
a

Proste k i I sg rébwnolegte. Punkt C jest Srodkiem odcinka DB. Uzasadnij, ze |DE| = |AB]|
i|AC| = |CE|.

Przyktad 1

/“ﬁ T B
Katy BCA oraz DCE jako katy wierzchotkowe majg réwne miary. |[DC| = |CB| poniewaz punkt €

jest srodkiem odcinka BD. Wobec powyzszych faktéw, tréjkaty ABC oraz DCE na mocy cechy kbk
sq trojkatami przystajacymi, stad wynikaja réownosci |[DE| = |AB| i|AC| = |CE]|.
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ZADANIE

4.7.1 Czy trojkaty w ponizszych parach sg przystajace? Uzasadnij swojg odpowiedz.

: e S .
7 G

m) Podobienstwo trojkatow
Figury podobne maja taki sam ksztatt, lecz moga réznic sie wielkoscia.
Figurami podobnymi sg na przyktad kazde dwa odcinki, proste, kota (okregi).

Dwa wielokaty s podobne, jezeli maja taka sama liczbe bokéw, majg odpowiednie katy réwne
oraz odpowiednie boki proporcjonalne.

Cechy podobienstwa tréjkatéw to warunki konieczne i wystarczajace na to, aby dwa tréjkaty byty
podobne. Podobienstwo tréjkatéw oznaczamy symbolem ~.

| cecha podobienstwa trojkatow (bbb)

Jezeli boki jednego tréjkata sa proporcjonalne do odpowiednich bokéw drugiego trdjkata, to troj-
katy sa podobne.

B1
B €1 b
ap
2 N ol - ™ ., Kk-skalapodobierstwa
1
AABC~AA, A A,
C b A

Il cecha podobienstwa tréjkatow (kkk)

Jezeli miary dwdch katéw jednego tréjkata sa réwne miarom odpowiednich dwéch katéw drugie-
go trojkata, to trojkaty sa podobne.

A o
A1 AABC~AA AyA,
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Ill cecha podobienstwa trojkatow (bkb)

Jezeli dwa boki jednego tréjkata sa proporcjonalne do dwéch bokéw drugiego tréjkata,
a katy miedzy nimi zawarte sg przystajace, to trojkaty sa podobne.

AABC~AA,A,A; 1

Przyktad 2

Pionowy stupek o wysokosci 90 cm rzuca cien o dtugosci 60 cm.

W tej samej chwili stojgca obok wieza rzuca cier o dtugosci 12 m. Oblicz wysokos¢ wiezy.

c

90 cm

D A

A 6em B A B

Na mocy cechy (kkk) AABC~AA'B'C’

0,9_x

06 12

6x =9-12
_9-12_18
X = 5

Odpowiedz: Wieza ma wysokos¢ 18 m.

ZADANIA

4.7.2 Trojkat ABC jest podobny do tréjkata A'B'C’ w skali k = 2. Oblicz dtugosci bokow trojkata A'B'C/,
jedli: JAB| = 5,|BC| = 7,|CA| = 4.

Odpowiedz: |[A'B'| = 10,|B'C’| = 14,|C’'A’| = 8.
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4.7.3 Ramiona trapezu ABCD przedtuzono az do ich przeciecia w punkcie E. Oblicz dtugos¢ odcinka DE.

Odpowiedz: 12.

4.7.4 Punkty A’,B’, C' sa Srodkami bokéw trojkata ABC. Pole tréjkata A’ B’, €’ jest rowne 4. Oblicz pole
trojkata ABC.

Odpowiedz: 16.

C
4.7.5 Tréjkat ABC jest podobny do trojkata A'B'C'.
Oblicz dtugos¢ boku |A'C’], jezeli
¢ B’
Odpowiedz: |4'C’| = 7,5 cm.
A A’ B

4.7.6 Tréjkaty ABCiA'B'C’ sa podobne. Tréjkat ABC ma boki o dtugosci 4 cm, 6 cm

i 8 cm. Obwod trojkata A'B'C’ wynosi 135 e¢m. Oblicz dtugosci bokéw tréjkata A'B'C'.
Odpowiedz: 30 cm, 45 cm, 60 cm.

4.7.7 Drzewo o wysokosci 4 m rzuca cien o dtugosci 8 m. O tej samej porze dnia znak drogowy rzuca
cien o wysokosci 3 m. Oblicz wysokos¢ znaku drogowego.

Odpowiedz: 1,5 m.

4.8 Wielokaty

Teraz naucze sie:
» oblicza¢ liczbe przekatnych wielokata;

» oblicza¢ sume miar katéw wewnetrznych wielokata

|
) Lamana nazywamy figure sktadajacg sie z odcinkéw potaczonych w ten sposdb, ze koniec pierw-
szego odcinka jest poczatkiem drugiego odcinka, koniec drugiego odcinka jest poczatkiem trze-
ciego itd., przy czym kazdy koniec odcinka moze by¢ koficem jeszcze tylko co najwyzej jednego
odcinka tej tamanej.

mm) Odcinki, z ktorych sktada sie tamana, nazywamy bokami famanej, korice tych odcinkéw nazywa-
my wierzchotkami famanej.
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tamana zwyczajna zamknieta tamana zwyczajna otwarta

mm) Wielokatem nazywamy czes¢ ptaszczyzny ograniczona famang N
zwyczajna zamknietg wraz z tg tamana.

Wielokat o n bokach nazywamy réwniez n-katem.

Wielokaty mozna podzieli¢ na wielokaty wkleste i wielokaty wypukte.

A
B
mm) Przekatna wielokata nazywamy odcinek taczacy dwa wierzchofki i niebedacy bokiem.
Wielokat wypukly Wielokat wklesty
Kazdy odcinek catkowicie zawiera sie Istnieje cho¢ jeden odcinek (o koncach
w wielokacie w wielokacie) taki, ze cze$¢ odcinka

jest poza wielokatem

Wzor na liczbe przekatnych wielokata:
n-3)n
2

Przyktad 1

Oblicz liczbe przekatnych 17-kata.
n=17

-3 17 —-3)-17 14-17
(-3 _(7-3)-17_14-17
2 2 2

Wz6r na sume miar katow wewnetrznych wielokata:

(n—2)-180°
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Przyktad 2

Oblicz liczbe przekatnych 17-kata oraz sume miar jego katéw wewnetrznych.
n=17

mn—3n @1A7-3)-17 14-17
2 - 2 T2 =119

(n—2)-180° = (17 — 2) - 180° = 15 - 180° = 2700°

Z obu wzoréw mozemy oczywiscie korzysta¢ w ,druga strone”. To znaczy majac dang liczbe prze-
katnych lub sume miar katéw wewnetrznych, mozemy obliczy¢, z jakim wielokatem mamy do czy-

nienia.
Przyktad 3
Liczba przekatnych pewnego wielokata wynosi 54. Jaki to wielokat?

Aby ustali¢, z jakim wielokatem mamy do czynienia, nalezy obliczy¢,n". Wykorzystujemy wzér na
liczbe przekatnych, poniewaz te wielkos¢ mamy podana:
(n—3)n
=542

2 /
Obliczamy powstate réwnanie:
(n—3)n =108
n?—3n—108 =0

A=b? —dac = (—3)2 —4-1-(—108) = 441

VA=21
-b—vA  —(-3)-21 _-18 . : : < ; i
n, = 2—; = % = — = —9 - nie spefnia warunkow zadania - liczba bokéw wielokata nie

moze by¢ ujemna
_—b+JA —(-3)+21 24 12
- 2a 2 2

na
Odpowiedz: Szukanym wielokatem jest dwunastokat.
Przyktad 4

Suma miar katéw wewnetrznych pewnego wielokata wynosi 1080°. Jaki to wielokat?
Wykorzystujemy wzér na sume miar katéw wewnetrznych, poniewaz te wielko$¢ mamy podana:
(n —2)-180° = 1080° /: 180°

n—2==6

n=28

Odpowiedz: Szukanym wielokatem jest oSmiokat.

PLANIMETRIA 135



ZADANIA

4.8.1 Liczba przekatnych pewnego wielokata wynosi 35. Jaki to wielokat?

Odpowiedz: dziesieciokat.

4.8.2 Suma miar katow wewnetrznych pewnego wielokata wynosi 1620°. Jaki to wielokat?

Odpowiedz: jedenastokat.

mm) Czworokaty

Na poczatek przypomnimy podstawowe wzory na pola czworokatow.

Kwadrat

P =2R?
P=4r?
r
\ R

d - przekatna

d=aV2

1
=_d2
P Zd

Rownolegtobok

a
Romb
P=a-h,
1
d P==d.d

5 %142

h P = d’sina

d‘l

f
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Trapez

b a+b
P= -h
2

e — odcinek tgczacy srodki ramion trapezu

_a+b

=2

Na czworokacie mozna opisac¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy miar jego przeciwlegtych
katéw wewnetrznych sa réowne 180°.

C
B

W czworokat wypukly mozna wpisac okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy dtugosci jego prze-
ciwlegtych bokéw sa réwne:

ate=b+d

ZADANIA
4.8.3 Oblicz pole réwnolegtoboku o bokach 7cm i 12¢m, ktérego dwa sasiednie katy réznia sie o 60°.

Odpowiedz: 42+/3 cm?.
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4.8.4 W rombie ABCD bok AB ma dtugos¢ 20 ¢m, a przekatna BD ma dtugos¢ 24 em. Punkty E,F, G, H
s kolejno srodkami bokéw rombu.

a) wykaz, ze czworokat EFGH jest prostokatem
b) oblicz pole tego prostokata
Odpowiedz:

b) P =192 cm?

4.8.5 W trapezie, ktérego podstawy majg dtugosc¢ 10 cm i 4 cm, miary katdéw przy dtuzszej podstawie
wynosza 45°i . Oblicz pole trapezu.

Odpowiedz: P = 21(v/3 — 1) cm?.

4.8.6 Dtugosc jednego z bokdéw trapezu réwnoramiennego jest rowna dtugosci promienia okregu wpi-
sanego w ten trapez i wynosi 3 cm. Oblicz pole tego trapezu.

Odpowiedz: P = 45 cm?

4.8.7 W trojkacie prostokatnym ABC dane sa JAC| = 12, «CAB = 60°. Poprowadzono prostg réownole-

gla do przeciwprostokatnej AB, dzielacg bok AC w stosunku 1:5, liczac od wierzchotka C. Prosta ta
przecina bok AC w punkcie M, a bok BC w punkcie N. Oblicz pole trapezu ABNM.

Odpowiedz: P = 70@.
4.8.8 W czworokacie ABCD przekatne ACi BD przecinaja sie w punkcie E. Dane sg pola trzech tréjkatéw
: Pgeg = 15,Pgep = 5,Pagp = 10. Oblicz pole czworokata ABCD.

Odpowiedz: 60.

4.9 Wielokaty foremne

Teraz naucze sie obliczac:
» miare kata wewnetrznego wielokata foremnego;

» sume miar katéw wewnetrznych wielokata foremnego;
» pola wielokatéw foremnych

|
mm) Wielokatem foremnym nazywamy taki wielokat, w ktérym wszystkie boki majg réwne dtugosci
i wszystkie katy majg réwne miary.

Wszystkie wielokaty foremne sa figurami wypuktymi.

Wielokatem foremnym o najmniejszej liczbie bokéw jest trojkat rownoboczny. Czworokat foremny
to kwadrat.
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Miare kata wewnetrznego wielokata foremnego o n bokach mozna obliczy¢ ze wzoru:
(n—2)-180°
n

Suma miar katow wewnetrznych n-kata jest réwna (n — 2) - 180°

Na kazdym wielokacie foremnym mozna opisac¢ okrag i w kazdy wielokat foremny mozna wpisac
okrag, a srodki tych okregéw pokrywaja sie.

Kazda symetralna boku wielokata foremnego jest osig symetrii tego wielokata.

Kazda dwusieczna kata wewnetrznego wielokata foremnego zawiera sie w osi symetrii tego wie-
lokata.

B Waznym wielokatem foremnym jest sze$ciokat foremny.

a Suma miar katéw wewnetrznych szesciokata foremnego
wynosi 720°

a
Jeden kat wewnetrzny ma miare 120°.

Aby znalez¢ wzér na pole szesciokata foremnego, nalezy w nim po-
prowadzi¢ przekatne, ktére podziela go na sze$¢ tréjkatéw réwno-
bocznych.

a*V3  3a*\3
b @V3 33
4 2
B Przykiady wielokatow foremnych
Wielokat Promien okregu Promien okregu
foremnq Pole opisanego na wpisanego
Y wielokacie w wielokat
Trojkat P_ﬂzxﬁ R—zh—aﬁ _1h_ﬂ\f§
réwnoboczny T4 T3 2 =3 T
1
Kwadrat P=a’ R= a2 r=Za
2 2
3a%/3 a3
Szesciokat = Z\f_ R=a r= T‘j_
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ZADANIA

4.9.1 Wysokos¢ tréjkata rownobocznego jest rowna 4,5 cm. Oblicz promier kota opisanego na tym
trojkacie. Oblicz dtugos¢ promienia kota wpisanego w ten trojkat.

Odpowiedz: R =3 cm, v = 1,5 cm.

4.9.2 W szesciokacie foremnym potfgczono srodki sasiednich bokéw, otrzymujac ponownie szesciokat
foremny. Oblicz stosunek pél: otrzymanego i wyjsciowego szesciokata.

Odpowiedz: g

4.9.3 Trojkat rownoboczny, kwadrat i szesciokat foremny majg ten sam obwéd dtugosci 10 cm. Oblicz
pole kazdej z tych figur. Ktéra z nich ma najwieksze pole, a ktéra najmniejsze?

25;3, pole kwadratu P = 63, pole szesciokata P = =22,

Odpowiedz: pole trojkata P =
4.9.4 Pole kwadratu jest réwne 8 cm?. Oblicz promien kofa:

a) opisanego na kwadracie

b) wpisanego w kwadrat

Odpowiedz: R =2 cm, 1 = V2 cm.

4.9.5 W koto o polu 6,251 cm?® wpisz czworokat foremny. Oblicz pole tego czworokata.

Odpowiedz: P = 12,5 cm.

4,10 Pole kota i dlugosc okregu

Teraz naucze sie oblicza¢: pole kota i wycinka kota oraz dtugos¢ okregu

Dla danego kota o promieniu 7 mozemy policzy¢:

pole: P = mr?

orazobwodd: L = 2mr

Zastanowmy sie teraz, jak obliczy¢ pole wycinka kota o danym pro-
mieniur.

Kat petny ma 360°. Podzielmy cate koto na wycinki o kacie 1°. Pola
wycinkéw beda wowczas identyczne i réwne:
r?
~ 360°
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Zatem wzor na pole wycinka kota o kacie a stopni bedzie miat postac:

o — a . 2
w3600

Przyktad 1

Oblicz pole wycinka kofa o promieniu r = 10 i kacie rownym 60°.

Podstawiamy dane do wzoru i otrzymujemy:

p_ @ 600 o1 _loom
v = 360° 7 T 360° 6 ~ 76

Dtugos¢ [ tuku okregu o promieniu r, odpowiadajacego katowi srodkowemu o mierze «, wyraza
sie wzorem:
a

I=T80s ™

Przyktad 2

W okregu poprowadzono cieciwe o dtugosci 6 cm odlegta o 3 cm od srodka okregu. Oblicz dtugos¢
tukéw okregu, na ktére dzieli ten okrag cieciwa.

Iy Tréjkat AOB jest rownoramienny. Odcinek O D jest jego wysokosciag
i dzieli cieciwe AB o dtugosci 6 cm na dwie réwne czesci po 3 cm.
Promien r liczymy z twierdzenia Pitagorasa.

32432 =72 = 18=71% =r=3y2com

Suma katéw w tréjkacie wynosi 180°. Katy przy podstawie trdjkata
réwnoramiennego sg réwne. Wynika z tego, ze katy trojkatow réw-
noramiennych ADO i DBO sg réwne 90°, 45°,45°.

JFAOB = 45° 4 45° = 90°

Dtugos¢ tuku I; wynosi:
90°

1
:@'Z'ﬂf'g‘\ﬁz 12‘\"’2(31’1’1

L
Dtugos¢ drugiego tuku tatwo policzy¢, odejmujac od dtugosci okregu dtugosé tuku I;.

L =2nr -1 =2ﬂ-3\/§—1%\/§=4%\/§7{cm.

Odpowiedz: okrag zostat podzielony na tuki o dtugosciach 1%@ cmi 4%\1’2 em.
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ZADANIA

4.10.1 Promien okregu wpisanego w wycinek kota o kacie srodkowym 60° ma dtugo$¢ 2. Oblicz pole tego
wycinka.

Odpowiedz: 6.

4.10.2 Jaki promierr ma koto, w ktérym wycinkowi o polu %11 odpowiada kat 135°.

Odpowiedz: %

4.10.3 Promien kofa jest rowny 2 em Jakie pole ma wycinek kofa odpowiadajacy katowi o mierze 307
Odpowiedz: %m

4.10.4 Oblicz dtugos¢ tuku i pole wycinka kota o kacie 60“’, jezeli promieri kota ma dtugos¢ 6 cm.
Odpowiedz: P = 6 cm?, [ = 2m cm,

4.10.5 Oblicz pole i dtugos¢ tuku wycinka kota o promieniu 9 cm i kacie 60°

Odpowiedz: | = 37 cm, P = 13,57 cm?.

4.10.6 Oblicz promien kota, jezeli dlugos¢ tuku jego wycinka o kacie 120° ) wynosi [ = 8m cm

Odpowiedz: v = 12 cm.

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

1.2 W trdjkacie rownoramiennym ABC dane sg |AC| = |BC| = 5 oraz wysokos¢ |CD| = 2. Podstawa AB
tego trojkata ma dtugosc:

a) 6 b) 2v2 o 2v29 d) 14
2, W tréjkacie prostokatnym dwa dtuzsze boki majg dtugosci 5i 7. Obwdd tego tréjkata jest rowny:
a) 16V6 b) 14V6 Q) 12+4V6 d) 12+2V6

40 Zadania 1-6: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf, 01.03.2013.
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3. *0Odcinki ABi CD sa rownolegte i |AB| =5, |[AC| = 2, |CD| = 7 (zobacz rysunek). Dtugo$¢ odcinka AE
jest rowna:
D
B,
7
£ 4 2z C
10 14
a — b) — o 3 d 5
4, Pole kwadratu wpisanego w okrag o promieniu 5 jest réwne:
a) 25 b) 50 c 75 d) 100
5. Punkty A, B, C, D dzielg okrag na 4 réwne tuki. Miara zaznaczonego na rysunku kata wpisanego
ACD jest réwna:
a) 90° b) 60° c) 45° d) 30°
6. W tréjkacie ABC poprowadzono dwusieczne katéw A i B. Dwusieczne te przecinajg sie w punkcie
P. Uzasadnij, ze kat APB jest rozwarty.
7.4 Punkt S jest Srodkiem kofa. Zatem miara kata « jest rowna (patrz na rysunek):
a) 70° b) 220° c) 140° d) 250°
8. W trapezie miary katow ostrych sa réwne 30° i 60°. Woéwczas stosunek dtugosci krétszego ramienia
do dtuzszego jest rowny:
V3 1 VZ 1
41 Zadanie 7, 8, 9: http://www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-luty-2013.php#arkusze, 01.03.2013.
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9. Na boku DC kwadratu ABCD obrano punkt K tak, ze |[DK]| = |[KC| (zobacz rysunek). Przekatna
AC kwadratu przecina odcinek BK w punkcie P. Uzasadnij, ze pole tréjkata ABP jest czterokrotnie
wieksze niz pole tréjkata KCP.

K c

D

A B

10.“2  Pole kota opisanego na tréjkacie rbwnobocznym o wysokosci 9 jest réwne:

a) 36m b) 9 o 18V3m d) 121

11.  Odcinek o dtugosci 2,4 m podzielono w stosunku 2:3:5. Najdtuzszy z wyznaczonych odcinkéw ma
dtugos¢:

a) 120cm b) 0,72m c) 480 mm d) 14dm

12.  *Proste DEi CBoraz EF i AC sa réwnolegte. Oblicz dlugosc¢ odcinka EB, jezeli AE = 2,5, DE = 3 oraz

FB=4.
C

13.  Wykaz, ze wysokos¢ CD tréjkata prostokatnego ABC poprowadzona z wierzchotka C kata proste-
go dzieli przeciwprostokatng na odcinki AD i DB, ktérych stosunek dtugosci jest réwny stosunkowi
kwadratéw dtugosci przyprostokatnych odpowiednio ACi BC tego trojkata.

14.% W trdjkacie rownoramiennym wysokosc jest dwa razy dtuzsza od podstawy. Wynika stad, ze sinus
kata przy podstawie wynosi:

Vi7
17

a) b)

v G
b
|

42 Zadania 10-13: http://www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php#arkusze, 01.03.2013.
43 Zadanie 14, 15: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf, 01.03.2013.
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15.

16.*

17.

18.

19.

20.

Dtugosé promienia r okregu opisanego na kwadracie jest réwna 2+/3. Diugos¢ boku tego kwadratu

ma wartos¢:

a) 43 b) 2v3 o 4/6 d) 25

Dtugos¢ boku kwadratu k, jest o 10% wieksza od dtugosci boku kwadratu k.. Wéwczas pole kwa-
dratu k, jest wieksze od pola kwadratu k:

a) 010% b) 0110% c 021% d) 0121%

Przekatna AC prostokata ABCD ma dtugos¢ 14. Bok AB tego prostokata ma dtugos¢ 6. Diugosé
boku BC jest réwna:

a) 8 b) 4410 ¢ 24/58 d) 10

Punkty A, B i C lezg na okregu o srodku S (zobacz rysunek). Miara zaznaczonego kata wpisanego

L,
&)

ACB jest rowna:

a) 65° b) 100° o 115° d) 130°

Dhugos¢ boku tréjkata rownobocznego jest réwna 24+/3. Promien okregu wpisanego w ten tréjkat
jest rowny:

a) 36 b) 18 q 12 d) 6

W tréjkacie rbwnoramiennym ABC dane s3 |AC| = |BC| = 6 i | £ACB| = 30° (zobacz rysunek). Oblicz

wysoko$¢ AD trojkata opuszczong z wierzchotka na bok BC.
C

D

I\,

44 Zadania 16-21: http://www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 01.03.2013.
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21.

22.%

23,

24,

25.

26.

27.%6

Dany jest réwnolegtobok ABCD. Na przediuzeniu przekatnej AC wybrano punkt E tak,
1

ze |CE| = ?|A C|. Uzasadnij, ze pole réwnolegtoboku ABCD jest cztery razy wieksze od pola tréjka-

taDCE. E

A4 B

Jeden kat trojkata ma miare 54°. Z pozostatych dwéch katow tego tréjkata jeden jest 6 razy wiekszy
od drugiego. Miary pozostatych katéw sa réwne:

a) 21°i105 b) 11°i66° c) 18°i108° d) 16°i96°

Krétszy bok prostokata ma dtugosc 6. Kat miedzy przekatna prostokata a dtuzszym bokiem ma
miare 30°. Dtuzszy bok prostokata ma dtugos¢:

a) 2v3 b) 4v3 o 63 d) 12

Cieciwa okregu ma dtugos¢ 8 cm i jest oddalona od jego srodka o 3 cm. Promien tego okregu ma
dtugos¢:

a)3cm b) 4cm ¢ 5cm d 8cm

Punkt O jest srodkiem okregu. Kat wpisany BAD ma miare:

a) 150° b) 120° o 115° d) 85°

Dany jest romb, ktérego kat ostry ma miare 45°, a jego pole jest rowne 50+/2. Oblicz wysoko$¢ tego
rombu.

W tréjkacie rownoramiennym ABC dane sg |AC| = |BC| = 5 oraz wysoko$¢ |CD| = 2. Podstawa AB
tego trojkata ma dtugosc¢:

a) 6 b) 2421 ¢ 2v29 d) 14

45 Zadania 22-26: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_matematyka.
pdf, 02.03.2013.
46 Zadania 27-31: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012maj/matura2012-maj.pdf,0 2.03.2013.
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28. Pieciokat ABCDE jest foremny. Wskaz trojkat przystajacy do tréjkata ECD:

D A, AABF
B. ACAB
E Iy \H c
C. AIHD
F D. AABD
A B

29. W trdjkacie prostokatnym dwa dtuzsze boki maja diugosci 5i 7. Obwdd tego trojkata jest rowny:

a) 16v6 b) 14V6 A1 2+4/6 d) 12+2vV6

30. Pole kwadratu wpisanego w okrag o promieniu 5 jest réwne:

a) 25 b) 50 o 75 d) 100

31. Punkty A, B, C, D dzielg okrag na 4 réwne tuki. Miara zaznaczonego na rysunku kata wpisanego

ACD jest réwna:
A. 90°
B. 60°
C. 45°
D. 30°

32, Rysunek przedstawia trapez prostokatny i dtugosci trzech jego bokoéw.

-/
5 13
A
20
Obwdd tego trapezu jest rowny:
a) 43 b) 46 c) 48 d) 50

47  Zadania 32-35: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf, 03.03.2013.
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33. Bokrombu ma dtugosc 8, a kat ostry ma miare 60°. Wysokos¢ tego rombu jest wiec réwna:

a) 243 b) 243 o 6V3 d) 83

34. Punkty A, B, C, D i E lezg na okregu o srodku S i dziela ten okrag na pie¢ tukéw réwnej dtugosci

(zobacz rysunek).
Y o

Woéwczas miara kata ostrego a miedzy cieciwg AB i styczng do tego okregu w punkcie A jest rowna:

a) 18° b) 30° o 36° d) 54°
35.  Prostokatny pas wyktadziny dywanowej o wymiarach 3,6 m na 7,5 m nalezy przecig¢ prostopadle
do dtuzszego boku tak, aby przekatne otrzymanych dwéch prostokatnych kawatkéw réznity sie

o 1,5 m. Oblicz wymiary wiekszego z otrzymanych kawatkéw.

36.* Punkt O jest srodkiem okregu. Kat wpisany & ma miare:

a) 80° b) 100° o 110° d) 120°

48 Zadanie 36, 37, 38: http://www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2011_p.pdf, 04.03.2013.
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37.  Wysokos¢ rombu o boku dtugosci 6 i kacie ostrym 60° jest rowna:

a) 33 b) 3 g 643 d) 6

38.  Dany jest czworokat ABCD, w ktérym AB || CD. Na boku BC wybrano taki punkt E, ze |EC| = |CD|
i |[EB| = |BA|. Wykaz, ze kat AED jest prosty.

39.% Liczba przekatnych siedmiokata foremnego jest réwna:

a) 7 b) 14 o 21 d) 28

40. Okrag opisany na kwadracie ma promien 4. Diugos¢ boku tego kwadratu jest rowna:

a) 42 b) 242 q 8 d 4

41. Podstawa tréjkata rdwnoramiennego ma dtugosc 6, a ramie ma dtugos¢ 5. Wysokos¢ opuszczona
na podstawe ma diugosc:

a) 3 b) 4 Q 34 d) L6l

42. Punkty A, B, C, lezace na okregu o srodku S, sa wierzchotkami tréjkata rownobocznego.
C

A vB
Miara zaznaczonego na rysunku kata srodkowego ASB jest réwna:

a) 120° b) 90° c) 60° d) 30°

49 Zadania 39-44: http://www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2010_p.pdf, 04.03.2013.
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43.  Tréjkaty prostokatne rdwnoramienne ABCi CDE sa potozone tak, jak na ponizszym rysunku (w obu
tréjkatach kat przy wierzchotku C jest prosty). Wykaz, ze AD = BE.
C
E

A B

44. W trapezie prostokatnym kroétsza przekatna dzieli go na trdjkat prostokatny i tréjkat rownoboczny.
Diuzsza podstawa trapezu jest réwna 6. Oblicz obwdd tego trapezu.

45.° Na przeciwprostokatnej AB trojkata prostokatnego ABC obrano punkty D i E takie, ze IADI = 1ACI
oraz IBEl = IBCl. Wykaz, ze kat I« DCE | = 45°.

46. Oblicz dtugos¢ boku kwadratu wiedzac, ze réznica dtugosci przekatnej i boku wynosi 2.

Odpowiedz: 2(12 +1).

47.  Miara kata wewnetrznego dziesieciokata foremnego jest réwna:

a) 120° b) 135° ) 144° d) 150°
Odpowiedz: c.

48. Odlegtosc¢ srodka boku kwadratu o boku dtugosci 6 do najdalszego punktu kwadratu wynosi:

a) 62 b) 32 o 35 d) 53

49, Dtugosciami bokow tréjkata moga byc:

a) ﬁ,\/&,\/ﬁ b) 6 mm;0,1dm;12cm

Q 42-32++3 d) 2dm;4cm; 0,07 m
Odpowiedz: a.

50. W trdjkacie rownoramiennym kat przy podstawie ma miare o 30 stopni mniejszag od miary kata
miedzy ramionami. Kat miedzy ramionami ma miare:

a) 50° b) 80° c 40° d) 70°

Odpowiedz: b.

50 Zadania 45-53: Testy maturalne, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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51. Dane s3 dwa katy przylegte, z ktérych jeden jest o 38° wiekszy od drugiego. Katy te maja miary:

a) 71°i109° b) 38°i142° ) 26°i164° d) 38°i76°

52.  Suma miar katéw wewnetrznych szesciokata foremnego wynosi:

a) 360° b) 540° ¢ 720° d) 1080°
Odpowiedz: c.

53.  *Prostelik sa rownolegte oraz |OA| =6,

AB| =10, |OC| = 48. Odcinek OD ma dtugos¢:

a) 12 b) 18 o — d) —

545" *Odcinki ABi CD sgréwnolegte i|AB| =5, |AC| =2, |CD| =7 (zobacz rysunek). Dlugo$¢ odcinka AE

jestrowna:
D
B,
7
5
E 2 C
10 14

51 Zadanie 54: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012maj/matura2012-maj.pdf,0 4.03.2013
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55.2 *Proste ADi BCsa réwnolegte. Dtugosci odcinkéw ED, DC oraz AB podane sa na rysunku. Diugos¢
odcinka EA jest rowna:

10 D\ 5 C\

a) 4 b) 8 c 9 d) 10

56.> *QOdcinki AB i DE sa réwnolegte. Dtugosci odcinkéw CD, DE i AB sg odpowiednio réwne 1, 3 9.
Dtugos¢ odcinka AD jest réwna:

52 Zadanie 55: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf,
53 Zadanie 56: http://www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2010_p.pdf, 04.03.2013.
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5 Ciagi

W liceum uczen nauczy sie:

> 1. Wyznacza¢ wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogélnym.

> 2. Bada¢, czy dany ciag jest arytmetyczny lub geometryczny.

> 3. Stosowac wzér na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw ciagu
> 4 arytmetycznego i geometrycznego.

5.1 Pojecie ciagu liczbowego. Monotonicznos¢ ciagow

Teraz naucze sie wyznaczac wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogdlnym.

Ciag jako pojecie matematyczne mozna zrozumie¢ jako liste ponumerowanych elementéw pew-
nego zbioru. Ciggiem jest wiec dowolna funkgcja, ktérej argumentami sa liczby naturalne.

Ciagiem nieskonnczonym nazywamy funkcje okreslong na zbiorze liczb naturalnych dodat-
nich i oznaczamy (a4 ) lub (a, a,, ...).

Ciagiem skoficzonym nazywamy funkcje okreslona na zbiorze {1, 2, 3, ..., n} i oznaczamy (a,)
lub (al, Ay oo an).

Ciagiem liczbowym nazywamy ciag, ktérego wartosci sa liczbami rzeczywistymi.

a, nazywamy n-tym wyrazem ciagu, a liczby (1, 2, 3, .., n) nazywamy wskaznikami lub indeksami

wyrazéw.
mEm) Monotonicznosé ciagu
Kazdy ciag jest funkcja, wiec mozna dla nich zdefiniowa¢ pojecie monotonicznosci.

Aby zbada¢ monotonicznos¢ ciggu o danym wyrazie ogdlnym, nalezy zbadac znak réznicya . -a

n+1 n

Jesli jest ona dodatnia, wtedy ciag jest rosnacy, jesli ujemna, ciag jest malejacy, a jesli réwna 0, to
ciag jest staty.

Ciag (a ) nazywamy ciagiem rosnacym, jezeli dlakazdego n € N*jest spetnionanieréwnosc¢a, ., >a, .

CIAGI 153



154

Ciag (a,) nazywamy ciggiem malejacym, jezeli dla kazdego n € N* jest spetniona nierow-
nos¢a  <a.

Ciag (a ) nazywamy ciaggiem statym wtedy i tylko wtedy, gdya ., =a .
Przyktady:

a =n+3:2,58,11,14,..-cigg rosnacy

a,=n* 1,4,916,25, .. - ciag rosnacy

a=3-n: 3,2,1,0,-1,..-ciag malejacy

a =-5n: -5,-10,-15,-20, -25, ... - ciag malejacy

Ciag arytmetyczny i jego wtasnosci

Teraz naucze sie:
» bada¢, czy dany ciag jest arytmetyczny;

» stosowac wzér na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego

|
Ciag liczbowy (a,) nazywamy arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy jest co najmniej trzywyra-
zowy, i ktérego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzed-
niego statej liczby r, zwanej réznica ciggu.

r=a_, -4, nazywamy ro6znica ciagu

Ap+1Qp 41 = Ay Qptr

Przyktady ciagéw arytmetycznych:

a,=51r1r=3; 5811,14,17,20, ...

a,=6,r=-2; 6,4,2,0,-2,-4,..

Zaleznos¢ miedzy pierwszym a dowolnym wyrazem ciagu :
a=a+(n-1)-r

Suma n-poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego:

_n(aitagn(es+ ay) _ 2a0+ (n—1)-r2ay+ (n—1)-r
nT 2 2 2 2

sn=a1+a2+... +a

Dla trzech kolejnych wyrazéw ciagu a, , a a . zachodzi réwnosé:

, o ntl

I e L R
n 2 2
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Ciag arytmetyczny jest:
- rosnacy, gdy réznica ciagu jest dodatnia:a , a >0,
- malejacy, gdy réznica ciggu jest ujemna: a, ., a <0,

- staty, gdy réznica ciggu jestréwna 0:a , a =0.

n

54

‘ Ciekawostka ”

W Xl wieku wtoski matematyk Leonardo Fibonacci (1170 - 1240) odkryt ciag liczb naturalnych
nazwany nastepnie jego imieniem:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233,377,610, 987, 1597,...

Ciag rozpoczyna sie od dwoéch jedynek, a kazda nastepna liczba stanowi sume dwéch poprzed-
nich:

kn+2 = k

n+l

+k,

gdzie n - nalezy do naturalnych oraz k= 1ik, =1

Mozna pokaza¢, ze lim k]z*‘ =1,61803399883 ...=® gdzie P jest rozwinieciem dziesietnym nie-
skoriczonym. Za sredniowiecznym wtoskim matematykiem Luca Pacioli przyjeto, ze przyblizona
z doktadnoscia do trzech miejsc po przecinku liczba @, jest tzw. ztotym podziatem lub tez zto-

tym $rodkiem. Stad w opracowaniach czesto podaje sie, ze ® = 1,618.

mm) Do najwazniejszych wtasnosci liczby Fibonacciego mozna zaliczy¢:

1. Zioty podziat odcinka stworzony po raz pierwszy przez Euklidesa.

3= 2| 3=
wn

m B

A
M+m
W

(P =1,615033958...)

2. Zitoty podziat prostokata .

A 8 B K

54 Zastosowanie teorii Carolana i Fischera na rynku kapitatowym’; J. Nowakowski i K. Borowski, Wydawnictwo Difin., www.bossa.pl, 6.03.2013.
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3. Spirala logarytmiczna.

4. Elipsa logarytmiczna (matematyczny opis owalu).

PRACA DLA CHETNYCH

Poszukaj dokfadniejszych informacji na temat wtasnosci liczb Fibonacciego.

ZADANIA

5.2.1 Ktére z podanych ciggdéw sg arytmetyczne?

a) 1,2,3,4,5,.. b) 2,4,8,16,32,.. o -2,-4,-6,-8, ... d 1,3,6,912,..
Odpowiedz: Ciagi arytmetyczne: a, ¢, d

5.2.2  Podaj 6 poczatkowych wyrazéw ciagu (a):

a) a,=2n b) a,=3n-1 o a,=2n+l

d a,=1-n e a=n" f) ﬂﬂ:(_;)“
Odpowiedz:

a) 2,4,6810,12 b) 2,5811,14,17 o 3,57,911,13

d) 0,-1,-2,-3,-4,-5 e 14,27,256,312546656 f) -1,5-27—3

5.2.3 Dany jestciag (a ) o podanym wzorze:

a =(—1)”-2_—2n,dlan2 1.0blicza,ia,
n :

n

|

Odpowiedz: a,=, a,= _%

]

5.2.4 Sprawd?, czy dany ciag (a,) jest arytmetyczny? Odpowiedz uzasadnij.

a) a,=3+n b) a,=2n-1 Q) a,=n’+1
d) a—n=§n+2 e) %z%

Odpowiedz: Tak: a, b, ¢
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5.2.5 Wyznacz wzor ciggu arytmetycznego (a ) wiedzac, ze:

a) a=5a=15

2 6

e) a2=1,a4=3—2\f§

a) a,=-35+(n-1)-10=-45+10n
b) a=2+Mm-1)-2=2n

c) a=-38+Mm-1)-7=-45+7n
d) a=3+mn-1)-2=2n+1

e) an=5+2xr3—n(2+\/’§)

5.2.6 Znajactrzy poczatkowe wyrazy ciggu arytmetycznego, wyznacz 60 wyraz tego ciggu: a, =12, a,= 24,
a,=36

Odpowiedz: 720

5.2.7 Majqc dany ciag arytmetyczny (a ), w ktérym: a, =2, r=4, a =122, oblicz, zilu wyrazéw sktada sie
ten ciag i ile wynosi suma jego wyrazéw.

Odpowiedz: n=31,§ =1922

5.2.8 Wyznacza,, a, a,, w ciagu arytmetycznym (a ), w ktéryma, =8, r=11.
Odpowiedz: a,=30,a,=74,a,,=129

5.2.9 Oblicz sume pierwszych dwudziestu wyrazéw ciaggu: 1,4, 7,10, 13, ....
Odpowiedz: S, =590

5.2.10 Oblicz sume pietnastu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego danego wzorem ogodl-
nyma =2n-5.

Odpowiedz: S, .= 165
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5.2.11 Oblicz x , wiedzac, ze liczby:
a) 8x,22 b) x-4,5x+12

w podanej kolejnosci tworza cigg arytmetyczny. Podaj réznice ciggu.
Odpowiedz:a) x=15,r=7 b)x=1,r=8
5.2.12 Oblicz x , wiedzac, ze: 2 + 6 + 10 +...+ x = 648.
Odpowiedz: 70

5.2.13 Zbadaj monotoniczno$¢ ciagu (a ):

a) ap,=3n b) a,=2n-4 o) ap=n>-1
d) a,=-n+2 e) ay,= %

Odpowiedz:
a) r =3 ciag rosnacy b) r = 2 ciag rosnacy

cr=2n+1dlan=1r>0ciagrosnacy d) r=-1 ciag malejacy

—6

e)r=—o———
) n?+7n+12

< 0 ciag malejacy

‘ Ciekawostka ”

Ciag liczb Fibonacciego na gieldzie

Istniejg trzy sposoby wykorzystania ciggu liczb Fibonacciego do analizy papieréw wartoscio-
wych:

1. metody czasowe - w odniesieniu do uptywu czasu (rozdziat 3.2.1)
2. metody cenowe - w odniesieniu do zmiany ceny (rozdziat 3.2.2)
3. metody cenowo-czasowe — w odniesieniu do uptywu czasu i zmiany ceny (rozdziat 3.2.3).

Duza liczba metod analizy technicznej stanowi prébe zmierzenia popytu na dany walor i sporza-
dzenia na tej podstawie prognozy okreslajacej, czy cena wzrosnie, czy spadnie oraz przy uzyciu
pewnych wskaznikoéw, jak dtugi bedzie ten ruch. W tym przypadku stosuje sie techniki wykorzy-
stujgce proporcje Fibonacciego w pionie. Metody te nazywamy metodami okreslajacymi wiel-
kos¢ (zasieg) ruchu. Zaznaczone one zostaty na rysunku na osi pionowej — rysunek 27.
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Druga grupe stanowig metody oparte na analizie cykli oraz wykorzystaniu ciggu liczb Fibonac-
ciego na osi czasu. Wykorzystuje sie je do okreslenia czasu, w jakim dokona sie zmiana trendu.
Nazywamy je metodami okreslania czasu trwania ruchu cenowego.

Trzecig grupe metod stanowig techniki, ktore staraja sie oszacowac jednoczesnie potencjalny
zakres i czas trwania ruchu. Metody uniwersalne bardzo czesto posiadaja te wade, ze dobrze
opisuja zagadnienie catosciowo, natomiast mato precyzyjnie ttumacza szczegoty.

Rysunek 27. Podziat metod prognozowania zasiegu ruchu i czasu jego trwania.

'S . s « Wi S¢
Wiekodé , ;Nle]kosc ruchu

ruchu .
czas trwania
ruchu

Crzas
trwania
ruchu

5.3 Ciag geometryczny i jego wlasnosci

Teraz naucze sie:
» bada¢, czy dany ciag jest geometryczny;

» stosowac wzér na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

|
Ciag liczbowy (a ) nazywamy geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy jest co najmniej trzywyra-
zowy i ktérego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje z pomnozenia wyrazu poprzednie-
go przez stata g, zwana ilorazem ciaggu.

an+1 = an ° q
Cigg geometryczny to cigg liczbowy, w ktérym iloraz dwdch kolejnych wyrazéw jest staty.

On+1
q=—

ay
Kazdy nastepny wyraz ciggu powstaje poprzez pomnozenie wyrazu poprzedniego przez stata g,
a wiec istnieje réwniez zaleznos¢ miedzy pierwszym a dowolnym wyrazem ciggu:

a=a.-q" 'dlanz2
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Em) Suma n-poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego o wyrazie pierwszym a. i ilorazie g,
wyraza sie wzorem:

a1(1-gq"as(1-q")
Sn=a +a,+t..+ta= “1-¢ 1-¢ dlag=1

1-q
§,=na, dlag=1
Dla trzech kolejnych wyrazéw ciagu a,_, a a ., zachodzi rbwnos¢:

-1 7n,
anz = an71 ' anﬂ
mHm) Monotoniczno$é ciagu geometrycznego
Ciag jest rosnacy wtedy, gdy:
q>0ia >0lubg€(0,1)ia <0
Ciag jest malejacy wtedy gdy:
q>0ia <0lubg€(0,1)ia >0
Ciag jest staly wtedy, gdy:
q=1luba,=0
Jesliiloraz q jest ujemny, to ciagg geometryczny jest naprzemienny.

Ciag geometryczny jest zbiezny do zera, jezeli jego iloraz jest utamkiem witasciwym, tzn. nalezy do
przedziatu (-1, 1).

|
| Ciekawostka ”

Metody cenowe

Teoria fal pozwala zaobserwowa¢ proporcje zachodzace miedzy falami kolejnych ruchéw cen.
W ogdlnosci fale te dziela sie na tzw. fale gtéwne i nastepujace po nich fale korekty — istotne jest,
aby oba rodzaje wzrostow i spadkéw byty tego samego rzedu. Proporcje te mozna opisac jako
kolejne potegi @ i jej odwrotnosci. Na rynku kapitatowym zazwyczaj do obliczer wykorzystuje
sie catkowite wyktadniki potegi liczby @ z przedziatu <-3, 3>.

Tabela 3. Wspotczynniki ztotego podziatu®®

Potega n F" - wspétczynniki ztotego podziatu Rodzaj ciagu
1 1,618
2 2,618 Ciag zewnetrzny
3 4,236

55  Zrédto: Fischer R, “Liczby Fibonacciego na gietdzie”, WIG - Press, Warszawa 1996.
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-1 0,618

-2 0,382 Cigg wewnetrzny
-3 0,236

Proporcje Fibonacciego moga by¢ wykorzystane do wyznaczenia linii odwrotu. Na poczatku wy-
znaczamy linie trendu miedzy dwoma sasiednimi punktami ekstremum cenowego. Rozpoczy-
najac od gérnego punktu skrajnego, wykreslamy 9 linii poziomych przecinajacych linie trendu
na wysokosci: 0,0%, 23,6%, 38,2%, 50,0%, 61,8%, 100,0%, 161,8%, 261,8% i 423,6%. Po znacza-
cym ruchu cenowym (w goére lub w dét) ceny najczesciej doznaja korekty o cze$¢ wartosci pier-
wotnego ruchu cenowego. W czasie korekty cen kolejne poziomy wsparcia i oporu wyksztatcaja
sie w poblizu poziomu poziomoéw odwrotu Fibonacciego rysunek. Na wykresie zaznaczone zo-
staty poziomy cenowe, ktdre w przesztosci zadziataty jako poziomy wsparcia (strzatka T) i oporu
(strzatka 1).

A TERFREFRFRRETERERET FEERERETT FREE FER NeFRT FRITFEERETET FRFF FEEREERT FRETE
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ZADANIA

5.3.1 Napisz wzor ciggu geometrycznego, majac dane:

2) 3,612 .. b) 2,-6,18, ... 9 i d 4L
Odpowiedz:
aa,=32" b)a,=2- (3" 9a,=%(5)" da,=—3 (3

5.3.2 Wyznacz pierwszy wyraz ciggu geometrycznego wiedzac, ze:

a) q=-2,a,=05 b) q=—§,a4=—27 o q=-024a,=-1512d) q=-6,4,=0,5

Odpowiedz:
a) a=: b) a,=729 o a,=-94500 d a=—=
5.3.3 Wyznacziloraz ciggu geometrycznego oraz wzér na n-ty wyraz wiedzac, ze:

a) a,=1,4a,=125 b) a,=16,a,=256 o a,=-3,4a,=-81 d) a,=54a,=25

Odpowiedz:

4 (25 4|25
a) gqg= =( =)

n+4
—_— & — =
—a,=(]5 b) q=%16,a,=16

o g=3a=-3" d) q=\E,aﬂ=5'(\E)”’1

5.3.4 Wyznacz liczbe n wyrazéw ciggu geometrycznego, majac dane:

a) a,=3,9=-2,a,=1536 b) a,=-1,q=-20,4a, =-64000000
9 a=7,4=05a=— d a,=05qg=-4a=128

Odpowiedz:
a) 10, b) 7, o 8§ d 5
5.3.5 Wyznacziloraz i pierwszy wyraz ciggu geometrycznego (a ) wiedzac, ze:

a) a,=96,a,=48 b) a,=12,a,=24 o a,=6a,=-3

Odpowiedz:

a) q=v2,a,=75 b) q=V2,a,=6V4 0 q:—iﬁ,cy:ﬁ/—_z
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5.3.6 W ciqgu geometrycznym (a,) mamy dane a,= -1, g = -2. Oblicz sume trzech kolejnych poczatko-
wych wyrazéw tego ciggu.

Odpowiedz: S = 3
"o16

5.3.7 Wyznacz x, wiedzac ze mamy dany ciag geometryczny malejacy, w ktérym:

a,=9,a,=x,a,=1
Odpowiedz: x =3

5.3.8 Sprawd?, czy ciag (a,) jest geometryczny? Wyznacz q.

a) a=2" b) a=3-3"" Q a=2nm
Odpowiedz:
a) gq=2 b) g=9 c) nie

5.3.9 Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (a ), jesli:

a) a,=82a,=3a,n=6 b) a,=2,a,=128n=8
Odpowiedz:
a) 166,25 b) -510

5.3.10 Zbadaj monotoniczno$¢ ciagu (a ), okreslonego wzorem:

a=3_—2ﬂ b) a= Sn Q) a=% ni-1
" 4n — 50 " on+1 " 3n?-12n-3 "on+7

Odpowiedz: 3, b, d — rosnace, c — nie jest monotoniczny

5.3.11 Ciag (a,) jest okreslony wzorem a = 102~ 2. Wykaz, ze ciag b = a_,, — a_jest ciggiem geometrycz-
nym.

Odpowiedz: b =10"" g=10

5.3.12 Znajdz sume:

a) 1+6+21+...+n(2"-1) b) 3+27+135+...+4(2n-1)-3"
Odpowiedz:
(n-1)-2™"-0,5-(n*+n-4) (n-1)-3""+3
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5.3.13 Trzy liczby, ktérych suma jest rowna 30, tworza cigg arytmetyczny. Jezeli druga liczbe pomniejszy-
my o 2, to otrzymamy kolejne wyrazy ciggu geometrycznego. Wyznacz wyrazy ciggu arytmetycz-
nego.

5.4 Praktyczne zastosowanie ciagow ( procent prosty, sktadany)

Teraz naucze sie oblicza¢ podatki, zysk z lokat (réwniez ztozonych na procent sktadany i na
okres krétszy niz rok)

mm) Kapitalizacja odsetek®

Zysk z lokaty lub konta oszczednosciowego zalezy od oprocentowania i kapitalizacji. Kapita-
lizacja to czestotliwos¢ dopisywania odsetek do kapitatu zgromadzonego na rachunku. Dwie
lokaty o takim samym oprocentowaniu, ale innej kapitalizacji przyniosa zupetnie inny zysk.
W standardowej lokacie terminowej odsetki dopisywane sg do kapitatu w momencie wygasania
depozytu. Jesli zatozymy lokate roczng, to dopiero po 12 miesigcach bank obliczy nalezne odsetki,
potraci podatek i wyptaci oszczednosci wraz z wypracowanym zyskiem. Jednak kapitalizacja moze
nastepowac czesciej — na przyktad co kwartat, miesigc lub nawet codziennie. W praktyce im czesciej
bank dopisuje odsetki do salda lokaty, tym lepiej dla klienta. Po pierwsze, w kazdym kolejnym okre-
sie rozliczeniowym na zysk pracuje juz nieco wieksza kwota, a po drugie, przy kapitalizacji dziennej
istnieje mozliwos¢ ominiecia 19-procentowego podatku od zyskéw kapitatowych, zwanego po-
tocznie podatkiem Belki.

) Procent skltadany

Przy czestym naliczaniu odsetek dziata zasada procentu sktadanego. Odsetki z pierwszego okresu
kapitalizacji dopisywane sg do salda lokaty i w kolejnym okresie na zysk pracuje juz wieksza kwota.
Na przyktad, gdy kapitalizacja nastepuje co miesiac, to juz w drugim miesigcu zysk przynosi nie
tylko odtozony kapitat, ale takze odsetki za pierwszy miesiac.

W bankowosci procent sktadany oznacza kwotg, jaka zostanie wyptacona z lokaty poddanej kapi-
talizacji, czyli doliczaniu wypracowanego zysku netto do kapitatu.

W jaki sposéb mozna obliczy¢ procent sktadany? Rozwazmy rézne przypadki:
a) Gdy od wypracowanych odsetek nie jest pobierany podatek Belki:

1 oprocentow anie liczba kapitalizacji w roku - czas trwania lokaty w latach
+ 72 ; ; =
liczba kapitalizacji w roku

wyptata = kapitat -

b) Gdy od wypracowanych odsetek jest pobierany podatek Belki w wysokosci 20% naliczonych
odsetek zgodnie z ordynacja podatkowa z okresu 01.12.2001 — 31.12.2003

oprocentowanie

8) liczba kapitalizacji w roku - czas trwania lokaty w latach
liczba kapitalizacji w roku

wypfata = kapitat - (1+

56 www.bankier.pl/lokaty/wiadomosc, 06.03.2013.
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c) Gdy od wypracowanych odsetek jest pobierany podatek Belki w wysokosci 19% naliczonych
odsetek zgodnie z ordynacja podatkowa z okresu 01.01.2004 — 31.12.2006 oraz od 31.03.2012.

oprocentowanie

wyplata = kapitat - (1+

81 ) liczba kapitalizacji w roku - czas trwania lokaty
’

liczba kapitalizacji w roku
d) Gdy od wypracowanych odsetek jest pobierany podatek Belki w wysokosci 19% naliczonych

odsetek zgodnie z ordynacja podatkowg od 01.01.2007 do 30.03.2012 — brak wzoru na procent
sktadany.

|
Ciekawostka ”

Mechanizm procentu sktadanego stosowany jest powszechnie w kontach oszczednosciowych
prowadzonych w formie rachunku. Konta te umozliwiaja elastyczny dostep do pieniedzy — klient
moze wyptacac srodki i doptaca¢ do rachunku nowe sumy w dowolnej chwili. Z tego tez wzgledu
bank co miesigc sprawdza, jaka kwota pracowata na zysk i dopisuje odsetki na biezaco.
|

ZADANIA

5.4.1 Kredyt w wysokosci 2500 zt wraz z odsetkami musisz sptaci¢ jednorazowo po 2 latach. Oprocento-
wanie kredytu to 5,5% w skali rocznej. Jaka kwote bedziesz musiat odda¢ do banku?

5.4.2 Zatdézmy, ze zdecydowates sie wptaci¢ 2000 zt na konto oprocentowane 12% w stosunku rocznym
z kapitalizacja odsetek:

Co miesigc co kwartat co pot roku co rok

Jaki bedzie stan Twojego konta po uptywie roku w kazdym z przypadkéw? Wyciagnij wnioski.

Odpowiedz:

2253,65 zt 2251,02 zt 2247,20 zt 2240zt

5.4.3 Oblicz, jaki dochdd przyniesie po 4 latach lokata 8 000 z, ktéra jest oprocentowana w stosunku
rocznym 8%, a odsetki kapitalizowane sa co kwartat.

Odpowiedz: 10982,29 zt

5.4.4 Dokonaj analizy atrakcyjnosci proponowanych trzech ofert bankowych, dysponujac kwotg 60 000 zt.

a) Bank | oferuje 14% w stosunku rocznym z roczna kapitalizacja odsetek.
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b) Bank Il oferuje 10% w stosunku rocznym z kwartalng kapitalizacjg odsetek.

¢) Bank Il oferuje 3% w stosunku miesiecznym z miesieczng kapitalizacja odsetek. Wskaz najlep-
sz oferte ulokowania inwestycji . Zdecydujesz sie na rok czy na dwa lata? Wyciaggnij odpowiednie
whioski.

Odpowiedz:
a) po roku 68400 zt, po dwéch latach 77976 zt
b) po roku 66228,77 zt, po dwdch latach 73104,17 zt
c) po roku 60906,21 zt, po 2 latach 61826,11 zt
5.4.5 Pan Kowalski ztozyt 30 000 zt na dwuletnia lokate, ktéra jest oprocentowana 6% w stosunku rocz-

nym i kapitalizacja odsetek odbywa sie co kwartat.

a) Oblicz, jaka kwotg (z doktadnoscig do jednego grosza) bedzie dysponowat Pan Kowalski po
dwdch latach wiedzac, ze bank pobiera od kazdych naliczonych odsetek 19% podatku od docho-
doéw kapitatowych.

b) Oile procent wieksze bylyby zyski Pana Kowalskiego z tej lokaty, gdyby odsetki nie byty opo-
datkowane? Wynik podaj z doktadnoscia do 1%.

Odpowiedz:
a) 33043,06zt b) 071380z

5.4.6 Kwote 12 000 zt wptacono na 3-letnig lokate, przy czym odsetki doliczane sg co pét roku. Kwota

odsetek wyniosfa 1 513,95 zt. Jak oprocentowana byta lokata? (Uwzglednij podatek od dochodéw
kapitatowych).

5.4.7 Jacek ztozyt do banku 5 000 zt. Po 18 miesigcach bank wyptacit mu 5 624,32 zt. Jakie jest oprocento-
wanie w tym banku, jesli kapitalizacja odsetek nastepuje co pét roku?

5.4.8 W dniu narodzin syna ojciec wptacit do banku pewna kwote pieniedzy. Na poczatku oprocentowa-
nie w skali roku wynosito 10%, ale po dziesieciu latach bank obnizyt je do 8%. Po 20 latach syn mégt
wyptacic¢ ze swego konta 30 930,44 zt. Jaka kwote wptacit do banku ojciec w dniu narodzin syna?

5.4.9°7 - Rafatza wykonana prace otrzymat nagrode pieniezng w wysokosci 1500 zt. Postanowit wptaci¢ do
banku 1000 zt na okres jednego roku. Bank zaproponowat mu nastepujace oferty:

a) oprocentowanie 6% w sali rocznej z odsetkami doliczanymi po roku,

b) oprocentowanie 3,8% w skali rocznej z odsetkami doliczanymi co kwartat.

57  http://www.bankier.pl/finanse/kalkulatory/.
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c) Dokonaj analizy, ktéra z ofert jest bardziej korzystna dla Rafata i o ile?

Odpowiedz:
a) 1049z b) 1031 z c) Pierwszao 18zt

5.4.10 Jaka kwote w dolarach nalezy zdeponowac w banku, przy rocznej stopie procentowej wynoszacej
6%, aby po 20 latach otrzymac 4005.

Odpowiedz: Skorzystaj z funkcji finansowej PV
=PV(6%;20;0;400) w wyniku otrzymujemy: 125 $
Z matematycznego punktu widzenia obliczylimy sume ciggu geometrycznego. Ten sam wynik

uzyskamy wprowadzajac wtasna formute: = 400/(1 + 6%) A 20 = 125

5.4.5 Oblicz, ile wyniesie rata twojego kredytu, jezeli pozyczytes w banku 15000 zt przy oprocentowa-
niu 7,5% w skali roku i zamierzasz sptaca¢ kredyt przez 10 lat przy réwnych ratach miesiecznych.
Dodatkowo zaptacisz 3% prowizji, ktéra powiekszy kwote twojego kredytu. Sporzadz w arkuszu
kalkulacyjnym harmonogram sptat tego kredytu.

Odpowiedz:

Mozesz skorzystac z kalkulatora kredytowego, p.: http://www.bankier.pl/finanse/kalkulatory/kre-
dytowy.html

prowizja: 450 zt

kwota kredytowana: 15450 z
kwota do wyptaty: 15000 zt
suma sptat: 22007,32 zt

rata: 183,39 zt

5.4.5 Oblicz miesieczna kwote sptaty pozyczki w wysokosci 1 000 zt, oprocentowang na 5,5% rocznie,
ktoéra musi by¢ sptacona w ciggu 6 miesiecy. Wiedzac, ze ptatnosci wypadaja:

a) na koniec okresu rozliczeniowego
b) na poczatek okresu rozliczeniowego

c) Jak zmieni sie rata, jezeli pozyczka zaciagnieta bedzie na 4 miesigce?

Odpowiedz:

169,35zt (=PMT(5,5%/12;6;1000;0))
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168,58 zt (=PMT(5,5%/12;6;1000;0;0;1))
252,87 zt

Mozesz skorzystac z funkgcji finansowej PMT.

I
l ‘ Ciekawostka ”

Szyfr Cezara opiera sie na dwdch ciggach ztozonych z liter, w ktérym kazda litera tekstu jawnego
(niezaszyfrowanego) zastepowana jest oddalong od niej o stata liczbe pozycji w alfabecie inng
literg, przy czym kierunek zamiany musi by¢ zachowany. Nie rozréznia sie przy tym liter duzych
i matych. Nazwa szyfru pochodzi od Juliusza Cezara, ktéry prawdopodobnie uzywat tej techniki
do komunikacji ze swymi przyjaciétmi.

NOEEEE

(a[B|c|ofE]F]

Te same litery drugiego ciggu sa przesuniete wzgledem ciagu pierwszego o okreslong liczbe
pozycji, zwang parametrem przesuniecia, petniaca funkcje klucza szyfru:

Alfabet: AABCCDEEFGHIJKLEMNNOOPRSSTUWYZZZ

Szyfr: CCDEEFGHUKLEMNNOOPRSSTUWYZZZAAB

Tekst jawny: MEZNY BADZ, CHRON PULK TWOJ | SZESC FLAG

Tekst zaszyfrowany: OHBOZ DCFA, EKTRP $ZNM YZSt L UAGWE INCJ

PRACA DLA CHETNYCH

Zaszyfruj opisang metoda wazng wiadomos$¢ do nauczyciela (nie zapomnij o podaniu klucza).Wy-
szukaj w Internecie informacje o szyfrowaniu danych, podpisie cyfrowym, kluczu prywatnym i pu-
blicznym.
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CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

158

760

Miary katéw czworokata tworza cigg arytmetyczny o réznicy 20°. Najmniejszy kat tego czworokata

ma miare:
a) 40° b) 50° c 60° d) 70°
w 2—H
Dany jest ciag (a,), okreslony wzorem a, =(—1)" -——dla n > 1. Wéwczas wyraz a, tego ciagu
jest rowny: "
a) 3 b) 3 Q L d) 7
25 25 25 25

Ciag (9, x, 19) jest arytmetyczny, a ciag (x, 42, y, z) jest geometryczny. Oblicz: x, y, z.

Ktory wyraz ciagu @,, = — g n + 21jest réwny zero?

a) a, b) a, q a, d) a

Ciagiem arytmetycznym jest cigg o wyrazie ogdlnym a, réwnym:

2 2
a”:4n 9 0 a = n+3 d a _n +1
3+2n

a) a=3.2" b) n=
" 2n+2

Oblicz pierwszy wyraz i iloraz ciggu geometrycznego wiedzac, ze trzeci wyraz jest rowny 18, a sz6-
sty 486.

Ciag (a ) jest okreslony wzorem a = (-2)*"- (n* - 4) dla n > 1. Wéwczas:

a) a,=64 b) a,=0 c) a =-64 d) a,=128

2
Liczby 2; 2x-1; 0,5 (w podanej kolejnosci) sg pierwszym, drugim i trzecim wyrazem monotoniczne-
go ciggu geometrycznego dla:
a) x=0 b) x=0lubx=1 o x=1 d x=-1
O pewnym ciggu arytmetycznym wiadomo, ze ma dziesie¢ wyrazéw. Suma jego wyrazéw o nume-

rach nieparzystych jest réwna 75, a suma wyrazéw o numerach parzystych jest réwna 90. Wyznacz
pierwszy wyraz tego ciaggu.

58 Zadania 1-3: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf, 08.03.2013.
59  Zadania 4-6: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2013luty/matura2013-luty.pdf, 08.03.2013.
60 Zadania 7-9: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2013styczen/matura2013-styczen.pdf, 08.03.2013.
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10°"  Dany jestciag (a ) o wyrazie ogélnym a =-n*+ 16 dla n > 1. Liczba dodatnich wyrazéw tego ciaggu

jest réowna:

a) 3 b) 4 o 5 d 7

11 Kwote 10000 zt wptacamy do banku na 4 lata. Kapitalizacja odsetek jest dokonywana w tym banku
co kwartat, a roczna stopa procentowa wynosi 3%. Po 4 latach kwote na rachunku bedzie mozna
opisa¢ wzorem:

a) 10000-(1,0075)* b) 10000-(1,03)* c) 10000-(1,03)" d) 10000 -(1,0075)'

2 r
12 Dane liczby: x = ,_3 Ly = ,_1“ +1, z = 35 + 2tworza rosnacy ciag arytmetyczny w kolej-
- V5 -2 W5—-1
nosci:
a) zZyx b) »xz A X%z d zxy

13 Suma 2n poczatkowych liczb naturalnych dodatnich parzystych jest réwna:

a) S, =8n’+4n b) S, =4n*+2n Q S, =4n’+n d) S, =2n’+2n
14 lloraz ciaggu geometrycznego o wyrazie ogélnym a =2 - 7" jest rowny:
a) g=2 b) g=7 o q=9 d g=28

15 W ciggu arytmetycznym (a ) drugi wyraz jest rowny 7, a szosty 17. Wyznacz pierwszy wyraz i réznice

tego ciggu.
16  Dany jest ciag (a ), okreslony wzorem a,=—— dla n > 1. Wowczas:
1 1 3 3
a) a3 :5 b) a3 :—5 C) a3 :g d) a3 :—g

17 W ciagu geometrycznym (a ) dane sa: a, = 36, a, = 18. Wtedy:

a) a,=-18 b) a,=0 o a,=45 d) a,=144

4

18 Pierwszy wyraz ciaggu arytmetycznego jest rowny 3, czwarty wyraz tego ciggu jest réwny 15. Oblicz
sume szesciu poczatkowych wyrazéw tego ciggu.

19%  Ciag (a) jest okreslony wzorem a, = V2 +4 dlan = 1. Wowezas:

a) a8:2\/§ b) a,=8 Q) aX:S\/E d) axz\/ﬁ

61  10-15: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf, 08.03.2013.

62  Zadania 16-18: http://www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 09.03.2013.

63 Zadania 19-21: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_matematyka.
pdf, 09.03.2013..
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20

21

2264

23

24

2565

26

27

2866

29

Ciag (242, 4, a) jest geometryczny. Wéwczas:
a) a=82 b) a=4/2 0 a=8-2V2 d) a=8+22

Suma$ =a, +a,+..+a, poczatkowych n wyrazéw pewnego ciggu arytmetycznego (a ) jest okre-
$lona wzorem § = n* - 2n. Wyznacz wzér na n-ty wyraz tego ciagu.

Liczby 12, 18, 2x + 1 sa, w podanej kolejnosci, odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem
ciggu geometrycznego. Wynika stad, ze:

a) lel% b) x=12 Q) leZ% d x=13

W ciqgu arytmetycznym a_dane s3 a, = 2 i a, = 4. Suma dziesigciu poczatkowych wyrazéw tego
ciagu jest réwna:

a) 30 b) 110 c) 220 d) 2046

Ciag (a,) jest okreslony dlan > 1 wzorema =-n’- 443, Sprawdz, ktérym wyrazem tego ciggu jest

liczba -32-(2 + J3 )2

Dany jest nieskoficzony ciag geometryczny (a ), w ktérym a; =1 i ay =—.Wtedy:

o | b

a) a = b) a, = Q a=

2 4 &) a-
3 9

3 9
2 4

Dany jest nieskoriczony rosnacy ciag arytmetyczny (a ) o wyrazach dodatnich. Wtedy:

a) a,+a,=a, b) a,+a,=a,+a, o a,+a,=a,+a, d) a,+a,=2a,
Liczby x, y, 19 w podanej kolejnosci tworza cigg arytmetyczny, przy czym x +y = 8. Oblicz: x i y.

W ciqgu arytmetycznym (a ) dane s3: a, = 13 i a, = 39. Wtedy wyraz a, jest réwny:

a) 13 b) 0 o -13 d) -26

W ciggu geometrycznym (a ) dane sa: a, = 3 i a, = 24. lloraz tego ciggu jest réwny:

1
a) 8 b) 2 4] 3 d) )

64 Zadania 22-24: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf, 09.03.2013.
65 Zadania 25-27: http://www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2011_p.pdf, 09.03.2013.
66 Zadanie 28, 29: http://www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2010_p.pdf, 10.03.2013.
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309 Znapehionego ciecza naczynia o pojemnosci 102 dm? wyptywa w pierwszej minucie 5 dm? cieczy,
a w kazdej nastepnej o 0,25 dm? mniej niz w poprzedniej. Po ilu minutach naczynie bedzie oproz-
nione do potowy?

Odpowiedz: W 17 minucie.

31 Pewien pracodawca zatrudnit studenta na 1 rok. Dat mu do wyboru jedng z dwdch mozliwosci wy-
nagrodzenia:

a) w pierwszym miesigcu student zarobi tylko 2 zt, ale w kazdym nastepnym miesigcu jego wyna-
grodzenie bedzie dwukrotnie wyzsze niz w poprzednim miesigcu.

b) w pierwszym miesigcu pracy zarobi 500 z, ale w kazdym nastepnym wynagrodzenie bedzie
wzrastato o 5% w stosunku do poprzedniego miesigca.

Oblicz, ktéry sposdb wynagrodzenia powinien wybrac student, aby jego roczne dochody byty naj-

wyzsze.

Odpowiedz: a) S,,= 8190z}, b) S,,=7958,56zt; powinien wybra¢ propozycje a).
32 Wyznacz liczbe sktadnikéw w sumie 1 +4 +7 + 10 +...4+ 151 i wyznacz te sume.
Odpowiedz: 51 skfadnikéw, 3876.

33 Oblicz, dlajakiej wartosci k liczby 5, (k+1)?, 2k + 9 tworza w podanej kolejnoséci malejacy ciag aryt-
metyczny?

Odpowiedz: = -3.

34 Rozbicie namiotu na 1 dobe kosztuje 20 zt, a kazda nastepna doba jest o 0,50 gr tarisza od poprzedniej.
a) lle kosztuje rozbicie namiotu na 2 tygodnie?

b) Naile dni pobytu wystarczy kwota 350 zI?
Odpowiedz: rozbicie namiotu kosztuje 234,5 zk; 350 zt wystarczy na 25 dni.
35 Pomiedzy liczby 4 i 8 wstaw liczby x, y, z, t, aby liczby 4, x, y, z, t, 8 tworzyty ciagg geometryczny.

Odpowiedz: x =432,y =434,z =43/8,t =436 .

67 Zadania 30-37: Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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36  Trzy liczby, ktérych suma jest rdwna 21, tworzg ciag arytmetyczny. Jezeli od pierwszej odejmiemy
1, od drugiej 4, a od trzeciej 3, to otrzymamy réznice tworzacg w podanej kolejnosci ciag geome-
tryczny. Znajdz te liczby.

Odpowiedz: 10,7,41lub 2,7, 12.

37 Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 93, tworza cigg geometryczny. Te same liczby stanowia pierw-
szy, drugi oraz siédmy wyraz ciggu arytmetycznego. Wyznacz te liczby.

Odpowiedz: (31,31, 31)yp (3,15, 75),
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