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Wstep

Drogi Uczniu!

Osoba przedsigbiorcza powinna posiada¢ wiadomosci i umiejetnosci, ktére utatwia jej funkcjonowanie w
spoteczenstwie. To takze osoba, ktéra potrafi rozwiazywac problemy, radzi¢ sobie w trudnych sytuacjach,
rozwijac i ksztattowaé¢ swoja osobowos$¢, poszukiwaé nowych doswiadczen oraz analizowac i wyciggac
whnioski. Podobnie jest w uczeniu sie matematyki, bo matematyka to nie tylko rozwigzywanie zadan. Jest
to nauka rozwijajaca umyst, ksztatcgca wyobraznieg, uczaca logicznego myslenia oraz rozumowania ma-
tematycznego. Chcielibysmy, abyscie zakonczyli nauke ze $wiadomoscia, ze matematyka przydaje sie w
zyciu codziennym.

Podrecznik jest przeznaczony dla uczniéw szkét ponadgimnazjalnych. Zostat napisany w taki spo-
sOb, aby ksztatcit wymagane umiejetnosci, a jednoczesnie aby nauka matematyki byta przyjemna. Znaj-
dziesz tutaj oprécz wiedzy matematycznej, wiele ciekawostek z r6znych dziedzin zycia. Kazdy temat rozpo-
czyna sie od zadan sprawdzajacych umiejetnosci, ktére juz posiadasz z gimnazjum. Jezeli masz zalegtosci z
poprzednich etapdw ksztatcenia, powinienes szybko je nadrobi¢. W podreczniku teorie poparto licznymi
przyktadami, a ich dopetnieniem jest seria ¢wiczen do samodzielnego rozwigzania. Kazdy rozdziat koriczy
sie zestawem zadan, zatytutowanym:,Czy zdam mature z matematyki?”, dzieki ktérym mozesz sprawdzic,
czy poradzisz sobie na egzaminie maturalnym. Odpowiedzi do zadan znajduja sie pod kazdym z nich. Na
koncu podrecznika umieszczony jest zas indeks wazniejszych pojec i termindw matematycznych. Na caty
cykl ksztatcenia zostaty przewidziane trzy tomy podrecznika.

Nauka matematyki moze stac sie réwniez dla Was wielka intelektualng przygoda i niepowtarzalng
okazja, by odkry¢ - po raz pierwszy albo na nowo - piekno krélowej wszystkich nauk! Czego wszystkim
zyczymy.

Autorzy
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1 Jawswiecieliczb

Z liczbami spotykasz sie na kazdym kroku, kazdego dnia, dlatego musisz sprawnie wykonywac réz-

nego rodzaju dziatania na liczbach rzeczywistych. Przypomnij sobie, czego nauczytes$ sie w gim-

nazjum, i postaraj sie jak najlepiej opanowa¢ nowe wiadomosci i umiejetnosci, ktére w zyciu na

pewno ci sie przydadza.

To juz potrafie:

1.

2.

Odczytac i zapisac liczby naturalne dodatnie w systemie rzymskim (w zakresie do 3000);

Dodawa¢, odejmowac¢, mnozyc¢ i dzieli¢ liczby wymierne zapisane w postaci utamkéw zwy-
ktych lub rozwinie¢ dziesietnych skoriczonych;

. Zamieni¢ utamki zwykte na utamki dziesietne (takze okresowe), zamieni¢ utamki dziesietne

skoriczone na utamki zwykte;

. Zaokragli¢ rozwiniecia dziesietne liczb;

. Obliczy¢ wartosci nieskomplikowanych wyrazen arytmetycznych zawierajacych liczby wy-

mierne;

. Szacowac wartosci wyrazen arytmetycznych;

. Stosowac obliczenia na liczbach wymiernych do rozwigzywania probleméw w kontekscie

praktycznym, w tym do zamiany jednostek (jednostek predkosci, gestosci itp.);

. Interpretowac liczby wymierne na osi liczbowej;
. Obliczy¢ odlegto$¢ miedzy dwiema liczbami na osi liczbowej;

. Wskazac na osi liczbowej zbidr liczb spetniajacych warunek typu: x = 3, x < 5;.

mm) SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ?

ZADANIA ZAMKNIETE

Zad.1. W 2005 roku Szanghaj liczyt okoto 14 600 000 mieszkaricéw. W postaci wyktadniczej liczbe te za-

pisuje sie jako:

a) 146-10° b) 14,6-10°

¢ 0,146 - 108 d) 1,46-107

JAW SWIECIE LICZB



Zad.2. Liczbev'72 ++/32 — /98 mozna zapisa¢ w postaci:
a) W6+W2—T72 b) 3v2
) 6VZ+4Z 27 d) 17v2

Zad.3. Dane sg liczby zapisane w systemie rzymskim, najwieksza z nich to:

a) MCMLX b) MCMXCIX
o Mmvil d)  MCMLXXIV
Zad.4. Aby usuna¢ niewymiernos¢ z mianownika utamka \% nalezy mianownik tego utamka pomnozy¢
przez:
a) 25 b) V5
o V5-1 d V5+1

Zad.5. Drut o dtugosci 45 m przecieto na trzy czesci, ktérych stosunek dtugosci jest rowny 1: 3: 5. Najdtuz-
sza z tych czesci ma dtugos¢:

a) 15m b) 5m

¢ 25m d 9m

Zad.6. Przyblizona wartos¢v 13 wynosi:

a) 3,62 b) 3,60
Q 361 d) 3,63
Zad.7. lle jest liczb ujemnych wérod liczb przeciwnych do: 3,2, 2, 53, 0,752
a) 5 b) 3
o 2 d) 4

Zad.8.0 godzinie 4% termometr wskazywat —12°C, a o godzinie 10% ten sam termometr wskazywat
+2°C. Réznica temperatur w tym dniu wynosita:

a) —10 b) 14

o —14 d) 10

Zad.9. Jesli jest godzina 13", to do godziny 15% pozostato sekund:
a) 10000 b) 8280

o 7500 d) 2180

10 JAW SWIECIE LICZB



Zad.10. Punkt A na osi liczbowej ma wspodtrzedne:

l l l l l l 1 l 5
1 | | | | | T 1 -
-210 -209 A
a) —208,75 b) —209,25
c) 208,75 d) 209,75
ZADANIA OTWARTE
1. Masa Ziemi wynosi 6 - 102*kg, masa Ksiezyca 7 - 1022kg. lle wynosi stosunek masy Ziemi do masy

Ksiezyca? Wynik podaj w przyblizeniu.

3=

2. Jakim procentem liczby 1,8 jest warto$¢ wyrazenia — ~(7-2)V72)

6
G) +(-1,5)7*%

(a7:a5]3-a4‘ 3
3. Zapisz wyrazenie [W] w postaci potegi liczby a

4, Z dwdch przystani na rzece odlegtych od siebie o 100 km wyruszajg dwie tédki. Jedna ptynie z A do
B z predkoscia 12 km/h, druga z B do A z predkosciag 13 km/h. Po jakim czasie t6dki sie mina?

5. Jednego dnia cene pewnego towaru zwiekszono o 15%, zas nastepnego dnia zmniejszono o 20%.
Oblicz poczatkowa cene tego towaru, jesli ostatecznie po tych zmianach wynosita ona 345 zt.
Odpowiedzi

Zadania zamkniete

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D B C 4 C C B C B A

JAW SWIECIE LICZB
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Zadania otwarte

Nr zadania Etapy rozwiazania

x — Masa ziemi - 6 - 10%%*kg
¥ —Masa ksiezyca - 7 - 10?2kg
x  6-10%*kg 6

102 = 290 85,714
y  7-102kg 7 7 T

W—(ﬁ—z)(ﬁ+z):4—(7—4): 1 1 9

ERETENCRCI
2 1,8 — 100%
9
E—x

45 =1,8x = x = 25%

(@:a5)3 - a* 3 (a)? - a* 3 al® 3 ,
| [ -] -

al3. a2 10

x - czas do spotkania
12x - droga | t6dki
4 13x - droga Il t6dki
14x +13x =100 =2 x =4
Odp. Lédki ming sie po 4 godzinach.

X - cena poczatkowa
5 x +0,15x — 0,20 - 1,15x = 345 = x = 375zl
Odp. Poczatkowa cena wynosita 375 zt.

1.1 Zbiory liczbowe

Uwaza sie, ze po raz pierwszy liczb zaczeto uzywac ok. 30 000 lat p.n.e. Z tego okresu pochodza
kosci i inne wytwory dziet ludzkich, na ktérych znaleziono slady nacie¢, uwazane za prébe liczenia.
Nie wiadomo, czy zliczano dobra, dni, czy np. ludzi w konkurencyjnej grupie. Najstarszy znany przy-
ktad malowidta z kreskami, sugerujacymi liczenie, pochodzi z jaskini w potudniowej Afryce'.

) Zbioér liczb naturalnych (N) - nazywamy zbiér liczb 0,1,2,3,4,5,6,7,8...
Zapis matematyczny zbioru:

N={0,123,..}

Zbiér ten jest zbiorem nieskonczonym. Najmniejsza liczba naturalna w tym zbiorze to 0. Najwieksza
liczba naturalna nie istnieje. Podzbiorem liczb naturalnych jest zbiér liczb naturalnych dodatnich:

Ny ={1,2,3,..} = N\\{0}

1 www.pl.wikipedia.org/wiki/Historia_liczb, 10.02.2013
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mm) Zbiér liczb catkowitych (Z) - stanowia wszystkie liczby naturalne N i liczby do nich przeciwne
«=5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5...

Zapis matematyczny zbioru:

£={.,-3,-2,-1,0123, .}

Zbidr liczb catkowitych jest zbiorem nieskoriczonym. Nie istnieje najmniejsza i najwieksza liczba
catkowita. Zbiér ten mozemy podzieli¢ na dwa podzbiory: liczb catkowitych dodatnich oznacza-
nych jako C, ={1,2,3,...} oraz liczb catkowitych ujemnych oznaczanych jako C ={...,-3,-2,-1}.

Zbidr liczb naturalnych zawiera sie w zbiorze liczb catkowitych.

m) Zbiér liczb wymiernych (W) to zbiér wszystkich liczb, ktére mozna przedstawi¢ w postaci
utamka zwykltego p/g, gdzie p i g sa liczbami catkowitymi i g jest r6zne od 0. Jest to zbidr nie-
skonczony. Postac p/q liczby wymiernej nazywamy postacia utamkowa tej liczby.

Podzbiorem liczb wymiernych jest zbidr liczb naturalnych i catkowitych. Oznacza to, ze kazda liczba
catkowita i naturalna jest jednoczesnie liczbg wymierna.

Przyktady liczb wymiernych?:

5= -3
—27=-3==>

o,me(s):é

53
1

Rysunek 1-1 - Liczby wymierne
Jak wida¢, kazda z nich da sie zapisa¢ w postaci utamka zwyktego.

) Zbior liczb niewymiernych (NW) - nazywamy zbiér liczb, ktére nie dadza sie przedstawi¢
w postaci utamka p/q, gdzie p i g naleza do zbioru liczb catkowitych i dodatkowo g jest rézne

od 0.
Przyktady liczb niewymiernych?:
™
0
35
7
i
1
™

Rysunek 1-2 - Liczby niewymierne

2 www.bazywiedzy.com/gfx/liczby-wymierne-przyklady.png, 10.02.2013
3 www.bazywiedzy.com/gfx/liczby-niewymierne-przyklady.png, 10.02.2013

JAW SWIECIE LICZB 13



) Zbior liczb rzeczywistych (R) - jest suma zbioréw liczb wymiernych i zbioru liczb niewymier-
nych. Jest uzupetnieniem zbioru liczb wymiernych.

) Przyklady liczb rzeczywistych*:

0

'
—0.123
V5
7
-3
3

4
1230

Rysunek 1-3 - Liczby rzeczywiste

Zbiér liczb rzeczywistych dzieli sie na dwa podzbiory: zbior liczb rzeczywistych dodatnich
iujemnychR_.

Em) Zaleznosci miedzy zbiorami liczbowymi:

Symbol C czytamy ,zawiera sie”.

NcZ
NcWw

ZcW
W cR
NW cR

vV V.V V V

Rysunek 1-4 - Zaleznosci miedzy zbiorami liczbowymi

ZADANIA

1.1.1 Z podanych liczb wypisz liczby naturalne, catkowite, wymierne i niewymierne.

Ktdre z nich maja rozwiniecie nieskoriczone okresowe?

. S5 44,0, (123, 38, -¥27, -3, 16, V2,0, V5 -5

4 www.bazywiedzy.com/gfx/liczby-rzeczywiste-przyklady.png, 10.02.2013
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Odpowiedz:

0, (6); 0,125, -0,(153846); 1,118...; 1,5707...; 44, 0,923123...; 1,732...; -3;
-3,16; 1,4142...; 0; 1,709...; -5

N=(0; 44} Z=(-5:-3; 0;44), W=(-5; 3,16, -3; ~-2. 0,0,123); ;2,44 N\W=(55 V2 55 5 v3)

1.1.2 Wypisz wszystkie elementy zbioru A wiedzac, Ze A jest zbiorem:
a) wszystkich catkowitych, jednocyfrowych liczb nieparzystych,
b) wszystkich liczb catkowitych dodatnich mniejszych od 20, podzielnych przez 3,
c) wszystkich dwucyfrowych liczb pierwszych mniejszych od 30,
d) wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby 12.

Odpowiedz:a) 1,3,5,7,9; b)3,6,9,12,1518;, <) 11,13,17,19,23,29; d)1,2,3,6,12

1.1.3 Wypisz wszystkie elementy zbioru A, jesli:
a) A={x:x]20A x>0}
b) A={x:xeNAx<20ANWD(x,18)=1}
c) A={x:xeNAx<25ANWD(x,24) =2}
d) A={x:xeNANWW(x,12) =48}
Odpowiedz:a) A={1,24,510,20;;, b)A={1,57,11,13,17,19};, ) A={2,10,14}; d)A={48}
|

’ Ciekawostka ”

Zbiér liczb rzeczywistych najprosciej okreslamy méwiac, ze sg to ,wszystkie liczby”. Jest to pew-
ne uproszczenie, poniewaz istnieja liczby, ktére nie nalezg do zbioru liczb rzeczywistych - sg
nimi liczby zespolone.

Zbior liczb zespolonych zostat wprowadzony ze wzgledu na to, ze w zbiorze liczb rzeczywi-
stych nie mozna byto wykonywac pierwiastkowania liczb ujemnych. Liczby zespolone maja po-
stac:a + b - i, gdzie i = (\/(—_1) nazywa sie jednostka urojona. Liczba a jest nazywana czescig
rzeczywistg, liczba b czescia urojona.

JAW SWIECIE LICZB 15
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1.2 Rozne postacie liczb rzeczywistych

Teraz naucze sie:
Przedstawiac liczby rzeczywiste w réznych postaciach (np. utamka zwyktego, dziesietnego okre-
sowego, z uzyciem symboli pierwiastkéw i poteg).

|
Po usystematyzowaniu wiedzy na temat zbioréw liczbowych, zastandwmy sie, w jaki sposéb mo-
zemy przedstawia¢ liczby rzeczywiste w réznych postaciach (np. utamka zwyktego czy utamka
dziesietnego okresowego).

Aby otrzymac rozwiniecie dziesietne liczby zapisanej w postaci utamka zwyktego, nalezy podzieli¢
jego licznik przez mianownik, np. % = 0,5;% = 0,04;% =0,333 ...

A w jaki sposéb przejdziemy z rozwiniecia dziesietnego na posta¢ utamka zwyktego?
Przyktad 1

Zapisz liczbe 0,333 ... w postaci utamka zwyktego
0333..=x/-10

3,333 ... = 10x
3+0,333 ... = 10x
3+x=10x
3=9x/:9

x = = ostatecznie otrzymujemy:

WIF oluw

Przyktad 2

Zapisz liczbe 0, (125) w postaci utamka zwyktego
0, (125) = 0,125125 ...

0,125125 ... = x /- 1000

125,125125 ... = 1000x
125 +0,125125 ... = 1000x
125 +x = 1000x

125 =999x/:999

szukanym utamkiem jest:

125
x =
999

JAW SWIECIE LICZB



Przyktad 3

Zapisz liczbe 3,7235235235 ... w postaci utamka zwyktego
3,7235235235 ... = x/-10

37,235235235 ... = 10x /- 1000

37235,235235 ... = 10000x

Jezeli: 37235,235235 ... — 37,235235235 ... = 37198, czyli

10000x - 10x = 37198,

9990x = 37198 /: 9990

. 37198 18599
wiecx = —— = ——
9990 4995

Nie wszystkie liczby rzeczywiste mozna zapisa¢ w postaci rozwiniecia dziesietnego skoriczonego
czy tez rozwiniecia nieskoriczonego okresowego. W takiej formie mozna zapisa¢ wszystkie licz-
by wymierne.

ZADANIE DLA DOCIEKLIWYCH
Stosujac algorytm podany powyzej wykaz, ze 0,999 ... = 1.
Rozwigzanie:
0,999 ..==x/- 10
9,999 ... = 10x, poniewaz 0,999 ... = x
Jezeli:9 + 0,999 ... = 9,999 .

to:9 + x =10x
9 =9x/:9

x =1

Skoro, to: 0,999 ... = x,

t0 0,999 ... =1cnd

JAW SWIECIE LICZB 7
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ZADANIA

1.2.1 Znajdz rozwiniecie dziesietne utamkéw. Wskaz wsréd nich liczby niewymierne.

12125 8 91
6’ 77 13’5733" 157 25" 4
Odpowiedz:0,1(6); 0,(285714); 0,(0769230); 04; 0,15); 05(3); 036; 0,25
NW={1,6); 0,(285714); 0,(0769230); 0,(15); 0,5(3)}
1.2.2 Przedstaw ponizsze liczby wymierne w postaci utamkéw zwyktych:
a) 0,17) b) 0,(453) o 03(8)
d) 0,25(6) e) 2,6(13) f) -2,34(5)
Odpowiedz: a)E; b) ﬁ; 4] ﬁ; d) E; e) E; 211
99 999 a0 900 990 900
1.2.3 Znajdz rozwiniecie dziesietne réznicy liczb:
a) 1,3(5)-0,7(4) b) 08(7)-03(6)
c) 0,67)-0,33) d) 0,23(5)-0,1(1)
Odpowiedz:
A2 -T=2206(1); b —=2=05(1); O -1=2=0,34); d)or-to=1-=0,12(4)
90 90 90 90 90 90 99 3 297 900 90 900
1.2.4 Zbadaj, czy zachodzi rownos¢:
a) 00(6)+0,08)=— b) 03)-02=:
o) 0,(1)-0,(1)=0,1) d) 3-1,(4)=403)
Odpowiedz:
A=+ = ==2=0,1NIE b)I-2=1 NI
90 90 ~ 90 3 9 9
ol ioINE d)3-2=2=-0403)TAK
9 9 81 90 90

1.3 Wartosci wyrazen arytmetycznych

Teraz naucze sie:

Oblicza¢ wartosci wyrazen arytmetycznych (wymiernych).

JAW SWIECIE LICZB



mm) Wyrazenie wymierne® to wyrazenie arytmetyczne utworzone z liczb wymiernych i zmiennych
(liter) o tej wlasnosci, ze wystepuja w nim wylacznie takie operacje arytmetyczne, ktére po
podstawieniu za zmienne liczb wymiernych daja w wyniku liczbe wymierna.

Aby obliczy¢ warto$¢ wyrazenia wymiernego, wykonujemy we wiasciwej kolejnosci podane dziata-

nia,

a wynik zapisujemy w najprostszej postaci.

Ustalenie wiasciwej kolejnosci wykonywania dziatan podlega nastepujagcym zasadom:

1.

ZADANIA

Jesli w wyrazeniu wystepuja nawiasy, w pierwszej kolejnosci wykonujemy dziatania w nawia-
sach.

Jesli w wyrazeniu nie ma nawiaséw lub dziatania w nawiasach zostaty juz wykonane, to pozo-
state dziatania wykonujemy w nastepujacej kolejnosci:

potegowanie i pierwiastkowanie,
mnozenie i dzielenie,

dodawanie i odejmowanie.

1.3.1 Wykonaj obliczenia:

o a7
(8-3) 4
o) (62-45) 25 =

371
285

e 11,327,y 3 4
Odpowiedz:a) -11 _; b) 5_;c) —; d) -1

5 www.pl.wikipedia.org/wiki/Wyrazenie_wymierne, 11.02.2013
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1.3.2 Oblicz:

a) 2%132-012115
2,3-0,25+1,18:3,2

b F(O1S-157)+(2358-324)23 _
2,6:(0,12+4,35):2,33 -

) (6,25:0,023-1,22):0,05
C =
13,24-1,45-2,8:1,13

d) (1,55:0,23)-2,15+(8,43-2,11) _
5,3:(1,24+2,98):0,008

Odpowiedz: a) 1,84; b) 0,9; ¢) 508; d) 0,13
1.3.3 Oblicz warto$¢ wyrazenia:

0,125-32—(0,24:0,12)-(—2)
a) 3 5. —

10:32 —6-2+1-:54
3 3 20
2 1
b) 3)4 . 2,4—3;-‘-‘1,2:5 E _
6:2.25*1,45-1; 34

c) {4%—2,5 : (1% + 32) . 13,3}: 400147

98154
5 2
14985 4,55 7+(-2,5)0,9 13
d) - N
1969  [0,7-(—0,34)—0,120]:3> 5=
2 20
17 3, 975
o [[3,32.23—5-0,6]-1,2+—]._

oz (_ 11107) _
(1,2+11-0,21:1,a)-5 13000
3 15

Odpowiedz: a) —2%; b) %; 0 1;d)0;e)-2
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1.4 Potegi
Teraz naucze sie:
» Oblicza¢ potegi o wyktadnikach wymiernych i stosowac prawa dziatan na potegach o wy-
ktadnikach wymiernych;
» Wykorzystywac podstawowe witasnosci poteg (réwniez w zagadnieniach zwigzanych z in-
nymi dziedzinami wiedzy, np. fizyka, chemia, informatyka).
|
mm) Definicja®
Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Dla dowolnej liczby a definiujemy jej n-ta potege mno-
Z3c przez siebie n-razy liczbe a:
a"= a-aa - a
n czynnikow
mm) Prawa dzialan na potegach
Niech n, m beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Jedlia > 0ib = 0, to zachodza réwnosci:
1) lloczyn poteg o tych samych podstawach: a™ - a™ = a™™
a _ am
2) lloraz poteg o tych samych podstawach: prial
3) Potegailoczynu: (@' b)™ = a™ - b™
4) Poteda ilorazu: (2)“ _a
) Potegailorazu: 2 T
5) Potegapotegi: (a™)™ = a"™
a\ b\
6) Potega ilorazu o wyktadniku ujemnym: (E) = (;)
ZADANIA
1.4.1 Oblicz:
a) 2 b) (-4 9 d) (=2
e (12 f) @3 9) 04y h) (0,02
i) (-0,5) ) W3y k@2 ) (-2v3)
Odpowiedz:
16 1
a)§; b) 16; 9 o d -
e % f)1; 9) 0,064; h) 0,00000016;
i) 0,25; )3 k) 2; 1) 144

6 www.pl.wikipedia.org/wiki/Potegowanie, 12.02.2013
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1.4.2 Zastosuj prawa dziatan na potegach:

a) 3%3%.3.32

d) (4474 (-4)°

2 4
g (4,2)3-(5)3-(15)3
Odpowiedz:

a)3*=6561; b)04; 0 (23)6; d) (-4)2=16;

1.4.3 Oblicz:

10%
123

d @)

a)

b) (0,4)".(0,4).(0,4)3

e) 32222(-1)°

(1.2)*
120%

b)

e (3470

Odpowiedz:a) )% b) (0,01)% ¢ (13,75)%; d) () e Co

1.4.4 Oblicz warto$¢ wyrazenia:

3 -1
, S
0.36: (E)
100,
e

Odpowiedz: a)

1 4949
5 seor

=y 9y 015

d) 378

1.4.5 Zapisz wyrazenie w postaci potegi:

ada®:q’?
a R e———
) a®(al®)%a

0 (@) {a) 2 (@) 6 _

(GQ}S: (a®)?

Odpowiedz: a) a~3; b)a*?;

1.4.6 Oblicz:
a) (04)y*(192=
(13827
d (5:23):(3.3)"2—(-6)

Odpowiedz:

a) 253,125; b)0,03; c)%; d) 0,0663; e)2,5 f)26

1.4.7 Oblicz:

278.92.2% 81
a) T Ea=
Odpowiedz: a) 2—27; b) 1
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(a*a’): a3-a®
b) ab: a®(a%)*
) (—a)*: (ma)™> _
(Ca) 2yt

C) 220; d) (_Q)14

b) (1,2)3(-4,3)?%=

e) [B3+37+3M)+24+22=

e) 66°=4356;

QM3

Ny 9 Ey

Q

f)

(-02)-(-5)°

12572 :(-5)

2,2)2
) (2.2)

(0.16)2

(V12)%(-2)% (-22)°

9:3%.37

2271466%
(0,6)~2-3"1"

[+ QL

(3-28-2%6)

9 (2@

;24 =



’ Ciekawostka ”

Posta¢ wyktadnicza (notacja naukowa) to zapis liczby bezposrednio w formie iloczynu postaci’:
+M-10F

gdzie: M jest mantysa nalezaca do przedziatu (1, 10), E jest wyktadnikiem catkowitym.
|

mm) PRACA SAMODZIELNA:
1.4.8 Przedstaw w postaci wyktadniczej z zaokragleniem do 2 cyfr po przecinku:

a) 0,000004359

b) 0,000000678
Odpowiedz: a) 4,36- 105 b) 6,78- 107

1.4.9 Wyszukaj w Internecie potrzebne informacje i zapisz podane wielkosci w postaci wyktadniczej:

a) predkos¢ swiatta w prézni b) masa najwiekszej ryby swiata

c) masa Ziemi d) wiek Wszechswiata

e) elementarny tadunek elektryczny f) jednostka astronomiczna 1AU

g) masaatomu wodoru h) liczba ludnosci swiata wedtug danych z31.10.2011 r.

i) podajinne ciekawe propozycje takich liczb

Odpowiedz: a) 3-10°m/s; b) ptetwal btekitny 1,2:10° kg; <) 5,976:10* kg; d) 14-10°lat; e) 1,6:107°C;
f)1,5-10°km; @) 1,67-10%7 kg; h) 7-10°.

’ Ciekawostka ”

Zapis potegowania przy uzyciu indeksu gérnego wprowadzit Kartezjusz w XVIl wieku. Naturalne
potegi liczby 2 sa podstawa arytmetyki komputeréow. Na przyktad 2" jest liczbg mozliwych
wartosci zmiennej sktadajacej sie z n bitow (kazdy bit moze mie¢ wartos¢ 0 lub 1, razem jest
ich n). Z tego powodu zwykle operuje sie tez wielokrotnosciami liczby 2 (badz jej pewnej pote-
gi). Osiem bitow tworzy oktet (lub bajt). Wigksze wartosci réwniez sg wielokrotnosciami liczby 2,
nie za$ 10, jak wskazywatyby ich nazwy, np. kilobajt to 1 024, a nie 1 000 bajtows.
|

7 www.pl.wikipedia.org/wiki/Posta¢_wyktadnicza, 17.02.2013
8 www.pl.wikipedia.org/wiki/Potegowanie, 17.02.2013.
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Za pomoca poteg wyrazone sg rowniez jednostki miar uktadu SI, np.:
» 10°to miliard (przedrostek G), GHz - gigaherc
» 10'to bilion (przedrostek T), Tm — terametr
» 10" to biliard (przedrostek P), Ps — petasekunda
» 108 to trylion (przedrostek E), EB - eksabaijt
» 10%'to tryliard (przedrostek Z), Zm - zettametr
» 10* to kwadrylion (przedrostek Y), Yg — jottagram
Praca dla chetnych

Wyszukaj informacje na temat innych poteg uktadu SI. Podaj przyktady ich wykorzystania.

1.5 Pierwiastki

Teraz naucze sie:

»> Postugiwac sie w obliczeniach pierwiastkami dowolnego stopnia i stosowac prawa dziatai
na pierwiastkach.

Poczatki symbolu pierwiastka sa dos¢ niejasne. Niektore zrédta podaja, ze symbol zostat wprowa-
dzony przez Arabéw®.

Definicja
mm) Pierwiastkiem arytmetycznym®/a stopnia n z liczby a = 0 nazywamy liczbe b > 0 taka,
zeb™ = a

W szczegdlnosci, dla dowolnej liczby a zachodzi réwnos¢:

la| =+/a?

Pierwiastki stopni parzystych z liczb ujemnych nie istnieja.

9  www.pl.wikipedia.org/wiki/Pierwiastkowanie, 19.02.1013
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Em) Prawa dzialan na pierwiastkach
Dlaa,b = 0,n € N zachodza nastepujace prawa dziatan na pierwiastkach:

1) lloczyn pierwiastkéw Va-\Vb="ab

ni—
I . Ya_n|a
2) lloraz pierwiastkow ;== |-
) p b Alb

3) Potegowanie pierwiastkow Vam= (Va)"=a
4) Pierwiastek z pierwiastka m: m\/&

mm) Co laczy potegi i pierwiastki?
Niech m, n bedg liczbami catkowitymi dodatnimi.

1) Potega o wyktadniku rownym zerodlaa # 0: a® =1

_ 1
2) Potega o wyktadniku ujemnym dlaaz0:a " = g
3) Potega o wyktadniku wymiernym dodatnimdlaa = 0: an = 3/a™

_m 1
4) Potega o wykfadniku wymiernym ujemnym dlaa > 0:a » = ;—

vam
ZADANIA
1.5.1 Oblicz:
a) /025 b) /256 ¢ +0,0144 d V-8
o [ f) 2025 g) V5929
Odpowiedz:a) 0,5, b)1,6; ¢)0,12; d)-2; e)g; f)45; 9)77
1.5.2 Wylacz czynnik przed pierwiastek:
a) /500 b) /3,84 c) 2x* d) J16x3y
e) V24x® f) /30xy® 9) 3/”‘;‘;"” h) Vé64a*

Odpowiedz: a) 10 5; b) 0,8V 6; o) x'2; d)4x,/xy; e) 2V 6; f)yV30x; g)la—oaxfl{)x; h) 4aifa

1.5.3 Wiacz czynnik pod pierwiastek:

a) 3V7 b) 6V13 o 01V37 d) t¥23
e) 02v21 f) 4%33 g 3V6 h) 4V15

Odpowiedz: a) v63; b)v468; c)+0,37; d)af%; e) f% f)¥2112; g) ¥/486; h) Y15360
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1.5.4 Oblicz, stosujac prawa dziatan na pierwiastkach:

a) Viiie b) Y5-VZ5 0 V248 d Y=

Odpowiedz: a) 4; b) 5;c) 4;d) 5
1.5.5 Oblicz:
a) 08l b 4/(1234)° o (Jas16f d V34
e 3.4 f) 42 -3% 9 |2~
Odpowiedz: a) 0,9; b)12,34; ¢)28,16; d)5; e)12; f)V7; 9~

1.5.6 Wykonaj dziatania:

33=27

a) = 81 b) (3/0,04:3/0,01)-3/0,001

V25
2 N 2 1
o (¥/54-3V16+3128):3/2 d) 3||§= : 12

Odpowiedz: a) 27“'3; b) 3/0,004; «) S\E; d)%a\]g

s

1.5.7 Ustaw nastepujace liczby w porzadku rosnagcym:

a) V3,¥4 Y18 b) ¥3,¥27%30
o V4,V333,%25 d) Wer, 7T 2125
Odpowiedza) ¥4 < ¥18 < v3; b) ¥3<%30 < ¥2 o V3¥3 < V& < ¥z5
d) *[241,25 < V747 < /64

1.5.8 Zapisz liczby w postaci jednej potegi:

eu
ol
s
I\Eu
w

o
¥
w
o
=

b) 3

uJ| =
N

a)

12 1 1

Odpowiedz:a) 375; b)2s; )33 d)25; e)3s; f)2:

’ Ciekawostka

Podanie gtosi, ze twdrca szachéw, uczony Sissa-Nassir, gdy wiadca Indii, zachwycony nowg gra, obiecat wy-
nagrodzi¢ go wszystkim, czego zapragnie, zazadat zaptaty pozornie skromnej, chciat bowiem otrzymac tyle
tylko zboza, ile przypadnie, gdy poprzez wszystkie 64 pola szachownicy podwajane bedzie jedno ziarenko
ztozone na pierwszym polu. Wiadca Indii nie byt w stanie takiego honorarium uisci¢. Owa zaptata to suma
szeregu ztozonego z poteg liczby 2 z wszystkimi kolejnymi wykfadnikami od 0 do 63, co daje: 18 446 774
073 709 551 615 ziaren. Aby osiagnac taka ilos¢ zboza, nalezatoby zasiac catg ziemie kilkakrotnie i zebrac

zniwo. | tak oto okazato sie, ze wtadca nie wszystkim moze obdarowa¢ wynalazce'.

10 www.erainzyniera.pl/biblioteka/ciekawostki/anegdoty,i,ciekawostki,matematyczne.html, 1.03.2013
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1.6

L4

Przyblizenia liczbowe

Teraz naucze sie:
» Obliczy¢ btad bezwzgledny i btad wzgledny przyblizenia.

Na co dzien czesto korzystamy z przyblizen liczbowych, np. uczen obliczajac $rednig swoich ocen
z przedmiotoéw, stosuje zaokraglenie do czesci setnych, podatnik rozliczajac sie z urzedem skarbo-
wym réwniez przybliza liczbe do dwéch miejsc po przecinku (do groszy).

Podczas zaokraglania liczb, gdy otrzymujemy wartos¢ przyblizong, liczba ulega zmniejszeniu lub
zwiekszeniu. Zalezy to od tego, czy nie zmieniamy ostatniej pozostawionej cyfry, czy zwiekszamy
ja o jeden. W zwigzku z tym wyrézniamy przyblizenia:

z nadmiarem - gdy podczas zaokraglania liczby, zwiekszamy ostatniaq pozostawiong cyfre
o jeden.

Przyktad 1"

L4

Zaokraglamy liczbe 12,399367 do pierwszego miejsca po przecinku.

Podczas zaokraglania do pierwszego miejsca po przecinku,

12,3 993 67% 12:4 stojaca w tym miejscu cyfre (3) musielismy zwiekszyC o jeden, bo
nastepna cyfra jest wieksza od 5 (9). W efekcie liczba ulegta
zwiekszeniu.

z niedomiarem - gdy podczas zaokraglania liczby, ostatnia pozostawiona cyfra nie zmienia
sie.

Przyktad 22

Podczas zaokraglania do drugiego miejsca po przecinku, stojaca w ink
6,963 902~ 6,96 tym miejscu cyfra (6), nie zmienia sie, bo znajdujaca sie po niej —przecinku.

cyfra jest mniejsza od 5 (3). W efekcie liczba ulegla zmniejszeniu

o ,obcigta” wartosc.

Em) Bledy przyblizenia powstaja podcza obliczen jako réznica miedzy doktadna wartoscia a licz-

ba uzyta w obliczeniach, np.v3 = 1,7 blad przyblizenia to 1,7 - V3 . Pojawiaja sie na skutek
btedow wartosci pomiarowych, np. odczytujac dlugos¢ odcinka poréwnujemy go z podziat-
ka nalinijce i niedoktadnie przyktadamy linijke, btednie odczytamy wynik pomiaru lub przy-
rzad pomiarowy jest niedoskonaly. Doktadne wyliczenie jakiejs wartosci nie jest mozliwe ze
wzgledow obliczeniowych. Btedéw pomiarowych nie da sie zupetnie wyeliminowag, ale moz-
na je ograniczy¢ do minimum, np. stosujac coraz dokladniejsze przyrzady.

Wyrézniamy dwa rodzaje btedow przyblizen:
x —dana liczba

Ax - przyblizenie liczby

11 www.matematykam.pl/rodzaje_przyblizen.html, 01.03.2013
12 www.matematykam.pl/rodzaje_przyblizen.html, 01.03.2013
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mm) blad bezwzgledny - obliczamy jako wartos¢ bezwzgledna z réznicy przyblizenia i danej licz-
by. Wz6r na btad bezwzgledny ma wiec postac:
B = |Ax —x]
m) blad wzgledny - obliczamy jako stosunek bledu bezwzglednego do wartosci zmierzonej
i wyrazamy w procentach, pokazuje on jaka czescig danej liczby jest wartos¢, o jaka obnizyli-
Smy lub powiekszylismy liczbe: -
y powigkszy y 13 W= |Axx|_100%

x

Przyktad 3
Zaokraglij liczbe 12,647890 do czesci setnych i okresl btad wzgledny i bezwzgledny przyblizenia.
12,647890 = 12,65

mm) Blad bezwzgledny: B — |Ax — x| = |12,65 — 12,647890] = | — 0,00211| = 0,00211

0.00211
12,647890

mm) Blad wzgledny: w = = 1009 — - 100% = 0,0001668 - 100% = 0,01%
x

} Ciekawostka ”

Liczba m (czytaj: liczba pi), ludolfina - jest to liczba niewymierna réwna stosunkowi dtugo-
$ci obwodu kota do dtugosci jego srednicy lub polu kofa o promieniu réwnym 1.

Liczba 7 z doktadnoscig do 200 miejsc po przecinku:

7 =3,1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078164062
862089986280348253421170679821480865132823066470938446095 50582231725359408128
48111745028410270193 852110555964462294895493038196...

Swiatowy potwierdzony rekord w zapamietywaniu ciggu cyfr liczby  nalezy aktualnie do Japon-
czyka Akiry Haraguchi, ktéry podat ja z doktadnoscia do 100 tysiecy miejsc po przecinku bijac wta-
sny rekord z roku 1995'.

ZADANIA

1.6.1 Podaj przyblizenie liczby m z doktadnoscia do:
a) czesdcisetnych b) czescitysiecznych
c) dziesieciu miejsc po przecinku d) jednosci

Jak nazywamy to przyblizenie?

13 www.pl.wikipedia.org/wiki/Liczba_pi, 04.03.2013
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Odpowiedz:

1.6.2 Oszacuj wynik dziatania, a nastepnie oblicz dokladny wynik za pomoca kalkulatora i okresl bfad

1.6.3

a) 3,14 zniedomiarem; b) 3,142 znadmiarem; c¢) 3,14159 26536 z nadmiarem; d) z niedomiarem

wzgledny i bezwzgledny swojego przyblizenia:

a) 45673:4 b) 2,384+ 21,287

d) 44,11-3-6,72 e)

Oblicz btagd wzgledny i bezwzgledny (z doktadnoscig do 0,01%), ktéry popetniono przyblizajac

liczbe a liczba b.

a) a=19,458;,b=19,46 b)

¢ a=17458b=17 d)

e) a=985cm,b=1m f)

g) a=372min, b=6h h)
Odpowiedz:

128,69 -2 + 301,25 f)

¢ 6-3,563-2,12

a=20,458;b=20,5
a=19,458;b =20
a=4700cm3,b =5l

a=7806s, b=2h 10 min

a) B=0,002; W=0,01%, b) B=0,042; W =0,21%, c) B=0,458; W = 2,62%,

d)B=0,542; W =2,79%,e) B=1m-98,5cm =1,5cm; W =1,5:98,5x100 = 1,52%,

f) 5 litréw = 5 dm® - 4700 cm?, 1dm? = 1000 cm?, 5dm? = 5000 cm?,

B = 5000 cm® - 4700 cm?® = 300 cm’; W = 300:4700 x 100 = 6,38%,

g) 6h =360 minut, B=372-360=12;W=12:372x 100 = 3,23%,

h) 2h 10 minut =7200 s + 600 = 7800 s,

B =7806 - 7800 = 6; W =6:7806 x 100 = 0,08%
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| ' |

Rézne komputerowe operacje arytmetyczne wykonywane na liczbach moga powodowac nie-

oczekiwane wyniki, gdy wynik obliczen przekracza dopuszczalny zakres danych. Mozemy tutaj
wyrdzni¢ dwie sytuacje:

Nadmiar - ,przekrecenie licznika” w grach komputerowych, gdy kto$ zdobedzie zbyt duzo
punktéw

Niedomiar - liczba jest tak mata, ze nie moze zosta¢ doktadnie zaokraglona do zera

ZADANIE DLA CHETNYCH:

Napisz program, ktéry obliczy:
a)10%- 10%=....
b)10-0-104'=....
Jaki jest wynik dziatania programu? Czy jest zgodny z twoimi matematycznymi obliczeniami?

Algorytmy, ktére charakteryzuja sie kumulowaniem btedéw, nazywamy niestabilnymi.

1.7. Obliczenia procentowe

Teraz naucze sig:

Wykonywac obliczenia procentowe.

B Procent

Stowo procent pochodzi z tacinskiego od per centum, ,przez sto” i oznacza sposéb wyrazenia liczby
jako utamka o mianowniku 100 i oznaczamy symbolem %'.

106 =
°~ 100

Przyktad 1

23% ==
100

Procenty umozliwiajg wyrazenie danej wielkosci w stosunku do innej, przy czym pierwsza wielko$¢
oznacza zwykle czes$¢ lub zmiane w drugie;j.

14 www.pl.wikipedia.org/wiki/Procent, 06.03.2013.
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Przyktad 2
Obliczy¢ 4,5% liczby 6.
45%- 6=—>. 6=0,27
100
Przyktad 3
Liczbe 50 zwiekszy¢ o 10%.
50+ 10%-50=50+0,1-50=55
Przyktad 4

Cena zeszytu wynosi 3,50 zt. Oblicz jego cene po podwyzce o 1,5%.
3,50 + 3,50 ~ 3,55 zt
100
Przyktad 5
Znajdz liczbe, ktérej 33 g% jest rowne 6.
332%.x=6
3

100

3 -
100 x=6

x=18
Przyktad 6
Oblicz, jakim procentem liczby 90 jest liczba 15.
p%-90=15
pY%=-100% = 16,7%
Przyktad 7
Cena kurtki wynosi 120 zt.
a) Oblicz jej cene po dwukrotnej obnizce o 30%.
120-30%-120=120-0,3-120=84
84-30%-84=84-0,3-84=58,80z
b) Oblicz cene kurtki przy obnizce jednokrotnej o 60%.
120 -60% - 120 =48 zt
Punkt procentowy - to réznica miedzy dwiema wartosciami jednej wielkosci wyrazonymi w procen-

tach.
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Przyktad 8

Frekwencja klasy Ib w | semestrze wyniosta 88%, a w drugim 92%. Méwimy, ze frekwencja wzrosta
0 4 punkty procentowe.

W zadaniach pomijamy podatek Belki, ktéry zostat wprowadzony 01.12.2001 r.
Przyktad 9

Jas chciat w lipcu 2001 r. wptaci¢ do banku zaoszczedzone przez siebie pienigdze — 3000 zt, z opro-
centowaniem 6% w skali roku, ale nie mégt sie zdecydowac na rodzaj lokaty.

Miat do wyboru lokate:
a) roczna b) kwartalng c) podtroczna d) miesieczng

Oblicz, ile odsetek po roku zostanie naliczonych Jasiowi w kazdym przypadku. Ktdra lokate powi-
nien wybrac?

Odpowiedz:
a) 6% z3000z =180z b) %'6%23000 zZt=45z
C) %~6%Z30002J{=902i d) 1—12 6% z 3000zt =15zt

Przyktad 10"

Ania wpfacita na lokate 2000 zt. Oprocentowanie tej lokaty wynosi 3,5% w skali 2 lat (24 miesiecy,
a czas zapadalnosci'® doktadnie 3 lata (36 miesiecy). lle odsetek naliczy jej bank? Jaka kwote bedzie
miata po 3 latach na swoim koncie?

Najpierw obliczamy odsetki:

36 36 3,5 _
o2 30%: 2000=E-E-2000— 105 zt

Kwota kohcowa to: 2000 zt + 105 zt = 2105 =zt
Przyktad 11

Kasia wptacita na lokate oprocentowana 5% w skali roku kwote 1000 zt. W dniu zapadalnosci bank
naliczyt jej 20 zt odsetek. Na ile miesiecy Kasia zatozyta te lokate?

Rozwiazujemy réwnanie z jedna niewiadoma:

X . > .1000=20,83
12 100

X =5 miesiecy

15  www.matematyka.strefa.pl/lokaty_bankowe.pdf, 07.03.2013.
16 Czas zapadalnosci to czas trwania lokaty.

32 JAW SWIECIE LICZB



ZADANIA

1.7.1 Oblicz:
a) 4% liczby 85 b) 3%% liczby 30i ¢ 112%liczby 80
d) 1,6% liczby 1000 e) 0,3% liczby 900 f) 150% liczby 27

Odpowiedz:a) 3,4, b)>’ o) 89% d)16; €27 f)403
1.7.2 Cene wycieczki obnizono o p%. Wycieczka kosztuje obecnie x zl. Jaka byta cena wycieczki przed
obnizka?

100a
lm_pz{, p <100 Ap >0

Odpowiedz:
1.7.3 Cene pewnego towaru obnizono najpierw o 30%, a nastepnie nowa cene podwyzszono o 30%.
Czy cena koricowa jest taka sama jak poczatkowa? Uzasadnij odpowiedz.

Odpowiedz: Kor\cowa cena stanowi 91% ceny poczatkowej.

1.7.4 Znajdz
a) Liczbe, ktdrej 7% wynosi 56
b) Liczbe, ktérej 0,2% wynosi 2%
c) Liczbe, ktérej 112% wynosi 5,6
d) Liczbe, ktérej 0,25% wynosi 0,3
Odpowiedz: a) 800; b) 1300; ¢)5; d) 120
1.7.5 Aby zda¢ mature z matematyki na poziomie podstawowym, wystarczy otrzymac 30% mozliwych

do uzyskania punktéw. Jaka minimalna liczba punktéw gwarantuje zdanie egzaminu, gdy maksy-
malnie mozna otrzymac 50 pkt.

Odpowiedz: 15 punktow.
1.7.6 Tomek wptacit na lokate oprocentowang 7% w skali roku kwote 2135 zt. W dniu zapadalnosci bank
naliczyt mu 12,45 zt odsetek. Na ile miesiecy Tomek zatozyt te lokate?

Odpowiedz: Na 1 miesiac.

1.7.7 Wojtek wpfacit na lokate czteromiesieczng z naliczaniem odsetek na zakoriczenie kwote 1500 zt. Po
uptywie tego okresu bank naliczyt mu 40 zt odsetek. lle wynosito oprocentowanie tej lokaty w skali roku?

Odpowiedz: 8%.
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1.7.8 Przypusémy, ze zaktadasz lokate na 5 miesiecy, jej oprocentowanie w skali roku wynosi 4,5%, a od-
setki naliczane na zakonczenie wyniosty 100 zt. Oblicz, jakg kwote powiniene$ wpfaci¢ na te lokate.

Odpowiedz: 5333 zt.

1.7.9 Kasia wraz ze swoim mezem Piotrem miesiecznie na optaty wydajg 40% tego, co razem zarobia.
Z tego, co pozostanie, 60% przeznaczaja na zakup zywnosci dla siebie oraz swoich dzieci. lle pro-
cent ich tacznych miesiecznych zarobkéw pochtaniaja miesieczne wydatki?

Odpowiedz: 64%.
1.7.10 Pan Czestaw w pierwszych 2 tygodniach poprzedniego miesigca sprzedat 15% sprowadzonego do
swojego sklepu towaru. W nastepnych 2 tygodniach sprzedat jeszcze 40% tego towaru, ktéry po-

zostat. Jaki procent sprowadzonego towaru pozostat panu Czestawowi na koniec poprzedniego
miesigca?

Odpowiedz: 49%.
1.7.11 W 5 kolejnych sesjach gietdowych cena akgji firmy X na zamknieciu dnia osiggata nastepujacy wy-

nik procentowy: —6%, +15%, —3%, +5%, +2%. Oblicz, czy cena koricowa tej akgji jest wyzsza, czy
nizsza od ceny pierwotnej i o ile procent.

Odpowiedz:
x — cena poczatkowa, y - cena koricowa
x+94% - 115% - 97% * 105% + 102% = y
x+094-1,15-097-1,05-1,02=1,12
x1,12=y
Cena koncowa akgcji jest wyzsza od ceny poczatkowej o 12%.
1.7.12 Pracodawca zaproponowat Kasi pensje w wysokosci 3000 zt brutto i obiecal, ze jedli sie sprawdzi
na powierzonym stanowisku, to po roku jej pensje zwiekszy o 3%, a w nastepnych latach o 1 p.p."”
wzgledem pensji sprzed roku. Jaka pensje otrzyma Kasia w czwartym roku pracy w tej firmie przy

zatozeniu, ze sie sprawdzi na powierzonym stanowisku i nie zostanie zwolniona lub sama sie nie

zwolni?

Odpowiedz: w drugim roku: 3000 - 103% = 3090 zt, w trzecim roku: 3090 - 104% = 3214 z}, w czwartym
roku: 3214 - 105% = 3374 zt.

mm) Punkt bazowy to inaczej punkt procentowy. Zamiast méwi¢, ze réznica miedzy np. 5,63%
a 5,61% wynosi 0,02 p.p., mozesz powiedzie¢, ze ta r6znica wynosi 2 p.b.

17  Skrét p.p. oznacza,,punkty procentowe”.
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1.7.13 Oblicz, ile punktéw bazowych (p.b.) wynosi réznica pomiedzy podanymi procentami?
a) 18,45%i18,32% b) 34,86%i34,12%
c) 88,06%i87,04% d) 56,2%i53,05%

Odpowiedz: a) 13 p.b.; b) 74 p.b.; c) 102 p.b.; d) 315 p.b.
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\ Ciekawostka

Punktéw bazowych czesto uzywa Rada Polityki Pienieznej, czyli grupa ludzi odpowiedzialna
za system finansowy catej Polski. Decyzje podjete przez te rade maja wptyw na wysokos¢ lokat
bankowych, oprocentowania kredytéw i pozyczek oraz na stabilnos¢ ekonomicznga Polski. Prze-
cietny Polak nie spotyka sie bezposrednio z punktami bazowymi, ale odczuwa zmiany finanso-
we wyrazone w punktach bazowych, gdy np. péjdzie do banku.

Podatek Belki to automatycznie pobierana przez bank opfata od zyskéw kapitatowych. Zostat
on wprowadzony 01.12.2001 przez Marka Belke (stad jego nazwa) — dwczesnego ministra fi-
nanséw i dotyczyt wylacznie lokat oraz depozytéw bankowych. Jego stawka wynosita 20% na-
liczonych odsetek. W 2004 r. obnizono go do 19%, ale kosztem tego, ze dodatkowo objeto nim
inne zyski kapitatowe, np. pochodzace ze sprzedazy papieréw wartosciowych. Podatek Belki od
01.01.2004 do 31.12.2006 wyliczano mnozac naliczone odsetki przez 19% i zaokraglajac otrzy-
many wynik do 1 grosza'®.

Wprowadzenie podatku Belki w 2001 r. spowodowato, ze w bankowosci pojawity sie 2 nowe
terminy:

zysk brutto - naliczone odsetki bez potracania podatku Belki
zysk netto — odsetki uzyskane po odjeciu zaokraglonego podatku Belki do 1 grosza

1.7.14 Jako pracodawca sporzadz liste ptac w tabeli.

Lp. Nazwisko Imie Plac.a Premia - Premia - Placa Podatek Ptaca netto
zasadnicza stopa stawka brutto

1 Aberacka Maria 875zt 9%

2 Belka Robert 720 zt 5%

3 Gorski Jan 986,7 zt 12%

4 Malinowski Robert 1006 zt 8%

5 Kowalska Ewa 600 zt 5%

6 Kowlaski Pawet 1218,75 zt 5%

7 Nowak Feliks 1240 zt 9%

8 Podkowa Robert 1057,63 1%

9 Sowa Zofia 1046,4 1%

10 | Zys Julia 1280 5%

18 www.matematyka.strefa.pl/lokaty_bankowe.pdf, 07.03.2013.
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Odpowiedz:

) ) Pfaca Premia - Premia — Pfaca
Lp. Nazwisko Imig i Podatek Ptaca netto
zasadnicza stopa stawka brutto
1 Aberacka Maria 875 zt 9% 78,75 zt 953,75 zt 181,21 zt 772,50 zt
2 Belka Robert 720 zt 5% 36,00 zt 756,00 zt 143,64 zt 612,36 zt
3 Gorski Jan 986,7 zt 12% 118,40 zt 1 105,10 zt 209,97 zt 895,13 zt
4 Malinowski Robert 1006 zt 8% 80,48 zt 1 086,48 zt 206,43 zt 880,05 zt
5 Kowalska Ewa 600 zt 5% 30,00 zt 630,00 zt 119,70 zt 510,30 zt
6 Kowlaski Pawet 1218,75 zt 5% 60,94 zt 1279,69zt | 243,14zt 1036,55 zt
7 Nowak Feliks 1240 zt 9% 111,60 zt 1 351,60 zt 256,80 zt 1094,80 zt
8 Podkowa Robert 875 zt 1% 105,76 zt 1163,39 zt 221,04 zt 942,35 zt
9 Sowa Zofia 720 zt 1% 104,64 zt 1151,04 zt 218,70 zt 932,34 zt
10 | zys Julia 986,7 zt 5% 64,00 zt 1344,00zt | 255,36zt 1088,64 zt

1.7.15 Na podstawie ponizszej tabeli:

a) oblicz wynagrodzenie netto pracownika,
b) oblicz, jaki procent wynagrodzenia brutto stanowi ubezpieczenie emerytalne, chorobowe,
rentowe oraz ubezpieczenie zdrowotne,

c) oblicz, jaki procent catej pensji brutto stanowi podatek.
Wynagrodzenie brutto 3000
Sktadki ZUS
Ubezpieczenie emerytalne 292,80
Chorobowe 73,50
Rentowe 45,0
Razem sktadki ZUS
Podstawa wymiaru sktadki na ubezpieczenie zdrowotne 2588,70
Ubezpieczenie zdrowotne 232,98
Koszty uzyskania przychodu 111,25
Podstawa opodatkowania 2477,45
Kwota zwolniona od podatku 46,33
Podatek 199,00
Pensja netto

Odpowiedz:

a) Razem skfadki ZUS wyniosty 411,30, wynagrodzenie netto pracownika = wynagrodzenie brutto
— sktadki ZUS - koszty uzyskania przychodu — ubezpieczenie zdrowotne - podatek = 1985,47 zt;

b) 21,48%; c) 6,63%.
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1.7.16 Oblicz wysokos¢ wszystkich podstawowych sktadek spotecznych (emerytalnej i rentowej — 6%,
chorobowej i zdrowotnej — 9% ), jakie zostana odliczone z pensji Pana Kowalskiego, ktéra wynosi
1700 zt brutto.

Odpowiedz: 225 zt.

1.7.17 Ocen, ile czteroosobowa rodzina osiggajgca dochody netto w wysokosci 6000 zt moze przeznaczy¢
na miesieczna sptate raty kredytu hipotecznego. W ocenie uwzglednij przecietne miesieczne wy-
datki rodziny na optaty, zywnosc itp. Nastepnie oblicz, naile lat musiataby ona zaciggna¢ taki kredyt
oprocentowany 7% w skali roku, aby zakupi¢ mieszkanie o wartosci 300 000zt.

1.7.18 Firma oferuje ratalna sprzedaz samochodu. Raty roztozone sa na 4 lata, przy czym miesieczna kwo-
ta spfaty wynosi 900 zt. Cena samochodu wynosi 30000 zt. Jakie oprocentowanie oferuje sprzedaw-
ca w skali miesiecznej i w skali roku?

Uwaga: Rozwiaz zadanie w arkuszu kalkulacyjnym (skorzystaj z funkcji FV).
Odpowiedz: miesieczna 1,6%, a roczna 19,2%.
1.7.19 Oblicz wartos¢ podatku Belki oraz zysk netto zgodnie z ordynacjg podatkowa obowigzujaca od

01.01.2007 do 30.03.2012, jesli odsetki z lokaty wyniosty:

a) 2572z b) 63,32z c) 122,75z d) 137,20z

Odpowiedz: a) odsetki: 25,72 zt, podstawa opodatkowania: 26 zt, podatek Belki: 4,94 zt, zaokraglenie po-
datku: 5 zt, zysk netto: 20,72 zk b) 51,32 zt; ¢) 99,75 zt; d) 111,20 zt.

Uwaga: Odsetki zaokragla sie do petnych ztotych i nazywa sie te zaokraglong liczbe podstawa opo-
datkowania, z ktérej oblicza sie 19% podatku Belki; otrzymany wynik zaokragla sie do petnych
ztotych. Aby wyliczy¢ zysk netto z lokaty, trzeba od odsetek odja¢ otrzymany wynik.

|

Ciekawostka |

Banki, aby unikna¢ podatku Belki, wprowadzity czesta kapitalizacje odsetek. Obowiazujacy obec-
nie system podatkowy sprawia, ze od zysku ponizej 2,49 zt nie trzeba ptaci¢ podatku. Wszystko

za sprawa zaokraglen podstawy opodatkowania i samego podatku. Zgodnie z zapisami w ordy-
nacji podatkowej odsetki w kwocie 2,49 zt nalezy zaokragli¢,w dot” do petnej ztotéwki, czyli do
2 zt. Podatek od zysku w wysokosci 2 zt wynosi 38 groszy. Tu takze zaokraglamy do petnej zto-
téwki, czyli do zera. W ten sposéb od tak niewielkiego zysku z lokaty nie trzeba ptaci¢ podatku.
Z tego tez wzgledu banki proponuja lokaty z dzienna kapitalizacjg odsetek. Niewielkie odsetki
dopisywane s3 do salda lokaty codziennie i w ten sposéb klient nie ptaci 19 proc. podatku od
zysku. Jesli we wspomnianej wyzej lokacie zastosowalibysmy mechanizm dziennej kapitaliza-
¢ji, to zysk po roku wynioéstby 513 zt juz bez podatku. W rezultacie oprocentowanie efektywne
wspomnianej lokaty wyniesie 5,13%".

19  www.matematyka.strefa.pl/lokaty_bankowe.pdf, 07.03.2013.
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1.7.20 Jaka maksymalnie kwote trzeba wptaci¢ na 2-miesieczng lokate oprocentowana 6,2% w skali
roku, aby legalnie oming¢ ptacenie podatku Belki wyliczanego zgodnie z ordynacja podatkowa od
01.01.2007 do 30.03.2012?

Odpowiedz:
2-6,2% - x = 2,495
12
x=242,23 z}
1.7.21 W 2007 roku pani Kasia zatozyta lokate jednodniowa oprocentowang 3,8% w skali roku na kwote
1600 zt. Oblicz, ile dziennie bedzie dostawac odsetek od takiej kwoty? Czy uniknie podatku Belki?
Odpowiedz:
3;—5 +3,8% 1600 zt = 0,17 zt < 2,50 zt. W tym roku uniknie podatku Belki.

1.7.22 lle wyniosg odsetki od lokaty jednodniowej oprocentowanej 6,84% w skali roku zatozonej na kwote
15000 zt w 2012 roku? Jaki bedzie zysk netto z tej lokaty po 300 dniach, jesli w miedzyczasie bank
nie zmieni oprocentowania?

Odpowiedz: Doktadnie 1,80 zt dziennie; 540 zt po 300 dniach.

1.7.23 W panstwie A produkt PKB wzrasta co roku o 8%, a w panstwie B o 6%. Po ilu latach w kazdym
z panstw nastapi potrojenie PKB?

Odpowiedz:

Wskazdwka: majac kapitat k przy rocznej kapitalizacji odsetek p% w skali roku, po # latach kapitat

wzrasta do k-(1 + =)
100)

A - po 16 latach,

B - po 19 latach.

1.8 Przedzialy liczbowe

Teraz naucze sie:
» Postugiwac pojeciem przedziatu liczbowego,

» Zaznaczac przedziaty na osi liczbowe;j.

Przedziat - zbi6r elementéw danego zbioru czesciowo uporzadkowanego, zawartych miedzy dwoma
ustalonymi elementami tego zbioru, nazywanymi poczatkiem i koricem przedziatu®.

20 www.pl.wikipedia.org/wiki/Przedziat_liczbowy, 26.02.2013
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Oznaczenia przedziatow:

Em) Przedzialem domknietym < a; b > o konicach a i b (dla a < b) nazywamy zbiér wszystkich
liczb rzeczywistych x spelniajacych warunek a <= x = b

{a;b) = {x€ER:a< x< b}

Przyktad 1

Przedziat domkniety < —4; 7 > na osi liczbowej oznaczamy nastepujgco:

Rysunek 1-5 - Przedziat domkniety

Em) Przedziatem otwartym (a;b) o konicach a i b (dla a < b) nazywamy zbiér wszystkich liczb rze-
czywistych x spetniajacych warunek a << x < b
(a;b) ={x€ER:a< x< b}

Przyktad 2
Przedziat otwarty (—4; 7) na osi liczbowej oznaczamy nastepujaco:

—4 0 7 T

Rysunek 1-6 - Przedziat otwarty

) Przedziatem lewostronnie otwartym (prawostronnie domknietym) (a; b) o koricach ai b (dla
a < b) nazywamy zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajacych warunek a <x<b

(a;b) = {x€ER:a< x= b}
Przyktad 3

Przedziat lewostronnie otwarty (—4; 7) na osi liczbowej oznaczamy nastepujaco:

AN

—4 0 7Tz

Rysunek 1-7 - Przedziat lewostronnie otwarty a prawostronnie domkniety

Em) Przedzialem prawostronnie otwartym (lewostronnie domknigtym) {a; b) o korhcach a i b (dla
a < b) nazywamy zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajacych warunek a < x <b

(a;b > = {xER:a= x< b}

Em) Przedzialem lewostronnie otwartym nieograniczonym (a; +<) nazywamy zbiér wszystkich
liczb rzeczywistych x wiekszych od a.

(a;+o) ={xER: x> a}
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B Podobnie przedziatem lewostronnie domknietym nieograniczonym (a; +c0) nazywamy zbiér
wszystkich liczb rzeczywistych x wiekszych badz réownych a.
(a;+») ={xER:x= a}

Przyktad 5

Przedziat {4; +0) na osi liczhowei a7naczamv nastenuiaco:

4\\\\\\\\\\\\\‘

0 xr

Rysunek 1-8 - Przedziat lewostronnie domkniety nieograniczony

Em) Przedzialem prawostronnie otwartym nieograniczonym (—c0; a) nazywamy zbiér wszyst-
kich liczb rzeczywistych x mniejszych od a.

(—»; a) ={xER:x < a)

Em) Podobnie przedzialem prawostronnie domknietym nieograniczonym (—=; a) nazywamy
zbior wszystkich liczb rzeczywistych x mniejszych badz rownych a.

(—o;a>={xER:x=a}

Przyktad 6

Przedziat (—oo; 5) na osi liczbowej oznaczamy nastepujaco:

K )
0 5 z

Rysunek 1-9 - Przedziat prawostronnie otwarty nieograniczony

Poniewaz przedziat jest zbiorem, wiec mozemy wyznacza¢ miedzy innymi sume, iloczyn czy tez
réznice przedziatéw.

DZIALANIA NA ZBIORACH

EE) Suma zbioréw A i B nazywamy zbiér tych elementéw, ktére naleza do zbioru A lub do zbio-
ru B, matematycznie zapisujemy ja tak: AUB = {x:x € AV x € B}.

Rysunek 1-10 - Suma zbioréw

llustracja graficzna:
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Przyktad 7

JezeliA=1{1,2,5}iB={1,3,4},to AUB ={1,2,3,4,5}. Pomimo tego, ze 1 wystepuje w oby-
dwu zbiorach, w sumie tych zbioréw wystepuje tylko jeden raz.

) lloczynem, czyli cze$ciag wspdlna zbioru A i B nazywamy zbiér tych elementéw, ktére naleza
jednoczesnie do zbioru Ai do zbioru B, formalnie zapisujemyjatak: AN B = {x:x € AAx € B}.

Rysunek 1-11 - lloczyn zbioréw

llustracja graficzna:

Przykitad 8

JesliA=1{1,2,5}iB ={1,3,4}, to AN B = {1}. Liczba 1 jest jedynym wspdlnym elementem tych
zbioréw.

) ROznica zbioréw A i B nazywamy zbiér tych elementéw, ktére naleza do zbioru A, a ktére nie
naleza do zbioru B, mozemy ja zapisa¢ tak: A\B = {x:x E AAx € B}.

llustracja graficzna:

Rysunek 1-12 - Réznica zbiorow

Przyktad 9

JedliA=1{1,2,5}i B = {1,3,4}, to A\B = {2, 5}. Jedynym wspélnym elementem obydwu zbioréw
jest liczba 1, wiec otrzymany zbidr bedzie bardzo podobny do zbioru A, lecz nie posiadajacy liczby
1.

) Dopelnieniem zbioru A z przestrzeni U nazywamy zbi6r tych elementéw przestrzeni U, kté-
re nie naleza do zbioru A. Dopetnienie zbioru A oznaczamy jako 4'.
A'=U\A
A ={x:xEUAx & A}
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llustracja graficzna:

AC

Rysunek 1-13 - Dopetnienie zbioréw
Przyktad 10

Jesli A = {1,2,3}, a przestrzenia U jest zbior wszystkich liczby catkowitych dodatnich, to dopetnie-
niem zbioru A bedzie zbiér A" = {4,5,6,7,8, ... }.

mm) Zbiory A i B nazywamy roztacznymi wtedy i tylko wtedy, gdy AN B = @.
Zauwazmy,ze:AUA =UorazANA = @

Przyktad 11°
Wyznaczmy AU B,A N B,A\B,B\A,A',B', gdzie A = [-2;3),B = (1; 4).

Zaznaczmy najpierw oba przedziaty na osi liczbowej:

A B
NNWERZ R
—2 0 1 3 4T

Z rysunku widzimy, ze:

AUB =[-2: 4)

ANB =(1; 3)

A\B = [-2; 1]

B\A=[3; 4)

A= (—00; —2)U[3; +o0)
B' = (—o0; 1] U [4; +00)

vV V.V V V V

mm) Wiasnosci dziatan na zbiorach

Dla dowolnych zbioréw A, B, C zachodzg prawa:

(AUB) = A'"n B’ -1 prawo De Morgana

(AnB) = A"UB' -1l prawo De Morgana

AUB = B UA - przemienno$¢ dodawania zbioréw

ANB =EBNA - przemienno$¢ mnozenia zbioréw
(AUB)UC =AU (B UC) -tgcznoé¢ dodawania zbioréw
(ANB)YNC =An(BNC) -tacznoéé mnozenia zbioréw

AUBNC) =(AUBIN(AUC) -rozdzielnoé¢ dodawania zbioréw wzgledem mnozenia

V V V V V V V V

ANn(BUC) =(ANnB)U(ANC) -rozdzielno$¢ mnozenia zbioréw wzgledem dodawania
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Przyktad 12
Mamy zbiér A = {1,2,3,4}, B = {1,3,5},C = {3,5,9}. Obliczy¢ D = An (B u ().

D=ANn(BUC)=(MANB)U(ANC)=({1,2,3,41n{1,35DHuU({1,23,4}1n{3,59}) =
=({1,3}u 38 ={1,3]}

ZADANIA

1.8.1 Zaznacz na osi liczbowej podane przedziaty:

a) (-5) b) (—o0; 3) o {0;6)
d) {2345} e) (—»; -3) f) (=5 1)
9) (=7:5) h) (0; 4) ) (=2 +o)

1.8.2 Wyznacz zbiory:

a) Nuw b) RUNW c NUR d NUC
e) CNW fy ¢nNN g NWnNncC h) RNC
) C\W ) R\W k) NANW

Odpowiedz:

aW; b)R R d)C eC f)N; 9)@; h)C )D; j)NW; k) N.

1.8.3 Podaj wszystkie liczby catkowite, ktére nalezg do przedziatu:
a) (_g;a) b) (=5; ) o (0;2) d) (—m m)
Odpowiedz:

a) {0,1,2,3,4,5}, b) {0,1,2,3}, ¢) {0,1,2}, d) £0,1,2,3}.

1.8.4 Zaznacz na osi liczbowej zbior A’ wiedzac, ze:
a) A=(=3;7) b) A= (—;5) o A=(26)

d) A=(—%;4) U (6;12) e) A= (-5;+0o0)

Odpowiedz:
a) (%, =3)U (7;+2);, b)) (5+®); ¢ (—0;2) U (6; +0);
d) {(46)U (12; +0); e) (—%;5)
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1.8.5 Zaznacz na osi liczbowej zbiory A i B, a nastepnie wyznacz zbiory: AN B, A U B, A\B, B\A:

a) A= (—3;5), B=(-1; 8) b) A= (—4; 6), B= (5; +)
o A= (—41), B= (0; 2) d A= (—=;3), B=(1; 4)

e) A= (—;5) B=(-22)

Odpowiedz:

1.8.6

a) AN B=(—1;5),AUB = (-3; 8),A\B = (—3; —1),B\A = (5; 8)

b) AN B=(5; 6),AUB = (—4; +©), A\B = (—4;5), B\A = (6; +00)

O AN B=(0; 1),AUB = (—4; 2),A\B = (—4; 0),B\A4 = (2; 2)

d) AN B=(1;3),AUB = (—o; 4),A\B = (—; 1),B\4 =(3; 4)

e) AN B=(-2;2),AUB=(—; 5),A\B = (—®; —2)U(2;5),B\4 =0

Niech A = {(=3;5),B = (—6; 7), C = (—o0; 4). Wyznacz nastepujace zbiory i zilustruj je na osi licz-

bowej:
a) ANB b) A\B c C\A d) B\C
e) (AUBN\C fy A'nC g Cn(AuB)Y

Odpowiedz: a) (—3;5); b)@; <) (-e0;3); d)4;7); e) (47); f)(-e0;3); ) (—o0; 4).

1.8.7 Majac dane zbiory A i B, zaznacz na osi liczbowej zbiory: A; B, A'N B'oraz A’U B!

a) A=(-%;3),B=(4 +x) b) A= (-%; —5)U (46),B =(2;7)
o A=(0;2)U (6;+»),B = (-5;8) d) A=(2;4),B=(1;+»)

e) A= (—o; =3)U{1;2),B =(0;4)

Odpowiedz:

a) A = (3;4%),B = (—m;4),A'N B'=(3;4),A/UB =R

b) A4 =(-5;4) U {6;+0),B' = (—o;2) U (7;+e0),
AN B =(=5; 2)U (7, 4+%),A’UB = (—»;4) U (6; +=)

q A =(—0;0)U (2;6),B = (—0;—5) U (8; +m),A'N B' = (—o; —5),
A'UB =(—o; 0)U (2;6)U (8; +w0)

d) A'=(-9;2) U (4+2),B' = (—0;1},A'N B' = (-o; 1),
AUPB = (—2;2) U (4;+)

e) A =(-3;1) U (2; +o),B’ = (—0;0) U{4; +0),4'N B’ = {~0; 0) U (4; +0)
AUB =(—00;1) U (2, +%)
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1.8.8 Zapisz w postaci nieréwnosci i przedziatu liczbowego zbidr liczb zaznaczonych na osi liczbowej:

a d)
- D T
c)
N
Odpowiedz:

a) x =45, x€(—=; V5)

b) x>-2, xE€(=2; +w)

0 3+V3<x<3++3 x€(3-+3 3+43)
d —4=x<6, x€(—4;6)

e) —2=x=m x€{(=2Z m

1.8 Wartosc bezwzgledna*

Teraz naucze sie:

» Zaznaczac na osi liczbowej zbiory opisane za pomoca réwnan i nieréwnosci typu:

|x-a|<b|x-a|=b,|x-a|=b.

) Wartosé bezwzgledna liczby?' nazywana tez modutem lub wartoscia absolutna liczby, jest to
odlegtos¢ na osi liczbowej od danej liczby do zera.

| — X R

° A >
—X 0 X L
Rysunek 1-14 - Warto$¢ bezwzgledna
Definicja
2] = z, dlaxzz=0
T l-z, dlaz<0

1

21 www.pl.wikipedia.org/wiki/Warto$¢_bezwzgledna, 10.03.2013.
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Przyktad 1

Wartos$¢ bezwzgledna z liczby dodatniej to ta sama liczba
4] = 4

Wartos¢ bezwzgledna z liczby ujemnej to liczba do niej przeciwna
| —5]=5

Aby rozwigza¢ réwnanie |x — a| = b, nalezy znalez¢ liczby, ktorych odlegtosc od liczby a jest rowna
b.

Przyktad 2

Rozwigz nieréwnos¢ |2x — 3| = 5

Rzpatrujemy dwa przypadki:

2x —3 =5, v2x —3 = -5

Otrzymujemy dwa rozwigzania: x; = 4 lub x; = —1.
) Wlasnosci wartosci bezwzglednej

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y zachodzg ponizsze wtasnosci:

|x] =0

x| = [—x|

[x] = v x2

lx -yl = |x[- |yl
|x| x| 0
i :_’y;t
yloolyl

Przy rozwigzywaniu nieréwnosci mozemy wykorzystac nastepujace wiasnosci:

|z <a &= —a<zr<a & (z>—-alhz<a)

7| €a &= —a<zr<a & (z2-arz<a)

|| >a & (z< —-aVz>a)
—

|z| = a (r< —aVz=a)

Przyktad 3
Rozwiazmy nieréwno$¢ |x + 5| = 10, wykorzystujac whasno$¢ |x| = a otrzymujemy:
X = —anax = a, gdzie zamiast x postawiamy x+5, a zamiast a liczbe 10 otrzymujemy:
x+52—-10an x + 5 = 10,stad

x = —15 ax = 5, co ostatecznie zapisujemy za pomocg przedziatu x € (—15; 15).
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Przyktad 4
Nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna mozemy zapisac za pomoca przedziatow:
a) |x| = b, czylix € {(—b; b)
b) x| < b, czylix € (—b; b)
¢ |x|=b,czylix € (—o; =b) U (b; +0)
d) |x|= b, czylix € (—o0; —b) U {b; +0)
e) |x —al| < b, czyli przedziat o srodku w punkcie a i dlugosci b, x € (a — b;a + b)
f) |x—al=bh,czylix € {a—b;a+b)
g) |x—al>b,czylix € (—o;a—b) U (a + b; +»)

h) |x—al=bh,czylix € (—0;a —b) U{a + b; +)

ZADANIA

1.9.1 Oblicz:
a) |—34,5] + [34,5] b) |—2-34] — |12 -15]
g |=V7-2 q 12-V3l
e) | —x?

Odpowiedz:a) 69; b)33; o) +5; d)V3-2e)x?

1.9.2 Rozwiaz réwnanie:
a) |x—5 =7 b) |2x+6] =1 o [3x—-3] =1 d |—-x+1] =2

Odpowiedz:a) 12i-2; b)-251-35; Ozily d)-1i3,

1.9.3 Wskaz nieréwnos¢, ktdra opisuje przedziat zaznaczony na osi liczbowej:

4 } f } f : * t f >
X
Alx+2]<3 Blx—2|<3 Clx—3]<2 D|x+3]<2

Odpowiedz: D
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1.9.4 Wskaz, ktory z przedziatéw jest zbiorem rozwiazan nieréwnosci |x + 3| > 47

4+ ———t——————————————»
A 7 0 1 x
———+—+——+——+—&—+——+——+——+——+——+——+—5——+—»
B -7 -1 0 1 x
R — 3 —
C -7 0 1 x
——0 —0 >
D. -7 0 1 7 X

Odpowiedz: D.

1.9.5 Zapisz za pomoca przedziatu liczbowego i zaznacz na osi liczbowej zbior:

a) |[x—5 =3 b) |x—2] < 4 o |x+1 = 3
d) |x+3] =2 e) 2<x|<5 f) 1<|xl<4
g) I5+xl=1 hy [2+x|<3

Odpowiedz: a) (—0; 2) U (8;+0); b) (—2;6); ¢) (—%; —4) U (2;+0); d)(—0o0; —5) U{—1;+00);
e) (=5 -2) U (Z5); f){-4% -1 U (L;4); h){-6—4).

1.9 Logarytmy

Teraz naucze sie:
Wykorzystywac definicje logarytmu i stosowa¢ w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu, lo-
garytm ilorazu i logarytm potegi o wyktadniku naturalnym.
|
Dawniej logarytmy uzywane byty do szybkiego mnozenia liczb za pomoca tablic logarytmicznych,
ktére byly podstawowa pomoca do obliczer naukowych, geodezyjnych, astronomicznych i inzy-
nierskich. Dzisiaj zastapity je kalkulatory i komputery.

Logarytm zapisujemy nastepujaco:
]_Clgia h — liczba logarytmowana
podstawa logarytmu

) Logarytmem liczby dodatniej b przy podstawie a > 0, a # 0 nazywamy taka liczbe rzeczywista
¢, ze a‘= b (jest to potega, do jakiej nalezy podnie$é,a’, aby otrzymaé,,b”).

log,h=x © b=a"

Z definicji wynika, ze dla b > 0 mamy b = al°8a ?
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Przyktad 1

log,8=3 bo:2* =8
log; 81 = 4 bo:3* =81
loga a=1 Jezeli podstawa logarytmu i liczba logarytmowana s3 takie same, to wynik

logarytmowania zawsze wynosi 1.

bo:al=a (niezaleznie od wartosci,.a™)

loga 1=0 Jezeli I_iczha logarytmowana wynosi 1, to wynik logarytmowania
wynosi 0.
bo:a? =1
Przyktad 2
logs6 =1 bo: 61 =6
log;51=0 bo:15° =1

mm) Prawa dziatan na logarytmach:
1) Logarytm iloczynu réwny jest sumie logarytmow:
log,(bc) = log, b + log, c
2) Logarytm ilorazu réwny jest réznicy logarytmow:
loga% =log, b —log, c

3) Inne prawa:

1
log, il log, b log, b" =nlog, b
log. b
= log b=
log, b log,.a 8a log, a
Przyktad 3

logs2 +log;3 =log;6 =1

1
log16 0,25 = —log 4 = —3

63 9

log7? - log7g =log;, 5 =log;,7=1

mlm|m|$

log;32 log;2°® 5log;2 5

log;8 log;23 3log;2 3

1
log, 3 -logg 2 = logg 21°823 = Jogy 3 = 3

log;27 3
logg 27 = og.9 2
! + =logs2 +logg3 =logs6 =1
log, 6 logaéiogs 08g 2> = l0gg0 =
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\ Ciekawostka

Najczesciej uzywa sie logarytméw dziesietnych oraz logarytmoéw naturalnych, tj. o podstawach
réwnych odpowiednio 101 e.

Przy odwzorowaniu wielkosci w skali logarytmicznej, uzywane sa czesto specyficzne jednostki
miary, wtasciwe dla danej dziedziny, np. bele (B) i decybele (dB) w elektronice i przetwarzaniu
sygnatéw czy nepery w akustyce®.

Skale logarytmiczne s szeroko stosowane w nauce i technice dla odwzorowania wielkosci, kt6-

re przyjmuja wartosci z szerokiego zakresu, np.:

» Skala Richtera - do okreslania amplitudy drgan wstrzaséw sejsmicznych.

mm) Skutki trzesienia ziemi w zaleznosci od jego wielkosci w skali Richtera:

Skala . Srednia liczba

. Skutki . .
Richtera trzesien rocznie
<20 Najmniejsze wstrzasy, nieodczuwalne przez cztowieka ani przez sejsmograf. ok. 2920 000

! ) ) sy P P ) grat. (8000 dziennie)
2,0-3,4 Wstrzasy nieodczuwalne dla cztowieka, lecz rejestrowane przez sejsmograf. ok. 800 000
3,5-4,2 Bardzo mate wstrzasy, odczuwane tylko przez niektérych ludzi. ok. 30 000
43-4,8 Odczuwane przez wiekszo$¢ 0sob, nieszkodliwe. ok. 4 800
49-54 Odczuwane przez wszystkich, powoduje bardzo niewielkie zniszczenia. ok. 1400
5,5-6,1 Srednie wstrzasy, powoduje mniejsze uszkodzenia budynkéw. ok. 500
6,2-6,9 Duze wstrzasy, powoduja znaczne zniszczenia. ok. 100
7,0-7,3 Powazne zniszczenia. ok. 15
7,4-8,0 Ogromne zniszczenia. ok.4
8,0-8,9 Ogromne zniszczenia, katastrofalne skutki dla wielu krajow. ok.1
>9,0 T_rzeﬂerjlg ktore moze zburzy¢ wszystkie miasta na terenie wiekszym niz ok.raz na 20 lat
kilkanascie tysiecy km?.

Tabela 1-1 - Skala Richtera

Skala decybelowa - do okreslania poziomu wielkosci elektrycznych i akustycznych.

Skala pH - do okreslania kwasowosci i zasadowosci wodnych roztworéw zwiazkéw chemicznych.

22 www.pl.wikipedia.org/wiki/Skala_logarytmiczna, 25.02.2013
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Interwaly w muzyce.
Skala entropii w termodynamice.
Skala Krumbeina - dla okreslania wielkosci ziaren w geologii.

Skala wielkosci gwiazdowych.

vV V VYV V V

Skala logarytmiczna jest w pewnych zastosowaniach skalg naturalna, ze wzgledu na to,
ze zmysty reaguja na bodzce w sposéb logarytmiczny, a nie liniowy.

PRACA DLA CHETNYCH

Poszukaj doktadniejszych informacji na temat innych skal logarytmicznych lub innego zastosowa-
nia logarytmoéw.

ZADANIA

1.10.1 Oblicz log , b wiedzac, ze b jest réwne:

a) 27 b) 2 9 % d) V81
Odpowiedz:2) 3; b)-1; o -1; d):.
1.10.2 Oblicz wiedzac, ze b jest rébwne:
logi b .
9 % b) o ¥ei d =
3 HE]
Odpowiedz:a)-2; b)1; c)—g; d)—é.
1.10.3 Oblicz b, jezeli log , b wynosi:
a) V2 b) 4 d -3 d) 0,125 e) 1
1
Odpowiedz:a)-; b)16; 922% d); e)2.
1.10.4 Oblicz b, jezeli log: b wynosi:
a) 0,125 b) 0,25 Q 64 d) 1_16
Odpowiedz:a) 3; b)2; ¢)-5; d)4.
1.10.5 Oblicz:
a) log, 16 b) logs ¥3 o log: 7 d log:(2
2
e logs ()3 f) 3logys- g) logs(64)-1 h) log; ()
S 50 5 3 64
i) 2log1125 j)  2log19

Odpowiedz:2)2; b); -5 d)-4 )6 f)-3; 92 h)12 )-6; -4
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1.10.6 Oblicz, stosujac prawa dziatan na logarytmach:

a) log,4+2log;1 b) (log,5-log, 125) o) 2log,27 -log,81

—h

d) log,4+2log,1 e) log,21-log,7 ) log,10 +log,24,3

g) log,2 +log,32 h) log,8+log,2
Odpowiedz:a) 2; b)-1; ¢)9; d)2; e)1;, f)5 g)3; h)2.

1.10.7 Oblicz podstawe logarytmu wiedzac, ze:

a) log 25=4 b) log,0,01=3

n

) log, 27=3
d) log 2=2 e) log =4

Odpowiedz: a) ¥/25; b) ¥0,01; ) 3; d)v27; e)4é.

=

1.10.8 Oblicz:

a) log, (2-(log V4) -log 5 i) b) log,9-log,16-log,25+1
o -log3log2log2256 d) -log3logay/ %2

Odpowiedz:a) 1; b)9; c)-1; d)2.

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

1. Na seans filmowy sprzedano 280 biletéw. W tym 126 ulgowych. Jaki procent sprzedanych biletéw
stanowty bilety ulgowe?*

a) 22% b) 33% c) 45% d) 63%

2. 6% liczby x jest rowne 9. Wtedy:

a) x =240 b) x =150 ) x =24 d x=15
1 4
3. lloraz 327% —[gj jest rowny:
a) 27 b) 27 9 2° d) 27
4, O liczbie x wiadomo, ze log, x =9. Zatem:
a) x=2 b) x=% 0 x=3° d x=93

5. Spodnie po obnizce ceny o0 30% kosztujg 126 zt. lle kosztowaty spodnie przed obnizkg??*

a) 163,80 b) 180 c) 294 d) 420

23 Zadania: 1, 2, 3, 4 zaczerpnigte z CKE, Prébna matura, listopad 2009.
24 Zadania: 5, 6, 7 zaczerpiete z CKE, maj 2010. (www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 20.03.2013).
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6. Liczba (%)_jest réwna:
a) 1 b) 4 o 9 d) 36
7. Liczba jest réwna log,8 + log,2:
a) 1 b) 2 d log,6 d) log,10
8. Liczba |5 — 7| — | — 3 + 4| jest réwna:?
a) -3 b) -5 o 1 d 3
9. Samochdéd kosztowat 30000 zt. Jego cene obnizono o 10%, a nastepnie cene po tej obnizce ponow-
nie obnizono o 10%. Po tych obnizkach samochéd kosztowat:
a) 24400zt b) 24700z c) 24000 zt d) 300z
10. Dana jestliczba x=632- (é)“. Wtedy:
a) x=7? b) x= 772 o x=13%-72 d x=3-7
11.  Liczba log; 5—log, 125 jest réwna:
1
a) -2 b) —1 o — d 4
25
12.  Pierwsza rata, ktéra stanowi 9% ceny roweru, jest rowna 189 zt. Rower kosztuje:*
a) 1701z b) 2100z c) 1890z d) 2091z
13. Cene nart obnizono 0 20%, a po miesigcu nowa cene obnizono o dalsze 30%, w wyniku obu obni-
zek cena nart zmiejszyta sie 0:¥’
a) 44% b) 50% c) 56% d) 60%
. 5 o 3. . .
14.  Liczba i/(-8) ~16Z jest réwna:
a) —8 b) —4 o 2 d 4
15.  lloczyn 2-log, 9 jest réwny:
3
a) -6 b) -4 o -1 d) 1
L
2.47!
16.  Liczba ———jestréwna:
47.0,5
a) 1 b) -1 o 2 d 4
25 Zadania: 8,9, 10, 11 zaczerpiete z CKE, listopad 2010. (www.cke.edu.pl/images/stories/0012_Matura/arkusz_proba2010_std.pd,
20.03.2013).
26 Zadanie 20 zaczerpniete z CKE (www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf, 20,03,2013).
27 Zadania: 13, 14, 15 zaczerpnigte z CKE, maj 2012 (www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf,

20.03.2013).
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17.  Liczba log, 36 -log; 4 jest réwna:
a) log,32 b) log,14 o 2 d 9
18.  Stof kosztowat 320 zt. lle kosztuje stét po podwyzce ceny o0 20%?
a) 384z b) 256 zt c) 340z d) 400zt
19. Liczba 277%-9° jest rdwna:?®
a) 9° b) 3% o 6 d) 3°
20. Liczbalog0,1+log,16 jest rowna:
a) 6 b) -5 o 3 d 7
21.  Torba kosztowata 40 zt, a po podwyzce 50 zt. O ile procent podwyzszono cene tej torby?
a) 10% b) 25% o 75% d) 20%
3
‘{/E +313~
22, Liczba 7718 jestréowna:?
2
7
4 1
a) -1 b)) — o -2- d 1
49 4
23.  Liczbalog6 jest rowna:
log12
a) log2-log3 b) —— c) log2+log3 d) log2-1log3
log2
24.  20% pewnej liczby jest o 16 mniejsze od tej liczby. Tg liczbg jest:
a) 32 b) 20 o -2 d) -20
25.  Liczbe x =22 16™* mozna zapisac w postaci:*
a) x=214 b) x=2-14 ) x=32-2 d) x=2-6
26. Hania pokonuje droge S = 100 m zdomu do szkoty w czasie 30 min. Z jaka srednig predkoscia idzie
Hania?
a) 005X b) 02" 0 5= d) 33
h h h h
27. Liczba 2log: 125 jest réwna:
a) 6 b) -3 o 3 d) -6
28 Zadania 19, 20, 21 zaczerpniete z,Probna matura z Operonen’, listopad, 2009.

29

30

Zadania 22, 23, 24 zaczerpniete z,Prébna matura z Operoneny’ listopad, 2011 (www.operon.X.pl/probnamatura/files2_2009/
Matematyka/Matematyka-arkusz-ZP.pdf, 20.03.2013).

Zadania 25, 26, 27, 28 zaczerpniete z OKE Poznan, styczen, 2013 (www.hd.webgenerator24.pl/k/r//Ix/6d/s1x10b4cw0sc8c4c4k4wogc-
0sOw/matematyka-podstawa.pdf, 21.03.2013).
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28.

29,

30.

31.

32,

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Odlegtosc¢ z Elblaga do Legnicy jest rowna 468 km, natomiast po zaokragleniu do setek kilometréw
500 km. Bfad wzgledny tego przyblizenia jest réwny:

a) 32km b) 68 km c) okoto 6,8% d) 0,32%
Liczba |5 — 2| + |1 - 6] jest rowna:*'

a) 8 b) 2 o 3 d) -2
Liczba log,4 + 2log,1 jest rowna:

a) 0 b) 1 o 2 d 4

(2 pkt)*? Miesieczny koszt ogrzewania domu wynosi 200 zt. Dla zmniejszenia tych kosztow planuje
sie potozenie dodatowej izolacji cieplnej, ktérej wartos¢ wynosi 4200 zt. Jedli ta izolacja daje 30%
oszczednosci w wydatkach na ciepto, to po ilu latach poniesione koszty zwrdca sie?

1

V2-1
(2 pkt) Wiedzac, ze +/x =16, 3y :% oblicz §/xy .

(2pkt) Wykaz, ze liczba -2 jest liczba catkowita.

(2 pkt) Dana jest liczba 2,363636... Podaj zaokraglenie tej liczby z doktadnoscia do 0,001 i oblicz
bfad wzgledny tego przyblizenia.

(5 pkt) Siostry Zosia i Zuzia sa wspdtwiascicielkami dziatki, przy czym czes¢ Zosi jest o 40% wiesza
od czesci Zuzi. Zuzia przeznaczyta na budowe altany 21% powierzchni swojej dziatki, to jest 210 m.
Oblicz pole powierzchni catej dziatki. Jaki procent pola powierzchni catej dziatki stanowi dziatka
Zuzi? Wynik zaokragij do 1%.

(2 pkt) Aby obliczy¢ kwadrat liczby trzycyfrowej, mozna skorzystaé ze wzoru: (a+b+c) =
a*+b*+*+2ab+2ac+2bc, na przyktad:

172 = (100 + 70+ 2)> = 100> + 70> + 22+ 2+ 100 * 70 + 2+ 1002 + 2+ 70 = 2
= 10000 + 4900 + 4 + 14000 + 400 + 280 = 29584

(2 pkt) O ile procent zwiekszy sie pole powierzchni dziatki w ksztafcie prostokata, jesli dtugos¢ kaz-
dego boku powiekszymy o 30%?

(2 pkt) Liczbe 0,(4) - 0,2(1) zapisz w postaci utamka zwyktego nieskracalnego.
(3 pkt) Podaj liczby catowite, ktére naleza do zbioru:
a) (~0,2)n(1;5) b (-23)UEG:s) o (=57) {0+0)
(4 pkt) Uporzadkuj liczby od najmniejszej do najwiekszej:
81 1 1 6 1
A=log.(log, 64); B=1log,—; C=log,2——log,1=; D=log,3=+log,2—
g,(log, 64) 816 g 25— log, I og, 3+ log, 25

W—(ﬁ—?, ﬁ+2)9

(0,75) +(-1,5)2

(2 pkt) Jakim procentem liczby 1,8 jest warto$¢ wyrazenia

31

Zadania: 29, 30 zaczerpniete z matury poprawkowej, sierpien, 2011 (www.bi.gazeta.pl/im/7/10397/m10397917, MATEMATYKA-PP.pdf,
21.03.2013).

32 Testy maturalne, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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2 Wpyrazenia algebraiczne

Algebra jest jednym z najstarszych dziatéw matematyki. Okoto 300 r. n.e. starozytny mysliciel Dio-
fantos po raz pierwszy niewiadome oznaczat literami. Za twérce wspoétczesnej algebry uznaje sie

jednak Francioisa Viete. Ten francuski matematyk pierwszy szeroko wprowadzit oznaczenia litero-

we dla niewiadomych oraz dla wspétczynnikow.

To juz potrafie:

1.
2.
3.

Opisywac za pomoca wyrazen algebraicznych zwigzki miedzy réznymi wielko$ciami;
Oblicza¢ wartosci liczbowe wyrazen algebraicznych;

Redukowa¢ wyrazy podobne w sumie algebraicznej;

Dodawac i odejmowac sumy algebraiczne;

Mnozy¢ jednomiany, sume algebraiczna przez jednomian oraz, w nietrudnych przyktadach,
mnozy¢ sumy algebraiczne.

mm) SPRAWDZ, CZY POTRAFISZ?

ZADANIA ZAMKNIETE

Zad.1. Wyrazenie (2ab?c®)? mozna zapisa¢ jako:

a) 2ab5c? b) 2ab®c® ¢) B8a*bic® d) 8a®h®c?
Zad.2. Wyrazenie 25 — @ + a, dla a = —3 jest réwne:
a) 13 b) 31 c 19 d) 16

Zad.3. Wyrazenie (n — 3m)(n + 3m) jest rowne wyrazeniu

a) n2—6nm+9n?2 b) n?— 6m? ¢ n®—6nm4+6n® d) n?—9om?

Zad.4. Na ceglanej elewacji jednego z budynkéw w miescie powtarza sie
wzér. Przez n oznaczmy dtugos¢ dtuzszej cegly, a przezm
dtugos¢ krotszej cegly. Laczna diugosc pieciu takich wzoréw

opisuje wyrazenie:

a) 5-2n+m b) 2n+5m o 5@2n+m) d) 5(2n +2m)

WYRAZENIA ALGEBRAICZNE
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Zad.5. Wyrazenie 9b% + 6ab — 3b jest rowne:

a) 3b%(3+2a-1) b) 3b(b+3a—1)

Q 3b(3b +2a—1) d) 3(b+2a—-1)

Zad.6. W sklepie byto 20 kilogramoéw pomaranczy po 3 zt za kilogram, 35 kilograméw mandarynek po 2,50
zt za kilogram. Sprzedano owoce o wartosci 130 zt. Ktére z wyrazen przedstawia wartos¢ owocow
pozostawionych w sklepie?

a) 20-3+35-2,50 —130 b) 130 —(20-3 +35-2,50)

Q (20+35) - (3+2,50) —130 d) 20-3+35-2,50 +130

mw?
2

Zad.7. Ze wzoru na energie kinetyczna E = wyznacz zmienng v

a) v=22 b v= = 9 v= = d) v=+v2Em
Zad.8. Po redukcji wyrazéw podobnych w wyrazeniu (5x2 + 4x) — 7y% — (3x2 + 3y?2) otrzymamy:

a) 2x% —4y? +4x b) 2x?—10y? — 4x

) 2x%+10y%+ 4x d) 2x%2—10y%+ 4x
Zad.9. Liczbe 4 razy mniejsza od kwadratu liczby n przedstawia wyrazenie:

a) n?:4 b) n?—4 o — d) 4:n?
Zad.10. Réznica kwadratu potrojonej liczby x i ¢wierci szeécianu liczby y, to:

a) 3x%-0,25y°

b) (3x)?—0,25y3

o 3x?—(0,25y)3

d) (3x)% - (0,25y)3

Odpowiedzi
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D A D C C A C

ZADANIA OTWARTE

1. Ze szkoty liczacej n ucznidw x% wyjezdza w czasie wakacji na obozy, ¥% do znajomych w gory,

a z% z rodzinami na wczasy. lle 0s6b pozostaje w miejscu zamieszkania?

2, Zapisz sume trzech kolejnych liczb nieparzystych w postaci wyrazenia algebraicznego.
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Wykonaj dziatania i przeprowadz redukcje wyrazéw podobnych

(2x+5)+Bx—2y)—(—2x—3)— 4y +1)

. . . . . ST . . 1
Sprowadz do najprostszej postaci i oblicz warto$¢ liczoowa wyrazeniadla x = =5,y =7

(x—2»GE+29)+x+v) —4y(x—v)

Uzasadnij, ze Hafab Vb=2dlaab=0

va

Nr zadania

Etapy rozwigzania

T — wszyscy uczniowie

x% - 11 —ilo$¢ uczniéw na obozach

V% - 1 —iloéé uczniéw w gérach

z% - n —ilo$¢ ucznidéw na wczasach

a% - n — uczniowie pozostajgcy w domu
% n+y%-n+zh-nt+a¥%-n=n
xn+yn+zn+an = 100n

an = 100n — xn —yn — zn

n(100—x—y—z) .,
a = T uczniow

n— liczba naturalna
2n - liczba parzysta

2n + 1 - liczba nieparzysta
Cn+1)+@2n+3)+2n+5)=2n+1+2n+3+2n+5=6m+9=3(2n +3)

x+5)+Bx—2y)—(-2x—3)— 4y +1)=2x+5+3x—2y+2x +3 —4y—1
= 7x—6y+7

(x—2»)x+20)+(x+y)2 —dy(x —y) =x? —4y? + 2% + 2xy + ¥> — dxy + 4y?
2

1 1 1 1
= 2 2 L — - — 2 — — (= e — = —
=2x%2+y2 —2xy =2-(-5) +(2) 2:(=5)-5=50+,+5=55;

M+@:2

Va
2a —ab a2 -+b) L B
7 +(—7@ +Vvb=2-vVb+Vb=2
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2.1 Wartosc liczbowa wyrazen

Teraz naucze sie:
Stosowac wzory skréconego mnozenia na:

> Kwadrat sumy: (a + b)?
> Kwadrat réznicy: (a - b)?
> Roznce kwadratow: a? - b?

Wyrazenia algebraiczne powstajg przez taczenie symboli literowych oraz liczb znakami dziatan
i nawiasow.

Przyktady wyrazen algebraicznych:

+ b
(az )-h, 3(2+2a)+4—6a

1
x, 25, 2y3, —Eabz, 5(x —2), a+ 3b?,

Wyrazenia algebraiczne wystepuja w réznych wzorach, twierdzeniach czy dowodach.

mm) Wyrazenia takie, jak 3x, éab, —2y?, 3ab?c?, —1nazywamy jednomianami. Mozemy wéréd nich

kiem liczbowym.
Przyktady jednomianéw podobnych:
1; 4; Y 15, ...
1
x; 5x; —0,75x; lgx,

4
a’be; 4a?bes: —2§02b63; 0,63a’bc?

Jednomiany podobne mozna redukowa¢, zastepujac ich sume jednym jednomianem podobnym
do nich, np.

xy—2x+y—-2—-x+2xy+4y—-5=-3x+5y+3xy—-7

R 1 3 R R 1
4&*73bf§a+2b2712+21a73a‘+5b:a‘+2b2+21a+2b712

1 3 1 1
3a78b2+14ac+§a+7710r:a+55b274=721b2+3§a+4ac+3

Taki zabieg nazywa sie redukcja wyrazéw podobnych.

Aby obliczy¢ wartos¢ liczbowa wyrazen algebraicznych, w miejsce liter nalezy wstawic liczby i wy-
kona¢ okreslone dziatania.

Przyktad 1

Oblicz wartos¢ liczbowa wyrazenia 3x? + 2x — 4 dlax = —2.
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3324+ 2x —4=3(-2)2+2-(-2)—4=3-4—4—4=12—4—4=14

Przyktad 2

Zdredukuj wyrazy podobne i oblicz wartos¢ liczbowa danego wyrazeniadlax = -3,y = 2.

4x* +2x —8+ 3x7%x2+475x=3§x274=3§'(*3)2*4=%'9*4:
33-4=29

a)

b) 12x—3x2+§x—7+12x2—14+9x=4x2+21§x—21=
67
:4-(—3)24-?-(—3)—21:4-9—67—21:36—88:—52
¢ 3x*y+5y—6+3y*x—4y+7x+6xty—4yix—12x =
=9x%y —y?x—5x+y—-6=9-(-3)2-2-22-(-3)-5-(-3)+2—-6
=9-9-2-4-(—3)4+15+2-6=162+12+15+2—6 = 185

2 1 8 5 17
d) —sX+t1;x-03y=—2x+15x-03y=_x-03y =

=Y. (3)-03-2=-2_ =2 _2B_ S_ 315
20 20 10 20 20 20

ZADANIA
2.1.1 Znajdz wartosci liczbowe wyrazenia (2x% — 2xy)? przy nastepujacych wartosciach:
a) x=3;y=2 b) x=05; y=02
0 x=3%y=12 d) x=25y=175
Odpowiedz: 2) 36; b)0,09; ) 196; d) 14—,
2.1.2 Oblicz wartosci liczbowe wyrazen:
a) 3(?-3y+4)-8dax=2y=":
b) 10G—2)—4(y+3)+6,dax=12,y=075
0 20-4(2x° —8x+1) +3,dlax=—1
d x+5—-(x—3)+4y—7,dlax=-5y=3
Odpowiedz:a) 4, b)-14; c)4; d)13.
2.1.3 Oblicz wartos¢ liczbowa wyrazenia:
a) 5x—2)2—-(B5x—-2)5x+2),dlax=-0,2

b) dlax=6,y=-2

yix+y)
Q) (a® — 16)(a + 2),dlaa =+2
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— 2_
g L.t

x—2 x2-1

Odpowiedz:a) 12; b)-3; ¢)—14(v2 +2); d) lé.

dlax =4

2.2 Dziatania na wyrazeniach algebraicznych

Poza dodawaniem sum algebraicznych mozna na wyrazeniach algebraicznych wykonywa¢ takze
inne dziatania: mnozy¢ sume algebraiczng przez jednomian, mnozy¢ dwie sumy algebraiczne i wy-
faczac¢ wspdlny czynnik z wyrazéw sumy algebraicznej przed nawias.

Do przeksztatcania wyrazen wykorzystuje sie prawa dziatar na liczbach rzeczywistych.

Hm) Mnozenie sum algebraicznych przez jednomian polega na zastosowaniu prawa rozdzielnosci
mnozenia wzgledem dodawania.

a-(b+c)=a-b+a-c, a,bcER

Przyktad 1
—5(3x+y) =-5-3x+(-5)-y=—15x — 5y
2x(x? —5y) = 2x-x? + 2x - (—5y) = 2x* — 10xy
3a(2x2 4+ 4x—2) =3a-2x%2 + 3a-4x + 3a- (—2) = 6ax? + 12ax — 6a

Em) Mnozenie sum algebraicznych polega na pomnozeniu kazdego skladnika pierwszej sumy
przez kazdy sktadnik drugiej sumy.

(a+b)-(c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d

Przyktad 2
(x+3)2x—1)=x-2x+x-(—1)+3-2x+3-(—1)=2x2 —x+ 6x—3

(Bx —2y)(—2x—5) =3x - (—2x) + 3x - (—=5) + (—2y) - (—2x) + (-2y) - (—5)
= —6x? — 15x + 4xy + 10y

Rx+3y—7x—-2y) =
=2x-x+2x-(=2y) +3y-x+3y- (=29 + (=7) -x + (=7) - (—2y)
=2x? —4xy +3xy — 6y% — 7x + 14y = 2x2 — 632 —xy — 7x + 14y

ZADANIA

2.2.1 Uprosc wyrazenia, a nastepnie oblicz wartosci liczbowe wyrazen:
a) x2—2y?+xydlax=2iy=-5

b) .ixz-l-yzdlax:giyzg
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0 3x*—4x+7+x*—-5x—8dlax=-1

d 5x—3@4—-2x)+2(—x+1)dlax=-2

e) (x—3)x+2—-4)dlax=3

f) 4x2—x(x+3)—5xdlax:§

g x(x—3y)+2xy—y?*R2—y)dlax=2iy=-3
h) 3x—4—[2x> - 5x — (3 —4x +3x?)] dlax = 3
1

1
dlax=Ziy=—1
3 Y 3

1+x+x?  yi4y+1
14+x-x2  yi-y+1

Odpowiedz: a) —56; b)1; ¢)16; d)—28; €)0; f) —2%; g)—2,75

2.2.2 Doprowadz wyrazenia do najprostszej postaci.

a) (x—5)(x+2)=

b) (2x—3)(x —1)+5x —4(5—3x) =

O 2(2x—5y) —3(4x +3y) =

d (—x—-2y)(-1)+3kx+y+5)=

e) Zx(x—5)—(x—y)(x-&-l)—SxGy—?_)=

f) 5x(1—x2)—(x—-3)(—2x2) =

g —-Bx—-2y+1)+(Bx—4y+4z)—(x—5y—z)=

h) 2x—3y+4z—{3x+y—2z—[Bx—2y—2z—(3x+5y—72)]} =
Odpowiedz:

a)x? 4+ 2x —10; b) 2x% + 12x —17; ¢) —8x — 19y; d) 4x + 5y + 15;

e)x?—x+y—xy; f)—x3—6x2+5x; g x+3y+5z—1;, h)—x—11ly+ 11z
2.2.3 Upros¢, a nastepnie oblicz warto$¢ wyrazenia.

a) (2x+y)(By —5x)—4x(x—y),dax=1y=-2

b) plp —3k) + 2pk — k?(2 — k), dlap = 2,k = —4

(2a—3b) (b—4a)-2b?
3a(4-b)-5b(a+3) '

0 dlaa=—2b—=—4
d (a+DE+2)+B+3)(c+4)+(@+5(c+6)daa=1b=2,c=3

Odpowiedz:a) -12; b)-35; ¢)0; d)9; e)7.
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2.2.4 Wiedzac,zex = 2 ++/5iy = 1 — 2+/5, oblicz wartos¢ wyrazenia ——

X
2x+y
—8-35

E

Odpowiedz:

Vb Jab—a _
= =1
Va+/b a—h

2.2.5 Uzasadnij, zedlaa,b >0
2.3 Wzory skroconego mnozenia
Wzory skréconego mnozenia - kwadrat sumy

m) Kwadrat sumy dwéch wyrazen a i b jest rowny sumie ich kwadratéw powiekszonej o podwo-
jony iloczyn tych wyrazen.

(a + b)? = a* + 2ab + b*
Interpretacja geometryczna

Rysunek przedstawia kwadrat o boku (a + b). Pole tego kwadratu wynosi (a + b)? i jest suma pdl
czterech figur.

(a+b5)? =a®?+ab+b?>+ab=a’+2ab+b?
a ab a?
(a+h) —
b b? ab
T b a
.‘.
(a+b)

Rysunek 2-1 - Kwadrat sumy
Interpretacja algebraiczna
(a+b)? =(a+b)a+b)=a®>+ab+b*+ab=a®+2ab+b?
Przyktad 1

Zapisz wyrazenia w postaci sum algebraicznych.

(2a+4)2 =2a)2+2-2a-4+ 4% =44 + 16a + 16
(2k + 502 = (2k)® + 2 -2k - 51 + (501)% = 4k? + 20kl + 2512

(avZ+2)" = (av2)' +2-avZ-2 +22 = 2% + 2y2a + 4
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Przyktad 2
(102)2 = (100 + 2)2 = 1002 + 2-100- 2 + 2% = 10000 + 400 + 4 = 10404

(120)? = (100 + 20)? = 100% + 2- 100 - 20 + 20% = 10000 + 4000 + 400 = 14400
(27)2=(20+7)2 =2024+2-20-7 + 7% = 400+ 280 + 49 = 729
Przyktad 3

Zapisz podane sumy w postaci iloczynu.

49+ 1dx +x2 =7 +2-7-x+x?=(7+x)? =7+ x)(7 +x)
9x? + 12xy+ 4y = (3x)? +2-3x -2y + (2y)? = 3x + 2y)%2 = (3x + 2¥)(3x + 2y)

9 + 6x1/3 + 3x2 = 32 +2-3-x\f§+(x\/§)2 = (3+X\f§)2 =(3+xv@)(3 +xx/§)

Wzory skréconego mnozenia - kwadrat réznicy

11

Kwadrat réznicy dwéch wyrazen a i b jest rowny sumie ich kwadratéw pomniejszonej o po-
dwojony iloczyn tych wyrazen.

(a — b)? = a? — 2ab + b?
Interpretacja algebraiczna

(a—b)¥=@(@—-b)a—b)=a*>—ab—ab+ b?=0a®>—2ab+b?

Interpretacja geometryczna
Rysunek przedstawia kwadrat o boku (a — b). Pole tego kwadratu wynosi (a — b)?

i jest rowne sumie pdl kwadratéw o bokua i o boku b zmniejszonej o pole dwdch prostokatéw

o bokach a, b.
=]
Rl (aby?
3
a _
(a—b)? =a®> —ab—ab +b? = a®> —2ab + b*
b | B (abyb
- b a-b

Rysunek 2-2 - Kwadrat réznicy

Przyktad 4

Zapisz wyrazenia w postaci sum algebraicznych.
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(4x —3)2 = (4x)®> —2-4x-3+ 3% = 16x%2 — 24x + 9

(3a — 5b)% = (3a)®2 — 2-3a-5b + (5b)% = 9a? — 30ab + 25b%

(1-xv3)" =12-2-1-xv3 + (xv3)" = 1— 2xv3 + 322
Przyktad 5

(198)% = (200 — 2)2 = 200% — 2-200- 2 + 22 = 40000 — 800 + 4 = 39204
Przyktad 6

Zapisz podane sumy w postaci iloczynu.

a’ —16a+64=a>—2-a-8+82=(a—8) =(a—8)(a—8)

2 2
9—6yV5+5y2=9-2-3-W/5+(yV5) = (3—5) = (3—»V5)(3 —yV5)
36x% — 36xz +92z%2 = (6x)? —2-6x -3z + (32)% = (6x — 32)? = (6x — 32)(6x — 3z2)

mm) Wzory skréconego mnozenia - réznica kwadratéw

lloczyn sumy dwéch wyrazen a i b przez ich réznice jest rowny réznicy kwadratéw tych wyrazen.
(a+b)a—b)=a>—+

-]
=

a-(a-b)

b(a-b)

Rysunek 2-2- Roznica kwadratow
Interpretacja geometryczna

Pole pokolorowanego prostokata jest rowne:
P=(a+b)a—-b)
P=a-(a—b)+b-(a—b)=a®—ab+ab—b%=a%>—b?
Zatem (a + b)(a — b) = a® — b?

Interpretacja algebraiczna

(a+b)a—b)=a®—ab+ab—b?>=a®>—-b?
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Przyktad 7

Zapisz wyrazenia w postaci sum algebraicznych.
(a-3)a+3)=a’?—-32=a%>-9
(3z +2y)(3z — 2y) = (32)? — (22)? = 922 — 492

(V7-5)(7+5) =(v7) =52 =7—-25=—18

Przyktad 8

Zapisz roznice w postaci iloczynu.

16b% — 25¢% = (4b)? — (5¢)? = (4b — 5¢)(4b + 5¢)

2x% — 4y? = (xxﬁ)z —(2y)2 = (xxﬁ + Zy)(x\ﬁ — Zy)

at—64=(a?)?— 82 = (a® — 8)(a® +8) = (a — 2v2)(a + 2v2)(a® + 8)
Przyktad 9

Oblicz 399 - 401.
399 - 401 = (400 — 1)(400 + 1) = 4002 — 12 = 160000 — 1 = 159999

ZADANIA

2.3.1 Zapisz za pomoca sum algebraicznych wyrazenia.

a) (x+3)? b) (2x+6)2 O (2+5y)? g (~lr+2y)
e) (6x +5y)° f) (v—5)7° 9) (2y — 4x)? h) (=3 -x)*
) (- 5) D (6y—2x)
Odpowiedz:
a) x2+6x+9; b) 4x2+ 24x + 36; Q) 4+20y+25y%
d) %xz —2xy + 4y e) 36x%+ 60xy + 25y f) % —10y + 25;
g) 4y* —1léxy + 16x%; h) 9+6x+x% i) y*—10y + 25

j)36y? —4x +%x2.
2.3.2 Oblicz.
a) 1032 b) 782 ¢ 5032 d) 99?2 e) 4982 f) 3032

Odpowiedz: a) 10609; b) 6084; c) 253009; d) 9801; e)248004; f)91809.
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2.3.3 Oblicz, korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia.

a (V3+2) b (V3+7)
o (2v2-5)° d) (23+v6)°

Odpowiedz: a) 44/3 + 7; b) 2421 + 10; )33 —2042; d) 18 + 1242,

2.3.4 Zapisz wyrazenia w postaci iloczynu.

Odpowiedz:

a) x2—-125 b) 4x2?—9y? Q) x*— 49y?
d) 64 —0,36x2 e) ;xz — 1212 f) 3x2—7y2
a) (x —5)(x +5); b) (2x — 3)(2x + 3y); Q) (x = 7y)(x + 7y);

DE-0606E+060); o (Sx-11y)Sx+11y) (B —VTy)(VEx +Ty).

2.3.5 Zapisz w postaci réznicy kwadratéw dwéch wyrazen.

a) (x—2)(x+2) b) (2x —3y)(2x +3y) 9 —(Gr+y)(3x-v)

d) (V2-5)(v2+5) e) (3v7+3)(3V7-3) f) (—5x—6)(5x —6)

Odpowiedz:a) x? — 4; b) 4x? — 9y% ) —;x> +y% d)—23; e)54; )36 —25x

2.4 Usuwanie niewymiernosci z mianownika utamka

Wzory skréconego mnozenia stosuje sie takze do usuwania niewymiernosci z mianownika utam-
ka. Aby usuna¢ niewymiernos$¢ z mianownika utamka, nalezy licznik i mianownik utamka pomno-
zy¢ przez taki czynnik, ktéry da w mianowniku liczbe catkowita. Jezeli w mianowniku mamy sume
lub réznice, korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na réznice kwadratéw dwodch wyrazen.

Przyktad 1

Usun niewymiernos$¢ z mianownika utamka.

2 2 -1 2E-1) | 2(vE-1) | o2(VE-1) _2(E-1) VB
VE+1  AB+1 4E-1 (VE+1)(VE-1) T (yB)°-2 0 s-1 4 2
3W3 33 2VB+5 _ 3+3(24345) _18+415V3  18415v3 _ 3(6+5/3)
23-5  2/3-v5 243+5 (2V3-E)(2V3+E)  (243)°-(v5)°  12-5 7
1 1 (EHEE | (EEE VERERE VIRAHE VB
VEHEHE T (VEREHE (VZHE)-VE  (VZ4+y3) -(vE)©  2+2/6+3-5 246 Ve

VIZH/I8—30 _ 2/3+3/2-/30

12 12

ZADANIA

2.4.1 Usun niewymierno$¢ z mianownika utamka.
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v2+1 Y3—/2 Y2—4/5 V11442
Odpowiedz:
/5 3 33.3 33 -4 —/27 —7-2.J10
25 b 035 Ao @ TETENEEL )2y2 -2 g)15 +5V6; h)

2.4.3 Usun niewymiernos¢ z mianownika.

vz V3 2 3
A == TR o= iF
V3IHZT 42-43 s+/B' 2B
b) 2443 4342 2/3+5 VZ+3
3448 V23 6+243° 342+243
Odpowiedz:

a)vV6 —2,—/6 —3,0,5 —0,1v5,-3(2 + 5);

6—24B+34/3-342 31 /&
b)%,*5 - ZXJE,EJFE\'@;%-

2.4.4 Usun niewymiernos¢, korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia.

—30+25y/3-15/7+10421

12 i b)

24/3+3y2-430
12 '

Odpowiedz: a)

2.5 Rozktad wielomianu na czynniki

Wylaczanie wspodlnego czynnika z wyrazow sumy algebraicznej przed nawias to nic innego, jak
zamiana sumy algebraicznej na iloczyn wyrazen. Umiejetnos$¢ ta jest przydatna do rozktadania
wyrazen algebraicznych na czynniki.

Przyktad

3x+6y—12z2=3-2z+3-2y—3-4z =3(z+ 2y — 4z)

—2abc + 6a’bc — 10ac? = —2abc + (—2) - 3aabc + (—2) - 5ace
= —2ac(b + 3ab + bc)

x(2a+ b)—y(2a+b)=(2a+b)(x—y)

xly—z)—(y—z)=x(y—z)—1y—z)=(y—2)(x—1)

ZADANIA

2.5.1 Wylacz wspdlny czynnik poza nawias:

a) Sx+xi= b) 6x2—3x=
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¢ 6x+10xy+8xz = d) 8x?y+4xy—2y=
e) 3xyz+ bxzt —9xyt = f) 5x*—25x% —10x%?=
g 2+ +Kx+yz= h) (2x—3y) —a(2x—3y) =
) (5-—x)y?—9(5-x)y—(x—5)=
Odpowiedz:
a)x(5 +x); b)3x(2x —1); o) 2x(3+ 5y +4z); d)2y(4x?+ 2x—1); e)3x(yz + 2zt — 3yt);
f)5x2(x? —5x —2); 9)(x+¥)(2+2); h)(2x-3y)(1—a); )(E-x)G* -9 +1).
2.5.3 Zapisz w postaci iloczynowej:
a) 3x2—6 b) x3—x?—4x+4 o x3+2x2+9x+18
d) 3x3—15x2—-6x+30 e x*—x3—-8x+8

Odpowiedz:

a)3(x —VZ)(x +v2); b)(x—DG-2)x+2); o (x+2)x2+9);
A3 —5)(x—vZ)(x +v2); e (x — 1)(x — 2)(x? + 2x + 4).

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?
1. Réwnosc (a+ 42 = a? +32vZ + 32 zachodzi dla:

a) a =82 b) a =4 ¢ a=8 d) a =42
2. Liczba (2 — 3\/2_)2jest réwna:»

a) —14 b) 22 o —14 —1242 d) —22 —122

3. Réwnos¢ (a + 2‘/2_)2 = a? + 2842 + 8 zachodzi dla:

a) a =14 b) a=7+2 Q a=7 d a=2+2
4, Liczba x stanowi 20% liczby y. Zatem prawdziwe jest nastepujace rownanie:
a) 02x =y b) v = 5x o 12x =y d x=12y

33 Zadania: 2, 3, 4 zaczerpniete z,Poprawkowy egzamin maturalny z matematyki’, sierpien, 212 (www.cke.home.pl/dokumenty/sierpi-
en2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 23.03.2013).
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5. Liczba (3 — \/2_) +4(2 — v2) jest rowna:

a) 19-10v2 b) 17-4V2 Q 15+14/2 d) 19+6v2
6. Wyrazenie 8x”- 4xy + 6x jest rowne iloczynowi:

a) 2x(4x — 2y + 6) b) 2x(4x — 2y + 3)

o 2x(4x? — 2y + 3x) d 2x(4x — y + 3)
7. Warto$¢ wyrazenia (vx + 1+ 1)(1 —+vx +1) dlax=+v2 — 2 jest rébwna:

a) 2-2 b) vz -2 o V2 -3 d) 4-v2
8. Liczba a stanowi 60% liczby b. Wéwczas:*

a) a=b-04 b) b=04a o b=1a d a=3b
9. Warto$¢ wyrazenia Z:;Z dla a = -2+/3 jest réwna:

a) 4/3-1 b =2 9 =2 d) —4v3+1
10.  Rozwigzanie réwnania x (x — 1) + 36 = x (x +3) nalezy do przedziatu:

a) (310) b) (11,+w) o (=59 d) (—,5)
11.  Rdznica liczby x i 15% tej liczby jest rowna 255. Rdwnaniem opisujacym te zaleznos¢ jest:

a) x-0,15 = 255 b) 1,85 - x = 255

¢ x4+ 015 - x =255 d x-015- x =255
12.  Jezelix=1-2v2iy=+2,to xy réwne jest:*

a) V2-4 b) 4-+2 o -3 d) -v2
13. Wyrazenie x(x—2)(x+2) jest rbwne:

a)  (x-2)} b) x®-4x o x*-2 d x*-2x
34 Zadania: 5, 6, 7 zaczerpnigte z,Egzamin maturalny z matematyki’, maj, 2012 (www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_

35
36

matura2012/matm_pp.pdf, 23.03.2013).
Zadania: 8,9, 10, 11 zaczerpniete z arkusza ,Probny egzamin maturaly z matematyki, CEN, Bydgoszcz.
Zadania: 12, 13, 14 zaczerpniete z arkusza ,Prébny egzamin maturalny z matematyki, OKE, Poznan.
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14.  Wyrazenie 27x%+)?jest réwne iloczynowi
a) (3x+y)(9x2 —3xy+y2) b) (3x+y)(9x2+3xy+y2)

c) (3x—y)(9x2+3xy+y2) d) (3x—y)(9x2—3xy+y2)

15. Kwadrat liczby x=5+ Zx/gjest réwny:3’

a) 37 b) 25+443 o 37+2043 d) 147

16.  Wyrazenie 5a>- 10ab + 15a jest rowne iloczynowi:*
a) 5a2(1-10b+3) b) 5a(a-2b+3)

c¢) 5a(a-10b+15) d) 5(a-2b+3)

17.  Liczba (3 - \/5)2 + 4(2 - \/5) jest rowna:*
a) 19-1042 b) 17-4v2 o 15+14/2 d) 19+6v2

18. Dlapewnych aibzachodza réwnosci a? - b>=200ia + b=8.Dlatych ai b warto$¢ wyrazeniaa - b
wynosi:*

a) 25 b) 16 c 10 d) 2

2
19.  (2pkt) Wykaz, zejeslia>0,to == > =4

20. (2 pkt) Uzasadnij, ze jesli (a2 + b?)(c? +d?) = (ac + bd)?, to ad = bc.

21. (2 pkt) Uzasadnij, ze jezelia + b=1ia*+ b*>=7,to a*+ b*=31.

atbtc atb

3 > 2"

22. (2 pkt) Uzasadnij, ze jesli liczby rzeczywiste a,b,c spetniajg nieréwnos¢ 0 < a < b < ¢, to

23.  Upros¢ wyrazenie: —9(2m —3)+(m—3)’ —(m+2)(m—2)—m’, a nastepnie oblicz jego wartos¢ dla

m=~/3"
24, Wykaz, ze suma kwadratéw trzech kolejnych liczb naturalnych parzystych jest podzielna przez 4.

25.  Oblicz wartoé¢ wyrazenia: (2x+3y)-(2x—3y)—(2x—3y)* dla x = V2, y= NG

37 Zadania: 16, 17 zaczerpniete z CKE, 2010 (www.cke.edu.pl/images/stories/0012_Matura/arkusz_proba2010_std.pdf, 20.03.2013).
38 (www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf, 20.03.2013).

39  (www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf, 20.03.2013).

40 (www.bi.gazeta.pl/im/7/10397/m10397917, MATEMATYKA-PP.pdf, 24.03.2013).

41 (www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 20.03.2013).

42 Zadania: 23, 24, 25 zaczerpnieto z Testy maturalne, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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3 Rownaniai nierownosci

To juz potrafie:

» Zapisywac zwigzki miedzy wielkosciami za pomoca réwnania pierwszego stopnia z jedna
niewiadoma, w tym zwiazki miedzy wielkosciami wprost proporcjonalnymi i odwrotnie
proporcjonalnymi;

» Sprawdzi¢, czy dana liczba spetnia réwnanie stopnia pierwszego z jedna niewiadoma;
» Rozwigzywac réwnania stopnia pierwszego z jedng niewiadoma;

» Zapisywac zwigzki miedzy nieznanymi wielkosciami za pomoca uktadu dwéch réwnan
pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi;

» Sprawdzi¢, czy dana para liczb spetnia uktad dwéch réwnan stopnia pierwszego z dwiema
niewiadomymi;

» Rozwigzywac uktady réwnan stopnia pierwszego z dwiema niewiadomymi oraz zadania
osadzone w kontekscie praktycznym.
|

ZADANIA ZAMKNIETE

Zad.1. Liczba 7 jest rozwigzaniem réwnania:
a) 2x+1=3x-2 b) 2(x+1)=3x-2

Q 2x+1=3x—-2) d 2x+1=3x+2

Zad.2. Po obnizce 0 30% ptaszcz kosztuje 392 zt. Jaka jest pierwotna cena ptaszcza?

a) 500 b) 560 c) 650 d) 600

Zad.3. Wybierz rysunek, ktory przedstawia zbior rozwigzan nieréwnosci x —3 > 1
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Zad 4.

Zad.5.

Zad.6.

Zad.7.

Zad.8.

Zad.9.

Ktdre z rownan nalezy dopisa¢ do réwnania x — 2y = 8, aby utworzony uktad réwnan byt sprzeczny?

a) 6x+2y=13 b) Zx+2y=4
) x—2y=4 d) 2x—4y =16
3 =8
Ukfad r(’)wnah{ Xty _
2x—y=7
a) Ma doktadnie jedno rozwiazanie b) Nie marozwiazan
c¢) Ma dwa rozwigzania d) Ma nieskoniczenie wiele rozwigzan
Jezeliy jest liczba szklanek o pojemnosci 0,2 litra, ktére mozna napetni¢ sokiem z petnego naczy-

nia o pojemnosci 1,5 litra, to opisuje to nieréwnos¢:

a) 02y=15 b) 02y >15
0 02y=15 d) 15y <02
lle litréw wody nalezy dola¢ do 3 litréw 10% roztworu soli, aby otrzymac¢ roztwér 6%? Zatdz, ze

gestosc roztworu jest rowna gestosci wody.

a) 1 litr b) 4 litry c) 3litry d) 2litry
Nieréwnoscig rownowazng nieréwnosci x > 1 jest:

a) x—1<0 b) —x>-1 0 x—2>-1 d) §>1

. 1
Po wyznaczeniu y ze wzoru 2y = z— -y otrzymamy:
/

3 3 4 7
a) y=3z b) y=3z Q) y=3z d) y=3z

Zad.10. Pan Marek zebrat m kg jagod, pan Janek o 5 kg wiecej niz pan Marek, a pani Ewa 2 razy mniej niz

pan Marek i pan Janek razem. tacznie zebrali 40 kg jagdd. Wskaz odpowiednie réwnanie opisujace
te sytuacje.

a) m+m+5—%(m—5+m)=40
b) m+m+5+3(m+5+m) =40
O m+m=—5+>(n+5+m) =40

d) m+m—5—%(m—5—m)=40

Odpowiedzi:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C B D C A C D C B
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ZADANIA OTWARTE

1. Za dwa filmy zaptacono 60,20 zt. lle kosztuje kazdy film, jezeli jeden jest o 15% drozszy od drugiego?
. s . . e s 2 . 3x+2 3+x
2, Korzystajac z wiasnosci proporcji, rozwiaz rownanie —— = —-.

3. Za jedna ksiazke drozsza i jedng tansza zaptacono 19 4, a za piec ksiazek drozszych i sze$¢ ksigzek
tanszych zaptacono 104 zt. Jaka byta cena ksigzki drozszej, a jaka ksiazki tariszej?

4, Kupujac telewizor, Tomek wptacit 30% jego wartosci. Pozostata czes$¢ naleznosci postanowit spfaci¢
na raty. Platnos¢ miata sie odby¢ w 9 ratach po 140 zt. lle kosztowat telewizor?

5. O godzinie 10° Adam wyruszyt piechota z miejscowosci A do miejscowosci B. O godzinie 11%°
z miejscowosci A wyruszyta Ewa i jadac na rowerze z predkoscig 24 km/h, dogonita Adama o godzi-
nie 12'. Z jaka $rednia predkoscia szedt Adam?

Odpowiedzi:

Nr zadania Etapy rozwigzania

x -cenalfilmu

x + 15%zx - cena ll filmu
1 x +x + 15%x = 60,20

2,15x = 60,20 > x =28
Odp. Jeden film kosztuje 28 zt, a drugi 32,20 zt.

3x+2_3+x
4 2
2 6x +4 =12 +4x

2x=8=>x=4

x - tansza ksigzka

y - drozsza ksigzka
3 {x+}’:19 {x:10
5x + 6y = 104 y =

Odp. Tansza ksiazka kosztowata 9 zt, a drozsza 10 zt.

x - cena komputera
30%x +9-140 =x

4
1260 =0,7x = x = 1800
Odp. Komputer kosztowat 1800 zt.
2 h 15 min - czas podrézy Adama, 45 min - czas podrozy Ewy
x - predkos¢ Adama

. x-2 g - droga przebyta przez Adama

24 -g - droga przebyta przez Ewe
x22=24-L 5453
60 60

Odp. Adam szedt ze $rednig predkoscia 8 km /h.
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3.1 Roéwnania pierwszego stopnia z jedna niewiadoma

Teraz naucze sie:

» Sprawdza¢, czy dana liczba rzeczywista jest rozwigzaniem réwnania,

» Rozwiagzywac réwnania pierwszego stopnia z jedng niewiadoma,

» Nazywac réwnania w zaleznosci od liczby rozwiazan (sprzeczne, oznaczone, nieoznaczone),
» Korzystac z proporcji do rozwiazywania zadan.

|
Hm) Rozwigzaé réwnanie oznacza znalezé wszystkie liczby, ktére spetniaja réwnanie, lub uza-
sadni¢, ze takie liczby nie istnieja. Zbior wszystkich liczb spetniajacych rownanie nazywamy
zbiorem rozwiazan tego réwnania.

Réwnanie o postaci ax+b =0, gdzie X jest niewiadoma, natomiast ai b sa dowolnymi liczbami,
nazywamy réwnaniem liniowym. Aby rozwiagzac¢ réwnanie liniowe, nalezy sprowadzi¢ je w wy-
niku przeksztatcen réwnowaznych do réwnania elementarnego ax =—b i obustronnie podzieli¢
przez wspoétczynnik wystepujacy przy niewiadomej x.

Wyrazenia, ktdre przenosimy z jednej strony na druga zmieniaja swéj znak!

Przyktad 1
5x —10 =0
5x=10/:5
x=2

Réwnanie liniowe moze mie¢ doktadnie jedno rozwiazanie. Takie rbwnanie nazywamy oznaczonym.
Przykitad 2
a) 2x+1=-2(x+3)-1
2x+1=-2x-6-1

2x+2x=-6-1-1
4x=-8
x=-2

b) 2x+3(3x-35)-10=5x+5
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2x+3(3x —5)-10=5x+5

Zgodnie zasada mnozenia liczby przez
nawias w wyrazeniach algebraicznych.
Mnozymy przez 3 kolejne wyrazenia z

nawiasu: 3x1 (-5).

2Xx+9x-15-10=5x+35

1l,lI Po lewej stronie mozna jeszcze
zredukowadc wyrazenia podobne:
l 2x+9x=11x
-15-10=-25
1Ix —25=5x+5

Uwaga!!!

Wyrazenia, ktére przenosimy z jednej strony na druga, zmieniajg swoéj znak!

1Ix —-25=5x+5

Przenosimy 5X na lewo. W zwiazku z Przenosimy (-253) na prawo. W
tym zmieniamy znak i po lewej zwiazku z tym zmieniamy znak i po
zapisujemy: -3Xx [ prawej zapisujemy: +25

\d
11x —5x =5+25

Wykonujemy ostatnie dziatania po
obu stronach réwnania.

6x =30
6x=30 /=6
l 30:6=5
=5

mm) Sprawdzenie

Sprawdzenie warto wykonac zawsze, niezaleznie od tego, czy jest wymagane w zadaniu, czy nie. Aby
je wykonag, do pierwotnej formy réwnania podstawiamy zamiast,x” otrzymana wartos¢, zgodnie z za-
sadami podstawiania wartosci liczbowych za symbole w wyrazeniach algebraicznych. Zapisujemy za-
miast,x" otrzymana wartos¢, a miedzy liczba i podstawiang wartoscia zapisujemy mnozenie.
Réwnanie zostato dobrze wykonane, gdy po obu stronach uzyskujemy taka sama wartosc i moze-
my zapisaé:L="P.

2X+3(3x-5)-10=5x+5

o o

2-5+3(3-5-5)-10=5-5+5
10+3(15-5)-10=25+5
10+3-10-10=30

104+30-10=30
30=30
L=P
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Réwnanie liniowe moze mie¢ nieskorczenie wiele rozwigzan. Takie rownanie nazywamy nieozna-
czonym (tozsamosciowym).
2x-D+4=2x+2
2Xx—-2+4=2x+2

2x+2=2x% 2
2x-2x=2-2
0=0
o=01!

Piszemy wiec:

|

Réwnanie jest tozsame

xeR
) Rownanie liniowe moze nie mieé rozwiagzan. Takie r6wnanie nazywamy sprzecznym.

Réwnanie sprzeczne nie ma rozwigzan. W trakcie liczenia, dochodzimy do momentu, w ktérym po-
wstaje sprzecznos¢ (np. 0 = 9), wtedy znak rownosci przekreslamy: (0#9). Nastepnie nalezy zapisac:
+ROwnanie jest sprzeczne” oraz x €@ (czyt. x nalezy do zbioru pustego), mozna tez zapisac stownie:
,Brak rozwiagzan".

Przyktad 4

5 —-9#2x+3(x-2)
5x—9#2x+3x-6

5x—-9=5x-6
5x-5x#-6+9
0+3
0#3r!

Piszemy wiec:

Réwnanie jest sprzeczne

Xed

mm) Jesli b=0i d =0, to proporcje: % =§ mozemy zastapi¢ rownoscia d =0 .

Przyktad 5
2x-5_5
x+1 3

Z: x+120=x=-1

3(2x-5)=5(x+1)

6x—15=5x+5
6x—-5x=5+15
x=20

Odpowiedz: Réwnanie oznaczone, x = 20.
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Zdarzaja sie rownania, ktore zawierajg pewne ,utrudnienie” w formie postaci utamkowych. tatwo
mozna jednak ten problem rozwiaza¢. Nalezy ,pozby¢” sie mianownikéw, mnozac cate réwnanie
przez wspélny mianownik.

Wspdlnym mianownikiemdla 4, 8

i 2 jest 8, dlatego mnozymy cale
rownanie przez 8.

2X+3 x-3 —2x+4 l
——+2x=——+5 /-8
4 8 2 \
II l \ "\. UWAGA: Pamigtajmy by
/ \'. \'., przemnozyf kazde wyraZenie.
| \ \
v I Y \\‘
2 1 o ot
8-2X+3—&X 3+8-2x:‘8-< 2x+4+8_5
3 &

1 1 1

Skracamy mianowniki z 8, a nastepnie przepisujemy réwnanie, pomijajac
uzyskane w mianownikach 1 (bo dzielenie przez 1 nie zmienia wartosci).
UWAGA: Pamietajmy by liczniki zapisac w nawiasach.

2-(2x +3)—(x —3)+16x =4(—2x +4) +40

4x+6—x+3+16x=-8x+16+40
dx—x+16x+8x=16+40-3-6

27x =47
47 .20
x=—=1==
Od tego momentu mamy do rozwiazania,normalne”réwnanie: 27 27
Odpowiedz: Réwnanie oznaczone, x = lz—g.
ZADANIA
3.1.1 Rozwiaz rébwnania:
a) 6x+7+2x=8-x+1+80 b) —4(2x-5)=2(3x+7)
A (Bx-=5)+(2x-3)=(x-2)-(x+4) d) x(x-3)=(x+2)
&) (3x+5) +(4x+6) =(5x+6) +37 f) %(2;(—7): %(3”)
_ _ _ _ 2
g) 5x-4 7 2x=0 h) x(3 x)_3 2x “oy
6 2 0 3 5
) 3_2x+3 17 3x+2 i ,7x+5:0’1x+7}
2 6 2 7 7
1. Odpowiedz: a) 9%; b) %; Q) é; d) _74; e) g; f) %; a) %; )_2—1; i) g; j) rbwnanie sprzeczne.
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3.1.2 Rozwiaz rbwnania:

a) x—2x+5)=-3(4+x)+8 b) §—3(x—2):—5x+16
9 XT“_z(x_l):g_x d) (x+2) =2+ (x=3)
e (x—2)x+2)=(x-1) f)  2(x—4)x+5)=x(2x-10)-14

Odpowiedz:a)3; b)4;, )2, d)z e)25 f)?_é.

3.1.3 Podaj liczbe rozwigzan réwnania:

a) 20x-2)-5=7-2x b) 5x—3=2(x+4)+3x
A (x—2) =(x—1)fx+1)—4x d) 8-(2x—-4)=-2(x-1)+10
o) 3x3_2—2x=—§—x £ (x+3F —(x=3)\x+3)=5
Odpowiedz:
a) x = 2 oznaczone; b) 0 = 11 sprzeczne; ¢) 0 = -5 sprzeczne; d) 0 = 0 nieoznaczone;

e) 0 =0 nieoznaczone; f)-2i1/6 oznaczone.

3.1.4 Rozwiaz rownanie podane w postaci proporcji (najpierw przyjmij odpowiednie zatozenia):

5 _E b) x  Sx+1 0 3+x  S5-x
4x+3 x x—-1 5x+3 x-2 —-x+1
d) x—Z:l—x 7 _ 5
-x x-2 T7x—-10 5x-20

Odpowiedz: a) -2; b) _?1; c)% d)g; e) sprzeczne.

3.2 Nierownosciliniowe

Teraz naucze sie:
» Rozwigzywac nierébwnosci pierwszego stopnia z jedna niewiadoma,

» Zaznaczac zbidr rozwiagzan na osi liczbowej i zapisywac w postaci przedziatu.

Rozwigzywanie nieréwnosci nie rézni sie znaczaco od rozwigzywania réwnan.
W nieréwnosciach zamiast znaku =" mamy znak nieréwnosci.
W poréwnywaniu do réwnan mamy tu do czynienia zdwoma podstawowymi réznicami:

1) W trakcie obliczen, gdy zachodzi konieczno$¢ pomnozenia lub podzielenia catego réwnania
przez liczbe ujemna, nalezy obrocic¢ znak nieréwnosci w drugg strone.

2) Po uzyskaniu rozwiazania, nalezy zaznaczy¢ je na osi oraz za pomoca przedziatu liczbowego.
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Przyktad 1

2x+1)-3<4x+3
2x+2-3<4x+3

2x—1<4x+3
2x —4x<3+1 musimy obrocic znak nieréwnosci.

—2x<4,+(-2)
x>-2
Teraz nalezy zaznaczy¢ wynik na osi liczbowej.

Xz _2 Znak nierdwnosd skierowany w

Znak nieréownosd =, wiec E: 2 2
5 prawo, wiec przedziat skierowany
kropka jest zakolorowana. &

bedzie w prawo.

e x

- co -2

0 oo

Po narysowaniu przedziatu na osi, nalezy jeszcze go zapisac.

Nawias trojkatny (domkniety), Nawias okragly (otwarty), bo
bo kropka w przykladzie jest przy nieskoficzonosd zawsze
zakolorowana. \‘ jest otwarty.
; e (— 2 oo)
Przyktad 2

Rozwigz nierownos¢ 5(x — 1) — 2x + 3 > 2x
5(x—1)—2x+ 3> 2x
5x —5—-2x+3>2x

3x —2 > 2x
3x —2x =2
x =2

Znak nieréownosc > jest skierowany
w prawo, wiec przedzial skierowany
bedzie w prawo.

Znak nieréwnosci: >,
wiec kropka jest pusta
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ZADANIA

1.1.1. Rozwiaz nieréwnosci:

a) S(x—1)—2x+3)2x b) —2(x+6)4(3 +2x)

o 3(2-x)< —%(6;;—21) d) 1- 2):5 3

o) 5x+12275x f) 2_3(3_2)(»3_19—12)6
2 -3

9) 5_2)c3f3>4_4x6+2

3.3 Odpowiedz:a) (2,+0); b) (—®;-2,4); ©) (-8 ) (—%&ooj; e) ( —%,+00); f)J; 9R

3.3 Przeksztatcanie wzorow

Teraz naucze sie:
»  Przeksztatca¢ wzory matematyczne, fizyczne, chemiczne

Przeksztatcanie wzoréw czesto sprawia uczniom wiele probleméw, a jest to naprawde bardzo pro-
ste. Pamietaj, ze kazdy wzdér mozesz potraktowac jako rownanie. Dziatania wykonujesz zawsze po
obu stronach réwnania. Aby pozby¢ sie jakiej$ wielkosci, wykonujesz dziatanie odwrotne do dane-

go.

Przeksztatcanie wzoréw polega na wyznaczaniu jednej zmiennej, ktéra we wzorze wystepu-
je jako niewiadoma.

Przyktad 1

Znajac wzor na site, wyznacz wzor na przyspieszenie ciata.

Podziel obie strony réwnania
przez m

F=m-a
F
a=—
m
Przyktad 2
. - . at?
Ze wzoru na droge w ruchu jednostajnie przyspieszonym § = - wyznacz czas.
a-t2 Pomnéz obie strony réwnania
g = przez %
2
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Wyciagnij pierwiastek z obu stron
réwnania

ZADANIA

3.3.1 Przeksztat¢ wzory fizyczne , tak aby wyznaczy¢:
a) m,vzewzorunapedp=m-v

p 1
b) T ze wzoru na czestos¢ f= 7

2

ey

c) m,vzewzoru na energie kinetyczna E=

d) I, gze wzoru na okres wahadta matematycznego TZZN\E

P . .1 1
e) Xx,yzréwnaniasoczewki -=-+-
f x y

f) I, szewzorunaopérR=p é

2
g) gq,rzprawaCoulomba F = ki—z
Odpowiedz:
P ,=E _ L 2 N e N
a)m—v,v—m,b)T—f,C)m 2,V—J;,d)l = 0= T
Iy Ty B ey o [F2
e)x—y_ ¥ —x_f,f)l =5 = —9a = |7~

3.3.2 Ze wzoru na stezenie procentowe wyznacz:

a) mase substancji m_

ms.100%
= ——
my

b) mase roztworu m,

o .. _ Cp-my, _ mg100%
Odpowiedz:a) m; = 100% " b)m, = B
3.3.3 Przeksztat¢ wzory matematyczne tak, aby wyznaczy¢:

L S YITT 4 4
a) promien r, ze wzoru na objetos¢ kuli v = 3T

a2+/3
4

b) bok tréjkata rownobocznego, ze wzoru na pole tréjkata p =

(a+b)-h
c) a,b,ze wzoru na pole trapezu p =————

d) promien r, ze wzoru na pole kota p = nr?

- _3|3v, a3, __2p-bh ; _ 2p—ah, _ e
0dpownedz.a)r—J;, b)a=_| s Qa==——b=—"— d r= [
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3.3.4 Wyznacz a zwyrazen:

1 2 ¢ 1 1 1
a) —+—=- b) ———=-=
a 3b d a+b b—¢ 4
at2b) 3a 2a
o @3 24-¢ & [2-2d
2 b atc
. 3db be—c%—b? 2b? 4cd?
Odpowiedz:a)a=——— b)a= ; Qa= ; da=——.
2d-3bc 2c+b 12ed—b 2—4d

3.4 Rozwiagzywanie zadan w kontekscie praktycznym

Teraz naucze sie:
» Ukfadac i rozwigzywac réwnania i nieréwnosci liniowe do zadan z trescia.

Zadania chemiczne mozna rozwiazywac réznymi metodami. Czesto korzystamy ze wzoréw che-
micznych, ktére nalezy przeksztatci¢ do odpowiedniej postaci. Istniejg tez inne sposoby. A oto
jeden z nich:

Przyktad 1

Do 130 g 12% roztworu NaOH wrzucono 40 g NaOH. Jakie jest jego stezenie procentowe

Rozwigzanie

= 30
g

130 g roztworu substancji rozpuszczanej 130g + 30g = 160g roztworu

Uktadamy réwnanie:

12% - 130g + 30g = 160g - x%

stad x = 28,5%
Przyktad 2

Ile wody nalezy odparowac z 200 graméw 25% roztworu Na,SO,, aby otrzymac roztwor o stezeniu 30%?
Rozwiazanie

W 200 g 25% roztworu znajduje sig 0.25 - 200 = 50g czystego Na,SO, i 150 g wody. Stezenie pro-
centowe roztworu, jaki chcemy otrzymac, wynosi 30%. Jesli mase rozpuszczalnika oznaczymy jako
X, Ze wWzoru na stezenie procentowe otrzymamy réwnanie:

ms.100%
Cp= ———
m,
30% = 50
° T 150 +x
x =18,(3)
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Nalezy wiec odparowac 150 g - 18,(3) g = 131,7 g wody.
Rozwiazujac zadania fizyczne, pamietaj o jednostkach.

Przyktad 3

Samochdd przebyt pierwsza potowe drogi ze stata predkoscia 20 m/s, a druga potowe ze stata pred-
koscig 30 m/s. Obliczycz srednia predkos¢ samochodu na catym odcinku drogi.

Rozwigzanie
Srednia predkos¢ samochodu wynosi v, = %, gdzie
As = §+ % = s catkowita droga przebyta przez samochéd,
At =t, +t, catkowity czas ruchu samochodu,
t, = 2371 czas, w ktérym samochod przebyt pierwsza potowe drogi jadac z predkoscia v,

t, = % czas, w ktérym samochéd przebyt druga potowe drogi z predkoscia v,
2z

zatem $rednia predko$¢ samochodu jest réwna:

Uwaga: Srednia predko$¢ samochodu nie jest, w tym przypadku, $rednig arytmetyczna predkosci.
Przyktad 4

Adam wyjezdza w trase o godzinie 13.00 i jedzie motocyklem ze $rednig predkoscia 70 :ch Piotr
wyjezdza godzine péniej i ma do pokonania dwa razy krétsza trase. Jedzie motocyklem z szybko-
$cig 50 ;sz Oblicz, jakie trasy mieli do pokonania motocyklisci, jezeli wiadomo, ze skonczyli jazde
o tej samej godzinie.

Rozwigzanie
Zauwaz, ze:
=t +1
sg= vy -ty = 70(t; + 1)
S; = vy -ty = 501,
§1 = 25,

stad otrzymujemy réwnanie

70(t, + 1) = 100¢,

Odpowiedz:
h,

1
t, =2 2 t, = 3§ h, s, = 116,7 km, 81 = 2334 km

Wl =

43 www.mif.pg.gda.pl/zz/3%20Kinematyka.pdf, 12.03.2013.
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ZADANIA

3.4.1 Pawet jedzie do pracy ze srednig szybkoscig 50 — W pogodny dzief podréz zajmuje mu 1,4 h.
W deszczowy dzien jego srednia szybkos$¢ wynosi 35 — ObI|CZJakaL droge pokonuje Pawet do pra-
cy i ile minut wiecej zajmuje mu pokonanie tej trasy w deszczowy dzien.

Odpowiedz: s = 70 km, t,-t, = 36 min
3.4.2 Oblicz $rednig szybkos¢ Ziemi w ruchu dookota Storca, wiedzac ze w ciggu roku planeta pokonuje
droge 10°km.

Odpowiedz: v = 1,14~105%m

3.4.3 Samolot leciat z szybkoscig v = 780 kTm i pokonat droge 1800 km, nastepnie 1400 km leciat z wia-

trem, ktérego szybko$¢ wynosita 150%”. Oblicz czas przelotu catej trasy i sredniag szybkos$¢ samolo-
tu.

Odpowiedz: t=3h 12 min, v= 846%”
3.4.4 Karuzela wykonata 4 okrazenia o promieniu r = 15 m wokét wiasnej osi w czasie £ = 100 s. Oblicz

Srednig szybkos¢ karuzeli.

n2nr

Odpowiedz: v = =3, 77

3.4.5 Statek wycieczkowy ptynie z miejscowosci A do B, tam i spowrotem Predkos¢ statku wzgledem
wody to 40 , a predkos¢ wody wzgledem brzegu rzeki to 2 —. Oblicz $rednig predkos¢ statku na
catej trasie.

Odpowiedz:

(Pam|2etaj o zamianie jednostek. Wykorzystaj wzor z przykfadu 3, rozwaz ruch w obu kierunkach).
vi-vE

v, =—==10, 75—
v

r 1

3.4.6 Swobodnie puszczona kulka stalowa odbija sie (bez strat energii) od poziomej, doskonale sprezy-
stej powierzchni, uderzajgc w niq co 1,2 s. Jak wysoko podskakuje kulka? Przyjmij g =10 522

Odpowiedz: Skorzystaj ze wzoru h = =—, za czas podstaw (pomysl dlaczego), h=1,8 m.
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3.4.7 Z miast odlegtych o 150 km wyjezdzaja naprzeciw siebie dwa samochody. Srednia predko$¢ jazdy
jednego z nich wynosi 80 kTm a drugiego 60 kTm O ktorej godzinie i w jakiej odlegtosci od kazdego
z miast nastapi ich spotkanie?

Odpowiedz: (Pamietaj, ze jadg tyle samo czasu).

s = 1wy -t = 80t
s, = vy -t = 60t
s = 80t + 60t =150
t=1,0714h = 1h4min
sy =85,7km
s, = 64,3 km
Samochody spotkaja sie 0 godzinie 9.04.
3.4.8 lle gramoéw 30% roztworu LiOH nalezy doda¢ do 200 graméw 15% roztworu tego zwiazku, aby

otrzymac roztwor 20%?

Odpowiedz: 0,3x + 0,15 - 200 = 0,2(200 + x)
x = 100g

3.4.9 Odparowano 35 g 12% roztworu NaCl. Jaka mase osadu otrzymano?
iads: m = 2omr
Odpowiedz: m = 1005

m_=12-35/100=4,2g

3.4.10 lle CaCl, nalezy dodac do 300 graméw 25% roztworu CaCl,, aby otrzymac roztwér o stezeniu 40%?

Odpowiedz: 0,25 - 300 + x = 0,4x +0,4 - 300
x=75¢g

3.4.11 Zmieszano 120 g 18% roztworu KOH i 35 g 25% roztworu tego zwiazku. Jakie jest stezenie procen-
towe powstatego roztworu?

Odpowiedz: ms = 120- 18% + 35 - 25% = 30,35g
mr =120+ 35=155g

Cp = 19,58%
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CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

1. Wskaz nierownos¢, ktdra opisuje sume przedziatéw zaznaczonych na osi liczbowej:*
a) |x-2[>4 b) [x-2/<4 qQ |x-4<2 d) |x-4/>2
2 Rozwigzaniem réwnania x=5_2 jest liczba:
x+3 3
a) 21 b) 7 o 17/3 d 0

3. Wskaz rysunek, na ktérym jest przedstawiony zbiér rozwigzan nieréwnosci |x + 7| > 5%

N | |
-12 b x
B I J
2 12 X
C ]
-1?2 -2 x
b ! [
-2 12 X
. . , . 3x-1 2.
4. Rozwigzaniem rownania —— =— jest
Tx+1 5
a) 1 b) 7/3 c 4/7 d) 7
5. Do zbioru rozwigzan nieréwnosci (x — 2)(x + 3) < 0 nalezy liczba:
a) 9 b) 7 c 4 d) 1

6. Wskaz rysunek, na ktérym jest przedstawiony zbiér rozwigzan nieréwnosci [x-2| > 3.4

A) 'y 1 -

-1 5 X
B) -1 5 X
© ;
2 —

7. Wskaz nieréwnos¢, ktoérg spetnia liczba rr.%”

2 1
a) |x+1|>5 b) |x-1|<2 Q |x+3]<3 d) |x-3[=3

44  Zadania: 1, 2 zaczerpnigte z Prébna matura, CKE, listopad, 2010.

45 Zadania: 3, 4, 5 zaczerpniete z arkusza maturalnego CKE, maj, 2010.

46  Arkusz maturalny, Probna matura z matematyki, CKE, listopad, 2010.
47 Zadania: 7, 8,9, 10 zaczerpniete z arkusza maturalnego CKE, maj, 2011.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Rozwigzanie réwnania x(x —1) + 36 = x(x + 3) nalezy do przedziatu:

a) (3,10 b) (11, 4e0) o (5,9 d) (-0, 5)

. . . . . . . P ;.3 5 5x
Najmniejszg liczba catkowita nalezaca do zbioru rozwigzan nieréwnosci 3+ <g;lest

a) 1 b) 2 o -1 d -2

Wskaz, ktory zbidr przedstawiony na osi liczbowej jest zbiorem liczb spetniajacych jednoczesnie
nastepujace nierédwnosci: 3(x — 1)(x-5) = 0 ix > 1.

X I x
A) l B) L

il 3 1 6
| X | X
C) i D)
1 5 1 5

a) x= -1 by x=1 c x=2 d x= -2

A i + i i i i i + i i . —
-5 0 1 X
B. . . R — , , . 1 >
-3 0 3 X
C | | | | | é ; | iy >
-1 0 5 X
D } } } } } } } ‘ } f f —>
0 1 5 x
Rozwigzaniem réwnania —— = = jest
2x-4 3
a 8 b) 10 9 % d) -10
Najwieksza liczba naturalna » spetniajaca nieréwnosén < 2z —1 to:*
a) 3 b) 5 o 6 d 0
Rozwigzaniem réwnania —2 = x| jest liczba:
x+2
5
a) -1 b) 1 c 0 d) 3

48  Arkusz maturalny, CKE, maj, 2012.
49 Zadania: 12, 13 zaczerpnigte z,,Probna matura z Operonem’, listopad, 2010.
50 Zadania: 14, 15, 16 zaczerpniete z,Probna matura z Operonem’, listopad, 2011.

ROWNANIA | NIEROWNOSCI

89



90

16.  Przedziat zaznaczony na osi liczbowej jest zbiorem rozwigzar nieréwnosci:
f } ‘ f 4 f
0 1 2 X
a) |x+1]=<1 b) |x+1]=2 A |x-1=1 d) |x-1]<1
17.  Zbior rozwigzan nieréwnosci |x + 3| > 4 jest przedstawiony na rysunku:*'
A -7 0 1 x
PN 5+
B. 7 .10 1 x
—— >
C -7 0o 1 x
- 5 .
D. ] 01 7x
18.  Rozwigzaniem réownania 3(2 — 3x) = x — 4 jest:?
a) x=1 b) x=2 o x=3 d x=4
19.  Suma liczby x i 15% tej liczby jest réwna 230. Réwnaniem opisujacym ta zaleznos¢ jest:
a) 0,15-x=230 b) 0,85-x=230
¢ x+0,15-x=230 d x-0,15-x=230
20. (2 pkt) Rozwigz rownanie 2x+1=2 —f3xi rozstrzygnij, czy rozwigzanie jest liczba wymierng? >
21.  Liczby 2a-2,2a+2, a+1 sa dtugosciami bokdéw tréjata. Do jakiego przedziatu liczbowego nalezy liczba a?
22. (2 pkt) Rozwiaz réwnanie 273 _ 1
1-2x 2
120 B0P 1 (4)?
23.  (4pkt)Uzasadnij ze —<——F5""—<—| —| .
4 6 4 \3
24. (2 pkt) Oblicz, dla jakich wartosci parametru a warto$¢ wyrazenia [3a — 1| nie jest wieksza od 3.
25. (2 pkt) Trzej wspolnicy postanowili podzieli¢ zysk w wysokosci 6500 zt w stosunku 1 : 4 : 8. Jakie
kwoty dostana ci wspdlnicy?
26. (2 pkt) Sprowadz wyrazenie |x —1|+|x|—|- x + 1| do najprostszej postaci, gdy x (0,1)s.
27. (2 pkt) Za dwa lata Julka bedzie dwa razy starsza niz byta osiem lat temu. lle lat ma Julka?
51 Arkusz maturalny z matematyki, OKE, Poznan, 2013.
52 Zadania 18, 19 zaczerpniete z arkusza maturalnego, CKE, sierpien, 2011.
53 Zadania 20, 21 zaczerpniete z,Testy maturalne’, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
54 Zadania 22, 23, 24, 25 zaczerpnigte z informatora CKE, 2007.
55 Zadania 26, 27 zaczerpniete z prébnej matury z Operonem, listopad, 2009.
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