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Wstep

Drogi Uczniu!

Osoba przedsiebiorcza powinna posiada¢ wiadomosci i umiejetnosci, ktére utatwia jej funkcjono-
wanie w spoteczenstwie. To takze osoba, ktéra potrafi rozwigzywaé problemy, radzi¢ sobie w trudnych
sytuacjach, rozwijac i ksztattowac swojg osobowos¢, poszukiwaé nowych doswiadczen oraz analizowac
i wyciggac wnioski. Podobnie jest w uczeniu sie matematyki, bo matematyka to nie tylko rozwigzywanie
zadan. Jest to nauka rozwijajgca umyst, ksztatcagca wyobraznie, uczaca logicznego myslenia oraz rozumo-
wania matematycznego. Chcielibysmy, abyscie zakoriczyli nauke ze Swiadomoscia, ze matematyka przy-
daje sie w zyciu codziennym.

Podrecznik jest przeznaczony dla uczniéw szkét ponadgimnazjalnych. Zostat napisany w taki spo-
sOb, aby ksztatcit wymagane umiejetnosci, a jednoczesnie aby nauka matematyki byta przyjemna. Znaj-
dziesz tutaj oprécz wiedzy matematycznej, wiele ciekawostek z r6znych dziedzin zycia. Kazdy temat rozpo-
czyna sie od zadan sprawdzajacych umiejetnosci, ktdre juz posiadasz z gimnazjum. Jezeli masz zalegtosci
z poprzednich etapdéw ksztatcenia, powinienes szybko je nadrobi¢. W podreczniku teorie poparto licznymi
przyktadami, a ich dopetnieniem jest seria ¢wiczen do samodzielnego rozwigzania. Kazdy rozdziat koriczy
sie zestawem zadan, zatytutowanym:,Czy zdam mature z matematyki?”, dzieki ktérym mozesz sprawdzic,
czy poradzisz sobie na egzaminie maturalnym. Odpowiedzi do wigekszosci zadan znajduja sie na pod kaz-
dym z nich. Na koncu podrecznika umieszczony jest za$ indeks wazniejszych poje¢ i terminéw matema-
tycznych. Na caty cykl ksztatcenia zostaty przewidziane trzy tomy podrecznika.

Nauka matematyki moze stac sie réwniez dla Was wielkg intelektualna przygoda i niepowtarzalna
okazja, by odkry¢ - po raz pierwszy albo na nowo - piekno krélowej wszystkich nauk! Czego wszystkim
zyczymy.

Autorzy
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1 Uklady rownan pierwszego stopnia

1.1 Sposoby rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

Teraz naucze sie:
» rozwigzywac uktady réwnan metoda podstawiania i przeciwnych wspétczynnikéw

» nazywac uktady rownan w zaleznosci od liczby rozwigzan (oznaczony, nieoznaczony,
sprzeczny)

Podobnie jak w przypadku réwnan, mamy do czynienia z trzema rodzajami uktadéw:
» oznaczony,

» nieoznaczony,

» sprzeczny.

mm) Uktad rownarn oznaczony ma jedno rozwiazanie.

Przyktad 1

x+y=3

x—y=1
Podstawiamy obliczona warto$¢ x = 2 do pierwszego réwnania:
2+y=3
y=1

x=2
y=1

mm) Uktad rownan nieoznaczony ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

Przyktad 2
x+y=1
{x+y—lﬁﬂ&)
x+y=1
{xyzl
0=0
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) Ukfad réwnan sprzeczny nie ma rozwigzania.

Przykfad 3
x+y=1
X+y= 2/
x+y=1
—x—y=-
0=

Istnieje kilka sposobéw na znalezienie rozwigzania ukfadu réwnan.

Zanim wybierzemy metode rozwigzania uktadu, w pierwszej kolejnosci nalezy go uproscic (jezeli
jeszcze nie jest w postaci uproszczonej) do postaci:

ax+by=A
cx+dy=B
Przyktad 4’

Tu musimy najpierw

o -— 5 .

f 4 pomnozyc przez wspdlny
2 4 mianownik (4).

3x Z—y =

6(X 1) —2x+4 = y— —R e« Wykonujemy wszelkie mozliwe

{ dzialania po obu stronach.
2B g = g

2 4

6x—6—-2x+4=y -8

dziatania po obu stronach.

{2 3X 2 y—|—241— Wykonujemy wszelkie mozliwe

4x —2=y -8

{6:& =26—-y — :;zlzr:::imr_r wz;aier:a Ek g
R , aliczby na prawo.
6x+y=26

{4)1 —y =—8+2 «—— Wykonujemy koficowe obliczenia.
6x+y =26

{4){ -y=—b6

1 http://www.matematykam.pl/upraszczanie_ukladu.html, 17.02.2013.
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Krotkie przypomnienie z gimnazjum
METODY ROZWIAZYWANIA UKLADOW ROWNAN

) METODA PODSTAWIANIA

Przyktad 52
2x+4y=10
—3x—-5y=-13

Tu wybieramy niewiadoma 2x (bo ma najmniejsza wartosc) w
pierwszym rownaniu. Przeksztalcimy wiec pierwsze rownanie do
postaci x=...

Przenosimy wyraZenie z druga
niewiadoma {4y) na prawo
(pamietajmy o zamianie znaku, zgodnie
z zasadami przekszialcania rownan).

Aby uzyskad postad x=... musimy
3 S ) 13 pozbyc sie liczby 2 stojacej przed x. W
-3x-S5y=- Y 2 Stagace)
tym celu, cale réwnanie nalezy
podzielic przez liczbe przy x (2).
+—— Pamietajmy, aby podzieli¢ przez 2
wszystkie wyraZenia po prawe]j stronie.

W przykladzie uzyskalismy postad: x = 5 - 2y. Uzyskane wyrazenie
(5 - 2y) zapisujemy wiec w miejscu niewiadomej x w drugim réwnaniu
(Pamietajmy, aby wyrazenie to zapisaC w nawiasie).

x=5-2

~3(5-2y) -Sy=-13—
X=5-2y
—15+6y—-5y=-13 «—
X=5-2y

L[ SO QPR RY.. . v oo oo
juz réwnanie z jedna niewiadoma (y).
X=5-2y

y=-13+15 D

X=5-2y

il o etk T cerdia s I cere i cp i o]

y=2 —

2 http://www.matematykam.pl/metoda_podstawiania.html, 17.02.2013.
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X= 5 S 2y —1 Podstawiamy obliczony wczesniej y=2,
do wczesnie]j wyprowadzonej postaci:
e 2 x=5-2y

Po podstawieniu obliczamy druga
X _5 2 2 " niewiadoma (x).

X=5-4

X= 1 Ostatecznie uzyskujemy wartosci obu
_ ¢ i
niewiadomych.

mm) METODA PRZECIWNYCH WSPOLCZYNNIKOW

Przyktad 6°

2X +4y =10
3x-5y=-7

Tu wybieramy niewiadoma x (bo ma najmniejsza wartos¢ w obu
rownaniach).

MNajmniejsza wspolng wielokrotnoscig dla 2 i 3 jest
6. Zeby to uzyskaé, pierwsze réwnanie nalesy
ZX +4}r:10 ;_3 pomnozyc przez 3 a drugie przez 2 - w ten sposob

w obu uzyskamy wartos¢ 6.
3x-5y=-7 /-(-2)

Ponadto w obu réwnaniach wartosci majg ten sam
znak, dlatego jedna z liczb przez ktore bedziemy
mnozZyE (2 lub 3), nalezy zapisac ze znakiem ,.—"
(tu wybralismy liczbe 2 i zapisalismy mnozenie
réownania drugiego przez: -2).

6x +12y =30

e 6X + 10}’ :14 +—— Rdwnania otrzymane, po wykonaniu mnozenia,
przez liczby okreslone w poprzednim kroku.

3 http://www.matematykam.pl/metoda_przeciwnych_wsp.html, 17.02.2013.
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6x +12y =30
Rysujemy kreske i zapisujemy znak +, tak
Ty GX Es 10y :14 + 4.—*””# jakbysmy dodawali w stupku.

12); +10y =30+14 +— Rownanie otrzymane w wyniku dedania do

l siebie dwdch rawnari.

Wyrazenia z ,x" skracaja sie do 0"

12y +10y =30+14

l Obliczamy uzyskane rownanie.

22y =44
=
Zu+gy—10— Saeiom—
IX+4-2 =10 < (bouzyskalismy wezesniej wynik
2% +8=10 =
2x=10-8
2x=2
x=1

Zapisujemy ostateczny wynik:
x=l
=
1.2 Graficzna interpretacja ukladow réownan

Teraz naucze sie wykorzystywac interpretacje geometryczna uktadu réwnan pierwszego
stopnia z dwiema niewiadomymi.

|
Przyktad 1*

4x+2y=14
3x-y=8

4 http://www.matematykam.pl/metoda_graficzna.html, 17.02.2013.
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4x+2y =14
3x—y=8
2y =—4x +14

i

Przenosimy wyrazenia z ., X" na
prawo.

ZY =—4x +14 [+ 2 «——— Dzielimyobaréwnaniaprzez

/ liczbe przy ..y¥” (pierwsze przez
v =—3x+8 f ( 1) 2, drugie przez -1).

:

y=-2x+7
y=3x—8

Rysujemy wykresy obu funkcji. W tym celu, tak jak dla wszystkich funkcji, mozemy stworzy¢ tabel-
ki pomocnicze, w ktérych zapiszemy wspoétrzedne trzech punktéw dla kazdej funkgji. Nastepnie
w ukfadzie wspdtrzednych zaznaczamy punkty obu funkgji i fagczymy je prostymi. Po narysowaniu
wykreséw funkcji w tym samym uktadzie wspotrzednych, odczytujemy punkt przeciecia obu pro-
stych. Wspotrzedne tego punktu (x, y), to nasze rozwigzanie.

“"H-H.

{y=—2x+?\H1 -

A Przypomnienie: wartosci x

/ wybieramy sami.

x|o|1]2
7 3
0|1z
v|-8[-5]-2

=3x-8 X
¥ A

Przypomnienie: wartosciy

obliczamy ze wzoru funkcji,

podstawiajac wybrane prz
nas wartosci x.

ez

Teraz mozemy narysowac obie proste i
odczytad rozwiazanie. Proste
przecinajg sie w punkcie: (3,1), tak
wiec rozwiazaniem ukladu jest para
liczb: x=3; y=1.

_8}‘
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Ostatecznie zapisujemy rozwigzanie:
{x =3

ZADANIA

1.1.1. Rozwiaz kazdy z podanych uktadéw réwnan metoda podstawiania, przeciwnych wspétczynnikéw
lub metoda graficzna. Nazwij kazdy z powyzszych uktadéw (oznaczony, nieoznaczony, sprzeczny).
Narysuj po jednym przyktadzie uktadu oznaczonego, nieoznaczonego i sprzecznego w uktadzie
wspotrzednych. Wyciagnij odpowiednie wnioski.

4x—-2y=8 b) 4x-2y=8
@ —-6x+3y=-12 6x-3y=06
2x+2y 6 2x+5y=2
2x+y—— 3x-2y=1
Ax - y 18 3x+2y=63
5x+2 y 30 2x+5y=8,6
x+2
{3x 02y=35 . —2y=3
25x-5y=5 x_y+2:3
x+1
oyl . 1-03(y-2)= :
32x-y)-4(1-x)=3y-1 ) y-3_4x+9 .
4 20
0 3(x—y)+4x=8 ) (x+5)My—-2)=(x+2)(y-1)
3(x—5y)=5-9y (x=4y+7)=(x-3)(y+4)
3x-2y 5x-3y
) {2(x+y)3(x2y)=7x2 \ T+T:x+l
m n
S(x+1)-2(3-y)=-4(x+2) 2x-3y 4x-3y
T+7=y+1
Odpowiedz:
a) Uktad réwnan nieoznaczony b) Uktad réwnan sprzeczny

UKEADY ROWNAN PIERWSZEGO STOPNIA 15
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) { f ukfad réwnan oznaczony d) {x - z ukfad réwnan oznaczony
= y =
e) {x :52 uktad réwnan oznaczony { , uktad réwnan oznaczony
y =
=9
9) 40 ukfad réwnan oznaczony , uktad réwnan oznaczony
y - y _ _17
L3 _
i) 2, uktad réwnan oznaczony j) _9 ukiad réwnan oznaczony
y=2 -
x=1 X = 5%
k) 1., uktad réwnan oznaczony )] , uktad réwnan oznaczony
7773 y=-l
11
13
X=—-—
15 x=3
m) , uktad réwnan oznaczony n) { 5 ukfad réwnan oznaczony
2 y=
775

Whnioski:

» Dla uktadu oznaczonego proste przecinajg sie w 1 punkcie.
» Dla uktadu nieoznaczonego proste pokrywaja sie.

» Dla uktadu sprzecznego proste sa réwnolegte i nie pokrywaja sie.

1.1.2. Rozwiaz ponizsze ukfady réwnan metoda graficzna.

a) {ZX +2y = —6
10x — 5y =30

3x+y = —(x—8)—
—6x +2y =-2
5x+ 15y = —10

X +2y = —
2x—5y—3

|
{ —x +3y = -2
@ {2

UKEADY ROWNAN PIERWSZEGO STOPNIA



Odpowiedzi:

a)

Q

x=1y=-4
1,5 -1 0,5 0,5 1 1,5 2 2,5
1
=2 /
3
) /\ !
-5 —y
&
7
/ Q
x=1 y=2
12
10
\ ]
6
4 =
\/ y
2
/\ '
‘ ‘ —8 ‘ ‘ ‘ )
1,5 ] 05 // 0,5 1 1N 2,5
/ 4
6
rozwigzaniem jest R
r T T n‘n T T T 1
45 1 05 05 1 V; 25
0,2
0,4 //
n‘c —
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-2 2 4 6 8 10 12 14 16
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[e=] =]

i

N
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1.3 Uklady réwnan w kontekscie praktycznym

Teraz naucze sie rozwigzywac zadania praktyczne z wykorzystaniem uktadéw réwnan.

Przyktad 1
Obserwator z odlegtosci 100 m zauwazyt, ze samochdd wyjechat z podwérka z predkoscig poczat-
kowa 10? i poruszat sie z przyspieszeniem 1 g Po jakim czasie pojazd osiggnie predkos¢ 20? iw
jakiej odlegtosci bedzie znajdowat sie wtedy od obserwatora.

Rozwigzanie
Mamy dane:
vy = 10?,1; = 20?,a:1 g so=100m
Szukamy: t, s

v =1y +at
Ukfadamy uktad réwnan dla ruchu jednostajnie przyspieszonego {

2
§ =8y + vt +%
Odpowiedz:
t=10s,s=250m

Przyktad 2
Kasia postanowita napetni¢ swoéj basen woda. Pierwszego dnia woda wptywata do basenu pierw-
szq rurg przez 2 godziny, a nastepnie druga rurg przez 1 godzine. W basenie znalazto sie 120
m? wody. Drugiego dnia woda napetniata basen, lecac z obu rur jednoczesnie przez 3 godziny,
i woda wypetnita dwa razy wieksza objetos¢ jak pierwszego dnia. Jaka jest przepustowos¢ kazdej
z rur w ciggu jednej godziny?

UKEADY ROWNAN PIERWSZEGO STOPNIA



Odpowiedz:
v, - objetos¢ pierwszej rury
v,— objetos¢ drugiej rury
P, - przepustowosc pierwszej rury
P, przepustowosc drugiej rury
t,— czas napetniania przez pierwsza rure

t,— czas napetniania przez druga rure

v=p-t
Otrzymujemy dwa réwnania i rozwigzujemy uktad réwnarn:
p,2+p,=120

(p,+p,)-3=240

Odpowiedz:

Przepustowos¢ obu rur jest jednakowa i wynosi 40 m>.

ZADANIA

1.1.3. W chwili, gdy pociag jadacy ruchem jednostajnym z predkoscig 20 ? przejezdzat obok stojacego
samochodu, pojazd ruszyt z przyspieszeniem 2 522 w pogoni za pociagiem. Kiedy, gdzie i z jaka pred-
koscig samochéd dogoni pociag?

Rozwiazanie
Mamy dane:
v = 20?7 azzg,
Szukamy:s, t, v,

Ukfadamy réwnania ruchu pojazdéw. Zauwaz, ze drogi pojazdéw sg jednakowe.

s =w;t
at?
g =—
2

Otrzymujemy réwnanie:
2
vt = %, stad t=20s,5s=400m, v,= 40?

Odpowiedz:

t=205,5=400 m, v,= 40~

1.1.4. Z balkonu, znajdujacego sie na wysokosci 50 m, spadfa doniczka z kwiatem. Po jakim czasie i z jaka
szybkoscig doniczka uderzy o podtoze?

Rozwiazanie

T
Mamy dane: h=50m, g~ 10

UKEADY ROWNAN PIERWSZEGO STOPNIA 19



Szukamy: t, v
Doniczka porusza sie ruchem jednostajnie przyspieszonym z przyspieszeniem ziemskim g.
Zapisujemy uktad réwnarn:

t2
o 9t
2

v=gt

Odpowiedz:
t=+/10 ~3,165s
V=316~

1.1.5. Samolot podczas ladowania z szybkoscig 200 ? wyhamowat na drodze 1000 m. Z jakim opéznie-
niem lgdowat samolot?

Rozwiazanie
Mamy dane:
V,=200=,5=1500m, »,=0
Szukamy: a
Samolot poruszat sie ruchem jednostajnie opéznionym. Uktadamy réwnania ruchu:

at?
2
0=wv;—at

5= vy —

Vg . . ) .
t=—, podstawiamy do pierwszego réwnania

2 2

g g m
s=—stada=-"2=205

2221 28 52

Odpowiedz:
a=202

52
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1.1.6. Barman chce przyrzadzic 7 litrow koktajlu z przecieru truskawkowego w cenie 30 zt za litr oraz $mie-
tanki w cenie 16 zt za litr. W jakim stosunku powinien zmiksowac skfadniki, aby koszt 1 litra koktajlu
byt réwny 20 z?

Odpowiedz: 2:5

1.1.7. Stefan méwi do Jana: ,Gdy Ci dam jedng ztotéwke, to kazdy z nas bedzie miat taka sama kwote,
a gdy Ty dasz mi dwa ztote, to bede miat dwa razy tyle ztotych, co Ty" lle pieniedzy miat Stefan, aiile
Jan?

Odpowiedz: Stefan miat 10 z, a Jan 8 zt

1.1.8. Za pewna liczbe dtugopiséw w cenie 3 zt za sztuke i pewng liczbe otéwkéw w cenie 2 zt za sztuke,
zaptacono 24 zt. Otéwkoéw i dtugopiséw byto razem 11. lle kupiono dtugopiséw, a ile otdéwkow?

Odpowiedz: 2 dtugopisy, 9 otéwkow

1.1.9. Panstwo Wodzinscy zuzyli w marcu 6 m® wody zimnej i 7 m* wody cieptej. Zaptacili za to 54 zt.
W kwietniu za zuzycie 7 m* wody zimnej i 6 m® wody cieptej zapfacili 50 zt. Ceny wody w marcu
i kwietniu byly takie same. lle kosztuje 1 m® wody zimnej, a ile cieptej?

Odpowiedz: 1 m? cieptej wody kosztuje 6 z}, a zimnej 2 zt

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

x-y=2 dstawi ku:
—2x + 2.}’ =4 przedstawiono na rysunku:

SR

15 Interpretacje geometryczna ukfadu réwnan {

Odpowiedz: c

4x +2y = 10

2. Uktad réwnan {6x tay =15 ma nieskonczenie wiele rozwiazan, jesli:

a) a=-1 b) a=0 ¢ a=2 d a=3

5 Zadanie 1: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2013luty/matura2013-luty.pdf, 18.02.2013.
6 Zadanie 2: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf, 18.02.2013.
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Odpowiedz: d

37 Oblicz wspoétrzedne punktu wspdlnego prostych o réwnaniach:
1.
y:—2x—Z idx-4y+5=0

Odpowiedz: (-1/2,3/4)

-~ o |2x+3y =5 .
4, Rozwigzaniem ukfadu réwnan jest para liczb:

x-y=
a) x=1,y=-1 x=-1,y=1
b) x=-1,y=-1 x=1y=1

Odpowiedz: d

ay—3x=-
5.8 Aby ukfad {3)/ byt uktadem nieoznaczonym, nalezy w miejsce a wstawic:
x—

S5y=2
a) 10 b) -5 o 5 d -6

Odpowiedz: c

6. W klasach I'i 1l byto razem 66 uczniow. W wycieczce szkolnej wzieto udziat 80% uczniéw klasy 1i 75%
uczniéw klasy Il, co stanowito razem 51 oséb. Jezeli przyjmiemy oznaczenia x - liczba uczniéw klasy
|, y - liczba uczniéw klasy II, to tres¢ zadania opisuje uktad réwnan:

x+y=66 x+y=66
@ {809( +75y=51 b {0,089( +0,075y =51

X+y=66 x+y=51
" 1080+0.75y =51 0.8x+0,75y = 66

Odpowiedz: ¢

7. Suma dwoch liczb wynosi 4, a ich réznica wynosi 2. lloczyn réwna sie:
a) 3 b) 4 « 6 d 8
Odpowiedz: a
8. W sklepie sa wafle po 8 zti po 12 zt za kilogram. Sprzedawca chce zrobi¢ mieszanke tych wafli w ce-

nie 11 zt za kilogram. lle wafli kazdego rodzaju powinien zmiesza¢, aby otrzymac 20 kg mieszanki?

Odpowiedz: 15 kg wafli po12 zti 5 kg wafli po 8 zt

9. Obwéd prostokata jest rowny 26, a jego pole 42. Wyznacz dtugosci bokdw tego prostokata.

Odpowiedz:a=6,b=7luba=7,b=6

7 Zadanie 3, 4: http://www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 18.02.2013.
8 Zadania5, 6,7, 8, 9: Testy maturalne, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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2. Funkcjaliniowa

To juz potrafie:
>

Odczyta¢ wspétrzedne danych punktéw.

Zaznaczy¢ w ukfadzie wspotrzednych na ptaszczyznie punkty o danych wspétrzednych.

Odczytac z wykresu funkgji: wartos¢ funkgji dla danego argumentu, argumenty dla danej

wartosci funkgji, dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, dla jakich

ujemne, a dla jakich zero.

Odczytac i zinterpretowac informacje przedstawione za pomoca wykreséw funkcji (w tym

wykreséw opisujacych zjawiska wystepujace w przyrodzie, gospodarce, zyciu codziennym).

zace do jej wykresu.

Oblicza¢ wartosci funkcji podanych nieskomplikowanym wzorem i zaznaczy¢ punkty nale-

ZADANIA ZAMKNIETE

Zad.1. Funkcja przedstawiona na rysunku przyjmuje wartosci ujemne dla argumentow:

A. x < —4

v ¥\
B. x < —2
C. x>—2 \—2 X
D. x<—3
4

N\

Zad.2. Na odcinku trasy o dtugosci 120 km samochéd jechat z predkoscia y km/h. Wzér funkgji okreslajacej

zaleznos$¢ czasu od predkosci, to:
120

A. y—=120x B. Y=

C. =120, y=0 D. 2=120, x#0
y
Zad.3. Ktore przyporzadkowanie nie jest funkcja:

A.

Kazdemu nauczycielowi przyporzadkujemy ucznia, ktérego uczy.
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B. Kazdemu wielokatowi przyporzadkujemy liczbe jego bokéw.

C. Kazdej figurze geometrycznej przyporzadkowana jest jej nazwa.

D. Kazdej liczbie catkowitej jest przypisana liczba do niej przeciwna.
Zad.4. Miejscem zerowym funkcji y = —6x + 3 jest:

A. Punkt(%,o) B. x=:

C. Punkt (0,3) D. x=3

Zad.5. Wartos¢ funkgji okreslonej wzorem f (x) = 2x(2 — x) dla argumentu x = 4 wynosi:

A. —16 B. 16 C. 8 D. 0

Zad.6. Ktore zdanie dotyczace funkcji ¥y = 2x — 4,x € R jest prawdziwe:
A. Funkcja jest malejaca.

B. Wykres funkgji przecina o$ y w punkcie (2,4).
C. Miejscem zerowym tej funkgji jest 2.
D.

Funkgcja jest stata.

Zad.7. Rysunek przedstawia wykres funkgji liniowej. Jakg wartos$¢ przyjmuje ta funkcja dla argumentu 3?
#*

- W R

x
43 2 /12345’

A. 4 B. 2 C —4 D. 2

Zad.8.y = 5 jest to funkcja:

A. Rosnaca B. Stata C. Malejaca D. Niejest to funkcja

Zad.9. Do wykresu funkcji y = ax, x € R, nalezy punkt 4 = (—2,5). Wzr tej funkdji to:

A y=5¢
B. y=—-2x
C. y= Z%x
D y= —2,5x

Zad.10.Funkcja okres$lona jest nastepujaco: kazdej liczbie naturalnej dwucyfrowej przyporzadkujemy
sume jej cyfr. Dziedzing tej funkg;ji jest:
A. Zbior wszystkich liczb naturalnych.

B. Zbiodr liczb naturalnych wiekszych od 9, a mniejszych od 100.

24 FUNKCJA LINIOWA



C. Zbiér liczb wymiernych wiekszych od 9, a mniejszych od 100.
D. Zbiér liczb catkowitych.

Odpowiedzi
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C B A B A C B

ZADANIA OTWARTE

Zad.1. Trzech pracownikéw moze oczysci¢ basen w ciggu 5 godzin. Napisz wzér funkgji okreslajacej za-

Zad.2.

Zad.3.

leznos¢ liczby pracownikéw (v) od liczby godzin pracy (x). Podaj wspétczynnik proporcjonalno-
$ci tej funkgiji.
Wykres przedstawia odlegtos¢, jaka pokonata Matgosia w zaleznosci od czasu.

droga [km] |

12
10

Nk O o

8 0 10 11 127 13 14 15 gedzina
Na podstawie wykresu uzupetnij ponizszy tekst.
Przez pierwsza godzine marszu Matgosia szla...
Pierwszy odpoczynek zorganizowata o godzinie...
Pierwsze 8 km pokonata w czasie...

Przez ostatnie dwie godziny Matgosia szta z predkoscia. ..

Wykres przedstawia zalezno$¢ szybkosci od czasu w pewnym ruchu.

vim/=) 1 i
10
s {
{usEvas
: |
s [ |
Ml
3
s
7

1] 2 4 8 8 100012 14 t(s)
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Odpowiedz na pytania:
Kiedy ciato poruszato sie ruchem jednostajnie przyspieszonym, a kiedy jednostajnym?
Jaka droge przebyto ciato miedzy 6 a 8 sekunda ruchu?

Jaka byta maksymalna szybkosc tego ciata?

Zad.4. Na ponizszym rysunku przedstawione sa wykresy zmiany temperatury odnotowanej tego samego

dnia w Biatymstoku i Szczecinie.

temp.
s !
VR SRS B A—
FCt- i i i
FLreg EUR S S
rc
e
-
-3C
—“+C 1
-sC

. diawystok
- _SzczRCH

Jaka temperature pokazywat termometr w obu miastach o 12%?

O ktoérej godzinie temperatura w tych miastach wynosita 0°C?

W jakich godzinach temperatura w Biatymstoku byta ujemna?

O ktdrej godzinie temperatura w obu miastach byta taka sama?

W jakich godzinach w Biatymstoku byto cieplej niz w Szczecinie?

Jaka byta najwyzsza temperatura w Biatymstoku, a jaka w Szczecinie? O ktérej to byto godzinie?

Jaka temperatura byta w Biatymstoku, gdy w Szczecinie byty 3°C?

Zad.5. Wykres przedstawia cene akgji (w zt) firmy Zysk & Ryzyko w kolejnych dniach lutego pewnego

roku.

Ceny akgeji firmy Zysk & Ryzyko w lutym (z})

50 > -

12345678 91011121314151617 18192021 22232425262728

a) Oile ztotych spadta w lutym wartos¢ tych akcji?

b) Czy kupujac i sprzedajac te akcje w ciaggu lutego, mozna byto na nich zarobi¢? W jakich
dniach nalezato je kupowac, a w jakich sprzedawac, aby zysk w ciaggu lutego byt mozliwie najwiek-
szy?

c) W soboty i niedziele gietda jest nieczynna. Czy domyslasz sie, w ktérych dniach lutego tamte-

go roku byty poniedziatki?
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Odpowiedzi

Nr Etapy rozwigzania
zadania Py q

1 yz%xERJra:lS
Przez pierwsza godzine marszu Matgosia szta 4 km.
Pierwszy odpoczynek zorganizowata o godzinie 9%.

2 . . .
Pierwsze 8 km pokonata w czasie 3 godzin.
Przez ostatnie dwie godziny Matgosia szta z predkoscig 1 km/h.
a) Ciato poruszato sie ruchem przyspieszonym w pierwszych czterech sekundach ruchu oraz
od czwartej do szdstej sekundy ruchu — z innym przyspieszeniem.

5 Z ruchem jednostajnym mamy do czynienia od széstej do czternastej sekundy ruchu.

b)s = 10?- 2s = 20m.

¢) Maksymalna szybkos¢, ktérg osiagneto to ciato, wynosi 10?.

a) O godzinie 12 w Szczecinie byty 2°C, a w Biatymstoku 1°C.

b) 0°C w Biatymstoku byto o godzinie 11%, a w Szczecinie o 10%.

c) W Biatymstoku temperatura ujemna byta w godzinach 0% - 11%.

4 ) Temperatura w obu miastach byta taka sama o godz. 13%°j 21%.

) W Bialymstoku byto cieplej niz w Szczecinie w godzinach 13% - 21%,

) Najwyzsza temperatura w Biatymstoku wynosita 5°C (godz. 16%), a w Szczecinie 4°C (réw-
niez o godz. 16%).

g) Gdy w Szczecinie byto 3°C, to w Biatymstoku byto 4°C.

e

Q
f=

Wartos¢ akcja spadta w lutym o 25 zt.

Kupujac i sprzedajac akcje w ciggu lutego mozna byto na nich zarobi¢. Aby zysk byt moz-
liwie najwiekszy (15 zt za akcje), nalezato kupic akcje 14 lutego, a sprzedac 22 lutego.

c) Poniedziatki byly: 5,12, 19, 26 lutego.

(0]
=

2.1 Pojecie funkcji. Sposoby opisywania funkgji

Do zdefiniowania pojecia funkcji potrzebne beda dwa zbiory i pewne przyporzadkowanie.

X Y
WAZNE!
‘ Zauwaz, ze kazdy
- punkt zbioru X jest
poczatkiem tylko
jednej strzatki.

a0
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mEm) Symbolicznie zapisujemy to jako f: X >Y

Zbiér x nazywamy dziedzina funkgji (D), a elementy dziedziny nazywamy argumentami. Zbior
y nazywamy przeciwdziedzing funkgcji. Elementy zbioruY, ktére zostaty przyporzadkowane ar-
gumentom, nazywamy wartosciami funkgji.

Zmienna x nazywamy tez zmienna niezalezna, a y zmienna zalezna.
X = {a, b,c, d, e} - zbiér argumentéw (dziedzina funkgji)

¥ = {1,2,3, 4,5} - zbiér wartosci funkgji

Bardzo wazne!
Dla kazdego argumentu funkcja przyjmuje dokfadnie jedna wartos¢ (z jednego punktu grafu
moze wychodzi¢ tylko jedna strzatka).

Funkcje oznaczamy matymi literami: f, g, h,...
Nasza funkgja fjest ze zbioru {a, b, ¢, d, €} do zbioru {1, 2, 3, 4}.
Funkcja f liczbie a przyporzadkowuije liczbe 2.
Zapisujemy to tak:
fla)=2 - czytamy: fod aréwna sie 2
Liczbie b funkcja f przyporzadkowuje liczbe 1, piszemy:
flb)=1 - czytamy: fod b réwna sie 1
Liczbie ¢ funkcja f przyporzadkowuje liczbe 3, piszemy:
flc)=3 - czytamy: fod c réwna sie 3
Liczbie d funkcja f przyporzadkowuije liczbe 4, co zapisujemy:
fld)=4 -czytamy:fod d réwna sie 4
lub: dla argumentu d wartos¢ funkcji wynosi 4.
Liczbie e funkcja f przyporzadkowuje liczbe 5, piszemy:
fle)=5 - czytamy: fod eréwna sie 5
lub: dla argumentu e wartos¢ funkcji wynosi 5.

Uwaga!
Nie kazde przyporzadkowanie miedzy dwoma zbiorami nazywa sie funkgja.

Funkcjq nazywamy tylko takie przyporzadkowanie, wedtug ktérego kazdemu elementowi
z dziedziny (ze zbioru X) przyporzadkowany jest doktadnie jeden element z przeciwdziedziny
(ze zbioruY).
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Rysunek 2-1. Funkcja

Ten graf nie opisuje funkgji, bo liczbie 5 ze zbioru x przyporzadkowane zostaty dwie liczby: 10i 11
ze zbioru Y. Zgodnie z definicja funkcji kazdemu elementowi zbioru x ma by¢ przyporzadkowany
doktadnie jeden element zbioru Y.

Nie ma zadnych zastrzezen co do natury zbioréw X i Y. Moga by¢ to zupetnie dowolne zbiory.

My jednak bedziemy zajmowac sie tylko przypadkiem, gdy zbiory X i Y beda pewnymi podzbiora-
mi liczb rzeczywistych. Innymi stowy, argumentami i warto$ciami funkgji beda... no wtasnie... beda
liczby.

SPOSOBY OKRESLANIA FUNKCJI
Funkcje mozna okresli¢ za pomoca:

mm) grafu

Przyktad 1

Rysunek 2-2. Graf

m) wykresu

Rysunek 2-3. Wykres

Okreslenie funkcji za pomoca wykresu jest bardzo wygodne, mozemy szybko odczytac wiele réz-
nych informacji o danej funkgji.
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) wzoru

Przyktad 2
y=x% dlax€e{-2,-1,0,1,2,3, 4} Uzywa sie rowniez zapisu f{x) = x? lub f: x — x%.

) tabelki

Przyktad 3

x -7 | -5 | -3 | -2 1 2 3 4

f| 1| 4|5 |7 |6 |5 ]|3]|-2

Rysunek 2-4. Tabelka

Em) opisu slownego

Przyktad 4
Mamy dang funkcje okreslong opisem stownym:

Dane sa zbiory X=1{-2,-1,0,1,2,3,4}i Y={0, 1,4, 9, 16}, woéwczas kazdej liczbie ze zbioru X przy-
porzadkowujemy kwadrat tej liczby.

Em) -zbioru par uporzadkowanych

Przyktad 5
{(=2,4), (-1,1),(0,0), (1,1), (2,4), (3,9), (4,16)} Takie okreslenie funkgji jest niewygodne dla wiekszej

ilosci argumentow.

Przyktad 6
Funkcje Kazdej liczbie ze zbioru X = {—4,—3,-2,0,1,3}X = {—4,—3,—2,0, 1, 3} przypisujemy
liczbe o 2 od niej mniejsza”, przedstaw w postaci wzoru, tabeli i wykresu.

Wzér: Wykres:

y=x— 2 Ty

Tabela:

x |-4|-3|-2]0 |1 |3
y |6 [-5|-4[-2]-1]1 1
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Zadania

2.1.1 Ktc’)ry z graféw okresla funkcje

Odpowiedz: g, b, d, f

2.1.2 Sprawdz, czy nastepujace przyporzadkowanie jest funkcja. Jezeli jest, podaj dziedzine i zbior war-
tosci funkgji, a jezeli nie jest, uzasadnij dlaczego.
a) Kazdemu zarejestrowanemu samochodowi przyporzadkowany jest numer rejestracyjny.

b) Kazdej liczbie réznej od 0 przyporzadkowano odwrotnos¢ tej liczby.

c) Kazdemu stowu w jezyku polskim przyporzadkowana jest liczba jego liter.
d) Kazdemu wielokatowi przyporzadkowana jest liczba jego bokéw.

e) Kazdemu odcinkowi przyporzadkowana jest jego o$ symetrii.

f) Kazdej firmie rozpoczynajacej dziatalnos¢ gospodarcza przyporzadkowany jest numer staty-
styczny REGON.

g) Kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowano jej wartos¢ bezwzgledna.
h) Kazdej liczbie przyporzadkowano kwadrat tej liczby.

Odpowiedz: a, b, ¢ ,d, e, f, g, h —tak
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2.1.3 Podaj, ktére z wykreséw przedstawiaja funkcje. Odpowiedz uzasadnij.

a) i b) Y
4 y=1x) lﬁ
2 2f
e N H—O—%&—O—O—O—b
4 2 24X 4 2 24X
2 N
4 —4i

Odpowiedz: 3,

2.1.4 Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie rzeczywistej dwukrotnos¢ tej liczby powiekszong o je-
den. Opisane stowami przyporzadkowanie opisz:

a) wzorem
b) tabelka dla argumentéw -3,-2,-1,0,1,2,3
c) wykresem

Odpowiedz: a) y = 2x +1.

b)
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2.2 Wiasnosci funkgji

Teraz naucze sig:

» Oblicza¢ ze wzoru warto$¢ funkgji dla danego argumentu;

» Postugiwac sie poznanymi metodami rozwigzywania réwnan do obliczania, dla jakiego
argumentu przyjmuje dang wartos¢;

» Wyznaczac dziedzine, zbidr wartosci, miejsca zerowe, maksymalne przedziaty, w ktérych
funkcja maleje, rosnie, ma staty znak; punkty, w ktérych funkcja przyjmuje w podanym
przedziale wartos¢ najwieksza lub najmniejsza.

|
Przyporzadkowanie, bedace funkcja, mozemy przedstawic na kilka sposobéw. Jednym z nich jest
wykres, czyli graficzna interpretacja funkgji liczbowej jako zbioru punktéw ptaszczyzny. Z wykresu
odczytujemy wiasnosci funkgji, np. dziedzine i zbiér wartosci.

Em) Dziedzina i warto$é funkgji

Wiemy juz z poprzedniego dziatu, ze zbidr X, na ktérym okreslona jest funkcja, nazywamy dzie-
dzina funkgji, a zbiér y nazywamy przeciwdziedzing funkgji.

Przyktad 1

Rysunek 2-5. Dziedzina i przeciwdziedzina

X ={ab,c,gh}Y¥Y ={1,3,513} ¥ = {1,3,5,13}
Zbiorem wartosci funkgcji f : X — Y nazywamy zbiér wszystkich y € Y, dla ktérych istnieje taki

argument x € X, ze f(x): y

Przyktad 2
Wyznacz dziedzine funkcji podanej wzorem:

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze dla x = 2 w mianowniku wyrazenia bedziemy mieli 0, a wiec wyrazenie nie bedzie
miato sensu: X =D, =R/{2 }

Mozemy zapisa¢ dziedzine inaczej: (—0,2)\ (2,+0)
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Wskazowka:

Dziedzing funkcji danej wzorem jest zbior wszystkich argumentoéw x, dla ktérych funkgja jest

okreslona.

b) f(x) =4/x-2
Rozwigzanie
x—-220
x=2
X =D, :xe<2,+oo )
2

o) f(x):\/m

Rozwiazanie
x+4)0
x)—4
X=Df :(—4,+oo)

ZADANIA

2.2.1 Dana jest funkgcja:

a) f(x):3x+4

b) f(x)=2x*+1

9 S)=—
Oblicz:

10k 701 (3 ), 42) A1) s, 7e)
Odpowiedz:

) f0)=4, 7()=7, /V2)=4+32, f(

lj=§+4,f(x—l):3x+1, f(xz)=39c2 + 4
x) x

b /0)=1, r0)=3, r{2)=7, ij:%H, Se—1)=2x-4x+3, f(x*) =20 +1

o f(0)=0, f(1):%,f(ﬁ)=2—@,f[a:71,f(x—l):x‘l, 1) =2
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2.2.2 Dla kazdej z tych funkcji odczytaj dziedzing i zbiér wartosci:

a) x —2’—||0|11|5l
2153
_1-|4‘3|5|0 2L
2
b) » c) Ay

L I

| fite

| 2

d) e) A

Odpowiedz:

a) Df=1-2,-1.0,13, 53 y={-2;,0,3,4,5), b) Df = {-4,-3,-1,341 y = -2,23.%},
0 Df={-3-2-101,2y=2}, d Df=Ry=R,
e) Df:x E<1,4>y E<-2,3>, f) Df-x €(-1,3) y={3}

Ay

Y=
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2.2.3 Funkcja okreslona jest tabelka:

x | 3] 2] o 1] 2]3]a4
fol 1233 ] a]2]5s

a) podaj zbior argumentdw i zbidr wartosci funkgji,

b) wymien wszystkie ujemne argumenty tej funkgji,

c) odczytaj warto$¢ dla argumentu x = 0 oraz dla argumentu x =3,
d) dlajakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosc¢ 2?7

e) czy punkt (-1,-3) nalezy do wykresu funkgji?

f) narysuj wykres tej funkgji.

Odpowiedz:
a) X ={-3,-2,-101234}Y ={-3-2,-11235}
b) —3,-2,-1

 f(@=3f(3)=5
d x=4x= -2
e) tak

f)

>

]
L~

th
[ —
/

|t
[—
u

n

th

T

f(x)

2.2.4 Podaj dziedzine funkgiji:

=3x-5 b B S
) )= Al oy ey
_ox+l B 5
o f(x)_x2—9 @ f(x)_x2+10x+25
P 1
o) flx)=+x*+9 AOE e
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x+4 x-1
1o xd - 3x% 4+ Tx
) f(x) 1 13 ) fl)=-3x"+7x-8
2x-3 2 2x-4
k = | =
) f() x*+1 ) f() x x+2
x+1 4 |3
m) f( ):Xz—g )(772 n) f(X)_ x=2
_3-2x  x+6 _Jx-4
o SW=F=r P )=,
Odpowiedz:
a)R, b) R/ {-1, 3}, ) R/{-3,3},
d)R, e)R, f) x € (—o0, 4),
g) x €< 1, 400), h)x€ < —3,1) U (1,+020), i) R\{-3, 1},
)R, k)R, ) R\{-2,0},
m) R\ {-3,0,3}, n) X € (2,+) € (2,+), 0)x € €(-4,2),
p) x € (4,+c0)

mm) Miejsca zerowe
Argument x, dla ktérego f(x) = 0, nazywamy miejscem zerowym funkgji f.

Przyktad 3

Wyznacz miejsca zerowe funkgji:

a) fx)=x*-1
2

b) =22
X —
x+2
x—4

i

A f()=

Rozwigzania

D, =R

a) f(x)=0ex*-1=0
(x—-1(x+1)=0
x=1=01lubx+1=0

zatemx =1lubx = —1

Odpowiedz: Miejsca zerowe funkcji ftox = lorazx = —1
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a) D, =(L+x)
f(x)=0C>2—x2:0<:>(\/§_xx\/§+x):0
V2-x=0lub2+x=0
x=+/2 lub x=—2
V2eD, -\2¢D,

Miejscem zerowym funkgji fjest x = V2

a) Df:xeR/{4}

f(x)=0=x +2=0

x=-2¢ D/
Miejscem zerowym funkcji jest x = —2
Przyktad 4
Odczytaj z wykresu funkgji jej miejsca zerowe, dziedzine i przeciwdziedzine.

Dziedzina: Dy = {—6; 6) 4 I I

Zbiér wartosci: Z,, = (—4; 2)

Miejsca zerowe: x = =5, x = -1, x=1,x =5

6
81
4
3
I [
-2
3
-4}
=
-8
-7
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ZADANIA
2.2.5 Wypisz, jesli istniejg, miejsca zerowe funkgji:

a) b)

e)
A
Y f) X
R
X
Odpowiedz:
a) x=5, b) x=2,
d) 26, e) brak miejsc zerowych,

2.2.6 Wyznacz dziedzine i miejsca zerowe funkgji f.

A fl)-== b fx)-2 =]
9 f=1"3 @ =
X X
e) f(x)* ) f) f(x)fm
1 _x=2
9 S)=——5 h o r)=5—
) f)=Vx+9 j) f(x):)f3
K f(x)= xx_3 ) f(x)= xx+3
x+1
m f(x) x2+9

Q

-6;-2,5;2;8,

x=5
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Odpowiedz:

a) DfR/-2;x=2, b) DfR/2;x=-2,

c) DfR/3; brak miejsc zerowych, d) DfRoprécz1/2;x=-1/2,

e) Df(2,+<0); brak miejsc zerowych, f) Df(-24) x=0,

g) DfR/{-3,3}; brak miejsc zerowych, h) DfR/{-2,2}, brak miejsc zerowych,
i) Df<=9,4+);f(-9) =0, j)  Df<0,3) suma (3,40); f(0) = 0,

k) Df<3,400); f(3) =0, ) Df (=3,+00); f{0) =0,

m) Df=R; f(-1)=0

Monotonicznos¢ funkgji

Monotonicznos¢ jest to pewna cecha funkcji, ktéra moéwi nam, co sie dzie-
je z wartosciami funkcji podczas zwiekszania wartosci liczbowych argumentéw funkgji.
Z tego wzgledu wyrézniamy nastepujace funkcje:

- rosnace
- malejace

- nierosnace
- niemalejace

Warto tu jeszcze wspomniec¢ o funkgji statej, cho¢ nie méwimy o niej, jak o funkcji monotonicznej.
Funkcja rosnaca

Funkgja fjest rosngca w zbiorze A, gdy dla dowolnych dwéch liczb x,,x; z tego zbioru prawdziwa
jest implikacja:

xp < % = flxg) < flxz)

Y A
wzrost fxz)
wartosci
funkcji
fix1)
P
0 1 x1 X2 X
/ —
wzrost
argumentow
funkceji

Cecha charakterystyczng wykresu funkgcji rosnacej jest to, ze zdaje sie wznosic ku gorze.
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) Funkcja malejaca

Funkgja fjest malejaca w zbiorze A, gdy dla dowolnych dwéch liczb x4, x, z tego zbioru prawdzi-
wa jest implikacja:

Xy <%y = flxg) > fx3)

Y A
wartosci , (1)
funkeji ¢
maleja_ f(XZ)
1t
0 1. o1 X2 1
_>
wzrost
argumentow
funkcji

Cecha charakterystyczng wykresu funkcji malejacej jest to, ze zdaje sie opadac w dot.

Czy funkcja moze by¢ jednoczesnie malejaca i rosnaca w réznych przedziatach liczbowych? Oczy-
wiscie, ze tak. Ponizej przyktad takiej funkcji wraz z okreslonymi przedziatami, w ktérych funkcja

ros$nie i maleje oraz jest stata.

Y A
1 = -—
1 X
funkecja funkecja funkecja funkcja
maleje roénie stata maleje

Funkcja niemalejaca

Funkcja f jest niemalejaca w zbiorze A, gdy dla dowolnych dwoch liczb x;. x; z tego zbioru praw-
dziwa jest implikacja:
xy <xp = flay) = flxg)

Zatem definicja funkcji niemalejacej przypomina definicje funkgji rosnacej, z tym ze w przypadku
funkcji niemalejacej mamy nieostra nieréwnos¢. Dopuszczamy wiec przedziaty, w ktérych funkcja
jest stafa.
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Oto ilustracja funkgcji niemalejacej.

e

0] 1 x

B Funkcja nierosnaca

Funkcja fjest nierosnaca w zbiorze A, gdy dla dowolnych dwéch liczb x;, x; z tego zbioru praw-
dziwa jest implikacja:

Xy <% = flxg) = f(x3)

Zatem definicja funkcji nierosnacej przypomina definicje funkcji malejacej, z tym ze w przypadku
funkcji nierosnacej mamy nieostrg nieréwnos¢. Dopuszczamy wiec przedziaty, w ktérych funkcja
jest stata. Oto ilustracja funkcji nierosnacej.

YJL

0| 1 \ X
Uwaga: Symbole (, ) oznaczaja tak zwane nieréwnosci mocne (ostre), symbole <,> oznaczaja
tak zwane nieréwnosci stabe (nieostre).
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ZADANIE

2.3.1 Na podstawie wykresu funkcji odczytaj przedziaty, w ktérych funkcja jest rosngca, malejaca i stata.

) if Y
‘*} B y=fx 4
v} N L NG
AT AN
4= |l 2 & X —4-2 IN2:4— X
-2 -2 \\_"
-4 -4

Odpowiedz:
a) rosnaca x€ (-2;0) U (2;3), malejaca x€ (-3;-2) U (0;2), stata x€ (3;4)

b) rosnaca x€ (—e0;—3) U (3;+0), malejgca x€ (-3;3)

2.4 Sporzadzanie wykresow funkgji

Teraz naucze sie:
Szkicowac wykres funkcji za pomoca wzoru lub tabeli;

Odczytywac z wykresu wiasnosci funkgji (dziedzine, zbidr wartosci, miejsca zerowe, maksymal-
ne przedziaty, w ktérych funkcja maleje, rosnie, ma staty znak; punkty, w ktérych funkcja przyj-
muje w podanym przedziale wartos¢ najwieksza lub najmniejsza).

Aby narysowac wykres funkgji, nalezy wykonac dwie nastepujace po sobie czynnosci. Powstawa-
nie wykresu funkcji y = -2x + 4 przedstawimy na przyktadzie: |. Za pomoca wzoru okreslamy kilka
punktéw nalezacych do funkgji (minimum 3). W tym celu wybieramy wartosci x, podstawiamy je
do wzoru i obliczamy wartosci y. Wartosci x i y pomocniczo mozemy zapisywac w tabeli:
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INEN

Wybieramy sami argumenty (x),
najlepiej jak najmniejsze (0,1,2).

x|0 |1 |2

4 (2 |0
Podstawiamy kolejno wybrane Y

przez nas argumenty (1, 2, 3) do
iobli rtosci |
wzoru i obliczamy wartosci (y) e e

y=-2-0+4=4
y=-2-1+4=2
¥y=-2-2+4=0

Otrzymujemy wiec punkty: (0,4), (1,2),(2,0)

Il. Zaznaczamy punkty w uktadzie wspotrzednych i taczymy je prosta.

Przyktad 1
Zbadaj whasnosci funkcji na podstawie wykresu:
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Uwaga: Minimalng wartos¢ funkgji oznaczamy: f(x) _ lub y_ .. Maksymalng wartos¢ oznaczamy:

f(x) .. luby_ . Wartos¢ maksymalna to wartos¢ (y) najwyzej lezqcego punktu wykresu, a minimalna
- punktu lezqcego najnizej. Dodatkowo, oprécz samej wartosci wypada podac argument (x) lub prze-
dziat argumentoéw, dla odczytanej wartosci. Jezeli maksimum lub minimum funkcji wypada w punkcie,

w ktérym znajduje sie pusta kropka, minimum lub maksimum nie istnieje.

Odpowiedzi:

L4

L4
L4

Dziedzing jest przedziat lub przedziaty, w jakich rozcigga sie wykres (wzdtuz osi 0X): Dziedzina
dla rozpatrywanego przyktadu, to dwa przedziaty, zgodne z zakresami liczb widocznymi na
powyzszym rysunku: od —8 do —3 oraz od —1 do 10. O ksztalcie nawiasu decyduja kropki na
koncach fragmentéw wykresu.

D=(-8; -3)uU(-1; 10)

Zbiorem wartosci jest przedziat lub przedziaty, w jakich rozcigga sie wykres (wzdtuz osi 0Y):
Zbidr wartosci to jeden przedziat. Powyzej wida¢, ze zbidr wartosci to zakres od —6 do 5.
Zy= (_6; 5)

Monotonicznos¢

Funkcja malejaca
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Zapisujemy przedziaty, w ktérych funkcja jest malejaca. Tam, gdzie na wykresie kropka jest za-
kolorowana (przy -8), nawias jest tréjkatny, tam, gdzie jest pusta (-3 oraz 10), nawias jest okragty,
a tam, gdzie funkcja zmienia swojg monotonicznos¢ (5), nawias jest tréjkatny.

F(x) Mf(x) ~ w przedziatach (—8; —3) U (5; 10)
Funkcja rosnaca

Zapisujemy przedziaty, w ktérych funkcja jest rosnaca. Przy liczbie -1 nawias jest tréjkatny, bo
kropka jest zakolorowana. Przy liczbie 3 nawias tez jest tréjkatny, bo jest to punkt, w ktérym
funkcja zmienia swojg monotonicznos¢.

f(x) 7f(x) 7 w przedziale {(—1; 3)
Funkcja stata

Zapisujemy przedziat, w ktorym funkcja jest stata. Przy obu liczbach (3 oraz 5) nawias jest
tréjkatny, bo sg to punkty, w ktérych funkcja zmienia swoja monotonicznos¢.

f(x)_ w przedziale (3, 5)
Miejsce zerowe:

x1:1\r'x2:7

Punkty przeciecia z osiami uktadu wspétrzednych Punkty przeciecia z osig 0X: (1,0); (7,0)
Punkt przeciecia z osig 0Y: (0, —2)

Argumenty, dla ktérych funkcja jest dodatnia/ ujemna

Przy liczbie -8 nawias jest trojkatny, poniewaz kropka jest zakolorowana. Przy liczbie -3 nawias
jest okragty, poniewaz kropka jest pusta. Przy liczbach 1 oraz 7 nawiasy sg okragte, poniewaz sg to
argumenty punktéw lezacych na osi OX.

Ffx)=>0dax€ (-8 —3)U(1;7)

Przy liczbie -1 nawias jest trojkatny, poniewaz kropka jest zakolorowana. Przy liczbach 1 oraz 7
nawiasy sg okragte, poniewaz sg to argumenty punktéw lezacych na osi OX. Przy liczbie 10 nawias
jest okragty, poniewaz kropka jest pusta.

f(x) <0dlax €(-1; 1) U (7;10)

Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje dang wartosé

Dla wartosci -5 istnieje jeden punkt na wykresie o argumencie 8,5.
fx)=-5 dlax = 8,5
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Dla wartosci -2 istnieja dwa punkty na wykresie, o argumentach 0 oraz 7. Rozwigzaniem jest wiec
dwuelementowy zbidr liczb.

f(x) =—2dlax €{0,7}

Dla wartosci 4 istnieje przedziat argumentéw (od 3 do 5) facznie z tymi wartosciami granicznymi
(dlatego nawiasy sa tréjkatne) oraz dodatkowo argument -7, 3. Rozwigzaniem jest wiec suma
przedziatu i dwuelementowego zbioru.

f(x) =4dlax€(3,5)U{-7,3}

Na wykresie nie ma zadnego punktu o wartosci 6, dlatego piszemy:,brak argumentow”.

f(x) = 6 Brak argumentéw

Em) Sprawdzenie, czy dany punkt nalezy do wykresu funkgji

Punkty: A = (—2,4),B = (6,2)
Punkt A nie nalezy do wykresu funkgji. Punkt B nalezy do wykresu funkgji.

) Maksimum i minimum

W najnizej potozonym punkcie wykresu znajduje sie pusta kropka.

Minimum funkgji: brak

Najwyzej potozony punkt wykresu ma wartos¢ 5 dla argumentu (x) rownego -8.
Maksimum funkgji f (x)max = 5dlax = —8

ZADANIA

2.4.1 Uzupehij tabelke funkcji /' : R — R inarysuj jej wykres. Zadanie wykonaj réwniez w arkuszu kal-

kulacyjnym.
X -3 -2 -1 0 1 2 3
J
a) y=x b) y=32x+1 ) y=-2x+5
d) y=3x+5 e) y=-x+3 f) yzx%x—z
9) y=\x\ h) y=\x+2\ i) y:\x\—l
D y=l K y=3
2

FUNKCJA LINIOWA 47



Odpowiedz:

P R N —
/
e \
3 "2 1 N ‘ ; \ 4
y=0,5x +1 y=-Xx +3
/
pd AN
e N
4 ,%'2 = 1 3 4 \
/y: 3x +5 — i /; y=;ﬂ,75x -2
e
yd
7 —Seriel =
7 /.,
-4 -3 / 1 1 3 4 / .
e yd
7
y= x| y=|x+2|
\\ / N /
\ / ——Seriel \ / —

48 FUNKCJA LINIOWA




2.4.2 Na podstawie wykresu funkcji y = f(x) okresl:
Wykres [ Wykres 11
ykres ¥ ykres . T ;
8T i el i
T L ep i\
& 74 i) /1g i \r@
/“\\]/ L A L N
816 -4 -2 3 i 6 8X Bt A FINE & 8BS
— A £34
Eonnanns =4 y=foo)\ [-4]

-6 | _g
=8- -84

a) dziedzine funkgji,

b) zbiér wartosci funkgji,

¢) miejsca zerowe funkgji,

d) przedzialy, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie oraz przedziaty, w ktérych funkcja

przyjmuje wartosci ujemne,
e) przedziaty, w ktorych funkcja jest rosnaca, malejaca lub stata,
f) warto$¢ najmniejsza i najwieksza funkgji (o ile istnieja).
Odpowiedz:

Wykres |

a) xE<-7; +o0)

b) y€(-e;7)

) x=-55x=6

d) y>0dlax€(-55;6)y<0dlax€ (- -55) U (6 +o0)

e) frosngca dla x € <-7; 4> f malejgca dla x € <4; +oo)

) y,.=7dlax=4y  nieistnieje
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Wykres Il

a) X € (=o0; =2) UU(=2:2) U (2;+20)

b) y € (-e05+e0)

) x=0

d) y>0dlax€ (-o0;-2)U (2;400) y< 0dlax € (-2;0)U (0; 2)

e) frosngca dla x € (-oo; —2) U (=2;0) f malejgca dla x € (0; 2) U (2;+00)
) ¥, Hie istnieje y, . nie istnieje

2.4.3 Okresl wiasnosci funkciji przedstawionej na rysunku:
Y |1

a) Dziedzina funkcji

b) Zbiér wartosci

c) Przedzialy monotonicznosci

d) Miejsce zerowe

e) Punkty przeciecia z osiami

f) Argumenty, dla ktérych funkcja jest dodatnia: f(x) > 0

g) Argumenty, dla ktérych funkcja jest ujemna: f{x) < 0

h) Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje dana wartos¢:
J@)=5/f(x)=-2,f(x)=4,f(x)=6

i) Argumenty, dla ktérych funkcja spetnia dang nieréwnos¢: f(x)é&2; f(x) <2

j) Sprawdz, czy dane punkty A =(-2, 4), B = (6, 2) naleza do wykresu funkgji f

k) Wyznacz minimum i maksimum funkgcji

Odpowiedz:
a) x€<-8;-3)U<-1;10),
b) y€(-6,5>,
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c) frosnacadlax € <-1;3>, fmalejaca dla x € <-8;-3) U <5; 10), f stata dla x € <3;5>,
d x=1,x=7,

e) x=0y=-2,y=0x=1ix=7,

f)  funkcja jest dodatnia dla x € <-8;-3) U (1; 7),

g) funkcjajest ujemnadla x € <-1;1) U (7; 10),

h) flx)=5dlax=-8,f(x) =-2dlax=0, f(x) =4 dla x € <3;5>, f(x) = 6 nie ma takich x,
i) flx)<-2dlax €<-1;,0)U (8;10), flx) < -2 dlax €<-1;0> U <8; 10),

j)  Anienalezy,BEf

kK y .=5dlax=-8,y nieistnieje

Zbadaj whasnosci funkcji na podstawie wykresu:

Wykres I Wykres 11

N AN

a) Dziedzina funkgcji

b) Zbiér wartosci

c) Przedziaty monotonicznosci

d) Miejsce zerowe

e) Punkty przeciecia z osiami

f)  Argumenty, dla ktérych funkcja jest dodatnia: f(x) > 0

g) Argumenty, dla ktérych funkcja jest ujemna: f(x) < 0

h) Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje dang wartos¢: f(x) =3, f{x) =1
i)  Argumenty, dla ktérych funkcja spetnia dang nieréwnos¢: f(x)(3

j)  Sprawdz, czy dane punkty A = (-4, 2), B=(5, 1) naleza do wykresu funkgji f
k)  Wyznacz minimum i maksimum funkgji

Odpowiedz:

Wykres |

a) x E<-6,6>

b) y €<-2,3>

c) funkcjajestrosnacadlax € <3,1> fjest malejaca dla x € <-5,0> U <3; 6)
fjeststatadlax € <-6,-5>

d) x€{236

&) (-2,0) 5 0)(60);(0,-2)

fl x €<-6-2)U<;6)
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9 x €23
h) f(x)=3dlax€<-6,-5>U <{3}; f(x) = 1 dlax={-3, 1}
) x €(-53)

j)  tak

K Y= 3 V=2

Wykres Il

a) x E<-74>

b) y €<05>

c) funkcjajestrosnacadlax € <0,%> fjest malejacadlax €<-5,0)U <§; 4>
fjest stata dla x € <-7,-5>

d) x€{-3}

e (3,0)(04)

f) x €E<-7-3)U(-3;4)

g) x E{0}

h) fix) =3 dlax €<-7,-5> U <{(-13, 3} flx) = 1 dla x = (-3, -23)

) x€E5-1)UGA)

j)  nie

K Y= 5 V=0

2.4.5 Odczytaj z ponizszych wykreséw rozwiazania réwnania f(x) = g(x).
a) b)

s

A

c) d)

.
4

P S S S,
.

"

"

"
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e)

Odpowiedz:
a) (-231),
b) (22),
o (1,2)(52),
d) (-2,2);(2,1),
e) (-1,2);(2~-1)

2.4.6 Odczytaj z ponizszych wykreséw rozwiazania réwnania f(x) =g(x) oraz f(x) { g(x)

a) N b)

£ £ T T H T | 1 /
L

Odpowiedz:
9(x) dla x € <~4,4->; f(x) < g(x) dla x € <-o0,~4) U (4, +00)
g(x) dla x € <—e0,4>; f(x) < g(x) dla x € (4, +0)

2.5 Przeksztalcanie wykresow funkgcji

Teraz naucze sie:
Na podstawie wykresu funkgji y = f{xx) naszkicowac wykresy funkgji
y=flx+a)y=f(x) +a,y=f(x +a), y=-f(x), y=f(x);

Narysowac wykres funkgji liniowej, korzystajac z jej wzoru;

g(x) dla x € <—e0,-1> U <2,5>; f(x) < g(x) dla x € (—1,2) U (5,400)

Wyznacza¢ wzér funkgji liniowej na podstawie informacji o funkgji lub o jej wykresie;

Na podstawie wykresu funkgji y = f(x) naszkicowac wykresy funkgji y = |f(x)|,
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) x—-y=—f

Wykres funkcjiy = — f(x) jest symetryczny do wykresu funkcjiyv = f(x) wzgledem osi OX.

Przyktad
3 _l

Ty
T y=—f)

4 3 -2 -1_10\7/3 4 s
24 y=F(x)

R
3-/_1:
5 y=F(x)

- xoy = f(-x)

Wykres funkcjiy = f(—x) jest symetryczny do wykresu funkcji y = f(x) wzgledem osi OY.

- x-y= (-0

Wykres funkcjiy = — f(—x) powstaje w wyniku przeksztatcenia wykresu funkcji ¥ = f(x) przez

symetrie wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych, czyli punktu (0, 0).
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¥

/v=-f(—><) .

12 3 4 56 7 8

(LR ) R ]

I ' ' ' ' B ]
8 76 -5 -4-:—:/—2/-._12
y=f(x) )

2T et
W
®
4 a3 2 a1 /o1 2 a3 a4
y=-F(-%) T
oL

m) x-y = f(x) +q
Wykres funkcji y = f(x) + q powstaje w wyniku przesuniecia wykresu ¥ = f(x) wzdtuz osi 0Y o |q|

jednostek w kierunku zgodnym ze znakiem g (o wektor [0, g]).
¥

/v=—f(—x) )

12 3 4 5 6 7 8

M 0I = 0

t + + + + —t 1
8 7-6 -5 -4-37/_12
y=fix) )

- x-y=f(x-p
Wykres funkcji ¥ = f(x — p) otrzymujemy w wyniku przesuniecia réwnolegtego wykresu funkgji

¥ = f(x) wzdtuz osi OX o wektor [p, 0].

FUNKCJA LINIOWA 55



56

) x-y=f(x—-p) +q

Wykres funkcjiy = f(x — p) + g otrzymujemy w wyniku przesuniecia wykresu y = f(x) o wek-

tor [p, ql.

y=F{x)

[ I I T
e :

4 -2 -2 41 0

V x-y =k  fx)

Wykres funkcjiy = k - f(x) powstaje zwykresuy = f(x)w wyniku k-krotnego zblizania sie

lub oddalania od osi OY.

Dla k = 1 wykres funkgji f (x) zblizyt sie k-krotnie do osi OY (,rozciggnat sie” wzdtuz osi OY). Dla
k € (0,1) wykres funkgji f (x) oddalit sie k-krotnie od osi OY (,$ciagnat sie” wzdtuz osi OY).

4 5

y=kfiu) k=1

) cx-—y = |f)

# T
i > vfkf(x),Dckcl‘“M

~ 1+

-4

-2 -2

Aby otrzymac wykres funkcji v = |f(x)|, nalezy czes¢ wykresu y = f(x), lezacg nad osig OX

lub na niej, pozostawi¢ bez zmian, natomiast czes¢ wykresu lezaca pod osig 0X, odbi¢ symetrycz-

nie wzgledem osi OX.

(S
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) -x-y = f(xD

Aby otrzyma¢ wykres funkcjiy = f(|x|), nalezy:
» dlax = 0cze$¢wykresuy = f(x) pozostawic¢ bez zmian

» otrzymang cze$¢ wykresu przeksztatci¢ przez symetrie wzgledem osi OY - otrzymujemy

w ten sposéb wykres szukanej funkcjidlax < 0.

y
y=fx) y=£x) o

y=fllx)

) x-—y = flk+x)

Wykres funkcjiy = f(k = x) powstaje w wyniku k-krotnego ,$ciggania” lub ,rozciagania” wykresu
funkcjiy = f(x) wzdtuz osi 0X.

Dla k = 1 wykres funkcjiy = f(x).$ciaga sie”wzdtuz osi 0x. Dla k € (0,1) wykres funkgji
v = f(x),rozciaga sie” wzdtuz osi 0 X.

54y 24y
y=flkwl, k=1 4T _ a4

a1 ‘“\H\v flxd

2+ T

- B
1+ y=fx) M " ) -
T ow ! t i t t A -
f + . t + } + -4 -3 - SIS 1 3 4
5 4 3 2 -1Dhg 3 4 s S -
-2 T Rt
2T y=fiks), D<k<l
-3+ -3 4
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3ty
2r y=-F(x)
D \/ i
24 y=Ffix)
=l
ZADANIA
2.5.1 Majac dane funkcje:
1
fx)=2x,f(x) =3x + 1,f(x) = -5 +2,f(x) = —2x-1,f(x) = —x + 4
Zapisz wzory funkgji i naszkicuj wykresy:
a) x = f(x) b) x = —f(x)
d x - f(==x) d x - fx) -1
e) x = flx+1) f) x = |[f)]
g x = f(xD hy x = |f(x) —1]
Odpowiedz:
a) y=—fl)=-2x b) ¥ =—fl)=—-2x
o y=fl=)= —2x d y=fx)-1=2x-1
e) y=fx+)=2(x+1) =2x +2 )y =1fCl= |2x|
9 y= f(x]) = 2lx| hy y= If(x) —1] =|2x- 1|
y= 2, y=-2x 4;%4\159),J= 2x-1
\ * / : =z
= r
ST 7
[ e e =
-6 -4 - r 2 4 -l Sf=5 =8 3 56—y
" =z =
F———o
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4 V= 72X y= 2x+2 ;G V=2x; Y= szl
//' - 4
- N~ 1 7
Lz _ N7 .
A — A O T T T —
55 & —Vz/n: T2 3 4 5 6 /fq:
A /
e . / .
e 7
14 N =19v
12 y=2X, y=|2x—

—Y
i
-G==b—cfF—= 0423455
-4
-6
-8
=10
=12
fo)=3x+1,y=-fl) =-3x-1,y=fl-x) = -3x +1, y = f{x) 1= 3x, y = fle+ 1)=3x + 4,

2.5.2

y=1f0| = 3x+1], y=fllx)) = 3]x| +1, y = [flx) -1 = 3]
fix)

1 1 1
y =16 1= - 3420,y =l == ] +2,7 = [0 -1 = 341

S Ix42, y= ) =2x -2,y =fld) =2x+ 2,y =f(x) -1 =-2x+1, y=flrs) = —x+13,
flx)=-2x-1,y=-fix) =2x+1, y =fl-x) =2x -1, y = f(x) -1=-2x -2,

y=fle+1) =-2x-3, y = | fiIx)| = |- 2x = 1|, y = f|x]) = =2|x| -1, y = |fIx) -1| = |-2x-2|

fix)
y =[x =-x+4|, y = filx) =-|x| + 4, y = |flx) -1| = |-x +3]

X+4,y=-f)=x-4,y=fl-x)=x+4, y=f(x) -1=-x+3, y =flx+1) =-x + 3,

Dla kazdego z ponizszych wykresow funkcji opisz, jak go otrzymano, przesuwajac odpowiedni wy-

kres funkcji ¥ = ‘X‘ . Podaj wzér funkcji o danym wykresie.

: b)

T
(8]
—
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Odpowiedz:
a) y=|x| przesunieto o wektor [1,0]y = |x-1|
b) y=|x| przesunieto o wektor [0,-3] y = |x| - 3
c) y=|x| przesunieto o wektor [3,1] y = [x-3| + 1

2.5.3 Zadanie 1i 2 rozwigz za pomoca arkusza kalkulacyjnego.

2.6 Funkcja liniowa i jej wlasnosci

Teraz naucze sie:
» Zapisywac funkcje w postaci ogélnej i kierunkowej;

» Interpretowac wspodtczynniki wystepujgce we wzorze funkgji liniowej;
»  Okresla¢ monotonicznosc funkcji na podstawie jej wzoru i wykresu;
» *Bada¢ monotonicznos¢ funkgji w zaleznosci od parametru.
|

Funkcje okreslong wzorem v = ax + b, gdzie a i b sa wspotczynnikami liczbowymi, nazywamy
funkcjq liniowa. Dziedzina funkgji liniowej jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych.

mm) Roéwnanie postaci v = ax + b nazywamy réwnaniem kierunkowym prostej.
L4

Réwnanie Ax + By + C = 0, gdzie 4 = (lub B = (, nazywamy réwnaniem ogdlnym proste;j.

Wykresem kazdej funkgji liniowej jest linia prosta. Aby narysowac te prosta, wystarczy znalez¢
dwa dowolne jej punkty.

Przyktad 1
Narysujprosta: y = 2x +1 Jezelix = 0,toy = 1 - A(0,1)Jezelix = 1,to
v=3-5B8(1,3)

T f(b)

Wonouh oh e

]
et B = SO I A '

/

Rysunek 2-6. Wykres funkcjiy = 2x + 1
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mm) Monotonicznos$é funkgji liniowej

Jezeli dla coraz wiekszych argumentow funkcja przyjmuje coraz wieksze wartosci, to o takiej
funkcji méwimy, ze jest rosnaca.

) Funkcje linioway = ax + b nazywamy rosnacg, jezelia > 0.

| o T f(
THRR, ]
A =2 - 1 yAN|
4 i 1 T/
/
arf
A
] 1
b i 12T R A i
i 1
4 4 - k
y Un
92" Ammi adn
,’ . ""“ [
NN i |

Jezeli dla coraz wiekszych argumentéw funkcja przyjmuje coraz mniejsze wartosci, to o takiej
funkcji mowimy, ze jest malejaca.

m) Funkcje liniowa y = ax + b nazywamy malejaca, jezelia < 0.

| i(x) .
. Funkey
] y=Ear T
f v \
. X
-4 > 4 .
- s
ﬂ‘mexg )
-malejgc :

» Jezeli dla wszystkich argumentéw funkcja przyjmuje takg sama wartos¢, to o takiej funkcji

moéwimy, ze jest stata.

m) Jezelia = 0,tofunkcjay = ax + b jest stafa. Jej wzor przyjmuje postac: v = b.

9  https://sites.google.com/site/wlasnoscfunkcji/monotoniczno%C5%9B%C4%87.
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Wspotczynnik a
Wspdtczynnik a moéwi o kierunku prostej, ktéra jest wykresem funkgji liniowej y = ax + b. Liczba a jest

wiec nazywana wspotczynnikiem kierunkowym funkcjiy = ax + b.

Liczba a to wspétczynnik kierunkowy prostej a = tg ae. Wspétczynnik b wyznacza na osi OY punkt,
w ktérym dana prosta jg przecina.

mm) Wiedzac, ze dwa rézne punkty 4 =(x,,y,) i B= (xB,yB) naleza do prostej AB, kat nachylenia do
Ve~ V4
Xp =Xy

osi x jest wyrazony jako iloraz

) Jezeliliczba a jest dodatnia, to kat nachylenia prostej do osi OX jest katem ostrym (im wieksza jest
liczba a, tym kat ten jest wiekszy):

Jezeli liczba a jest ujemna, kat nachylenia prostej do osi OX jest katem rozwartym:
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) Wykresy funkgji liniowych y =ax+b o takim samym wspdtczynniku a sg prostymi rbwnolegtymi.

mm) Wspoétczynnik b

et B e e o el 3

Wspétczynnik b moéwi o tym, w ktérym punkcie wykres funkcjiy = ax + b przecina o$ OY, czyli

wykres funkgji liniowej y = ax + b przecina o$ OY w punkcie o wspétrzednych (0,b).

mm) Wykres

T
S Y

-k

v fo 5 G If‘ by s e
rial i
T
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H) Miejsce zerowe - jest to taki argument (x), dla ktérego wartos¢ (y) wynosi 0.

UWAGA!!!
Funkcja stata nie ma miejsca zerowego z wyjqtkiem funkcji y = 0, ktéra ma ich nieskoriczenie wiele.
Majac do dyspozycji wzér funkgji, szukamy miejsca zerowego, podstawiajac za y warto$c 0, i z tak
powstatego réwnania liczymy x (czyli miejsce zerowe).

Przyktad 2
y=2x—4
Podstawiamy za y wartosc 0 i l
rozwigzujemy réwnanie.
0=2x—4
—2x=-4 = {9)
x=2

Piszemy: Miejsce zerowe funkcji wynosi: x = 2

Majac do dyspozycji wykres, szukamy punktu przeciecia wykresu z osig odcietych (x), i odczytu-
jemy wartos¢ argumentu (x), ktéry jest miejscem zerowym.

Y

[

Punkt przeciecia z osiax ma
& (3,0) - o

P . o
x punktu wynosi 3, dlatego
miejsce zerowe wynosi 3.

LA L L L L L

=
‘J

o o . - b
) Jezelia # 0, to funkgja liniowa y — ax + b ma jedno miejsce zerowe: -

Przyktad 3
Oblicz miejsce zerowe funkgcji y =2x—4
—4

x0:—7:2

Funkcja ma miejsce zerowe réwne: x, =2
mm) Punkty przecigcia z osiami

Majac do dyspozycji wzér funkgji, szukamy:

- punktu przeciecia z osig x - podstawiajac za y wartos$c 0, i z tak powstatego réwnania liczymy x
(tak jak miejsce zerowe, bo graficznie miejsce zerowe znajduje sie w punkcie przeciecia z osig x).
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Przyktad 4

y=4x+ 12
0=4x+12

—4x =12 /+ (—4)
x=-3

Punkt przeciecia z osig x ma wiec wspotrzedne: (-3,0)

- punktu przeciecia z osia y - podstawiajac za x warto$¢ 0, i obliczajac y.

Przyktad 5

y=4x+ 12
y=4-0+12
y=12

Punkt przeciecia z osig y ma wiec wspétrzedne: (0,12)

Majac do dyspozycji wykres, odczytujemy wspotrzedne obu punktéw z wykresu.

Punkt przeciecia z osiaxma
wspdlrzedne (0,4).

4.

A

(0,4) ]

Punkt przeciecia z osia x ma
wspolrzedne (-2,0). I

(2,0 o1 X

Punkt przeciecia z osig x: (—2,0) Punkt przeciecia z osia y: (0,4)
Sprawdzenie, czy dany punkt nalezy do wykresu funkgji

Aby sprawdzi¢, czy dany punkt nalezy do wykresu funkgji, nalezy podstawic¢ jego wspotrzedne
do wzoru funkgji i wykonac obliczenia po obu stronach powstatego réwnania, aby sprawdzic, czy
lewa strona bedzie réwnata sie prawej. Jezeli tak jest, to dany punkt nalezy do wykresu funkgji,
jezeli nie, znaczy to, ze dany punkt nie nalezy do wykresu funkgji.

Przyktad 6

Sprawdz, czy punkty: A = (1,2); B = (-2,3) naleza do wykresu funkgji: y = 3x - 1.
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Sprawdzamy osobno oba punkty:

y=3x-1
Podstawiamy punkt (1,2) e Podstawiamy punkt (-2,3)
'l R
2=3-1-1 3=3-(-2)-1
2= 37
L=P L=P

Punkt (1,2) nalezy do wykresu funkgji, a punkt (-2,3) nie nalezy. Majac do dyspozycji wykres funk-
¢ji, wystarczy znalez¢ dany punkt w uktadzie wspoétrzednych - jezeli lezy on na prostej, ktéra jest
wykresem funkgji, to dany punkt nalezy do wykresu funkgji, jezeli nie, znaczy to, ze nie nalezy.

Przyktad:
Sprawdz, czy punkty: (1,2); (-2,3) naleza do wykresu funkcji: y = 3x - 1.

Yy |1

Punkt (-2,3) nic lezy na =0
wykresie funkcii.

1 Punkt (1,2) lezy na wykresie
(,2 ;3 ) funkcji.
. +

P
(1,2)

Punkt A = (1,2) nalezy do wykresu funkgji, a punkt B = (-2,3) nie nalezy.

ZADANIA
2.6.1 Podane rownanie sprowadz do postaci kierunkowej:
a) v—05=03x
by x+y—4=20
0 2x+2y+3=0
d x+2Zy=12

e) £+Z:1
34
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x=1 y+2
—t—=2
f 2 3
Odpowiedz:

a) y=3x +0,5

Qg y=-x-1
d y= —;1 x- 6,
e y=-lix+4
2.6.2 Ktodre sposrdd punktdw A, B, C, D nalezg do wykresu funkgji: f; (x) = — %x + 2 f(x) = %1:

a) A=Q1)B=(,2)C=(-21),D=(0,2),
b) A=(11),B=022),C=(-3-1,D=@22)

Odpowiedz:
Acf Def A€ f (x),CEf,(x),DE f, (x)

2.6.3 Narysuj wykresy funkgji, a nastepnie:
»  okresl monotonicznos¢,
» oblicz miejsce zerowe,
» punkty przeciecia z osiami,

» sprawdz, czy punkt A = (1,3) nalezy do wykresu funkgji:

a f)=x-1 b) f(x)=2x+%

d f(x)=-9x-3 d) f(x)=0,4x+0,1

o f="5"2 p =2

g) f(X)=f§72 h) ,f(x):1_36x+2x
Odpowiedz:

a) funkcja rosngca; miejsce zerowe x = 1; z osia x (1,0); z osig y (0, —1); nie nalezy
b) funkcja rosnaca; miejsce zerowe x = - i; z0sig x (- i,O); zosig y (0, %); nie nalezy

c) funkcja malejaca; miejsce zerowe x = - é; z 0sig x (- %,0); z 0sig y (0,-3); nie nalezy

FUNKCJA LINIOWA

67



68

d) funkcja rosnaca; miejsce zerowe x = — 71; z 0sig x (- %,0); zosiag y (0, %); nie nalezy

e) funkcja malejaca; miejsce zerowe x = 2; z osig x (2,0); z osig y (0,1); nie nalezy
f) funkcja rosngca; miejsce zerowe x = 1; z osia x (1,0); z osig y (0, — %); nie nalezy

g) funkcja malejaca; miejsce zerowe x = —4; z 0sig x (-4,0); z osig y (0,-2); nie nalezy

h) funkcja stata; miejsce zerowe brak; brak; brak; nie nalezy

2.6.4 Dla jakich wartosci parametru m funkgja f jest rosnaca?
a) f(x)=Cm-Dx+1
b) f(x)=(-m+2)x—4

A fx)=(m —?)x—ﬁ

Odpowiedz: a) m > %, bym<2,c m> \E

2.6.5 Przez ktore ¢wiartki przechodza proste y; =2x+ 11y, :% X — 5? Ktora z prostych tworzy
z osig OX wiekszy kat? W ktorej ¢wiartce przecinaja sie proste?

Odpowiedz: y; przez|, I, Ill; v, przez|, I, IV

2.7 Zastosowanie funkgcji do opisywania zjawisk z zycia codziennego

Teraz naucze sie:
Wykorzystywac wiasnosci funkgji liniowej do interpretacji zagadnien geometrycznych, fizycz-
nych itp. (takze osadzonych w kontekscie praktycznym).

|
Funkcje wykorzystywane sg w wielu dziedzinach zycia, np.:
» W badaniach statystycznych - kurs walut.

» W balistyce - zapisywanie toru lotu pocisku.

» Do obliczania maksymalnej predkosci samochodu, z jaka bezpiecznie moze pokonac¢ dany
zakret, oraz wiele innych.

W fizyce czesto do opisywania zjawisk z zycia codziennego korzystamy z wykreséw funkgcji. Analizujac
dane przedstawione na wykresie, najpierw sprawdzamy, jakie wielkosci fizyczne i ich jednostki zostaty na
nim zaznaczone.
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Przyktad 1

Fe===
=
.

Jak zinterpretowac dane na powyzszym wykresie? Zauwaz, ze mamy do czynienia z dwiema wielko-
$ciami: szybkoscia i czasem. Co sie dzieje z szybkoscig ciata w poszczegdlnych przedziatach czasu?

Na poczatku ciato spoczywato, nastepnie przez 2 sekundy jego szybkos¢ wzrastata wprost pro-
porcjonalnie do czasu (ciato poruszato sie ruchem jednostajnie przyspieszonym), przez kolejne

2 sekundy ciato poruszato sie ze statg predkoscia, od 4 do 6 sekundy znowu poruszato sie ruchem
jednostajnie przyspieszonym, od 6 do 8 sekundy znowu poruszato sie ruchem jednostajnym,
przez kolejne dwie sekundy jego szybkos¢ wzrastata, nastepnie ciato zmienito zwrot predkosci
(zawraca) i przez pierwsza sekunde porusza sie ruchem jednostajnie przyspieszonym, od 11 do
12 sekundy jest to réwniez ruch jednostajnie przyspieszony. Obliczmy przyspieszenie ciata w po-
szczegOlnych przedziatach czasu. Wiedzac, ze przyspieszenie jest réwne ilorazowi zmiany szybko-
$ci ciata do zmiany czasu a = i—:. Z wykresu odczytujemy:

vy =0,v; =2,v;=2,v;3 =4,v; =4,v, =6,

to=0,t;=2,t, =4,t3=6,t, =8,t5 = 10,5 = 11,t; = 12, stad

Av vy 1 2m/s m., . .
=M _mave  Zmis 1= i analogicznie
5

= — =
17 At -t 25

m

ag; = 71,55_*2

m m m
ag :G,QS = 1;,{12 :0,{13 :15'72’6‘4: 73;,

Przyktad 2 droga s[m] A

25
20+
157
107

5

»

T T T T T T T T T T 11 »
1 23 456 7 8 9101112131415  czast[s]
Przeanalizujmy podobny wykres. Zauwazmy, jakie wielkosci fizyczne mamy teraz zaznaczone na wy-
kresie? Przez piec pierwszych sekund droga rosta proporcjonalnie do czasu, to znaczy, ze ciato poru-
szato sie ruchem jednostajnym, przez kolejne 4 sekundy ciato spoczywa, a przez nastepne 3 sekundy
zawraca, poruszajac sie ze stata predkoscia. Obliczmy vy, v,, i v3 Z lekji fizyki pamietasz, ze:

As 51— 5

57% ctad i o 6
v=—= ,stadv; = 4 —,v;= 0 —,v3= —6 5—
At t—ty S s 2 s’ 2

3s’
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Przyktad 3
Zaleznos¢ miedzy temperatura wyrazong w stopniach Fahrenheita a wyrazona w stopniach Cel-

sjusza, jest zaleznoscig liniowa.
a) Znajdz te zalezno$¢, wiedzac ze 32°F = 0°C, a 5°F = —15°C.

b) 22 lipca w San Diego temperatura o godzinie 12®byta o 12,5°C wyzsza niz temperatura o go-

dzinie 6%. Wyraz wzrost temperatury w stopniach Fahrenheita.

Jezeli F jest temperaturg w Fahrenheitach, a € w Celsjuszach, to wiemy, ze F = aC + b.Statea i b

wyznaczymy z podanych informacji.

{ 32=a-0+5b

5=a(—15)+b

b =32
9

[15a=b—5=27 2a=g

Odpowiedz: T; = > T¢ + 32
Skorzystamy ze wzoru z podpunktu a).

9 9 9 9
F~F=Tr=2C+32-56—-32=2(C~C) =125 = 225

Odpowiedz: 22,5°F

ZADANIA

2.7.1 Na podstawie ponizszego wykresu dokonaj analizy ruchu ciata i sporzadz wykres zaleznosci

v(t), s(t).

Odpowiedz:
Przez pierwsze dwie sekundy ciato poruszato sie ruchem jednostajnie przyspieszonym a = 2 ?2,
przez kolejne z przyspieszeniem a = 5 ?2, od 8 do 12s z przyspieszeniem a = 3 ?2

Podstawiamy do wzoru v = at kolejne sekundy czasu i obliczamy odpowiadajace jej szybkosci.
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2.7.2 Opisz zachowanie ciata na podstawie wykresu.

s(m)

Odpowiedz: Przez pierwsze 3s ciato porusza sie ruchem jednostajnym, nastepnie spoczywa, i tak na
zmiane, w 15s zawraca, dalej poruszajac sie ruchem jednostajnym, ale z inng szybkoscia.

2.7.3 Jakie informacje mozna odczytac z ponizszego wykresu? Wyciggnij odpowiednie wnioski.

80
h; w /
2 / /
o Vi
o 40 va
a /
£ —
)
8 0
E 2 assssn Wypadki |
o L~ 7 e VWypadki z clgzkimi
£ ~ A obrazeniami ciata
:. -40 L~ s zysthie
3 wypadki
-60
20 15 10 5 O 5 10 15 20
% zmiana $rednie] predkosci

Zalezno$¢ miedzy zmianami $redniej predkosci jazdy a liczba wypadkéw

2.7.4 Wykres przedstawia, jak zmieniat sie przyrost naturalny ludnosci w Polsce w latach 1950 — 2005.

10
800
tys.

700

1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 18985 18990 18985 2000 2005

Przyrost naturalny w Polsce w latach 1946 - 2008

10  (www.wiking.edu.pl/article.php?id=269, 25.03.2013).
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2.7.5

Na podstawie wykresu odpowiedz na pytania:
1. Jak zmieniata sie liczba urodzen w latach 1950 — 2005?

2. W ktérym roku liczba urodzen byta najwieksza, a w ktérym najmniejsza?
3. Jak w tym czasie ksztaltowata sie liczba zgonéw?
4. W ktérym roku przyrost naturalny ludnosci byt najwyzszy, a w ktérym najnizszy?

Informacja do zadania 2.6.5:

Predkosc rzeki zalezy od takich czynnikéw, jak: gtebokos¢ rzeki, nachylenie terenu, rodzaj podtoza
tworzacego dno i brzegi rzeki.

Wiekszos¢ rzek zwalnia pod koniec swojego biegu, poniewaz nachylenie terenu, czyli spadek
wody, znacznie sie zmniejsza. Gdyby przeanalizowac przekréj rzeki, mozna by zauwazy¢, ze pred-
kos¢ rézni sie w réznych obszarach, najmniejsza jest na dnie rzeki, a najwieksza na jej powierzchni.
Powodem tego jest tarcie pomiedzy przeptywajaca woda a powierzchnia dna rzeki.

Przy brzegach rzeki, szczegélnie na zakretach, przeptyw wody jest najszybszy z powodu sity od-

Srodkowe;j.

Zwykle predkos¢ V wyrazamy w [ﬂ} metrach na sekunde, natomiast wspotczynnik rodzaju pod-
N

3
foza oznaczamy ki wyrazamy w {M} . Poziom wody oznaczamy T i wyrazamy w metrach, do
N

wyznaczenia predkosci uzywamy réwniez wspotczynnika nachylenia, spadku terenu S.

Predko$¢ przeptywu wody obliczamy ze wzoru: V =k -3/T? S

Wskazéwka: wspoétczynnik nachylenia S = (réznica pozioméw)/(dtugos¢ rzeki)

Dwie stacje pomiarowe Berthelsdorf i Nossen znajduja sie na rzece Mulde. Pomiedzy tymi sta-

cjami $redni poziom wody wynosi 35 cm. Wysoko$¢ nad poziomem morza w Berthelsdorf wynosi
376,61 m, a w Nossen — 203,76 m. Dlugos¢ rzeki na tym odcinku wynosi 42,3 km. Dno rzeki jest

3 m
wyboiste i wartos¢ wspétczynnika rodzaju podtoza wynosi BO{SJ .

a) Oblicz predkosc¢ rzeki na tym odcinku.

b) Razna 20 lat poziom wody rzeki Mulde osigga 2,5 m. Oblicz, jaka wéwczas predkos¢ osigga
rzeka.

c) 30 sierpnia 2008 roku po dtugim okresie deszczowym predkos¢ rzeki osiggneta wartosé

1,68 {ﬁ} . Oszacuj, jak wysoki byt wéwczas poziom wody.
A
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2.7.6 Predkos¢ rzeki mozna réwniez wyrazi¢ w {

przeptywa w ciaggu sekundy. W tabeli ponizej przedstawiono wyniki pomiaréw poziomu wody

w rzece i jej przeptywu.

3
m

N

. 3
Data Godzina POZ\I/(V)?;nV’:I]Ody Przep{yw w |:m7:|
26.10 01:00 41 2,04
07:00 39 1,81
13:00 40 1,92
19:00 40 1,92
27.10 01:00 40 1,92
07:00 40 1,92
13:00 41 2,04
19:00 44 2,42
28.10 01:00 45 2,55
07:00 45 2,55
13:00 41 2,04
19:00 M 2,04
29.10 01:00 41 2,04
07:00 41 2,04
13:00 53 3,78
19:00 56 4,31
30.10 01:00 73 8,07
07:00 83 10,9
13:00 103 19,3
19:00 106 20,7
31.10 01:00 93 14,8
07:00 81 10,3
13:00 75 8,6
19:00 71 7,56
01.11 01:00 70 7,31
07:00 66 6,36

a) Przedstaw na wykresie zaleznos¢ predkosci przeptywu od poziomu wody w dniach od 30

pazdziernika (godz. 01:00) do 31 pazdziernika (godz. 01:00).

b) Za pomoca jakiej funkcji mozna opisac te zaleznos¢?

c) Zapomoca programu Exel lub kalkulatora graficznego znajdz wzér funkgji, ktéra

w przyblizeniu opisuje te zaleznosc.

d) Wykorzystujac otrzymang funkcje, oszacuj, ile bedzie wynosi¢ predkos¢ przeptywu w

jesli poziom wody osiggnie 2,5 m.
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e) Przedstaw chronologicznie na wykresie predkos¢ przeptywu wody w dniach 09 30
pazdziernika (godz. 01:00) do 31 pazdziernika (godz. 01:00). Wyraz przeptyw w m}

f) Jaka wartos¢ wyraza obszar zawarty pomiedzy wykresem funkgji a osig x?

g) Oblicz pole powierzchni tego obszaru (wyznacz pole powierzchni tego obszaru na rézne
sposoby).

h) Wywnioskuj, jak bedzie sie zmieniac¢ wartos¢ wspétczynnika k, jezeli dno rzeki bedzie bardziej
gtadkie.

i) Wyjasnij, dlaczego predkos¢ przeptywu nie jest liniowo zalezna od poziomu wody.

j)  Wykorzystanie rzek jako drogi wodnej dla statkdw wymaga czasem pogtebiania koryta rzeki.
Jakie moze to miec¢ konsekwencje dla srodowiska?

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

1. Wspdtczynnik kierunkowy prostej réwnolegtej do prostej o réwnaniu ¥y = —3x + 5 jest rowny:"
a) -1/3 b) -3 c 173 d 3

2. Zbiorem wartosci funkgji f jest:

a) <-25> b) <-48> c <-14> d)

3. Korzystajac z wykresu funkgji f, wskaz nieréwnos¢ prawdziwa:

<58>

W & oo

X
)
CRERE

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 3 4 5 6

a) fle-1)<fi1) b) fi1)<f3) a fie-n<f@3) d) fi3)<f0)

4. Wskaz m, dla ktérego funkgja liniowa okreslona wzorem f (x) = (m — 1)x + 3 jest stafa:

a) m=1 b) m=2 c) m=3 d m= -1

5. Funkgja liniowa okre$lona jest wzorem f(x) = —V/2 x + 4. Miejscem zerowym tej funkgji jest liczba:"
[z I
a) -242 b) \7 Q - \7 d) 2v/2

6. Na rysunku przedstawiono wykres funkgji f. Odczytaj z wykresu i zapisz:

11 Arkusz prébnej matury z matematyki, CKE, listopad, 2009.
12 Zadania: 2, 3, 4 zaczerpniete z arkusza probnej matury z matematyki, CKE, listopad, 2010.
13 Zadania: 5, 6 zaczerpniete z arkusza maturalnego z matematyki, CKE, maj, 2010.
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AY
4
3
2
1
X
i EEEEEY R L ERE 59 10
-2
-3

a) zbidr wartosci funkgji f
b) przedziat maksymalnej dtugosci, w ktérym funkcja fjest malejaca.

7. Funkcja liniowa fjest okre$lona wzorem f (x) = ax + 6, gdzie a > 0.
Wowczas spetniony jest warunek:™

a) flx)>1 b) fl2)=2 q f3)<3 d) fla)=4
8. Wskaz wykres funkgji, ktéra w przedziale <-4,4> ma doktadnie jedno miejsce zerowe.

B)

Ay
—_—
2
H
i
RIS B S
]
2
o
o4
D)
Ay

=

9. Funkgcja liniowa f(x) = (m - 1)x + 5 ma miejsce zerowe réwne 2. Zatem:'
a) m=6 b) m=1,5 c m=1 d) m=5
10. Wspotczynnik kierunkowy prostej réwnolegtej do prostej o réwnaniu 4x — 2y + 1 = 0 jest réwny:

1

a) 4 b) -2 o = d) 2

2
11.Prosta o réwnaniu y = mx + 6 przechodzi przez punkt A = (2,-4), gdy:'®
a) m=5 b) m=-5 ) m=1 d) m=-4

12.Funkgja liniowa f(x) = —%x + 4 przyjmuje wartosci ujemne dla:
a) x<6 b) x>6 c x>-6 d) x<-6

14  Zadania: 7, 8 zaczerpniete z arkusza maturalnego z matematyki, CKE, maj, 2012.
15 Zadania: 9, 10 zaczerpnigte z arkusza maturalnego, Prébna matura z Operonem, listopad, 2010.
16 Zadania: 11, 12 zaczerpniete z arkusza maturalnego, Prébna matura z Operonem, listopad, 2009

FUNKCJA LINIOWA 75



76

—2x+1, gdyx =

3
13.Dziedzina funkgji F(x) = { —x, gdyl<x<4 jest zbior:"”

a) (-o4) b) (14) o (04) d) (o)
14.Funkcja liniowa f(x) = (m+2)x+ 2m jest rosnaca, gdy:
a) m<-2 b) m<2 ) m>-2 d) m>-4

15.Rysunek przedstawia wykres funkgji fix).

-
=
(-
5]
(-
[ %]
(.
=
=
1
a1+
ta

Funkcja jest malejgca w przedziale:

a) (04) b) (16) a (06)

d (-24)

16.Punkt P = (a + 1,2) nalezy do wykresu funkcji f(x) = i Liczba a jest rowna:
x

a) 0 b) -1 c) 2 d) 1

17.Funkcja liniowa f{x) = (m - 2)x - 11 jest rosnaca dla:

a) m>2 b) m<13 d)

18. Funkcja liniowa f{x) = 3ax - b jest malejaca, natomiast funkcja liniowa g(x) = bx - 3a jest rosnaca.

m>0 c) m<11
Wykresy funkgji fi g przecinajg 0s OX w tym samym punkcie A. Oblicz odcigtg punktu A oraz wy-

znacz wzory funkgji fi g wiedzac, ze ich wykresy sa prostopadte. '@

19. Wyznacz miejsca zerowe funkcji opisanej za pomoca wzoru:

(x+3 dla x € (0,3)
f(x}—{@_g dla x € (3,10

17 Zadania: 13, 14, 15, 16, 17 zaczerpniete z arkusza maturalnego, Probna matura z Operonem, listopad, 2011.
18 Zadania: 18, 19 zaczerpniete z,Testy maturalne’, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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3 Rownaniainierownosci kwadratowe

3.1 Rownania kwadratowe niezupeine

Teraz naucze sie rozwigzywac réwnania kwadratowe niezupetne.

Réwnanie ax® +bx+c =0, a # 0, nazywamy réwnaniem kwadratowym (réwnaniem drugie-
go stopnia).

Réwnania, w ktérych wspétczynniki tréjmianu kwadratowego b lub ¢ s3 réwne 0, nazywamy row-
naniami kwadratowymi niezupetnymi.

mm) Przyklady réwnan kwadratowych:
» 3x’ =1, bo mozna przeksztafci¢ do postaci: 3x* ~1=0,gdziea=3,b=0,c=-1
» 5x>+3x+7=0,gdziea=5b=3,c=7
» 8x=3x +1, bo mozna przeksztatci¢ do postaci 3x> —8x+1=0,gdziea=3,b=-8,c=1

» x’+5x=0,gdziea=1,b=5,c=0

Przyktad 1
Rozwigzmy réwnanie typu ax’ +c=0,gdy a#0,b =0 ic#0

» x*-16=0
x> =16
x=4lubx =-4

> —3x*-6=0

-3x*=6/+(-3)
x> =2 sprzecznoi¢ (réwnanie nie ma rozwiazan)

> (x-2)=4(1-x)
x* —4x+4=4—-4x
x*=0

x=0

ROWNANIA | NIEROWNOSCI KWADRATOWE
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Przyktad 2

Rozwigzmy réwnanie typu ax’ +bx=0,gdy a#0,b 20 ic=0

» 5x°-3x=0
x(5x-3)=0
x=0 lub5x-3=0

x=0lub x=

w |

» —5x—-4x*=0
- x(5+4x)=0
—x=0lub5+4x=0
x=01lub4x=-5

x=0 lub x:—é
4

ZADANIA

3.1.1 Rozwiaz rébwnania:

a) —x+16=0 b) —éx2+3=0

d 2x2-5x=0 e) —3x*+6x=0

g x(x-3)=0 h) (x+2)x-4)=0

j)  5x2-7x=0 kl -3x2+1=0

m) -x2-3=0 N 9x2+5;=0
Odpowiedz:

a) x=-4lubx=4 b) x=-3lubx=3

d) x=0|ubx=% e) x=0lubx=2

g x=0lubx=3 h) x=-2lubx=4

j) x=0|ubx=% k) x:—glubx:g

m) brak rozwigzania n x= —% lubx=0
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3.2 Trojmian kwadratowy i jego pierwiastki

Teraz naucze sie:
> obliczy¢ wyréznik tréjmianu ijego pierwiastki;

> okresdlac liczbe rozwigzan réwnania na podstawie obliczonego wyréznika;

» rozwigzywac réwnania kwadratowe zupetne.

Rozwigzmy réwnanie typu ax” +bx+c=0,gdzie a#0.

Aby rozwigzac rownanie ax® +bx +c =0 (a #0), najpierw obliczamy warto$¢ wyrazenia

A=b*—4ac
-b—+/A -b++A
> jesli A)0, to réwnanie ma dwa rozwigzania: x, = \/7, X, = \/7;
2a 2a
> jesliA =0, to rownanie ma jedno rozwigzanie: x = ;—b;
a
> jesliA(0, to réwnanie nie ma rozwigzan.

Uwaga: Symbole Ai & to greckie litery, pierwsza z nich to wielka, a druga mata litera delta.
Z symbolem & spotkates sie na pewno przy oznaczaniu katow.

Przyktad 1
2 —
> 6x°—-13x+5=0
A=(-13F-4.6.5-49
VA = [49 =7
—(-13)-7 13-7 6 1
NS 12 12 2
-(-13)+7 13+7 20 5
X, =—t= = =_
? 2-6 12 12 3

X, ZEIube :g

Réwnanie ma dwa rozwiazania.

Przyktad 2
»  6x?=5x+2=0

A=(-5)~-4-6-2=-23

Réwnanie nie ma rozwigzan.
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Przyktad 3

6x° +4x+§:0

>
A:42—4~6‘3:0
3
b
X=——
2a
__ 4+ __4_ 1
2-6 12 3

Réwnanie ma jedno rozwiazanie.

ROZWIAZYWANIE ROWNAN PROWADZACE DO ROWNAN KWADRATOWYCH.
mm) Roéwnanie typu ax®* +bx® + ¢ =0 nazywamy réwnaniem dwukwadratowym.
Przyktad 4

X4+ 6x2+5=0(x?)*+6x>+5=0

Podstawiam x*= t w celu sprowadzenia do réwnania kwadratowego, bo takie juz potrafimy roz-

wigzywac:

£+6t+5=0

a=1b=6c=5

A=b>-4ac
A=6°-4-1-5=36-20=16

A >0 wyznaczamy dwa miejsca zerowe:

—_b— -6-,16 -10
= b \/Z:>t = r:T:—S

t

! 2a ! 2
_ -6+./16 _
t, = bJ”/K:w = :—2:—1
2 2a ! 2 2

Wracamy do podstawienia x?= t
x?=-5 VvV x?=-1
xe@ xe@

Rozwigzaniem réwnania jest zbidr pusty (zbiér rozwigzan = @)
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Przyktad 5
Rozwigz réwnania:
15

5x——=10
x

Rozwiazanie
Zatozenie: x # 0

Df:xeR/{0}
15

5x-——=10/-x
x

5x%-15=10x
5x—-10x-15=0
A =(-10)* —4-5-(-15)

A =400

VA =20

xl:_b_@:—(—10)—20:_

2a 10

_-b+A _-(10+20
2 2a 10

8 __x

4-x x-4

Zatozenie: 4—x#0i x—4=0
x#4ix#4
Df : x e R/{4}

8-(x—4)=(4-x)-x
8x—32=4x—x’
x*+4x-32=0
A=b*>—-4a
A=4%—4.1-(-32) =144
VA =12
g o—bodb -4
2a 2
—b+A —4+12
"2 2

-8

4

X,

x, ¢ Df, stad rozwigzaniem jest x, = -8
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ZADANIA
3.2.1 Rozwigz réwnania:

a) —x2=-2=0 b) X\/g—\/EXZZO Q x(x—3):0
d) (x—4)x+2)=0 e (x-2)-9=0 f) 16— (x+3)*=0
g (3x+2)*=25 h) x*+6x+5=0 ) x*-10x+25=0
) x> +2x-120=0 k) 12x*+7x-12=0 ) 3x®—7x+2=0
m) 9x*-24x-20=0 n) —3x*+15x+54=0
Odpowiedz: 7
a) brak rozwigzania b) x=0Ilubx= 76 c) x=0lubx=3
d) x=-2lubx=4 e) x=-1lubx=5 f) x=-7lubx=1
a9) x:—% lubx=1 h) x=-5lubx=-1 i) x=5
) x=-12lubx=10 ) x=-2 lubx=2 ) x=Liubx=2
10 3 4 3
m) x:—glubx:— n) x:—4|ubx:2
3 2
3.2.2 Rozwiaz rbwnania:
a) (B3x-2)+2=6 b) 3(4x—-1)+1=28
o 2(5x-2)+5=13 d) x(3x
&) (2x-5 +(x+4) =4l f) x(x =2 —3x:2x2+@
9 (x-2)x+35)-(x=7)x+1)=(x+2)(x-3) h) 3x>-6x-24=0
) 4x>—20x+25=0 ) xP-2x+4=0
k) 4x*—4x-1=0 ) 3x2+2x+2=3x+4x"-3
Odpowiedz:
a) Olub ¥ b) -1 lub1 Q) Olub 2
3 2 5
4 12
d --1Iub3 e) Olub — f) z lub0
3 5 4
g) 5-247lub5+247 h) —2lub4 )y 2
j)  brak rozwigzan k) % lub # I) brak rozwigzan
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3.2.3 Rozwigz réwnania:

x+1 x+3 Sx+7
+ =

2) 0 b) =3x+2
x=3 x-1 x—1
Q) LH:L d) 2x—3: 2
e x-l 6x  2x+3
e) S-x_2 f) 3x-1_ -3
X 5x 2x 3x-1
Odpowiedz:
a) x=+/Slubx=-+5 b) x=-1x=3
0 x=2-+5x=2+45 d) x:3—3\/5’x:3+3x5

2 2

e) x=-5- Sx/f,x =-5+5J2 f) réwnanie sprzeczne

3.2.4 Rozwiaz rébwnania:

a) x'-4=0 b) x*-4x*=0
o x*=-x*-2=0 d) x*-5x*+4=0
e x'—4x’+4=0 f) x*+2x*-3=0

g x'-x*>+1=0

(Wskazéwka: podstawiamy zmienng pomocniczg x” =1, dzieki czemu otrzymujemy réwnanie

kwadratowe.)

Odpowiedz:
a) -+2,42 b) 0-22
o -2,42 d) -1,1,-22
o) -2,42 f) -1

g) brak pierwiastkdéw rzeczywistych
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3.3 *Réwnania kwadratowe z parametrem

Teraz naucze sie rozwigzywac réwnania kwadratowe z parametrem.

TWIERDZENIE™
Jezeli réwnanie kwadratowe ax” +bx +c=0, (a #0) ma rozwiazania x,,x,, to: x, + x, = b
a

c
X X, =—
a
Dowod
s _7b7\/Z+7b+\/X_fb7\/Z7b+\/Z_72b_ b
! ? 2a 2a 2a 2a a
L _—b-VA —b+A _(b-VA)b+NA) B A b -(p’—4a)_4a _c
b 2a 2a 4q* 44* 44* 4q*
UWAGA!

Wzory Viete’a maja szerokie zastosowanie przy rozwigzywaniu réwnan i nierownosci kwadra-
towych z parametrem.

Rozwigzujac réwnania kwadratowe z parametrem, musisz uswiadomic sobie kilka faktow:
Jezeli...
» A <0 —toréwnanie nie ma pierwiastkow,
» A =0 -toréwnanie ma jeden pierwiastek,
» A >0 -toréwnanie ma dwa pierwiastki,
» A >0 —toréwnanie ma dwa rézne pierwiastki.
Jezeli rownanie kwadratowe ma dwa pierwiastki takie, ze:
X, -x, <0 tosgone réznych znakéw,
X, -x, >0 - to majg one takie same znaki,
x,-x, >0 i x; +x, >0 —to sa one dodatnie,
X, -x, >0 i x; +x, <0 -to sg one ujemne.
Przyktad 1 Nie rozwiazujac réwnania, znajdz miejsca zerowe funkgji y = x> +5x+6.

Wzory Viete'a stanowig pewne utatwienie w wyszukiwaniu pierwiastkéw. Podstawmy wartosci g,
b, c do wzordw:

19  Zadanie 5: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf, 19.02.2013.
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xl+x2 :T:75

x2~x2:T:6

Teraz zadajemy sobie pytanie:,Suma jakich liczb jest liczba -5, a iloczynem liczba 6?”. Odpowiedz
nasuwa nam sie sama: liczb -2i -3.

Rozwigzaniami sg wiec: x, =2 i x, =-3

Oczywiscie trudniej nam odgadnac takie rozwigzanie w pamieci. Warto takze wspomnie¢, ze taka
metoda odgadywania rozwiazan jest mozliwa tylko w wypadku catkowitych pierwiastkéw o matej
wartosci. Niemniej skraca nam to czas ich szukania.

3.3.1 Przeksztat¢ podane wyrazenia tak, aby mozna byto skorzystac¢ ze wzoréw Viete'a, oraz zastosuj je
tak, aby uzyskac:

a) kwadrat sumy pierwiastkow,

b) sume kwadratow pierwiastkow,

¢) sume odwrotnosci kwadratéw pierwiastkow,
d) kwadrat réznicy pierwiastkow,

e) sume szescianow pierwiastkow.

Odpowiedz:
2
-b
a) (x1+x2)2:(7j
a
-bY c
b) xf+x22:(xl+x2)2—2xlx2:[—j —2(7)
a a
b)Y ¢
1 1 x; x3 x;+x3 (x]+x2)2—2x1x2 a a
A St =5 St 2= 55 = 2 = 2
X Xy XXy XX Xy Xy (xlxz) (i)
a

2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2 _
(x, 7x2) =x; = 2x,X, + X5 =X, +x; —2x,x, —(xl+x2) —2x,x, =

d) 2
(x, +x,)—4x,x, :(—é) —4.5
a a

xf +x§ = (x] +x2)((x] +x2)2 —2x1x2)= (xI +x2)((x] +x2)2 —3x1x2)=

* C

3.3.2 Oblicz:

a) sume odwrotnosci rozwiazar réwnania —1257x” +345x+ 609 =0,
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b) sume kwadratéw rozwiazan réwnania x> —300x —200 =0,

c) sume odwrotnosci kwadratow rozwiazan réwnania —x> —x+21=0.

Odpowiedz:
a) -1 b) 90400 9 B
203 441

Przyktad 2

Zbadaj, dla jakich wartosci parametru m réwnanie x> +mx—-m=0 ma:
a) dwa rézne pierwiastki

Rozwiazanie
Zalozenie: Réwnanie kwadratowe ma dwa rézne pierwiastki, gdy A >0

Z zatozenia m* +4m > 0
Stad otrzymujemy rozwigzanie m € (— oo,—4)u (O,oo)
a) jeden pierwiastek
Rozwiazanie
Zalozenie: Rdwnanie kwadratowe ma jeden pierwiastek, gdy A =0
Z zatozenia m*> +4m =0
Stad otrzymujemy rozwigzanie m =—4,m=0
nie ma pierwiastkow
Rozwiazanie
Zalozenie: Rdwnanie kwadratowe nie ma pierwiastkéw, gdy A <0
Z zatozenia m” +4m < 0

Stad otrzymujemy rozwigzanie m (— 4;0)

ZADANIA

3.3.3 Zbadaj, dla jakich wartosci parametru m dane réwnanie ma jeden pierwiastek, ktéry jest liczba
ujemna:
a) —2x*+3mx-1=0 b) mx*+2x+m=0
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Odpowiedz:

3.3.4 Zbadaj, dla jakich wartosci parametru m réwnanie x*>+mx—m+1=0 ma dwa rézne, dodatnie
rozwiagzania.

Odpowiedz: m (— 00;2\/5)

3.3.5 Zbadaj, dla jakich wartosci parametru m réwnanie (1 - 2)x2+ (m + 1)x + m + 1 = 0 ma dwa rozwig-
zania réznych znakéw.

Odpowiedz: m €(-1;2)

3.3.6 Zbadaj, dla jakich wartosci parametru m réwnanie (m —1)x*+ (m+ 2)x +m - 1=0 ma dwa pier-
wiastki, ktérych iloczyn jest liczba ujemna.

Odpowiedz: brak rozwiazan

3.3.7 Dla jakich warto$ci parametru m suma kwadratéw pierwiastkéw réwnania x> +(m —3)x +m—5=0
jest najmniejsza?

Odpowiedz: m =4

3.4 Nierownosci kwadratowe

Teraz naucze sie:
» rozwigzywac nieréwnosci kwadratowe z jedng niewiadoma;

» rozwigzywac nieréwnosci kwadratowe z parametrem;
» interpretowac graficznie zbidr rozwigzan nieréwnosci.

|
Rozwiazywanie nieréwnosci kwadratowej najtatwiej oprze¢ o wykresy zmiennosci tréjmianu
kwadratowego. Wszystkie mozliwosci zmiennosci wykresu tréjmianu kwadratowego w zalez-
nosci od wspoétczynnika a oraz wyréznika tréjmianu kwadratowego (delty) zostaty pokazane na
ponizszym schemacie:
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LV

.......................................................

Nieréwnosci kwadratowe rozwigzujemy wedtug nastepujagcego schematu :

Przyktad 1°
2x2+2x-12=0

Krok 1. Wyznaczamy miejsca zerowe, tak jakbysmy rozwigzywali réwnanie kwadratowe.

Tu nie mozemy wykorzystaC Zzadnego wzoru skréoconego mnozenia.
Obliczamy miejsca zerowe korzystajac ze wzordow:

A=b*—4ac=2"-4-2-(-12)=4+96=100
_—b+JA _ —2+4100 -2+10 L

%

2a 2.9 4 4
< _—b-+/A -2--100 -2-10 i . I
' 2a 2.2 4 4

Krok 2. Zaznaczamy rozwigzania na osi i odczytujemy przedziaty.
» Rysujemy o$ i zaznaczamy na niej miejsca zerowe (kropki moga byc¢ zakolorowane lub nie, co
zalezy od znaku nieréwnosci).

Ze wzgledu na znak nierdwnosci (=)
kropki sa zakolorowane.

> Rysujemy parabole - bardzo przyblizony szkic. Istoty jest jedynie kierunek ramion paraboli.

20 Zadanie 6: http://www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 19.02.2013.
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Wspdlczynnik ..a"” jest dodatni (2), dlatego
ramiona paraboli sa skierowane w gdre.

Krok 3. Zakreslamy odpowiedni obszar. Ten krok czesto sprawia wiele trudnosci. Zacznijmy od tego, ze
parabola moze mie¢ dwie postaci (ramiona skierowane w dét lub w gére). Na ponizszych rysun-
kach zaznaczylismy obszary dodatnie (niebieski kolor) oraz ujemne (z6tty kolor) dla obu przypad-
kow:

- +

Gdy mamy znak nieréwnosci,mniejszy” (<) lub,,mniejszy lub rowny” (<), zakre$lamy obszar ujem-
ny.
Gdy mamy znak nieréwnosci,wiekszy” (>) lub ,wiekszy lub réwny” (=), zakreslamy obszar dodatni.

W rozpatrywanym przez nas przykfadzie mamy do czynienia ze znakiem: 2, dlatego zakreslamy
obszar dodatni:

Krok 4. Odczytujemy rozwigzanie. Jest nim przedziat lub przedziaty wyznaczone przez zakreslony obszar.

Nawiasy przy liczbach (-3 i 2) sa
XE (_ o0, — 3> L <2: 00) domkniete (trdjkatne), poniewaz kropki

w tych punktach sg zakolorowane.

Gdyby znak nieréwnosci byt skierowany w drugg strone (<), wtedy zakolorowany bytby obszar
ujemny i rozwigzaniem bytby jeden przedziat:
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Xe{—?:, 2}

mm) INNE PRZYPADKI NIEROWNOSCI...

Wiekszos¢ nieréwnosci, z jakimi bedziecie mieli do czynienia, to przypadki zdwoma miejscami
zerowymi.

Réwnania kwadratowe moga miec¢ réwniez jedno miejsce zerowe lub nie posiadac go wcale. Prze-
analizujemy wszystkie ewentualnosci, jakie moga sie pojawic, dla wszystkich czterech znakéw
nieréwnosci.

» Zjednym miejscem zerowym — gdy ramiona paraboli s3 skierowane w gére

Al

Rozwigzaniem jest zbior liczb rzeczywistych. Cata parabola znajduje sie nad osig, czyli w obszarze

Przyktady
Znak nieréwnosci =

dodatnim, oprécz miejsca zerowego. Znak nieréwnosci (wieksze lub réwne) sprawia, ze miejsce
zerowe takze nalezy do rozwigzania.

xeR

Znak nieréwnosci <
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Rozwiazaniem jest jedna liczba (tu liczba: -2). Ze wzgledu na znak nieréwnosci rozwigzaniem
maja by¢ wartosci mniejsze lub réwne zero (czyli czesci paraboli znajdujace sie pod osig lub na
osi). Tylko jedna liczba spetnia ten warunek (-2).

il

Rozwigzaniem jest zbior liczb rzeczywistych, wytaczajac jedna liczbe (tu liczbe: -2). Cata parabola

Xx=—2

Znak nieréwnosci >

znajduje sie w obszarze dodatnim (nad osia), oprocz jednego punktu dla x = -2, ktéry znajduje sie
na osi, o oznacza, ze ma warto$¢ 0. Poniewaz rozwigzaniem maja by¢ wytacznie wartosci wieksze
od zera, liczba -2 do niego nie nalezy.

xeR\{-2}

Znak nieréwnosci <

Rozwigzaniem jest zbidr pusty. Nie ma liczby, dla ktérej istniejg punkty paraboli pod osia (punkt
na osi sie nie liczy, poniewaz rozwigzaniem maja by¢ wytacznie wartoéci mniejsze od zera, a dla
tego punktu wartos$¢ wynosi zero).

XeW

» gdy ramiona paraboli sg skierowane w dot

Przyktady:

Znak nieréwnosci =
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Rozwiazaniem jest jedna liczba (tu liczba: -2). Ze wzgledu na znak nieréwnosci rozwigzaniem
maja by¢ wartosci wieksze lub réwne zero (czyli czesci paraboli znajdujace sie nad osig lub na osi).
Tylko jedna liczba spetnia ten warunek (-2).

X==2

Znak nieréwnosci <

Rozwigzaniem jest zbidr liczb rzeczywistych. Cata parabola znajduje sie pod osia, czyli w obszarze
ujemnym, oprécz miejsca zerowego. Wartosci majg by¢ mniejsze lub réwne zero, co sprawia, ze
punkt, dla ktérego wartos¢ wynosi zero (-2), takze nalezy do rozwigzania.

xeR

Znak nieréwnosci >

_|_

Rozwiazaniem jest zbior pusty. Nie ma liczby, dla ktérej istnieja punkty paraboli nad osig (punkt
na osi sie nie liczy, poniewaz rozwigzaniem maja by¢ wytacznie wartosci wieksze od zera, a dla

punktu na osi warto$¢ wynosi zero).

Xed

Znak nieréwnosci <

Rozwigzaniem jest zbidr liczb rzeczywistych, wytaczajac jedna liczbe (tu liczbe: -2). Cata parabola
znajduje sie w obszarze ujemnym (pod osig), oprécz jednego punktu dla x = -2, ktéry znajduje sie
na osi, Co oznacza, ze ma wartos$¢ 0. Poniewaz rozwigzaniem maja by¢ wytacznie wartosci mniej-

sze od zera, liczba -2 do niego nie nalezy.
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xeR\{-2}
» Bez miejsc zerowych

» gdy ramiona paraboli sg skierowane w gore

Przyktady:

Znak nieréwnosci < lub <

Rozwigzaniem jest zbior pusty. Cata parabola znajduje sie w obszarze dodatnim.

| ¥l

Znak nieréwnosci = lub >

Rozwigzaniem jest zbior liczb rzeczywistych. Cata parabola znajduje sie w obszarze dodatnim.

xeR

» gdy ramiona paraboli sg skierowane w dot

Przyktady:

Znak nieréwnosci < lub <

Rozwigzaniem jest zbior liczb rzeczywistych. Cata parabola znajduje sie w obszarze ujemnym.

xeR
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Znak nieréwnosci = lub >

Rozwigzaniem jest zbidr pusty. Cata parabola znajduje sie w obszarze ujemnym.

XeW

ZADANIA

3.4.1 Rozwiaz nierébwnosci:

a) x(x - 2))0

o (x-7)x+6)=0
e) x°-16)0

g 8x*>24

) x?-2x-820

k) x®+12x+24(0

m) (2x-6)° <4x-13

0 (x-1)x+3)>0

Q)  -3x*-8x>0

s)  3x'— ety

W (x+5)%+(x+5)(x-3)<0

W) (dx—5)(x +4) > (x + 4)

y) —%x2+x+4£10
Odpowiedz:

a)  (-0,0)u(2+x)

Q) (700,76 >u<7,+oo )

&)  (-o,-4)U(4+x)

9 (o3 ) (VEan )

) (o2 hU (440 )
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x(x +4X0

2x* —8x<0

x> <4

48(x*

x% +12x +24)0
X E4(x+1)
(2x-6)x>0
(2-x)2x-3)<0
6x—-2x" <0

(x-3)Bx—-4)—(x-3)(x+2)>0
Bx—-4)(x+2)>(x+2)(x—-1)

9x? +6x+4<3

5x —10 < 2x*

(-4.0)

(04)

(-22)

(— oo,—4\/§)u (4\/§,+oo)
(

—00,—6— 3)u (—6 + 2J§,+oo)



K (F6-243,-6+243) D @
7

m) 5 n) (0,0 >uU<3,0)
o) (-0,-3)u(l,x) p) (—oo,g > U< 2,0)
a  (04) N (—0,0>uU<3,0)
g <f é1> N (03)UBGw)

W (=5-1) VUG
w)  (-o0,—4) U (3,0) x) brak rozwiazania
y) xe€R z) xeR

3.4.2 Znajdz wszystkie liczby catkowite x, spetniajgce nieréwnos¢:

a)  (x-12)x-34X0 b) —x*+3,6x>0

9 x*-6250 d) 2x°-0,6x-16,2(0
Odpowiedz:

a) {23} b) {0123}

o {-2-1012} d) {21,012}

3.4.3 Wyznacz zbidr liczb, ktére spetniaja jednoczesnie obie podane nieréwnosci, oraz zbiér liczb, ktére
spetniajg co najmniej jedna z podanych nieréwnosci:

a) x* =10, x? +3x<0

b) 9x +9x+2(0, x> —9x +2(0

 x2=29(x+7)(x-3)5x+1)>0
Odpowiedz:

a) <— 3-1 ); xe( — 0,0 >U(1,+oo)

2 1 12

b) zbid ty; ———= ==

) zbidr pusty xe( 3 3)u(3 3)
C)  (-00;-3)U(3;4+00) \ {-7}

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?
12" Liczby x,, x, sa réznymi rozwigzaniami réwnania 2x” + 3x - 7 = 0. Suma x, + x, jest rowna:

a) -~ b -7 o - d -2

21 Zadanie 1: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf, 19.02.2013..
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Odpowiedz: ¢

2.2 Rozwiaz nieréwnosé: —x* + 2x +8 = 0.

Odpowiedz: x e<-2,4>

3. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci x*< 4 jest:
a) (-22) b)) (-e0-2) U (2;e0) Q (-2)  d) <-2;2>
Odpowiedz: a
4, Uzasadnij, ze rownanie x? + (b - 2)x - 2b = 0 dla dowolnej liczby rzeczywistej b ma przynajmniej

jedno rozwiazanie.
5.2 Rozwiaz nieréwnos¢ x* - 9 < 0.
Odpowiedz: x € (-3,3)
6.2  Zbiorem rozwigzan nieréwnosci x(x + 6) < 0 jest:
a) (-6,0) b) (0:6) Q) (-9=6) U (0je0) d) (=0;0) U (6;0)
Odpowiedz: a

7. Rozwiaz nieréwnos¢ x> - 8x+ 7 = 0.
Odpowiedz: x € (—0,1 > U < 7,00)

8.2  Rozwigz nierownos¢ x2-3x-10<0.

Odpowiedz: x € (-2,5)

9.2 Liczba wszystkich rozwigzan réwnania (2x - 3)(x? - x) = 0 jest réwna:

a) 0 b) 1 o 2 d) 3

Odpowiedz: d

10.  Rozwiaz nieréwnos¢ -2x? + 3x + 2 < 0.
—— 1

Odpowiedz: x (_OO’_E > U< 2,0)

11.7  Wskaz, ktéry zbiér przedstawiony na osi liczbowej jest zbiorem liczb spetniajacych jednoczesnie

nastepujace nieréwnosci: 3(x - 1)(x-5) < 0ix> 1.

22 Zadanie 2,3,4: http://www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php#arkusze, 19.02.2013..

23 Zadanie 5: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf, 19.02.2013.

24 Zadanie 6: http://www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 19.02.2013.

25  Zhttp://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_matematyka.pdf,19.02.2013.
26  http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf, 19.02.2013.

27  Zadania 11,12: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf, 19.02.2013.
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1 3 1 6
5 ) R SR O
C D.
1 5 1 5

Odpowiedz: d

12.  Rozwiaz nieréwnos¢ 3x* - 10x + 3 < 0.

Odpowiedz: x e <%,3>

13.% Do zbioru rozwigzan nieréwnosci (x — 2)(x + 3) < 0, nalezy liczba:

a) 9 b) 7 o 4 d 1

Odpowiedz: d

14.  Rozwiaz nieréwnos¢ x> —x -2 <0.
Odpowiedz: x & (-12)

15.2 Suma kwadratu pewnej liczby i kwadratu liczby od niej o 3 mniejszej jest réwna 17. Znajdz te liczby.
Odpowiedz:4i1lub-4i-1
16.  Wartos¢ k, dla ktérej jeden z pierwiastkow rownania x> + 9x + k = 0 jest rowny -3, wynosi:

a) -6 b) -18 c 18 d 6
Odpowiedz: c

17. Rdéwnanie 2x*-4x-3=0:
a) nie marozwigzan,
b) ma jedno rozwigzanie,
c) ma dwa rozwiazania,
d) ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

Odpowiedz: c

18.  Rozwigzaniem réwnania 2(x —2)* = (x — 2)(x + 3) jest:
a) x=-2ix=-1

b) x=7

28 Zadania 13,14: http://www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 19.02.2013..
29 Zadania 15-26: Testy maturalne, Wydawnictwo Aksjomat, Torun..
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o x=2ix=7
d x=1lix=2

Odpowiedz: ¢

19.  Podzbidr zbioru liczb naturalnych dodatnich spetniajacych nieréwnos¢ (3 —x)(3+ x) >0 ma:
a) dwa elementy, b) skonczona liczbe elementéw,
c) conajmniej4 elementy, d) nieskonczenie wiele elementéw.

Odpowiedz: a

20.  Zbiorem rozwiazan nieréwnosci —(x —1)° > 5(x —1) jest:
a) (~o04) b) (~4) 9 (-4 YU (L) d) (L)

Odpowiedz: b

21.  Rozwigzaniem réwnania x” + x = (x +1)> — 7(x + 2) jest liczba:

15 13 15 13
- b) - - R
a) A ) 5 9 = ) 6
Odpowiedz: d
22.  lleliczb pierwszych zawiera zbiér rozwigzan nieréwnosci kwadratowej (x+1) (x-10) < 0?
a) 5 b) 4 c) wiecejniz10 d 6

Odpowiedz: b

23. Kwadrat pigtej czesci stada matp pomniejszonej o 3 schowat sie w jaskini. Jedna matpa pozostata na
drzewie. lle matp liczy stado?
Odpowiedz: 50 matp

24. Liczby2a-2,2a+2,a+ 1 sg dtugosciami bokéw tréjkata. Do jakiego przedziatu liczbowego nalezy

liczba a?

Odpowiedz: a < (3,»)

25. Rozwiaz rébwnanie: x+l = R

4x  x-1

Odpowiedz: x {2 —5,2+ \/g}

26. Suma kwadratéw trzech kolejnych liczb catkowitych nieparzystych jest réwna 155. Wyznacz te
liczby.

Odpowiedz: -9,-7,-51ub 5,7,9
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3.5 *Uklady rownan, z ktérych jedno jest stopnia drugiego

Teraz naucze sie rozwigzywac ukfady réwnan, z ktérych jedno jest stopnia drugiego.

Przyktad 1
Rozwiaz uktad réwnan metoda algebraiczna:
y =2x +20x +47
{ y=2x+11

Rozwiazanie
Podstawiamy wyznaczone y z pierwszego réwnania do drugiego réwnania i otrzymujemy:

2x% +20x+47 =2x +11

Przenosimy wszystko na lewa strone i otrzymujemy:
2x*+18x+36=0/+2
x*+9x+18=0

Obliczamy A =9, a nastepnie miejsca zerowe tréjmianu kwadratowego: x, =—6,x, =-3

Podstawiajac wyliczone x, i x, do drugiego réwnania wyjéciowego, otrzymujemy:
y=2x+1 =-1
y,=2x,+1 =5

Rozwiazaniem tego uktadu sa wiec dwie pary liczb:
{xl =-6 ub {xz =-3
= -1 Yy = 5
Ten sam uktad réwnan mozemy rozwigza¢ metoda graficzng. Nalezy wtedy narysowac wykresy

funkgji: y=2x*+20x+47 i y=2x+1 w jednym uktadzie wspdtrzednych. Miejsca przeciecia
tych wykreséw sg rozwigzaniami tego ukfadu.

ZADANIA

3.5.1 Rozwiaz uktady réwnarn metoda algebraiczna.

y=2x-6 2x+3y=1

a) { ) b) { 2
y=x"—-x-6 y=-x
-x—-y+4=0 y=—x-7

<) 5 d) s
X —y=x —-y=—x"+x+773
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Odpowiedzi:

x=0 x=3 . .
a) lub b) brak rozwigzania
y=-6 y=0
1
=2 ) =3 R
9 {le b{x6 ) 2owby 2
y= r= y=—6— y=-7

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

1.3 Kolarz pokonat trase 114 km. Gdyby jechat ze srednig predkoscia mniejsza 0 9,5 km/h, to pokonat-
by te trase w czasie o0 2 godziny dtuzszym. Oblicz, z jaka $rednig predkoscia jechat ten kolarz.

Odpowiedz: Srednia predko$c, z jaka jechat kolarz, jest réwna 28,5 km/godzine.

23" Pewien turysta pokonat trase 112 km, przechodzac kazdego dnia te sama liczbe kilometréw. Gdyby
mogt przeznaczy¢ na te wedréwke o 3 dni wiecej, to w ciggu kazdego dnia mogtby przechodzi¢
0 12 km mniej. Oblicz, ile kilometréw dziennie przechodzit ten turysta.

Odpowiedz: 28 km

3.2 W dwdch hotelach wybudowano prostokatne baseny. Basen w pierwszym hotelu ma powierzch-
nie 240 m?2. Basen w drugim hotelu ma powierzchnie 350 m?oraz jest o 5 m dtuzszy i 2 m szerszy
niz w pierwszym hotelu. Oblicz, jakie wymiary moga mie¢ baseny w obu hotelach. Podaj wszystkie
mozliwe odpowiedzi.

Odpowiedz: Basen w pierwszym hotelu ma wymiary 30 m x 8 m, a w drugim hotelu 35 m x 10 m lub
basen w pierwszym hotelu ma wymiary 20 m x 12 m, a w drugim hotelu 25 m x 14 m.

4.3 Turysta pokonat pieszo trase o dtugosci 30 km z miejscowosci A do miejscowosci B ze statg predko-
$cia. Rowerem poruszatby sie z predkoscig o 9 km/h wieksza i przybytby do celu o 3 godziny wcze-
$niej. Wyznacz predkos¢ marszu turysty i czas przejscia tej drogi.

Odpowiedz: v =6 km/h, t =5h

5.4  Zmiast AiB, odlegtych o 330 km, wyjechaty naprzeciwko siebie dwa samochody. Samochéd jada-
cy z miasta A wyjechat 20 minut wczesniej i jechat z predkoscig o 9 km/h mniejszag niz samochdd
jadacy z miasta B. Samochody te minety sie w odlegtosci 168 km, liczac od miasta A. Oblicz $rednig
predkos¢ kazdego z samochodow.

Odpowiedz: Samochdd z miasta A jechat z predkoscig 72 km/h, a z miejscowosci B 81 km/h.

30 Zadanie 1: http://www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 20.02.2013.
31 Zadanie 2: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf, 20.02.2013.

32 Zadanie 3: http://www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 20.02.2013.

33 Zadanie 4: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf, 20.02.2013.
34 Zadanie 5: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2013luty/matura2013-luty.pdf, 20.02.2013.
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6.35  Miasto Aimiasto Blaczy linia kolejowa o dtugosci 210 km. Srednia predko$¢ pociggu pospiesznego
na tej trasie jest o 24 km/h wieksza od sredniej predkosci pociggu osobowego. Pociag pospieszny
pokonuje te trase o 1 godzine krécej niz pocigg osobowy. Oblicz, w jakim czasie pocigé pospieszny
pokonat trase z miasta A do miasta B.

Odpowiedz: Pociag pospieszny pokonat te trase w 2,5 godziny.

7.3%  Koszt wynajmu autokaru wynosi 1440 zt. Na wycieczke pojechato o 3 uczniéw mniej niz planowa-
no, co spowodowato wzrost opfaty dla kazdego uczestnika o 2 zt. Podaj:
a) iluuczniéw pojechato na wycieczke;
b) jaki byt catkowity koszt wycieczki?
Odpowiedz: 45 0s6b, koszt dla uczestnika to 32 zt

8. Asia rozwigzywata przed maturg zadania testowe z matematyki (codziennie taka sama liczbe za-
dan). W sumie rozwiazata 448 zadan. Jesli rozwigzywataby codziennie o 4 zadania wiecej, to roz-
wigzywataby te zadania o 2 dni krécej. Oblicz, przez ile dni Asia rozwigzywata zadania przed matura
i ile zadan rozwigzywata kazdego dnia.

Odpowiedz: 16 dni, 28 zadan

35 Zadanie 6: http://www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 20.02.2013.
36 Zadania 7-8: Testy maturalne, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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4 Funkcja kwadratowa

To juz potrafie:
» zaznaczy¢ w ukfadzie wspotrzednych na ptaszczyznie punkty o danych

> wspodtrzednych;

» odczyta¢ wspotrzedne danych punktéw;

» odczytac z wykresu funkgji: wartos¢ funkgji dla danego argumentu, argumenty dla danej
wartosci funkgji, dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, dla jakich
ujemne, a dla jakich zero;

» odczytac i zinterpretowac informacje przedstawione za pomocg wykreséw funkcji (w tym wy-
kreséw opisujacych zjawiska wystepujace w przyrodzie, gospodarce, zyciu codziennym);

» oblicza¢ wartosci funkcji podanych nieskomplikowanym wzorem i zaznaczy¢ punkty nale-

zace do jej wykresu.

4.1 Jednomian kwadratowy

Teraz naucze sie szkicowac wykres jednomianu na podstawie wzoru.

|
Kazda funkcje, ktérej wzér mozna zapisa¢ w postaci y = ax” +bx + ¢, gdzie a, b, ¢ s3 danymi licz-
bami rzeczywistymii a # 0, nazywamy funkcja kwadratowa, tréjmianem kwadratowym lub
funkcja drugiego stopnia.’’

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola.

) Gdy wspdtczynnik a jest dodatni, to ramiona paraboli sg skierowane do géry. Gdy wspétczynnik

a jest ujemny, to ramiona paraboli s skierowane w dét.

37 http://www.moskat.pl/szkola/matematyka/b_f_kwadratowa.php.
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y=x’

T =3 5 4 3 2 <1

y=(x-1)%-5

y=-1/4(x+3)-3

Przyktady funkcji kwadratowych:

y=5x2+9x-4

y=-x'-x

y=2x*-7

y=x

Szczegdlnym przypadkiem tréjmianu kwadratowego jest jednomian drugiego stopnia (kwadra-

towy). Jest to funkcja w postaci y = ax2. Jest to wiec przypadek, w ktéryma=0i b=c=0.
Przyktad 1

Sporzadzmy wykres kilku funkcji:

y=x

y=-x

y=2x?

y= %xz, gdzie a jest dowolna liczba.

Sporzadzmy tabelke zmiennosci funkgji.

x -2 -1 0 1/2 1
y=x 4 1 0 1/4 1 4
y=-x> | 4| 1 |0 | <14 | -1 |-4
y=2x> | 8 | 2 0| 12 2 8
y= IE x| 2| 1/2]0 1/8 172 1 2

Na jednym uktadzie wspotrzednych wykreslamy wykresy wszystkich funkgji:
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& 5

Mozemy teraz okresli¢ podstawowe wiasnosci wykresu oraz samej funkgji (jednomianu kwadrato-

wego).

>

Wykresem jednomianu kwadratowego jest krzywa, ktérag nazywamy parabola. Parabola ma
dwa ramiona, ktére moga by¢ skierowane w goére, gdy wspétczynnik a > 0, oraz skierowane

w dot, kiedy wspotczynnik a < 0.

Im wiekszy jest wspotczynnik a, tym parabola jest,wezsza”.

Parabola posiada jeden wierzchotek w punkcie (0,0).

Dziedzing jednomianu kwadratowego jest zbidr liczb rzeczywistych.

Zbiorem wartosci jednomianu kwadratowego jest zbiér <.0;-+0a), gdy a > 0, oraz (—oo;0=>,
gdya<0.

03 QY jest osig symetrii paraboli, a punkt przeciecia sie tej osi z parabolg jest wierzchotkiem
paraboli.

Monotoniczno$¢ jednomianu kwadratowego: funkcja maleje w przedziale (—oo;O) i rosnie
w przedziale (0;+00), gdy a > 0, oraz rosnie w przedziale (—0;0) i maleje w przedziale
(0;+00), gdy a<0.

Gdy a < 0, funkcja osigga warto$¢ najwieksza (maksimum) w punkcie x = 0 réwne 0, nato-

miast dla a > 0 funkcja osigga wartos¢ najmniejsza (minimum) w punkcie x = 0 réwne 0.

Jednomian kwadratowy ma jedno miejsce zerowe, gdy x,= 0.
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ZADANIA

4.1.1 Sporzadz tabelke wartosci funkji i naszkicuj wykres funkgji f:
a) flx)=3x2

b) (=g’

a9 I =§x2

Odpowiedz:
v o |
\ /
|
a) \30 / -
\‘70 /
o |/
0 5 o s 10
\\ . I/
2 \ 1/ —
\. |l /
f1lo 5 ) 0 5 1|o
\ o /
5 \ o/
\33 / = Seriel
\o /
—1‘0 —‘5 ’ 0 é 1‘0

4.1.2 Sprawdz, czy punkt K nalezy do paraboli y = 4x*:

1
a) K=(432) b) K=(-2,16) ¢ K:(_Z’l] d) K:(%,l)
Odpowiedz:
a) nienalezy b) nalezy c) nie nalezy d) nalezy
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4.1.3 Omédw nastepujace wiasnosci,

» ramiona skierowane w dét/gére
» oS symetrii
» wspbtrzedne wierzchotka
» monotonicznos$¢
» warto$¢ najmniejsza/ najwieksza jednomiandw okreslonych wzorami:
a3 fe)=gr o) S(x)=’
9 Sx)=2x & fx)- _éxz
Odpowiedz:

a) Ramiona skierowane w gore; o$ OY osig symetrii; W = (0,0); funkcja maleje w przedziale

(—0,0 >, funkcja rosnie w przedziale < 0,0); dla x = 0 funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejsza.
b) Ramiona skierowane w dét; 0$ OY osig symetrii; W = (0,0); funkcja rosnie w przedziale

(=0,0 >, funkcja maleje w przedziale < 0,); dla x = 0 funkcja przyjmuje warto$¢ najwieksza.
c) Ramiona skierowane w gore; 0$ OY osig symetrii; W = (0,0); funkcja maleje w przedziale

(=0,0 >, funkcja rosnie w przedziale < 0,0); dla x = 0 funkcja przyjmuje wartos¢ najmniejsza.
d) Ramiona skierowane w dot; o$ OY osig symetrii; W = (0,0); funkcja rosnie w przedziale

(—0,0 >, funkcja maleje w przedziale < 0,%); dla x = 0 funkcja przyjmuje wartos¢ najwieksza.

4.2 Parabola w uktadzie wspétrzednych

Teraz naucze sie interpretowac wspotczynniki wystepujace w wzorze funkgji kwadratowe;.

|
Wykresem kazdej funkcji kwadratowej jest parabola, ktérej potozenie w uktadzie wspotrzednych
zalezy od wartos$ci wspotczynnikow a, b, c.

) Potozenie paraboli w ukfadzie wspétrzednych zalezy od:
1. znaku wspdtczynnika a, ktéry warunkuje skierowanie ramion paraboli,
2. wartosci wyrdznika A, ktéra warunkuje ilos¢ punktéw przeciecia paraboli z osig OX:
dla A < 0 parabola lezy pod (a < 0) lub nad (a > 0) osig OX, nie ma z osig OX punktéw wspdlnych,
dla A = 0 parabola jest styczna do osi OX,
dla A > 0 parabola przecina 0§ OX w dwéch punktach.

Rozne mozliwosci potozenia paraboli w uktadzie wspotrzednych przedstawia rysunek:
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a=0 a=0
A< Q A=0

2 2
Wykres funkcji y = ax® +bx+c = a(x + ﬁ) _A L a(x—x,) +y, jestparabola, ktéra po-

2a
wstaje w wyniku przesuniecia wykresu funkgji y = ax*> o wektor v = [xw,yw], przy czym:

b A

X, =7 wo T
" 2a 7 4a

Postac kanoniczna funkgji kwadratowej:

2 2
y=ax’ +bx+c:a(x+2%) —%:a(x—xw) +,

W przypadku dodatniego wspétczynnika a, mamy:

vA

Y B

i 5 4
) S e W= (xwl yw)

V=[x, v.]
0 X, X
Podsumowujac cechy wykresu i funkgcji kwadratowej:
FUNKCJA KWADRATOWA
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»  Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola.

» Ramiona paraboli skierowane sg w gore, jezeli a > 0, w dét w przypadku gdy a < 0.

> Wspoétrzedne wierzchotka paraboli: W(—i,—A).
2a  4a

»  Wykres funkcji kwadratowej nie ma miejsc zerowych, jezeli A > 0.

> Wykres funkcji kwadratowej ma jedno miejsce zerowe réwne x, = —zi,jezeli A=0.
a

—b-+A
,X

2a

—b+A

2a

> Wykres funkcji kwadratowej ma dwa miejsca zerowe réwne x, = )

jezeli A > 0.

. . L . b
» Parabola ma jedng o$ symetrii o rbwnaniu x = 2
a

A
»  Funkcja przyjmuje minimum dla a > 0 w punkcie x = _Zi réwne y = “ia
a a

A
» Funkcja przyjmuje maksimum dla a < 0 w punkcie x = —zi réwne y = i
a a

» Gdy a > 0, funkcja maleje w przedziale x = (—oo;zi) i rosnie w przedziale y = (2i;+oo)'
a a

» Gdy a <0, funkcja rosnie w przedziale x = (_Oo;zi) i maleje w przedziale y = (2i;+oo)'
a a

ZADANIA

ramig paraboli

\ o /
\ /
flx) =x2—2x-8

tamig pataboli \ /

‘wierzchotek paraboli
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4.2.1 Omow wiasnosci funkcji kwadratowej f(x) = x2 - 2x - 8 (wykres funkcji powyzej).

a) Dziedzina: ...

b) Zbiér wartosci: ZW = ...

c) Miejsca zerowe: ...

d) Wspdtrzedne wierzchotka: W = ...

e) Os$symetriito: ...

f)  Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, gdy xe ...

g) Funkcja przyjmuje wartosci ujemne, gdy xe ...

h) Punkt przeciecia z osig y-6w ma wspétrzedne: ...

i) Monotonicznos¢: - funkgja jest rosnaca w przedziale ... - funkcja jest malejaca w przedziale
Odpowiedz:

a) Dziedzina:D =R.

b) Zbidr wartosci: ZW = (=9; +o0).

c) Miejsca zerowe: funkcja ma dwa miejsca zerowe: x, = -2 oraz x, = 4.

d W=(1,-9)

e) O$symetrii:x=1

f)  Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, gdy x€(-co; —=2) U (4 +<0).

g) Funkcja przyjmuje wartosci ujemne, gdy x€(-2; 4).

h) Punkt przeciecia z osig y-6w ma wspétrzedne: (0, -8).

i) Monotonicznos¢: funkcja jest niemonotoniczna (jest jedynie monotoniczna przedziatami) -

funkcja jest rosngca w przedziale x€(1, =), - funkcja jest malejgca w przedziale x€(-eo,1 ).

4.2.1 Naszkicuj wykres jednomianu funkgji f(x), a nastepnie przesuwajac réwnolegle wykres danego jed-

nomianu stopnia drugiego o podany obok wektor. Zapisz wzdr nowo powstatej funkcji w postaci

kanonicznej. Podaj dziedzine, zbiér wartosci, czy sa miejsca zerowe (jesli tak, to ile - jedno/dwa),

wspotrzedne wierzchotka i przedziaty monotonicznosci nowo powstatej funkgiji.

) y=x,u=[03]

b) y=-x% ;=[—1,0]

9 y=2x%u=[-32]
Odpowiedz:

a) y=x"+3, D, :xeR, zbidr wartosci <3,00), brak miejsc zerowych; W = (0,3);

funkcja rosnie (0,); funkcja maleje (—,0)

b) y=—(x+1)7, D, :x e R, zbiér wartosci (-,0 >, jedno miejsce zerowe x =-1; W = (-1,0);
funkcja rosnie (0,~1), funkcja maleje (—1,0)

o y=2(x+3)*+3, D, :x € R, zbior wartosci (2,%0), brak miejsc zerowych; W = (-3,2);

funkcja roénie (=3,%), funkcja maleje (—o0,~3)
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4.3 Postacie trojmianu kwadratowego

Teraz naucze sie:
» zapisac tréjmian kwadratowy w postaci kanonicznej, ogélnej i iloczynowej;

» rozwigzywac proste réwnania wymierne, prowadzace do réwnan liniowych lub kwadrato-
wych;

» korzystac z definicji pierwiastka do rozwigzywania réwnan typu x° = -8;
» korzystac z whasnosci postaci iloczynowej przy rozwigzywaniu réwnan typu x(x+ 1)(x-7)=0;
» zapisywac funkcje kwadratowg w postaci kanonicznej, ogélnej i iloczynowe;j.

POSTAC ILOCZYNOWA TROJMIANU KWADRATOWEGO

TWIERDZENIE?®
Dany jest trojmian kwadratowy ax? + bx + ¢ o wspétczynnikach rzeczywistych, gdzie x, i x2 sa
rozwigzaniami tréjmianu.

1. Jezeli A > 0, to postac iloczynowa tréjmianu kwadratowego wyraza sie wzorem:
y=alx-x)x-x,).
2. Jezeli A =0, to postac iloczynowa tréjmianu kwadratowego wyraza sie wzorem:
y=alx - x)~
3. Jezeli A < 0, to tréjmian kwadratowy nie ma postaci iloczynowej.

Przyktad 1
Wypisz rozwigzania réwnania (x - 3)(x + 2) =0

Patrzac na taki przykfad, mozemy od razu podac¢ pierwiastki. Jesli podstawimy pod x liczbe 3, to
pierwszy nawias sie ,wyzeruje”. lloczyn jakiejkolwiek liczby przez 0 daje nam 0. Jesli podstawimy
pod drugi x liczbe -2, to ten nawias takze nam sie ,wyzeruje". Rozwigzaniami sa wiec wartosci:

x=3ix=-2.

Przyktad 2
Zapisz w postaci iloczynowej réwnanie: x> +4x—-5=0.

Postepujemy analogicznie, jak w rozwigzywaniu réwnan kwadratowych.

38 http://pl.wikibooks.org.
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A=4%—4.1.(-5)

Ja=6

_b-AA —4—6
X =——-= =-5
2a 2
—b+JA  —4+6
X, =—— = = =1
2a 2

A= 0, wiec korzystamy ze wzoru: y = a(x - x,)(x - X,).
Widzimy, ze a = 1.
(x+5)(x-1)=0

Przyktad 3
Zapisz w postaci iloczynowej rownanie: 2x*- 4x + 2 =0.
Sposob |

Zauwazmy, ze podane wyrazenie mozna zwing¢ ze wzoru skréconego mnozenia, wtedy otrzy-
mujemy (V2x=+2)=0, stad V2x-2=02x=42, stad otrzymujemy rozwigzanie: x =1,
a nastepnie zapisujemy w postaci iloczynowej, korzystajac ze wzoru :

y=alx-x)> OdpowiedZ: 2(x—1)* =0
Sposob Il
Policzymy delte.
A=(—4)?-4.2.2=0
x,=1
A = 0 - korzystamy wiec ze wzoru: y = a(x - x,)*. a jest réwne 2.
Ostatecznie dostajemy: 2(x — 1)?=0
Przyktad 4
Napisz wzér réwnania, ktérego rozwigzaniami sa liczby -3 i 7.

Jak juz wiesz, w postaci iloczynowej widac od razu rozwigzania. Jesli chcemy utozy¢ réwnanie,
ktore bedzie miato takie pierwiastki, wystarczy ze podstawimy te wartosci do wzoru.
(x-(=3)x-7)=0

(x+3)x-7)=0

Mozemy juz taka postac pozostawi¢, jednak wymndzmy wartosci w nawiasach przez siebie

i stworzmy w ten sposéb tréjmian kwadratowy:

x*—7x+3x-21=0

x*—4x-21=0

W ten sposéb utozylismy réwnanie, ktérego rozwigzaniami s liczby -3 i 7. Mozna to sprawdzic¢
przez policzenie delty i pierwiastkdéw (sprawdz!).
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ZADANIA

4.3.1 Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowej:

a) 12x*+11x+2=0 b) 3x*-7x+2=0
o 2x2-3x+4=0 d) —7x*+10x-4=0
e) 5x*-3x=0 f) 9x*-8=0
g9) 2x*-3x-2=0 h) —x’+x+6=0
) 3x?-5x+4=0 ) —4x*+42x-1=0
K 10-2x*=0 ) Lesliso

3 6

Odpowiedz:

a) IZ[x +§)(x %) =0 b) 3(x—%)(x—2)= 0

c) A <O0,tréjmianu nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe

d) A <0, tréjmianu nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe

e) 5x(x—gj:o

o ettt
9) 2(x+%](x_2):0

hy —(x=3)x+2)=0

i) A <0, tréjmianu nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe
j) A <0, tréjmianu nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe
K —2(r=+5)x+5)=0
)] lx(x + lj =0
3 2
4.3.2 Podaj pierwiastki tréjmiany kwadratowego:
a) (x-3)x—30)=0 p) 20-2)x+5)=0
11
0 ?(x+15Xx+27)=0 d) 4x(x+6)=0
o —2x+v2)x-+3)=0 ) —2x+Dx+1-+2)=0
9 (+2-3Jx-3+42)=0  h) (2x-3)2x-3)=0
Odpowiedz:

a) x,=3x,=30 b) x =2,x,=-5
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o x,=-15x,=-27 d x=0,x,=-6

e) x,:—ﬁ,xzzﬁ f) xI:—l,xzzx/E—l
3

g) x]:\/§72,x2:37\/§ h) x,=x2=5

4.3.3 Oblicz wspdtczynniki b i ¢ tréjmianu kwadratowego x* +bx +c =0, majac dane pierwiastki:

Odpowiedz:

a) 3i5 b) 4i-9 9 %17

d) %i—% e) 2il+42 f) 1447 11-47
1 1

a) b=-8,c=15 b) b=5c=-36 c) b:7§'C:2§

d b= %e:-% e b=-(1+22),c=2442 £ b=-2,c=-6

Postac ogélna funkcji kwadratowej

flx) = ax* + bx +c, gdzie a, b, ¢ sa wspétczynnikami liczbowymi i a # 0, nazywamy postacia ogél-
na funkcji kwadratowej.

Majac dany wzér funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej, mozemy odczytac nastepujace informa-
cje:

» czy ramiona paraboli sg skierowane do géry (a > 0), czy do dotu (a < 0),

» punkt przeciecia paraboli z osig OY (0, c).

Przyktad:

a>0 4 a<0 4

c
x x

Na powyzszych wykresach zaznaczono réwniez miejsca zerowe obu funkgji kwadratowych (ozna-
czone symbolami x, oraz x,). Dysponujac wzorem ogélnym funkcji kwadratowej, mozemy tatwo
obliczy¢ miejsca zerowe x, i x,. Wystarczy najpierw obliczy¢ delte, korzystajac ze wzoru:

A=b>-4ac

Jezeli delta wyszta wieksza od zera, to miejsca zerowe istniejg i mozemy je obliczy¢ korzystajac ze

WZOrow:

FUNKCJA KWADRATOWA
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-b—+A

x. —
t 2a

—b+\.@

Xy = —
z 2a

Chcac policzy¢ wspotrzedne wierzchotka W funkcji kwadratowej danej w postaci ogdlinej, skorzy-
stamy ze wzorow:

W—( b .ﬁ.)
"\ 2a° 4a

Postac kanoniczna funkcji kwadratowej

fx)=al(x— p)z + q , gdzie a, p, g s3 wspotczynnikami liczbowymi i a # 0, nazywamy po-
stacia kanoniczna funkcji kwadratowej. Wspotczynniki p i g to wspétrzedne wierzchotka pa-
raboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowej. Oznaczmy ten wierzchotek przez W = (p, q). Jezeli
znamy postac 0golng funkcji kwadratowej, to mozemy obliczy¢ wspétrzedne p i g ze wzordw:

_ b
P="%
_ A
1= "4

Zaletq postaci kanonicznej jest to, ze widac z niej od razu wspotrzedne wierzchotka paraboli.
Dodatkowo po wspétczynniku a mozemy okresli¢, czy ramiona paraboli s skierowane do gory
(a>0), czy do dotu (a < 0).

Posta¢ iloczynowa funkcji kwadratowej

f(x)=a(x—x,)(x—x,) (@dy A>0)i f(x)=alx—x,)" (A=0)nazywamy postacia iloczynowa
funkcji kwadratowej.

W powyzszym wzorze a jest wspdtczynnikiem liczbowym, takim ze a = 0. Literki x,, x,, x, sa miej-
scami zerowymi funkgji flx).

Uwaga! Jezeli funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych, to posta¢ iloczynowa nie istnieje. Je-
zeli znamy postac 0goIna funkgji kwadratowej (A > 0), to mozemy obliczy¢ miejsca zerowe x, i x,
korzystajac ze wzoréw:

—-b—+A
X, =———
: 2a
—b++/A
Xy =—F7—
: 2a
Natomiast jesli A =0, to miejsce zerowe obliczamy ze wzoru: x, = —Zi
a
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Zaletq postaci iloczynowej jest to, ze widac z niej od razu miejsca zerowe funkgji kwadratowej. Po
wspotczynniku a mozemy okresli¢ réwniez, czy ramiona paraboli sg skierowane do géry (a > 0), czy

dodotu (a<0).

Reasumujac

Dla a # 0 tréjmian kwadratowy moze by¢ przedstawiony w nastepujacych postaciach:

Postac¢ ogdlna

y=ax’+bx+c

Y A
y:a(ﬂfj - lub y=a(x-p)* +q,
2a 4a

Posta¢ kanoniczna . b A
gdzie p=——,q=——
2a 4a
A0 A=0 A0
Postac iloczynowa 2
Brak postaciiloczynowej | y=a(x—x,) y=a(x—-x )(x -x, )

ZADANIA

4.3.4 Wyznacz te wartosci parametrow 4, bi ¢, dla ktérych f(x) = g(x):

a) f(x)zax2—7x+c i g(x)=-2x"+bx-5

b) f()c)=—§x2 +7x—-2c i g(x)=ax2—4bx+%

Odpowiedz:

a) a=-2,b=7,¢c=-5

b) a=—§,b=

? -—
#7758

4.3.5 Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci ogdlnej, podaj wartosci wspdtczynnikéw g, bi c:

a) fx)= (x—%jz +16 b) f(x)= i(x— 2) —é

QA f(x)=-3(x+4) -1 d) S =2(x-2)x-3)

e) f(x)=3x(2-3x)+5 ) SO =0-x)3-x)+6-2x
9 fx)=-2(x—-3)+18 hy f(0)=3(x+2)-6

FUNKCJA KWADRATOWA
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i) f(x)=2(x—1)x+10)

Odpowiedz:

4.3.6

a) f(x):xz—x+16%
o flx)= —3x*—24x-49
e) f(x)=-9x>+6x+5

9) flx)= —2x*+12x

i) f(x)=2x"+18x-20
Znajdz wartosci p, q i a:

a) 2x*+20x+50=2(x+p)

c) 3x2—15x+25:a(x+p)z+q

Odpowiedz:

4.3.7

a) p=-5
15 75

c) 12

Oblicz wspétrzedne wierzchotka paraboli, kazdy z tréjmianéw przedstaw w postaci kanonicznej:

a)  f(x)=4x> +6x+3
] f(x):%x2 —-x+1

e) f(x)=x’ —ix+%
9 f(x)=-2x"+16x-22

i) f(x)=3x2-3x)+5

Odpowiedz:

) p=—q=sfd=dx+) ]
A p=lg=if=ie-n+;
& p=rq=rf=(-D+5
9) p=49=10flY)=-20x-4) +

) p=19=6f=-90x-2)—6

FUNKCJA KWADRATOWA
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b)

d)

h)

)

b)

d)

b)
d)

f)

h)

b)

d)

F@) =2 -14+2Jx+1-+2)

1, 7
I S
S(x) PR

f(x)=2x*—10x+12
f(x)=x*-6x+9
f(x)=3x"+6x+6

f()=2x"+442-6

3x* —18x+20=3(x+ pf +q

5x2+12x—6:a(x+p)z+q

P:3’q:—7

a=5p=-12,9=-132

f(x)==2x> +4x+1
f(x)=—x>—4x+3

]“(x)z%x2 +4x-2
f(x)=2(x—1)(x+10)

fx)= 4(x + S)x

p=19=3fix)=-2x-1) +3
p=-2,9=7f)=-(x+2) +7
p:—3,q:—8,ﬂx)=§(x+3)—8

. ) — 1 1
p:—4,5,q——50,5,f(x)—2(x+45) - 50

1
p=-25q=-25flx)=4(x+27) — 25



4.3.8 Zbadaj, ile miejsc zerowych ma funkcja kwadratowa:

a) f(x)=3x>+x+5 b)  f(x)=16x"+8x+1

o f(x)=-2x"+3x+7 d)  f(x)=-2x"+6x+5
Odpowiedz:

a) brak miejsc zerowych b) jedno miejsce zerowe

c) dwa miejsca zerowe d) dwa miejsca zerowe

4.3.9 Na podstawie postaci iloczynowej funkcji kwadratowej podaj miejsca zerowe tej funkgji:

a)  f(x)=2(x—1)x+10) b) f(x)=-3(x-2)x+5)

Q  f(x)=4(x+5) d  f(x)= %(x +1)(x—6)
Odpowiedz:

a) x =-10,x,=1 b) x =-5x,=2

A x=-5x,=0 d x=-Lx,=6

4.3.10 Znajac wspotczynnik a oraz miejsca zerowe funkcji kwadratowej, podaj jej postac iloczynowa:

a) a=+2,x, =—4x, =% b) a=-3,x, =-2,x,=0
Q) a=7,x,=9 d) a=%,xl=— 3,x2=\/§
Odpowiedz:
a) f(x)= V2(x +4)(x — %) b) f(x)=-3(x+2)x
1
d  f(x)=7(x-9) d)  f(x) =E(x ++/3)(x —+/5)
4.3.11 Dana jest funkcja kwadratowa w postaci iloczynowej. Podaj posta¢ kanoniczna tej funkgji:
a)  f(0)=(x-1)x+5) b)  S(x)=~(x-6)x+4)
9 S =2(x+1)x+5) A fx)= —%(x+6)(x—26)
Odpowiedz:
a  f@)=(x+2)-9 b)  f(x)=—(x-1}+25
2 1
Q fx)=2(x+3)-8 d)  f(x)= 75(;“10)Z +128
4.3.12 Znajdz miejsca zerowe (o ile istnieja) funkcji kwadratowej i przedstaw ja w postaci iloczynowej (jesli
to mozliwe):
a) f(x)=x"—-4x+3 b) f(x)=x>+5x+6
d f(x)=6x"-5x+1 d)  f(x)=9x" +6x-1

FUNKCJA KWADRATOWA 17
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e) f(x)=-3x"+5 ) fx)=-2x"+x+1

g)  f(x)=-2x*+6x+20 h)  f(x)=-3x" —5x+1
Odpowiedz:
a) fly= (x—%)(x—Z%) b) flx)=(x+3)x+2)
) f= x—l) d) x1=—%(1+ﬁ),x2:—%(1—@)

e) flx)= x——\/ﬁ)(x+%m) f ﬂx)=—2(x—1)(x+%)
g) flx)=-2(x- 5)(x+) h) x1=—§—é@,x1:—§+%m

4.4. Rysowanie wykresow funkcji»

Teraz naucze sie szkicowac wykres funkcji kwadratowej, korzystajac z jej wzoru.
Jak juz wspominalismy w powyzszym temacie, wykres funkcji kwadratowej ma ksztatt paraboli.

mm) Ponizej przedstawimy Il sposoby rysowania wykresow.
Sposéb |
Rysujemy wykres funkcji, bazujac na kilku kluczowych punktach:
1)  wierzchotek paraboli,
2) punkty przeciecia z osig 0X (punkty dla miejsc zerowych),
3) pare dodatkowych punktéw — minimum dwa — jeden dla jakiego$ argumentu potozonego na

lewo od miejsc zerowych, drugi potozony na prawo.

UWAGA:
Gdy funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych lub istnieje tylko jedno miejsce zerowe, potrze-
bujemy minimum dwoéch punktéw na lewo od wierzchotka i dwéch punktéw na prawo.

Bezposrednio wszystkie wymienione elementy mozemy obliczy¢, majac do dyspozycji postac
0g06lIna. Pozostate postaci (iloczynowa i kanoniczna) maja tez pewne zalety.

Rysowanie wykresu funkcji kwadratowej — posta¢ ogdlna.

Obliczamy po kolei wymienione elementy. Nastepnie zaznaczamy wszystkie uzyskane punkty
w ukfadzie wspétrzednych i od reki taczymy je linig w ksztatcie paraboli.

39 http://www.matematykam.pl/wykres_funkgji_kwadratowej_parabola.html, 21.02.2013.
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YZ—X3—2X+8 a=-1,b=-2,c=8

1) Obliczamy wspodtrzedne wierzchotka:

A=b*—4dac=(-2)"-4-(-1)-8=4+32=36

. Ty, = I
3 2 2-(-1) -2
—A —36 —36
qz—:—:—=9
4a 4-(-1) -4
W=(-19)
]
W(-l.ﬁl-
L L L] L] L L] T L) IO--I L] L] L] L] L L) L) L T L

2) Obliczamy wspdédhrzedne punktow przeciecia z osig 0X ( wyrdznik jest dodatni, wiec mamy dwa miejsca zerowe):

UWAGA: Gdyby funkcja miata ujemny wyrdznik, wtedy nie byloby miejsc zerowych i ten punkt musielibysmy
pominac. Gdyby funkcja miala jedno miejsce zerowe, byltby nim wierzcholek paraboli, ktéry zostat obliczony w
pierwszym punkcie, wiec obliczanie go po raz drugi nie mialoby sensu i rowniez ten punkt nalezatoby pominad.
W obu ewentualnosciach opracz wierzchotka obliczamy po dwa punktu, dla argumentéw (x) po obu stronach
wierzcholtka (punkt 3).

_~b+JA _—(-2)+-36 _2+6_ 8

1 =

2a 2-(-1) 2 -2
p :_b_*@:‘(_z)_‘%zz_ﬁ:__“:z
4 2a F-(-1) -3 <3

(-4,0); (2,0)
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3) Obliczamy dwa dodatkowe punkty:

Punkt na lewo od miejsc zerowych: Wybralismy argument -5:

Podstawiamy argument -5 do wzoru funkcji i obliczamy wartos¢ (y):

y=—x’-2x+8=—(-5)"-2-(-5)+8=-25+10+8=-7

Wspotrzedne punktu: (-5, -7)
Punkt na prawo od miejsc zerowych: Wybraliémy argument 3:

Podstawiamy argument 3 do wzoru funkcji i obliczamy wartos¢ (y):

y=—x"-2x+8=-3"-2-3+8=-9-6+8=-7

Wspétrzedne punktu: (3, -7)
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Teraz mozemy potaczy¢ punkty linig w ksztatcie paraboli:

) Rysowanie wykresu funkcji kwadratowej - postac iloczynowa.

Doktadny wykres paraboli uzyskujemy w ten sam sposéb. Potrzebujemy tych samych kluczowych
punktow.

Réznice:
1) wierzchotek paraboli

Wspotrzednych wierzchotka nie obliczymy bezposrednio z postaci iloczynowej. W tym celu musi-
my zapisac¢ wzér funkgji za pomoca postaci ogdlnej, a nastepnie korzystajac z tej postaci, oblicza-
my wspotrzedne wierzchotka, tak jak zostato to wczesniej przedstawione.

2) punkty przeciecia z osig 0X (punkty dla miejsc zerowych)

Nie musimy ich oblicza¢! Wystarczy je odczytac bezposrednio z wzoru w postaci iloczynowej.

Przyktad:
— UWAGA - liczby zapisane w nawisach
Y = E(X = 1)(X + 3) to miejsca zerowe ale ze zmienionym
znakiem!
Xp1=1
¥X:=-3
(1,0):(-3,0)

3) pare dodatkowych punktéw — minimum dwa - jeden dla jakiego$ argumentu potozonego na
lewo od miejsc zerowych, drugi potozony na prawo. Mozemy je obliczy¢ bezposrednio z postaci
iloczynowej, ale dla utatwienia obliczer zalecamy skorzystanie z postaci ogélne;j.

) Rysowanie wykresu funkcji kwadratowej - postaé kanoniczna.

Doktadny wykres paraboli uzyskujemy w ten sam sposéb. Potrzebujemy tych samych kluczowych
punktéw.
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Réznice:

1) wierzchotek paraboli Nie obliczamy wspotrzednych wierzchotka funkgcji kwadratowej. Mozna je
bezposrednio odczytac ze wzoru:

Przyktad1
-
y=2(x+5) +2
UWAGA -wspdirzedna ,, p” bedzie miala
przeciwny znak, do liczby zapisanej w
nawiasie, a znak ,q" sie nie zmienia:
X=-5

y=2

wm+i5

2) punkty przeciecia z osig 0X (punkty dla miejsc zerowych) Miejsc zerowych nie obliczamy bezpo-
Srednio z postaci kanonicznej. W tym celu musimy zapisa¢ wzér funkcji za pomoca postaci ogél-
nej, a nastepnie korzystajac z tej postaci, obliczamy miejsca zerowe, tak jak zostato to wczesniej
przedstawione.

3) pare dodatkowych punktéw — minimum dwa - jeden dla jakiego$ argumentu potozonego na
lewo od miejsc zerowych, drugi potozony na prawo. Mozemy je obliczy¢ bezposrednio z postaci
kanonicznej, ale dla ufatwienia obliczen zalecamy skorzystanie z postaci ogélnej.

Sposob i

Tym sposobem postugujemy sie, korzystajac wylacznie z postaci kanonicznej!

Przyktad 2
y==-2(x+1)?-3

Rysowanie wykresu funkcji tym sposobem sktada sie z dwdch podstawowych krokéw:

1) Rysujemy wykres prostszej funkcji (pozbawionej wspétrzednych wierzchotkéw). W naszym
przyktadzie eliminujemy wiec:

y=-2(x%1)"3

y=-2x°
Otrzymujemy w ten sposéb najprostszy przypadek funkcji kwadratowej. Wykres funkcji kwadra-
towej, skfadajacy sie wylacznie z jednego wyrazenia, jest parabola, ktérej wierzchotek znajduje sie

zawsze w poczatku uktadu wspétrzednych.

W=(0, 0)

Dodatkowo obliczamy po dwa punkty, znajdujace sie na lewo i na prawo od poczatku uktadu
wspotrzednych: Wybralismy:
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x=-12
y=-2-(2)'=-2-4=-8

(-2, -8)

x=-1
y=-2-(-1))=-2-1=-2
(-1,-2)

x=1
y=-2-1"=-2-1=-2
(1,-2)

x=2

y=-2-2"=-2-4=-8
(2:'8)

Zaznaczamy punkty w uktadzie wspoétrzednych i faczymy je linig w ksztalcie paraboli:

¥

| B [ |
| P e e |

1) Przesuwamy wykres funkcji o wektor.

y=-2(x+1)*-3

Wektor przesuniecia:

[-1: -3]

Pamietajmy, aby zmienic znak pierwszej wspotrzednej.
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ZADANIA

4.4.1

Wyznacz wspotrzedne punktéw przeciecia wykresu funkgji kwadratowej fz osiami uktadu wspot-
rzednych, jesli:

a)  f(x)=3x"-3 b) f(x)=x"+8

Q f(x)=x"—-4x+4 d) f(x)=x"-6x-16
Odpowiedz:

a) zosigOX:1,-1;zosig OY:-3 b) zosig OX: nie istnieje; z osig OY: 8

c) zosig OX:2;zosig OY: 4 d) zosig OX: 8,-2;z osig OY:-16
4.4.2 Oblicz:

» wspotrzedne punktow przeciecia wykresu funkgji fz osiami uktadu wspétrzednych,
» wspotrzedne wierzchotka paraboli,

» miejsca zerowe (o ile istniejq),

a nastepnie naszkicuj wykres funkgji f; jesli:

a) f(x)=x*-9 b) f(x)=x"+6x
A flx)=x"-4x+4 d) f(x)=—x"+2x+8
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Odpowiedz:
a) z0sig OX: -3, 3;z0sig OY: -9; p = 0; g = -9; x, = -3, x,=3
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b) z0sig OX: 0, -6;z 0sig OY: 0; p=-3; g =-9; x,= 0, x,= -6

N
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Q) z0sig OX:2;z0sig OY: 4, p=2;g=0; x,= x,=2
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d) z0sig OX:-2,4;z0sia OY:8;p=1,9=9;x,=-2,x,=4

BN
o D

™

\ e

™
i I 1|
:u:%wcnmi
RuRoRekekal:
L

=106
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4.5 Wilasnosci funkcji kwadratowej

Teraz naucze sie:

» odczytywac z wykresu wtasnosci funkgji (dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe, maksy-
malne przedziaty, w ktérych funkcja maleje, rosnie, ma staty znak; punkty, w ktérych funk-
cja przyjmuje w podanym przedziale warto$¢ najwiekszg lub najmniejsza);

» wyznaczac wartos$¢ najmniejszg i wartos¢ najwieksza funkcji kwadratowej w przedziale
domknietym.

EE) MINIMUM | MAKSIMUM FUNKCJI KWADRATOWE)J

Konkretna funkcja kwadratowa moze miec albo minimum, albo maksimum. Przypominamy: Mini-
malng warto$¢ funkcji oznaczamy: fix) ,;, lub ¥ i, . Maksymalna wartosci oznaczamy:

S() max 1UD ¥ max .

W celu wyznaczenia,— gdy ramiona paraboli unosza sie do gory, punkt wierzchotka jest punktem
najnizej potozonym, dlatego mamy do czynienia z minimum,” on page 121 funkcji kwadratowej,
wystarczy wiedzie¢, ze bedzie znajdowato sie w punkcie wierzchotka paraboli. Wiemy juz, jak
obliczy¢ wspétrzedne wierzchotka. Oprécz tego musimy ustali¢, czy mamy do czynienia z maksi-
mum, czy minimum:

- gdy ramiona paraboli unoszg sie do géry, punkt wierzchotka jest punktem najnizej potozonym,
dlatego mamy do czynienia z minimum,

i1, f(x)min

i Y NI NN N T N S S _—
i'lff'ln11lllTllllT

- gdy ramiona paraboli opadaja w dot, punkt wierzchotka jest punktem najwyzej potozonym, dla-
tego mamy do czynienia z maksimum.
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f(x)max 1

]
| T |

Nie musimy rysowac wykresu funkgcji. Wystarczy spojrze¢ na wspoétczynnik,,a” funkcji kwadrato-
wej. Przypominamy: ramiona paraboli beda skierowane w gére, gdy a > 0, w dét, gdy a < 0.

Przyktad 1

11

y=-3x" +6x—8
Wspétczynnik,a” funkcji ma wartos$¢ -3 (a < 0). Ramiona funkcji bedg skierowane w dét, czyli

A=b>—4ac=6"—4-(-3)-(-8) =36—96 =60

Sy 24 . h
p=—= ==Y
28 23 —6
e L6 56D
q=—= =— =5

“oda AW(3) <120
Zapisujemy wiec:
f(X)mx=5dlax=1
DZIEDZINA | ZBIOR WARTOSCI FUNKCJI KWADRATOWEJ

Dziedzina

Dziedzing funkcji kwadratowej (chyba, Ze w zdaniu zostanie narzucona inna) jest zawsze zbiér
liczb rzeczywistych. Dla dowolnej funkcji kwadratowej zapisujemy wiec: D = R

Zbiér wartosci
Jest $cisle powigzany z wartoscia wierzchotka (q) oraz kierunkiem ramion paraboli.

Gdy ramiona funkgcji s skierowane w dét, wtedy zbiér wartosci bedzie sie zawierat pomiedzy mi-
nus nieskoficzonoscig a wartoscig w punkcie wierzchotka (g):

IW =(~0, q)

Gdy ramiona funkgji s skierowane w gore, wtedy zbiér wartosci bedzie sie zawierat pomiedzy
wartosciag w punkcie wierzchotka (q) a nieskoriczonoscia:

ZW = (g, =)
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Przykiad 2
y=—2x"—4x+5
Obliczamy wspdtrzedna . q” wierzcholtka:
A=b>—4dac=(-4)’-4-(-2)-5=16+40=756
—A —56 —56
= =%

T zgm -8

Poniewaz wspolczynnik ,a” jest ujemny {-2), ramiona paraboli sa skierowane w dol, dlatego
zbidr wartosci bedzie sie zawieral pomiedzy minus nieskoficzonoscia a wartoscia q.

ZW=(-, 7) '

poe iy
T R

Przyktad 3
y=2x*+4x-2
Obliczamy wspélrzedna ..q” wierzchotka:
A=b’—-4ac=4"-4.2-(2)=16+16=32
_—-A -32 -32
A i B

Poniewaz wspolczynnik .a” jest dodatni (2), ramiona paraboli sa skierowane w gore. dlatego
zhidr wartosci bedzie sie zawieral pomiedzy wartoscia q a nieskonczonoscia.

ZW=<—4, o)
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mm) PRZEDZIALY MONOTONICZNOSCI FUNKCJI KWADRATOWE)

Podobnie, jak w wypadku ustalania zbioru wartosci oraz maksimum lub minimum funkcji kwa-
dratowej, kluczowym elementem potrzebnym do okreslenia przedziatéw monotonicznosci jest
wierzchotek funkgcji.

Poniewaz przedziaty monotonicznosci sg okreslane dla argumentéw (0$ 0X), istotna jest pierwsza
wsp6trzedna wierzchotka (p).

Druga potrzebna informacja jest kierunek ramion paraboli:

) Gdy ramiona paraboli sg skierowane w gére.

przedzial
rosnacy

przedzial
[malejacy |

» Funkcja jest rosngca w przedziale od ,p” do nieskonczonosci.

f(X)/i w przedziale (P, CC')

» Funkcja jest malejaca w przedziale od minus nieskoriczonosci do ,p”.

f(x)\ wprzedziale (— o0, )

mm) Gdy ramiona funkgji sa skierowane w dét.

v--
“}’:( I-).| q}__

T W
f——t—i— o bt
| przedzial I przedzial
|rosnacy | 'malejgey

N
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» Funkdja jest rosnaca w przedziale od minus nieskoriczonosci do,,p"

f(X)/’ w przedziale (_ oG, p')

> Funkcja jest malejaca w przedziale od ,,p” do nieskoriczonosci.

f(X)x w przedziale (p, 30)

y=3x-12x+8

Obliczamy wspétrzedna .. p” wierzchotka:

Wspdtczynnik ..a” funkcji jest dodatni (3), wiec ramiona beda skierowane w gore.
W zwiazku z tym przedzialy monotonicznosci sa nastepujace:

f(X)f w przedziale ( 00)
f(X)& w przedziale (— og, 2}

Okresl monotonicznos¢ funkgji kwadratowej f(x) = —x*+4x+10.
_b
2a
4

—— % »
L

p=

F(x) T (~0,2)
F(x) i (2,0)
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Reasumujac

Wiasnosci funkcji kwadratowej

a>0 a<0

Dziedzina D=R

A A
Zbiér wartosci Y =<-—,) Y =(-00,——>

4a 4a
Najwieksza warto$¢ o A dl b

-—, dla x=——

funkgji Nie istnieje Tmax g 2a
Najmniejsza wartos¢ - dia =2 Nie istnieie
funkgji min ’ 2a )

Monotonicznos¢

malejacadla x e (700,73),
2a

dl xe(—£+oo)
rosngcadla 2

dlax e (o2
rOSnaCa a > 2 5

lejaca dla x € (-2t o)
malejaca dla 0

Miejsca zerowe

A < 0 nieistnieja

A =0 jedno x, :—Zi
a

A>0dwa x; :_b_ﬂ, x, :_bJM/Z
2a 2a

Parametr a<0 a<0
Ramiona paraboli Skierowne do géry Skierowane w dét
o6 svmetrit barabofi | XL

$ symetrii paraboli %
Wspotrzedne P b _ A
wierzchotka paraboli Y 2a Y 4q

ZADANIA

4.5.1 Narysuj wykresy funkcji kwadratowej:

a) y=x"-4

b) y=x*-6x

Q) y=-2x+4«x

d y=x2—4x+5
e) y=-2x>+6x+7

4.5.2 Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej i na jego podstawie okresl:

»  zbidr wartosci,
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» miejsca zerowe,

» przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie,

» przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci ujemne,

» przedziaty, w ktérych funkcja jest rosnaca, a w ktérych malejaca,

» warto$¢ najwieksza lub najmniejsza,

dla nastepujacych funkgji:

a) f(x)=x"-4
9 f)=(x-3)7-4
e) f(x)=x>-6x+9

b) f(x)=-x"

+6x

d) f(x)=—(x—-1)(x+5)
) f(x)=-2x"-Tx+4

Zbi6r Miejsca Wartosci P Funkgja Funkcja Wartos$¢ W.artééc:
L. i Wartosci ujemne . L najmniej-
wartosci | zerowe dodatnie rosnaca malejaca najwieksza oa
Dla x=0
A | 40 | 22 (ool (22) | @) w0 | - T
y==
Dla x=3
b) | (-=9) | 06 (0,6) (~0,0)U(6,0) | (~03) | (3,0) ax9 _
y:
Dla x=3
o | (4= | s | EmoGe) |08 | B (e | - 00T
y==
Dla x=2
9 =9 | s | (s | el | ) | 2o | PO
y:
Dla x=3
0| (0 | 3 | (w3 ¢ o) | (03) | - -
y:
1
1 1 1 1 3 3 Dlax=-1—
f) (700,10§> -4, [75,5j (700,74)\)(5,00] [700,712] (712,00) ax 5 -
y= 105

4.5.3 Narysuj wykres funkcji kwadratowej i podaj jej whasnosci:

Monotonicznos¢: funkcja jest przedziatami monotoniczna

a) y=x*—-4x+3

b) y=-2x*-8x-5

<) y=x*-6x+10

Odpowiedz:

a) Dziedzina:D=R
Zbidr wartosci: ZW = (- 1,00)
Miejsce zerowe: x,= 1lub x,=3
malejaca w przedziale (-,2 )
rosnaca w przedziale (2,00)
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Wierzchotek: W= (2,-1)
Najmniejsza warto$¢:y = =-1dlax=2
Najwieksza wartos¢: nie istnieje

b) Dziedzina:D=R
Zbior wartosci: ZW = (-0,3 >
Miejsce zerowe: x0 = -3, 2 lub x0 = -0, 8
Monotonicznos¢: funkcja jest przedziatami monotoniczna
rosngca w przedziale (—o,—2>
malejaca w przedziale < -2, )
Wierzchotek: W = (-2, 3)
Najwieksza wartos¢: ymax = 3 dla x = -2
Najmniejsza wartos¢: nie istnieje

c) Dziedzina:D=R
Zbidr wartosci: ZW = < 1,0)
Miejsce zerowe: nie istnieja
Monotonicznos¢: funkcja jest przedziatami monotoniczna
malejaca w przedziale (0,3 >
rosnaca w przedziale < 3,0)
Wierzchotek: W = (3, 1)
Najmniejsza wartos$¢: ymin = 1 dlax =3
Najwieksza wartos¢: nie istnieje

4.5.4 lle punktéw wspdlnych ma wykres funkcji kwadratowej y = 2x?+ 4x — 1 z prostymi:
a) y=-5 b) y=-3 c y=-1 d y=2

Odpowiedz:
Funkcja kwadratowa y = 2x? + 4x — 1 ma:
- 0 punktéw wspdlnych z prosta y = =5
- 1 punkt wspélny z prostg y = -3
- 2 punkty wspélne z prostg y = —1
- 2 punkty wspdlne z prostg y = 2

4.5.5 Wyznacz réwnanie osi symetrii paraboli okreslonej rownaniem y = —x* + 6x - 7.

Odpowiedz: x =3

4.5.6 Dana jest funkcja flx) = —x? + 6x - 5.
a) Naszkicuj wykres funkgji fi podaj jej zbior wartosci.

b) Podaj rozwiazanie nieréwnosci fix) > 0.

Odpowiedz:

a) (—00,4 > by  xe(l$)
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4.5.7 Na podstawie fragmentu wykresu funkcji kwadratowej flx) wskaz, ktdre zdanie jest prawdziwe.

1.3)

e

a) Miejscami zerowymi funkgji sa liczby: —2 oraz 4.

b) Funkcja jest rosnaca w przedziale (-2, 4).

c) Funkcja przyjmuje wartosci wieksze od zera dla x < 1.
d) Zbiorem wartosci funkgji jest przedziat (-1, 9).

Odpowiedz: a

4.5.8 Wyznacz najmniejsza lub najwieksza wartos¢ funkgji:

a) f(x)=x>-6x+9 b) f(x)=(x-3)x+4)

Q  f(x)=-3x(x-2) d) f(x)=2(x-2)x+4)-5
Odpowiedz:

a) m=0 b) m=-1 1;

c m=3 d) m=-23

4.5.9 Wyznacz najwieksza i najmniejsza warto$¢ funkcji w podanym przedziale:

a) f(x):—xz—3x+10’xe<—l,2>
b) f(x):2x2—x+1'xe<—2,5>
A fx)=-2x"+x-1"x€(0,2)

Odpowiedz:
a) m=12,m=0
b) m=46,m=17/8
) m=-7/8, m=-7
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4.5.10 Oblicz najmniejsza wartos¢ funkcji w podanym przedziale:

a) f()=x"-9"xe(-22)
b)  f(x)=-x*+5x"xe(3,7)
A f(x)=x-5x-6"xe(-4])
d) f(x)=x’-4x+4'xe(-4])

Odpowiedz:
a) m=-9
b) m=-14
c m=-10
d) m=1

4.6 Przesuwanie wykresow funkcji kwadratowej

Teraz naucze sie:
» na podstawie wykresu funkgji y = flx) naszkicowa¢ wykresy funkgji y = f(x + a),

y=fx)+ay=-fx)y=fl-x);

» wyznaczac¢ wzér funkcji kwadratowej na podstawie pewnych informacji o tej funkcji lub
o jej wykresie.

) oy =-f(x)

Wykres funkcji y = —f(x) jest symetryczny do wykresu funkgji y = f(x) wzgledem osi OX.

Przyktady:

[ T
A
t

=
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) x-y=f(-x)
Wykres funkcji y = f(-x) jest symetryczny do wykresu funkgji y = f(x) wzgledem osi OY.

(SR L TN R
t t t t
b3

.
N
.
[T
.
na
.
.
A
d
.
;
O
K\::x
na
o L
¥

) xy=-fl-x)

Wykres funkcji y = —f(-x) powstaje w wyniku przeksztalcenia wykresu funkgji y = f(x) przez
symetrie wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych, czyli punktu (0, 0).

4+
3

o y=
1 \
5 4 -3 Ao -%\{; 3
/.f

| - \v—4(ﬂ
/ -3 \
.'ll _4 L A

) xoy=flx)+q

Wykres funkgji y = f(x) + g powstaje w wyniku przesuniecia wykresu y = f(x) wzdtuz osi OY
o |g| jednostek w kierunku zgodnym ze znakiem q (o wektor [0,q]).
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STy
4
y=F(x)

y=-f(x)+q
2 %
1_—0
d %
4 3z 2 - o 1 2 3 4

) x.y=f(x-p)

Wykres funkcji y = f(x - p) otrzymujemy w wyniku przesunigcia réwnolegtego wykresu
funkgji y = f(x) wzdhuz osi OX o wektor ¥ = [p,0].

5_.
A

41

3

2

1

) x.y=f(x-p)+q

Wykres funkcji y = f(x - p) + q otrzymujemy w wyniku przesuniecia wykresu y = f(x)
o wektor U = [p.al,

¥

y=F{x)

B L TR W R R ) B = 1}
L N L " | |
t t t t t

) x-y=k-f(x)

Wykres funkcji y = k - f(x) powstaje z wykresu y = f(x) w wyniku k- krotnego zblizania sie
lub oddalania od osi OY.

Dla k > 1 wykres funkji f(x) zblizyt sie k-krotnie do osi OY (,rozciagnat si¢” wzdtuz osi OY). Dla
ke(0,1) wykres funkgji f(x) oddalit sie k-krotnie od osi OY (,sciagnat sie” wzdtuz osi OY).
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) rxy = |f(x)]

Aby otrzymac wykres funkgji y = |f{x)|, nalezy czes¢ wykresu y = f(x), lezaca nad osig OX lub na
niej, pozostawi¢ bez zmian, natomiast czes¢ wykresu lezaca pod osig OX odbi¢ symetrycznie

wzgledem osi OX.
¥y
/
y = Iftx)] 2

) *xay=f(lx|)

Aby otrzymac wykres funkgji y = f{|x

), nalezy:

dlax = 0 czes¢ wykresu y = f(x) pozostawi¢ bez zmian,
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otrzymana cze$¢ wykresu przeksztatci¢ przez symetrie wzgledem osi OY — otrzymujemy w ten

sposob wykres szukanej funkgji dla x < 0.

y=fi) y=f) |

) “xoy = flk*x)

Wykres funkgji y = f(k*x) powstaje w wyniku k-krotnego ,$ciggania” lub,rozciagania” wykresu

funkji y = f{x) wzdhuz osi OX.

Dla k > 1 wykres funkcji y = f(x) ,$ciaga sie” wzdtuz osi OX. Dla ke(0,1) wykres funkgji y = f(x)

,rozcigga sie” wzdtuz osi OX.

|
He

w=Ff{kx), k=1

oo o
L
T

ZADANIA

T

w=fkx), Dokl

4.6.1 Przesuwajac wykres funkcji okreélonej wzorem g(x)=ax*,x e R,(a#0) o p jednostek wzdtuz osi

OX i g jednostek wzdtuz osi QY, otrzymujemy wykres funkgji f. Uzupetnij wedtug znajdujacych sie

w niej danych.
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Przesuniecie wzdtuz Przesuniecie , . Wspotrzedne
3 " . . Posta¢ kanoniczna .
Wzor funkgji g osi OX wzdtuz osi OY - wierzchotka
wzoru funkgji f .
p q wykresu funkdji f
g(x) = -6x7 4 jednostki w lewo | 5 jednostek w dot | f(x)=-6(x+4)*-5 W = (-4,-5)
=3 >
f(x)—z(x+2) +4
glx) =10x? W=(3,0)
2 jednostki w prawo flx) =5(x-2)2-7
2 . .
glo) = 3 x? 1 jednostka w dét W=(0-1)

4.6.2 Narysuj wykres funkgji y = x% a nastepnie przeksztat¢ go tak, aby otrzymac wykres funkgji:

a) y=(x-3)? b) y=(x+1) o y=x’+4
d y=x"-3 e) y=(x+1)-16 f) y=—x2—3%
Odpowiedz:

a) przesuwamy o 3 jednostki w prawo

b) przesuwamy o 1 jednostke w lewo

c) przesuwamy o 4 jednostki w gore

d) przesuwamy o 3 jednostki w dét

e) przesuwamy o 1 jednostke w lewo i 1,6 jednostki w dot

f) rysujemy y = x?, odbijamy symetrycznie wzgledem osi OX i przesuwamy w dét o S%jednostki
w dot

4.6.3 Wykres funkgji f danej wzorem f(x) = —2x* przesunieto wzdtuz osi OX o 3 jednostki w prawo oraz

wzdtuz osi OY o 8 jednostek w gore, otrzymujac wykres funkgji g.
a) Podaj zbior wartosci funkgiji g.

b) Funkcja g okreslona jest wzorem g(x) = —2x? + bx + ¢. Oblicz bic.

Odpowiedz:
a) zbidr wartosci (-,8)
b) b=12,c=-10
4.6.4 Jakie wspotrzedne ma wierzchotek paraboli, ktéra jest wykresem podanej funkgji? Okresl przedzia-

ty monotonicznosci tej funkgcji:

a) y=x'-5 b) y=-03x’+12 A y=14(x-48)

d) y=-35(x+12)° e) )/:15(x+§)2 +%
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Odpowiedz:
a) W =(0,-5); funkcja maleje x € (—»,0), funkcja rosnie x € (0,)
b) W =(0,12); funkcja rosnie x € (—,0), funkcja maleje x € (0,0)
c¢) W =(48,0); funkcja maleje x € (—»,48), funkcja rosnie x € (48,)
d) W =(-1,2,0); funkcja rosnie x € (—0;—1,2), funkcja maleje x € (—1,2;)
e) W= (—%,% ); funkcja maleje x € (7m,7§),funkcja rosnie x € (—%,oo)

4.6.5 Naszkicuj wykresy odpowiednich funkcji i okresl, ile punktéw wspdélnych ma podana parabola

i prosta:

a) y=-5x"+7iy=3 b) y=06x"-5iy=10

A y=-0l(x-3)’iy=-4 d)  y=15(x+2)*+4iy=-1

e) y=-32(x-5%-1 iy=-11 f)  y=-32(x-5°-11iy=20
Odpowiedz:

a) madwa punkty wspdlne b) nie ma punktéw wspélnych

c¢) madwa punkty wspdlne d) nie ma punktéw wspdinych

e) ma jeden punkt wspdiny f)  nie ma punktéw wspdinych

4.6.6 Znajdz wzor funkgji, ktorej wykresem jest parabola o wierzchotku W, przechodzaca przez punkt P:

a) W=(-1,-1), P=(3,3) b) W=(-8,7),P=(1,6) c) W=(3,2),P=(-510)
Odpowiedz:
) :l(x+1)2—1 b) —fi(x+8)2+7 ) —l(xf3)z+2
a rey T8 RN

4.6.7 Podaj wzér funkcji kwadratowej, ktorej wykres jest symetryczny do wykresu funkgji

f(x)=2(x-1)* +3 wzgledem:

a) osiOX b) osi OY c) punktu (0,0)
Odpowiedz:

a) f(x)=-2(x-1)"-3 b) f(x)=2(x+1)>+3 A f(x)=-2(x+1)"-3
4.6.8 Podajwzorfunkcjikwadratowej, ktorejwykresjestsymetrycznydowykresufunkgji f(x) = (x+1)(x—3)

wzgledem:

a) osiOX b) osiOY c) punktu (0,0)

Naszkicuj te wykresy.
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Odpowiedz:

a)  fx)=—(x+1)(x-3) b) f(x)=(x-1)(x+3) d fx)=-(x-1)(x+3)
4.6.9 Podajwzorfunkcji kwadratowej, ktérej wykres jest symetryczny do wykresu funkgji f(x) = x> —x—6

wzgledem:

a) osiOX b) osiOY c) punktu (0,0)

Naszkicuj te wykresy.

Odpowiedz:
a) f(xX)=—x"+x+6 b) f(x)=x*+x-6 A f(x)=—x"-x+6
4.6.10 Wyznacz wzdr funkcji kwadratowej o podanych wiasnosciach:

a) zbiorem wartosci funkcji jest przedziat <3,oo) , wykres przechodzi przez punkt P =(-1,5) i ma 0$
symetrii o réwnaniu x =1,

b) zbiorem wartosci funkcji jest przedziat <— 4,0), jednym z miejsc zerowych jest x = 1 i wykres
ma 0$ symetrii o rwnaniu x = -1,

c) zbiorem wartosci funkgji jest przedziat <4,oo) , wykres ma o$ symetrii o rbwnaniu x =2 i przecina
0$ OY w punkcie o rzednej 6.
Odpowiedz:
1, 1 ) 1,

a) f(x)=5x —x+35 b) f(x)=x"+2x-3 Q) f(x)zgx _2x+6
4.6.11 Suma kwadratow trzech kolejnych liczb naturalnych jest réwna 149. Znajdz te liczby.
Odpowiedz: 6,7, 8
4.6.12 Rozwiaz réwnanie f(x—1)=4,jezeli f(x)=x" +x-2.
Odpowiedz: x=-2,x=3

4.6.13 Na podstawie wykresu funkcji kwadratowej podaj jej wzor:

J
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Odpowiedz:

y=—§(x+1)(x—3)=—§x2+—§x+2

4.6.14 Dorysuj brakujaca czes¢ wykresu. Znajdz wzdr funkcji kwadratowej o podanym wykresie. Zapisz go
w postaci ogdlnej, iloczynowej i kanonicznej.

=

>

Odpowiedz:
y=—(x-1)*+9
y=—(x+2)(x—4)

y=-x"+2x+8

4,7 Zadania praktyczne

Teraz naucze sie wykorzystywac wtasnosci funkgji liniowej i kwadratowej do interpretacji za-
gadnien geometrycznych, fizycznych itp. (takze osadzonych w kontekscie praktycznym).

ZADANIA

4.7.1 Z dwdch miast A i B, odlegtych od siebie o 18 kilometréw, wyruszyli naprzeciw siebie dwaj turysci.
Pierwszy turysta wyszedt z miasta A o jedng godzine wczesniej niz drugi z miasta B. Oblicz pred-
kos¢, z jaka szedt kazdy turysta, jezeli wiadomo, ze po spotkaniu pierwszy turysta szedt do miasta
Bjeszcze 1,5 godziny, drugi za$ szedt jeszcze 4 godziny do miasta A.

Odpowiedz: Predkos¢ turysty z miasta A to 4 km/h, a turysty z miasta B 3 km/h.

4.7.2 Dwie szkoty majg prostokatne boiska. Przekatna kazdego boiska jest réwna 65 m. Boisko w drugiej
szkole ma dtugos¢ o 4 m wieksza niz boisko w pierwszej szkole, ale szeroko$¢ o 8 m mniejsza. Oblicz
dtugosc i szerokosc¢ kazdego z tych boisk.

Odpowiedz: Wymiary pierwszego boiska to 56 m x 33 m, a drugiego boiska 60 m x 25 m.

FUNKCJA KWADRATOWA 143



4.7.3 Pewien turysta pokonat trase 112 km, przechodzac kazdego dnia te sama liczbe kilometréw. Gdyby
mégt przeznaczy¢ na te wedréwke o 3 dni wiecej, to w ciggu kazdego dnia mégtby przechodzi¢
0 12 km mniej. Oblicz, ile kilometréw dziennie przechodzit ten turysta.

Odpowiedz: Turysta dziennie przechodzit 28 km.

4.7.4 Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego jest dtuzsza od jednej przyprostokatnej o 1cmiod dru-
giej przyprostokatnej o 32 cm. Oblicz dtugosci bokéw tego trojkata.

Odpowiedz: Trojkat ma boki 41cm, 40 cm, 9 cm.

4.7.5 Pole trojkata prostokatnego jest rbwne 60 cm?. Jedna przyprostokatna jest o 7 cm dtuzsza od dru-
giej. Oblicz dtugos¢ przeciwprostokatnej tego trojkata.

Odpowiedz: Dtugos¢ przeciwprostokatnej trojkata to 17 cm.

4.7.6 Do zbiornika o pojemnosci 700 m* mozna doprowadzi¢ wode dwiema rurami. W ciggu jednej go-
dziny pierwsza rura dostarcza do zbiornika o 5 m*® wody wiecej niz druga rura. Czas napetniania
zbiornika tylko pierwszg rurg jest o 16 godzin krétszy od czasu napetniania tego zbiornika tylko
druga rura. Oblicz, w ciagu ilu godzin pusty zbiornik zostanie napetniony, jesli woda bedzie dopro-
wadzona przez obie rury jednoczesnie.

Odpowiedz: Czas napetniania zbiornika przez obie rury jednoczesnie wynosi 23% godziny.

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?
1. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej y = -3(x - 7)(x + 2) sa:

a) x=7,x=-2 b) x=-7,x=-2 ¢ x=7,x=2 d x=-7,x=2
Odpowiedz: a

2.9 Wzorem funkcji kwadratowe;j f, ktérej fragment wykresu przedstawiono na rysunku jest:

40 Zadanie 1: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf, 22.02.2013.
41 Zadania 2, 3: http://www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php#arkusze, 22.02.2013.
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a) f(x):—%x2+2x—1 b) f(x):—%x2+2x+1

A fl)=-x+x+1 d) flx)=-3x-x-1
Odpowiedz: b
3. Najwieksza warto$c¢ funkcji y = -2x% + x + 1 w przedziale (-1; 0,5) jest rowna:
1 1
a) 1z b) 1 93 d) -4

4.2 Gdy przesuniemy wykres funkgji f{x) = 2x - 3 o 2 jednostki w prawo i 4 jednostki w gére, to otrzy-
mamy wykres funkgcji opisanej wzorem:

a) y=2(x-2)+4 b)y=2(x-2)-4 AQy=2(x-2)+1 dy=2x+2)+4
5. Funkcja kwadratowa y = x? + bx + ¢ jest malejaca dla x € (—eo; 2}, a zbiorem jej wartosci jest prze-
dziat (-4; ). Postac¢ kanoniczna tej funkcji opisana jest wzorem:
a) flx)=(x-22-4 b) flx)=(x+2)2+4
A fl(x)=(x+472+2 d) fix)=(x-42+2
6. Na jednym z ponizszych rysunkéw przedstawiono fragment wykresu funkg;ji

y = x*+ 2x - 3. Wskaz ten rysunek.

/

) / B)

Odpowiedz: a

7.2  Miejscem zerowym funkgji f okreslonej wzorem

xt -1 dlaxe(—m,—a)
f(x)=15x+10 dlaxe(—4,2) jest
x+4 dla .rE(2,+c>c-j

a) -4 b) -2 o -1 d 1
8. Funkcja f, okreslona wzorem f(x) = x? - 3x - 4, przyjmuje warto$ci ujemne jedynie w przedziale:
a) (-, b)  (=eo, ~1)U(4,+0) o (<14 d) (-4.1)

2

42 Zadania 4-6: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2013styczen/matura2013-styczen.pdf, 22.02.2013.
43 Zadanie 7: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf, 22.02.2013.
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9. Funkgja f(x) = 2x? - 4x + 5 jest malejgca w przedziale:
a) (2,) b) (~e,2) Q) (oo, 1) d) (1,+00)

10. Dana jest parabola o réwnaniu y = x> + 8x — 14. Pierwsza wspotrzedna wierzchotka tej paraboli
jest réwna:
a) x=-8 b) x=-4 c) x=4 d) x=8

11.  Wskaz fragment wykresu funkcji kwadratowej, ktdrej zbiorem wartosci jest (—2, +e2).

12.  Wykaz, ze jezeli ¢ < 0, to trojmian kwadratowy y = x? + bx + ¢ ma dwa rézne miejsca zerowe.

13.” Na jednym z ponizszych rysunkéw przedstawiono fragment wykresu funkcji y = x* + 2x - 3. Wskaz
ten rysunek.

| T17 7 Nl i f
VRN : [ /
Y AR AR \ /
\[ 7T/ / L[] \ (NI
i i [

/ U \

A, B. C. D.

14.  Wierzchotkiem paraboli bedacej wykresem funkcji okreslonej wzorem f(x) = x> - 4x + 4 jest
punkt o wspotrzednych:

a) (02) b) (0-2) ¢ (200 d) (20
15.%  Oblicz najwieksza wartos¢ funkgji f{x) = —-2x2 + 16x - 15 w przedziale <-2, 3>.

16.” Dane s3 funkcje liniowe f{x) = x - 2 oraz g(x) = x + 4 okreélone dla wszystkich liczb rze-

czywistych x. Wskaz, ktéry z ponizszych wykreséow jest wykresem funkji h(x) = f(x)-g(x):

44 Zadania 10-12: http://www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 22.02.2013.

45 http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_matematyka.pdf, 22.02.2013r
46 Zadanie 15: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf ,

47 Zadanie 16: http://www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf, 22.02.2013r
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17.%  Wykresem funkcji kwadratowej f(x) = —-3x2 + 3 jest parabola o wierzchotku w punkcie:
a) (3,0 b) (0,3) Q) (3,0 d) (0,-3)

18.  Narysunku przedstawiony jest wykres funkgji y = f{x).

¥

o
.

Ktore rownanie ma doktadnie trzy rozwigzania?
a) f(x)=0 Db)flx)=1 0o fix)=2 d) fix) =3
19.% Wyznacz najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkgji f{x) = x>- 10x + 9 w przedziale <3,7> .

Odpowiedz:y =-12,y =-16
20. Wyznacz punkty wspdlne okregu i prostej o réwnaniach:

(x—3)2 +(y—5)2 =4ix+y=10
Odpowiedz: P =(3,7),R=(5,5)

21.  Wyznacz warto$¢ liczby m, tak aby funkcja f(x) = (m* — 7m)x + 5m miata doktadnie jedno miejsce

zerowe x = -1.
Odpowiedz: m = 12

22,  Wz6r w postaci kanonicznej funkcji y = zxz + %x - ;1 to:

48 Zadania 17, 18: http://www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 22.02.2013.
49 Zadania 19-35: Testy maturalne, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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3 1, 1 1, 1
ay=—X+—-) -— b)y== (x-=)"-—
)y 4( 3) 3 )y ( 3) 3

1, 1 1, 1
Qy=(x-=)"-= dy=x+=)+=
)y=( 3) 3 )y=( 3) 3

Odpowiedz: a
23.  Funkcje kwadratowa przedstawiona na rysunku opisuje wzoér:
a) f(x)=-x>+6x-5
b) f(x)=-x"+4x+5
Q f(x)=—x"+3x-2
d) f(x) =—x*-2x+15

Odpowiedz: a
24.  Zbiorem wartosci funkcji y = x*— 6x + 11 jest:
a) (~o2) b (-o,3) a9 (3,0) d (2,0)
Odpowiedz: d
25.  Funkgja f(x) = x2+ bx + ¢ osigga warto$¢ najmniejsza réwna 4 dla x = 2, jesli:
a) b=-4,c=8 b) b=4,c=-8 o b=-4,c=-8 d) b=4,c=8
Odpowiedz: a
26.  Wykresy funkdji fix) =9 - x*i g(x) =x2- 9:
a) sa symetryczne wzgledem osi OX b) sa symetryczne wzgledem osi OY
c) sasymetryczne wzgledem osi OX i OY d) nie sg symetryczne
x*—4dlax>0

x*+4dlax<0
a) 0 b) 1 c 2 d 4

27.  Funkcja jest okreslona wzorem f(x) = { . lle miejsc zerowych ma funkcja f?
28.  Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej fjest przedziat (- 0,2 >. Funkcja f ma wzér:
a) f(x)= —(X - 3)2 +2 b) f(x)=x"+2

Q f)=(x+1y-2 d) f)=—(x+2)
Odpowiedz: a

29 Liczba punktéw wspélnych prostej y = —-x z wykresem funkgji y = %xz —2x+3, wynosi:
a) 1 b) 2 c 0 d) 3

Odpowiedz: ¢
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3. £(94)

30. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f sg liczby -6 oraz 1. Oblicz warto$¢ wyrazenia

Odpowiedz: 62

31.  Napodstawie wykresu funkcji kwadratowej f okresl jej wzér:

Odpowiedz: f(x)= f%xz +3x+1
32.  Najwieksza warto$c¢ funkcji kwadratowej fjest réowna 9. Liczby 0 i 6 sg miejscami zerowymi tej funkgji.

a) Napisz wzér funkcji fw postaci ogdlne;j.

b) Dla jakich wartosci x wykres funkgji flezy powyzej wykresu funkgji okreslonej wzorem y = x + 4.

Odpowiedz: a) y = -x?+ 6x, b) xe(1,4)
33.  Wyznacz najmniejsza warto$¢ wyrazenia x2+y? jeslix + y = 4.
Odpowiedz: 8

34.  Wykaz, ze wykresy funkcji kwadratowych podanych réwnaniami: y = x* + 2x — 8 oraz

y = x” +6x — 4 maja tylko jeden punkt wspélny. Wyznacz jego wspétrzedne.
Odpowiedz: (-1,-9)

35.  Wartoscig najwigksza funkcji kwadratowej y = x2+ 2x - 3, okreslonej w przedziale <-3,2>, jest liczba:
a) -4 b) 5 A 0 d) 6

36. Funkcja kwadratowa y = x?— 9 przyjmuje wartosci nieujemne dla:
a) xe(-0-3)UB,x)
b) xe€(-33)
c x e< -33 >

d) xe(-»-3)u(3)

FUNKCJA KWADRATOWA

f(=24) "

149



160

Bibliografia

10.

11.

12.

13.

14.

. Jurczyszyn P, Wesotowski M., Matematyka. Zbidr zadar przygotowujqcych do matury.

Testy maturalne. Matematyka 2010, Wydawnictwo Aksjomat.

Kalina R., Szymanski T., Zbiér zadari z matematyki, Wydawnictwo Sens.

Ktaczkow K., Kurczab M., Swida E., Matematyka dla licealistéw. Zbiér zadar.

Kasprzyk K., Piérek K., Smotucha D., Arkusze egzaminacyjne, Wydawnictwo Szkolne Omega.

Cewe A, Nahorska H., Matura z matematyki od 2010 roku, Wydawnictwo Podkowa.

Gwizdak D., Matematyka - zbiér zadari otwartych i zamknietych, Oficyna Wydawnicza Nowa Matura.
Antek M., Belka K., Grabowski P., Prosto do matury, Wydawnictwo Nowa Era.

Jurczyszyn P, Wesotowski M., Matematyka. Zbiér zadari przygotowujqcych do matury, Wydawnictwo
Nowa Era.

Jenike M., Fizyka, Wydawnictwo Szkolne i Pedagogiczne.

Wojciechowska M., Unieszowska J., Fizyka i astronomia. Testy dla maturzysty. Matura 2009, Operon.
Jaworski R., Fizyka. Matura 2012, Operon.

Fischer R. ,Liczby Fibonacciego na gietdzie”, WIG - Press, Warszawa 1996.

Nowakowski J., Borowski K., Zastosowanie teorii Carolana i Fischera na rynku kapitatowym, Wydaw-
nictwo Difin.

BIBLIOGRAFIA



Zré

»

© ® N o WU

10.

12

13.
14.

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.
26.
27.

28.

dfa internetowe

. www.matematykam.pl/metoda_podstawiania.html

www.matematykam.pl/metoda_przeciwnych_wsp.html
www.matemaks.pl/materialy/matura2013luty/matura2013-luty.pdf
www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf
www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf
pl.wikibooks.org/wiki/Matematyka_dla_liceum/Funkcja_kwadratowa/Wzory_Viete'a
www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf
www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-luty-2013.php#arkusze
www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php#arkusze

www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf

. www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf

. www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_

matematyka.pdf
www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf

www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf

. www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf

www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf
www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf
www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf
www.matemaks.pl/materialy/matura2013luty/matura2013-luty.pdf
www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf
www.matematykam.pl/wykres_funkcji_kwadratowej_parabola.html
www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf
www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php#arkusze
www.matemaks.pl/materialy/matura2013styczen/matura2013-styczen.pdf
www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf
www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf

www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_
matematyka.pdf

www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf

ZRODtA INTERNETOWE 151



152

29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.

52.
53.
54,

www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf
www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf
www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf
www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-luty-2013.php#arkusze
www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php#arkusze
www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf
www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf

www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_
matematyka.pdf

www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf
www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2011_p.pdf
www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2010_p.pdf
www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf
www.matemaks.pl/materialy/matura2012maj/matura2012-maj.pdf
www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEch02012.pdf
www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2010_p.pdf

www.bossa.pl

www.bankier.pl/lokaty/wiadomosc
www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf
www.matemaks.pl/materialy/matura2013luty/matura2013-luty.pdf
www.matemaks.pl/materialy/matura2013styczen/matura2013-styczen.pdf
www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf
www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf

www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_
matematyka.pdf

www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEch02012.pdf
www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2011_p.pdf

www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2010_p.pdf

ZRODEA INTERNETOWE



