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Wstep

Drodzy Nauczyciele!

Osoba przedsiebiorcza powinna posiadac¢ wiadomosci i umiejetnosci, ktére utatwig jej funkcjonowanie
w spoteczenstwie. To takze osoba, ktéra potrafi rozwigzywac problemy, radzi¢ sobie w trudnych sytuacjach,
rozwijac i ksztattowac swojg osobowos¢, poszukiwac nowych doswiadczen oraz analizowac i wyciggac wnio-
ski. Podobnie jest w uczeniu sie matematyki, bo matematyka to nie tylko rozwigzywanie zadan. Jest to nauka
rozwijajaca umyst, ksztatcaca wyobraznig, uczaca logicznego myslenia oraz rozumowania matematycznego.
Chcielibysmy, abyscie zakonczyli nauke ze Swiadomoscia, ze matematyka przydaje sie w zyciu codziennym.

Podrecznik jest przeznaczony dla uczniéw szkét ponadgimnazjalnych. Zostat napisany w taki sposoéb, aby
ksztafcit wymagane umiejetnosci, a jednoczesnie aby nauka matematyki byta przyjemna. Znajdziesz tutaj
oprécz wiedzy matematycznej, wiele ciekawostek z réznych dziedzin zycia. Kazdy temat rozpoczyna sie od
zadan sprawdzajacych umiejetnosci, ktdre juz posiadasz z gimnazjum. Jezeli masz zalegtosci z poprzednich
etapow ksztatcenia, powinienes$ szybko je nadrobi¢. W podreczniku teorie poparto licznymi przyktadami, a ich
dopetnieniem jest seria ¢wiczert do samodzielnego rozwiazania. Kazdy rozdziat koriczy sie zestawem zadan,
zatytutowanym: ,Czy zdam mature z matematyki?”, dzieki ktérym mozesz sprawdzi¢, czy poradzisz sobie
na egzaminie maturalnym. Odpowiedzi do zadar znajduja sie pod kazdym z zadan. Na koricu podrecznika
umieszczony jest zas indeks wazniejszych pojec i termindw matematycznych. Na caty cykl ksztatcenia zostaty
przewidziane trzy tomy podrecznika.

Nauka matematyki moze stac sie réwniez dla Was wielka intelektualng przygoda i niepowtarzalng okazja,
by odkry¢ - po raz pierwszy albo na nowo — piekno krélowej wszystkich nauk! Czego wszystkim zyczymy.

Autorzy
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1. Planimetria

To juz potrafie:
Korzystac ze zwigzkdw miedzy katami utworzonymi przez prosta przecinajaca dwie proste réwnolegte.
Rozpoznawac wzajemne potozenie prostej i okregu, rozpoznac styczna do okregu.

Korzystac z faktu, ze styczna do okregu jest prostopadta do promienia poprowadzonego do punktu
stycznosci.

Rozpoznawac katy srodkowe.

Obliczac¢ dtugosc¢ okregu i tuku okregu.

Obliczac pole kota, pierscienia kotowego, wycinka kotowego.

Stosowac twierdzenie Pitagorasa.

Korzystac z whasnosci katéw i przekatnych w prostokatach, réwnolegtobokach, rombach i w trapezach.
Obliczac pola i obwody trojkatéw i czworokatdw.

Zamieniac jednostki pola.

Oblicza¢ wymiary wielokata powiekszonego lub pomniejszonego w danej skali.
Obliczac stosunek pdl wielokatéw podobnych.

Rozpoznawac wielokaty przystajace i podobne.

Stosowac cechy przystawania tréjkatow.

Korzystac z wtasnosci tréjkatow prostokatnych podobnych.

Rozpoznawac pary figur symetrycznych wzgledem prostej i wzgledem punktu.
Narysowac pary figur symetrycznych.

Rozpoznawac figury, ktére maja o$ symetrii, i figury, ktére majg srodek symetrii.
Wskazywac o$ symetrii i Srodek symetrii figury.

Rozpoznawac symetralng odcinka i dwusieczna kata.

Konstruowac symetralng odcinka i dwusieczng kata, katy o miarach 60°, 30°, 459, okrag opisany na
tréjkacie oraz okrag wpisany w trojkat.

Rozpoznawac wielokaty foremne i korzystac z ich podstawowych wtasnosci.
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N Sprawdz, czy potrafisz?

Zadania zamkniete
Informacja do zadan 1, 2.

W parku znajduja sie dwie fontanny: w ksztatcie kwadratu z wpisanym okregiem i w ksztatcie szesciokata
foremnego wpisanego w okrag.

Zad.1.
Jaka dtugoé¢ ma promien okregu w fontannie |, jesli kwadrat ma przekatng o dtugosci 4v/2 m?

A.4m
B.2m
C.56m

D.238

Zad.2.
Jaki jest obdwd szesciokata w fontannie I, jesli promien okregu ma diugos¢ 4 m?

A.l6m

B. 24 m
C.124/3m

D.6V3 m

Zad.3.
Wskaz rysunek, na ktérym przedstawiony jest kat wklesty.

AP
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Zad 4.
Sklepy przyciagaja klientéw reklama. W ktérym z napiséw jest najwiecej liter osiowosymetrycznych? Kazdg
litere traktuj jako oddzielna figure.

1. BARDZO ATRAKCYJNE CENY
2. OBNIZKA CEN
3. CENY PROMOCYINE

4. PRZECENA TOWAROW

Zad.5.
Jaka miare ma kat :
A. 50°

B. 35°

C. 30° 40° v

D. 40°

Zad.6. ,

Miara kata wpisanego opartego na; okregu wynosi:
A.90°

B. 60°

C.120°

D.80°

Zad.7.

Dtugosc okregu o promieniu 3 cm wynosi:
A. 6T

B. 18n

C. 91t

D. 12n

Zad.8.

W szesciokacie foremnym narysowano przekatne, ktére podzielity go na 6 tréjkatéw. Powstate trdjkaty nie sa:

A. przystajace
B. réwnoboczne
C. podobne

D. rozwartokatne

PLANIMETRIA 1
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Zad.9.
Pole kwadratu o przekatnej dtugosci 56 to:

A.25
B. 50
C.75

D.15

Zad. 10.
Obwdd tréjkata prostokatnego o przyprostokatnych 6 cm i 8 cm wynosi:

A. 24 cm?
B. 24 cm
C. 10 cm

D. 12 cm?

Odpowiedz:

1 2 3 4 5 6 7

©

B B B A C B A D

Zadania otwarte

1. Uzupetnij nastepujace zdania:
Suma katéw wewnetrznych tréjkata wynosi ...
Miara kata wewnetrznego o$miokgta foremnego wynosi ...
Tréjkaty ze wzgledu na dtugosci bokéw dzielimy na ...
Proste prostopadte oznaczamy symbolem ...

Przekatne przecinaja sie pod katem prostym, np. w czworokatach: ...
Przez jeden punkt mozna poprowadzi€ ........................ prostych.

Miejsce przeciecia sie dwdch prostych to ...
Kat o mierze 180° nazywamy katem ...
2. Oblicz katy wewnetrzne czworokata ABCD.

PLANIMETRIA




3. Oblicz x i y wiedzac, ze punkty A = (3x — 1; 2y) i B = (x + 2; 4y — 1) sg symetryczne wzgledem
osi OX.

4, Oblicz obwéd i pole trapezu przedstawionego na rysunku.

j 13

B

24

Skonstruuj tréjkat ro(wnoboczny i opisz na nim okrag.

Rozwiazania

— Etapy rozwigzania
zadania 24 3
Suma katéow wewnetrznych tréjkata wynosi 180°
Miara kata wewnetrznego osmiokata foremnego wynosi 135°
Tréjkaty ze wzgledu na dtugosci bokdw dzielimy na rownoramienne, rbwnoboczne,
réznoboczne.
1 Proste prostopadte oznaczamy symbolem L
Przekatne przecinaja sie pod katem prostym, np. w czworokatach: romb, deltoid
Przez jeden punkt mozna poprowadzi¢ nieskorczenie wiele prostych
Miejsce przeciecia sie dwdch prostych to punkt
Kat o mierze 180° nazywamy katem potpetnym
2 FA =64°%xC ==xD =90°xB =116°
Ix—1=x+2
—2y=4y-—1
3 x=15
_ 1
Y%
b —b — gorna podstawa
b=12
4 244+12)-5
p_24+12)°5
2
L =54
5 Konstrukcja

~,Geometria jest sztukq wyciqggania prawidtowych wnioskéw ze Zle sporzqdzonych rysunkéw”.

Planimetria’ jest dziatem geometrii (stowo ,geometria” pochodzi od stéw greckich:

ge - ziemia i metreo — mierze), ktéra zajmuje sie wtasnosciami ptaszczyzny.

1. www.medianauka.pl/podstawowe_pojecia_planimetrii, 12.03.2013.

PLANIMETRIA
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1.1. Kat Srodkowy i wpisany

' TERAZ NAUCZE SIE

. Stosowac zaleznosci miedzy katem srodkowym a katem wpisanym

Poznane dotychczas katy mozemy podzieli¢ na katy wypukte (ich miary sa mniejsze lub réwne 180°)
i katy wkleste (ich miary sa wieksze od 180°, ale mniejsze od 360°).

Katy wypukte:

/

Katy wkleste:

e

Kat, ktérego wierzchotek jest srodkiem kota, nazywamy katem srodkowym.

2 e

Kat srodkowy wypukty Kat srodkowy wklesty

14 PLANIMETRIA



Miara kata srodkowego jest taka czescia kata petnego, jaka czesicig okregu jest tuk, na ktérym ten kat jest
oparty.

Kat wypukty, ktérego wierzchotek lezy na okregu, a ramiona kata zawieraja jego cieciwy, nazywamy katem
wpisanym w koto.

mm) Wiasnosci katow srodkowych i wpisanych

» Jezeli katy wpisany i Srodkowy, oparte sg na tym samym tuku, to miara kata wpisanego jest dwa razy
mniejsza od miary kata srodkowego.

» Kat wpisany opary na pétokregu jest katem prostym.
» Katy wpisane oparte na tym samym fuku sg réwne.

» Katy wpisane oparte na tukach réwnej dtugosci majg réwne miary.

PLANIMETRIA 15



mm) Kat dopisany do okregu
Kat dopisany do okregu w punkcie X nalezagcym do okregu to kat wypukty, ktéry jest wyznaczony przez
styczng do okregu w punkcie X oraz potprosta, ktdra zawiera cieciwe o koncu w punkcie X.

Kat wpisany i dopisany, ktore sg oparte na tym samym tuku, majg rowne miary.

a — kat dopisany

° | B — kat wpisany

Przyktad 1

Na tréjkacie ABC opisano okrag i poprowadzono styczng do okregu w punkcie 4, jak na rysunku obok.

Kat dopisany & = 50°. Oblicz miare kata ACB.

Dorysujmy promienie 0Ai 0BOB.Tréjkat AOB jest rbwnoramienny, wiec:
40AB =90° —a = 90° — 50° = 40°

<AOB = 180° — 240AB = 180° — 80° = 100°
W takim razie z twierdzenia o katach: wpisanym i sSrodkowym, mamy

1 1
FACE = EﬁAOB =3 100° = 50°

2CAB = 180° — «C — <4 = 180°— 50°— 75° = 55°
Zadania

1.1.1  Oblicz miare kata «.

A5

Odpowiedz: 50°

1.1.2  Punkty A, B, Clezace na okregu o $rodku S sa wierzchotkami tréjkata rownobocznego. Oblicz miare

kata srodkowego ABS.
Odpowiedz: 120°

16 PLANIMETRIA



1.1.3

Wyznacz miary katow tréjkata ABC.
b) o)

Odpowiedz:

a) 60°, 65°, 55°

b) 40°, 20°, 120°

c) 20°, 55°, 105°

1.1.4 Okrag podzielono natrzy czesciw stosunku 2 : 3 : 3. Przez punkty podziatu poprowadzono styczne
do okregu. Oblicz miary katéw wewnetrznych otrzymanego tréjkata.
Odpowiedz: 45° 45°,90°

1.1.5 Dany jest okrag o srodku w punkcie S. Miara kata  jest réwna 70°. Ile wynosi suma miar katow
B+y? I
Odpowiedz: 210° &

1.1.6 Wierzchotki tréjkata ABC leza na okregu i Srodek O okregu lezy wewnatrz tréjkata. Jedli kat AOB
ma miare 20°, to jaka miare ma kat ACB?
Odpowiedz: 70°

1.1.7 Ostrokatny trojkat réwnoramienny ABC o podstawie AB jest wpisany w okrag

o $rodku S, przy czym kat SAB ma miare 40°. Oblicz miare kata CAB.

Odpowiedz: 65°

PLANIMETRIA 7



1.2. Wzajemne potozenie prostej i okregu

' TERAZ NAUCZE SIE

. Korzystac z wlasnosci okregow (stycznych, roztacznych, przecinajacych sie)
Okregiem o srodku O i promieniu r nazywamy figure geometryczng utworzong ze wszystkich punktéw

ptaszczyzny, ktére leza w tej samej odlegtosci  od srodka 0. Okrag oznaczamy o(0, 7).

Promieniem okregu nazywamy kazdy odcinek, ktérego jednym koricem jest srodek okregu, a drugim
punkt lezacy na tym okregu. Dtugos¢ promienia oznaczamy matg litera r. Okrag o promieniu r ma dtugos¢

2mr,

fuk

o

srednica

N\

Cieciwg okregu nazywamy kazdy odcinek taczacy dwa dowolne punkty okregu. Srednica okregu

promiert

nazywamy cieciwe przechodzaca przez jego $rodek. Srednica jest dwa razy dtuzsza od promienia.
Istniejq trzy przypadki roznego potozenia prostej i okregu:

1. Prosta nie przecina okregu - lezy poza nim i nie maja zadnych punktéw wspdlnych.

2. Prosta jest styczna do okregu — ma z nim jeden punkt wspdlny.

3. Prosta jest sieczng okregu — ma z nim dwa punkty wspdlne.

N O O

Okrag i prosta sg roztaczne  Okrag i prosta sa styczne Prosta przecina okrag

18 PLANIMETRIA



A Definicja

Prostq, ktéra ma z okregiem tylko jeden punkt wspdlny, nazywamy stycznq. Styczna do okregu
jest prostopadta do promienia tqczgcego punkt stycznosci ze srodkiem okregu.

m) Twierdzenie 1

Styczna do okregu jest prostopadta do promienia wychodzacego z punktu stycznosci.

) Twierdzenie 2

Odcinki dwoch stycznych poprowadzonych do okregu z danego punktu zewnetrznego, wyznaczone przez
ten punkt i odpowiednie punkty stycznosci, sa réwne.

) Dowéd

Tréjkaty POA i POB sa prostokatne. Potprosta PO jest dwusieczna kata ,
% APB (bo okrag jest wpisany w kat), zatem <AP0 = «BP0. Oznacza to

(suma katéw tréjkacie), ze rowniez <POA = 4POB. ;

Ponadto A0 = BO = r. Z cechy kbk wynika, ze rozwazane trdjkaty sa

przystajace, a to oznacza, ze PA = PB.

Przyktad 1

Dany jest odcinek |PQ| = 10 oraz okregi: jeden o $rodku P i promieniu

3, a drugi o $rodku @ i promieniu 4. Okregi te leza po przeciwnych

PLANIMETRIA 19



stronach prostej k, ktéra jest do nich styczna odpowiednio w punktach

Ai B.Oblicz dtugoé¢ odcinka AB.

Zaznaczamy na prostej B@, lecz poza odcinkiem BQ, taki punkt X, aby dtugos¢ odcinka BX byta rowna
33. Nastepnie uzasadnimy, ze czworokat ABXP jest prostokatem, po czym skorzystamy z twierdzenia

Pitagorasa dla tréjkata PQX.

Niech X bedzie takim punktem lezagcym na prostej BQ, poza odcinkiem BQ, ze |BX| = 3. Proste APAP i
BX sg prostopadte do wspdlnej prostej AB, wiec AP || BX sa rownolegte. Ponadto odcinki te sg rownej
dtugosci, skad wynika, ze czworokat APXB jest rownolegtobokiem. A poniewaz w tym réwnolegtoboku

kat £PAB = 90¢, wiec réwnolegtobok ABXP jest prostokatem.

Zatem trojkat PXQ jest trojkatem prostokatnym. Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa:
|PQI* = |PX|* + |XQI?
IPQI* = |Ab|” + (1BQ| + |BX])?
10% = |AB|> + (4 +3)?

|ABJ? = 100 — 49 = 51

|AB| =+/51

Zadania

1.2.1 Obwdd okregu jest rowny 81 cm .81 cm. lle punktéw wspdlnych z tym okregiem ma prosta,
ktorej odlegtos¢ od srodka okregu jest:

a) nie mniejsza niz 4 cm4 cm
b) nie wieksza niz 3 cm3 cm?
Odpowiedz:

a) jeden lub wcale

b) dwa punkty

20 PLANIMETRIA



1.2.2 Dany jest okrag o $rodku O i promieniu 3. Przez punkt P lezacy na zewnatrz tego okregu
poprowadzono prosta, ktéra jest styczna do danego okregu w punkcie A. Wiedzac, ze dtugosc

odcinka AP wynosi 4, oblicz dtugos¢ odcinka OP.

//\/\\,—’ - A
7N\ RN
."'lf 3 4
I \ i
| ] |
. 0 x| P
\ /
AN /
\ A
\ %

Odpowiedz: |OP| = 5|0P| =5

1.2.3 Dany jest okrag o srodku O oraz punkty A, € lezace na nim. Styczna do tego okregu w punkcie €

przecina prosta AO w punkcie B. Wiedzac, ze miara kata AB C wynosi 24°, oblicz miare kata CAB.

| \\ tl\

\ [0) \\é \\

\“‘u______.a/'// \\g\
N\

Odpowiedz: 33°

1.3. Wzajemne potozenie dwdch okregow

' TERAZ NAUCZE SIE
. Sprawdzag¢, czy z danych odcinkéw mozna zbudowac¢ tréjkat

. Sprawdza¢, czy dany tréjkat jest prostokatny

. Oblicza¢ miary katéw i dtugosci bokow tréjkata

PLANIMETRIA
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. Oblicza¢ pole tréjkata ze wzoru Herona

. Korzystac z wlasnosci funkcji trygonometrycznych w tatwych obliczeniach geo-
metrycznych, w tym ze wzoru na pole tréjkata ostrokatnego o danych dwéch
bokach i kacie miedzy nimi

Dwa okregi moga by¢ potozone wzgledem siebie w rézny sposéb. Ze sposobu potozenia wzgledem

siebie dwdch okregdw wynikaja pewne zaleznosci, ktére warto znad.

Okregi styczne zewnetrznie majg tylko jeden punkt wspélny, a odlegtos¢ ich srodkéw jest réwna sumie
dtugosci promieni.
Okregi styczne wewnetrznie majg jeden punkt wspdlny, a odlegtos¢ ich srodkéw jest réwna réznicy
dtugosci promieni.

[010;] =711 +71,

Okregi rozlaczne nie maja punktéw wspdlnych, a odlegtos¢ ich sSrodkéw moze by¢:

[010;] =lri—12l %0

» Wieksza od sumy ich promieni

[010;] 11+ 71,

» Mniejsza od modutu réznicy ich promieni
Okregi przecinajace sie maja dwa punkty wspdlne. Odlegtos¢ich srodkéw jest wieksza od modutu réznicy
dtugosci promieni, a mniejsza od sumy dtugosci promieni.
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Przyktad 1

Danesadwaokreaiosrodkach 5.iS-ipromieniachodpowiednioréwnych

[010;| < |1y —12

;i 7. Okre$l wzajemne potozenie tych okregéw, jesli

A\ r1 =12l <1010l <73 +71;

1$,85| = 17,7, = 9,7, = 8.

”~ -~
7 A -
Robimy rysunek pogladowy, jeden okrag ma promien r; = 9, a drugi / ‘\ I/ .
I n n \
r; = 8. | s—“_s !
1 ,\ 2
\\ rN Pt
Wida¢, ze dla tych okregéw zachodzi warunek |S;5;]| = 11 + 13, wiec S _- ’ -
dane okregi s styczne zewnetrznie. T 8
egi s styczne zewnetrzni
>

Zadania
1.3.1 Okreél wzajemne potozenie okregéw 0(0q, ;) i 0(02, 1), jedli |01 02| = 12 cm oraz:
a)ry=3cm, r; = 8cm
b)ri=5cm, rn,=7cm
ory=9cm, r; =7cm

dyr,=22cm, r, =10cm
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Odpowiedz:

[

a
b
d
d

roztaczne zewnetrznie

-

styczne zewnetrznie

—

przecinajace sie

=

styczne wewnetrznie

1.3.2 Okredl, jaka jest odlegtos¢ miedzy srodkami okregéw o promieniach 10 em10 cm i 6 cmé cm,

gdy:

a) okregi te s styczne zewnetrznie

b) okregi sg styczne wewnetrznie

c) mniejszy okrag przechodzi przez srodek wiekszego

d) wiekszy okrag przechodzi przez srodek mniejszego
Odpowiedz:

a) 1SSl =16cm

b) [5,Sz| = 4 cm

Q) |5:S;|=6cm

d) [515;] = 10cem

1.4. Twierdzenie Talesa

' TERAZ NAUCZE SIE

. Stosowac twierdzenie Talesa i twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa
do obliczania dtugosci odcinkéw i ustalania rownolegtosci prostych

Jezeli ramiona kata przeciete sg prostymi réwnolegtymi, to stosunek dtugosci ktérychkolwiek dwéch
odcinkéw utworzonych na jednym ramieniu jest réwny stosunkowi dtugosci odpowiednich odcinkéw
utworzonych na drugim ramieniu.

NN
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Korzystajac z twierdzenia Talesa, mozemy zapisac trzy przypadki. Przy obliczeniach wybdr uzalezniamy od
tego, ktére odcinki mamy dane i ktéry odcinek musimy policzy¢, tak aby uzyskane réwnanie miato jedna
niewiadoma, ktéra jest dtugoscia szukanego odcinka.

Przypadek 1 Przypadek 2
B
B
A
A
° A B o re 5
0A 0A
B A o4_ox
OB OB
Przypadek 3
B B
A A
o A B ° A B
0A OB oA' oB'
A4’ BE Py
Przyktad 1

Oblicz dtugos¢ odcinka a.

W tym przykfadzie najprosciej bedzie
skorzystac z przypadku 1.

6 Uktadamy proporcje: g _2

a

3 3a=6-4

3a = 24/:3

a=28

Przyktad 2

Oblicz dtugos¢ odcinka AB. Obliczajac dtugos¢ odcinka AB skorzystamy
z przypadku 3.

Uktadamy proporcje: ETA = %
6 6+4B]

5 75

5(6+ |4B|)=6-7,5

30 + 5|4AB| = 45/-30

5|AB| = 15/:5
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Zadania

1.4.1 Oblicz dtugos¢ odcinkéw zaznaczonych na rysunkach literami:

1.4.2

14.3

Odpowiedz:

a)l6 b) 5,2 )42

d) 6= e)93 f)3,52

W  trapezie ABCD, gdzie AB]| CD, przedtuzono boki AD i BC do przeciecia

w punkcie S. Oblicz dtugos¢ odcinka DS wiedzac, Ze jest on krotszy od odcinka CS o 3 cm

i|AD| = 16 cm, a |BC| = 24 cm.
Odpowiedz: 6 cm
W trapezie krétsza podstawa wynosi 6, zas ramiona maja diugos¢ 4 i 5. Ramiona trapezu

przedtuzono tak, iz powstat tréjkat. Oblicz obwdd trojkata wiedzac, ze ramie trapezu o dtugosci 4

zostato przedtuzone o odcinek dtugosci 3.

Odpowiedz: 30
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1.4.4.

1.4.5.

1.4.6

1.4.7.

1.4.8.

1.4.9.

W tréjkat rownoramienny o podstawie 8 cm wpisano kwadrat o boku rownym 6 c¢m, ktérego dwa
wierzchotki lezg na podstawie, a dwa na ramionach tréjkata. lle centymetréw ma wysokos¢ tego
trojkata?

Odpowiedz: 24 cm

Z odlegtosci 5 m wykonano zdjecie cztowieka majacego 170 cm wzrostu aparatem, ktérego
dtugos¢ obiektywu w chwili wykonania zdjecia byta réwna 0,1 m. Oblicz, jakg wysokos¢ ma obraz
tego cztowieka na fotografii.

Odpowiedz: 3,4 cm

JacekiWacek stojg na przeciwnych brzegach rzeki. Korzystajac zdanych na rysunku, oblicz szerokos¢
rzeki.

Jacek

20m - |wocek
Sm

Odpowiedz: 12,5 cm

Oblicz wysokos¢ piramidy Cheopsa, majac dane: dtugos¢ krawedzi podstawy — 230 m, diugos¢
cienia piramidy — 250 m, dtugosc¢ uzytego draga — 3 m, dtugosc cienia draga — 7 m.

L -
/ k\“» .
FN TN .
/N ~
y \ ~ .
/ N ~ ~
/s \ e ™
Vi Y - 3m S
......... di' = EX_\_
230m 250m 1 Tm

Odpowiedz: 156,43 m

Dom o szerokosci 15 m sfotografowano aparatem, ktérego odlegtos¢ soczewki od btony
fotograficznej jest réwna 8 cm. Oblicz odlegtos¢ aparatu od domu, jezeli szerokos¢ domu na zdjeciu
jestréowna 10 cm.

Odpowiedz: 12 m

W skansenie jest zuraw studzienny. Jego dzwignie AB podparto w punkcie C tak, ze ramiona
dzwigni maja dtugosci: AC=2,4iCB = 7,2 m. O ile metréw opusci sie koniec dzwigni B, gdy koniec
A podniesie sie na wysokos¢ 4 metrow.

Odpowiedz: O 12 m.

PLANIMETRIA

27



1.4.10. Zwin kartke papieruw rurke. Jakiej wielkosci przedmioty mozna obejrze¢ przez te rurke zodlegtosci
100 metrow, jezeli rurka ma dtugos¢ 20 cm, a Srednice 2 cm?

Odpowiedz: Wielko$¢ przedmiotédw z odlegtosci 100 m wynosi 10 m.

1.5 Tréjkaty. Twierdzenie Pitagorasa i odwrotne

' TERAZ NAUCZE SIE

. Sprawdzag¢, czy z danych odcinkéw mozna zbudowac tréjkat
. Sprawdzag¢, czy dany trojkat jest prostokatny

. Oblicza¢ miary katéw i dtugosci bokow tréjkata

. Oblicza¢ pole tréjkata ze wzoru Herona

. Korzystac z wtasnosci funkcji trygonometrycznych w fatwych obliczeniach geo-
metrycznych, w tym ze wzoru na pole tréjkata ostrokatnego o danych dwéch
bokach i kacie miedzy nimi

Trojkat — to wielokat majacy trzy boki.

Suma miar kqtéw w tréjkqcie jest rowna 180°
a+ f+y=180°
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Podziat tréjkatow
Tréjkaty mozna podzieli¢ ze wzgledu na rodzaje katow i ze wzgledu na dtugosci bokéw.
Podziat tréjkatow ze wzgledu na katy:

1. Ostrokatne — wszystkie katy sg ostre.

2. Prostokatne - jeden z katow jest prosty, dwa katy sa ostre. Kazdy z bokdw, ktéry lezy przy tym kacie,
nazywamy przyprostokatna, a bok lezacy naprzeciw kata prostego nazywamy przeciwprostokatna.

3. Rozwartokatne — jeden z katéw jest rozwarty, dwa katy sg ostre.

Podziat tréjkatow ze wzgledu na boki:

1. Réwnoboczne - wszystkie boki sg tej samej dtugosci i kazdy kat ma miare 60°.
2. Réwnoramienne — przynajmniej dwa boki (ramiona) sa réwne i katy przy podstawie maja réwne miary.
3. Réznoboczne - kazdy bok ma inng dtugosc i kazdy kat ma inng miare.

Przyktad 1

W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku C ma miare 110, a kat zewnetrzny do kata przy wierzchotku B ma
miare 120°. Oblicz katy w trojkacie ABC i okresl, jakiego rodzaju jest to trojkat.

e

A B

B = 180° — 120° = 60°
110° + 60° + A = 180°

170° + «A = 180°

%A =180° —170°xA4 = 180° — 170° == 44 = 10°4A4 = 10°
Nieréwnos¢ trojkata

W tréjkqcie suma dtugosci dwdch
dowolnych bokéw jest wieksza
od dtugosci trzeciego boku.

a+b=>c
a+c>hb
c b+c>a

PLANIMETRIA
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Przyktad 2

Sprawdz, czy odcinki o dtugosciach 5, 6,3v/2 moga by¢ bokami trojkata.

Odcinki maja rézne dtugosci, nalezy sprawdzi¢, czy suma dtugosci dwdch krétszych odcinkéw jest wieksza
od dtugosci najdtuzszego odcinka.

54+3vV2=5+425~925>6

Z podanych odcinkéw mozna zbudowac trojkat.

mm) Twierdzenie Pitagorasa

B Jezeli trojkqt jest prostokqtny,
to kwadrat dtugosci
przeciwprostokqtnej jest
réwny sumie kwadratéw
przeciwprostokqtnych.

\ a’+ b =c?

C

Przyktad 3
Oblicz dtugos¢ przyprostokatnych w pewnym tréjkacie prostokatnym, jezeli stosunek ich dtugosci wynosi:

3: 4, a przeciwprostokatna ma dtugos¢ 15 cm.

a=7
G
a bh=?
c= 10cm

Stosunek dtugosci przyprostokatnych wynosi 3 : 4, wiec % = %,

3

a
b 4

3
= = —
4a = 3b a 4b

Skoro trojkat jest prostokatny, to a® + b% = c2a? + b% = ¢2
2

(Zb) 4 b2 = (15 cm?)
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9
2 2 _ 2
16b +5b 225 cm

25 0 s oz 10
Tel — 22 em’/ 52
b? = 144 cm?

b=+144cm? =12 cm

Obliczmy drugi bok, korzystajac z wczesniej wyprowadzonej zaleznosci:

azab = azz-lzcm:‘)cm

Odpowiedz: Przyprostokatne majg dtugosci 9 cm i 12 cm.

mm) Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratéw dtugosci dwodch bokow tréjkata jest rowna kwadratowi dtugosci trzeciego boku tego

trojkata, to trojkat ten jest prostokatny.

Przyktad 4
Sprawdz, czy tréjkat o danych dtugosciach bokdw jest prostokatny:

a)V24,v3,421

b) 2,4/10,4
a) (v2a)" = (v3)" + (va1)’
24=3+21
24 =24
L=P

Tréjkat jest prostokatny

042 = (vi0) + 22
16 =10 +4

16 = 14

L+P

Tréjkat nie jest prostokatny
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A Ciekawostka

Trzy liczby naturalne, ktére mogg byc¢ dtugosciami bokéw tréjkata prostokatnego, nazywamy tréjka pitagorejska.
Przykfady takich tréjek:
3,4,5;
5,12,13;
40, 198, 202.
Juz 3,5 tys. lat temu Babilonczycy znali wiele takich tréjek. Okazuje sig, ze jest ich nieskorczenie wiele.

Oto ogdlna metoda znajdowania trojek pitagorejskich: wybieramy dodatnie liczby naturalne p, q takie, ze
p>q>0,iobliczamy a, b i c wedtug wzoréw:

a=p’-g’b=2pq,c=p’+q
Tak otrzymane liczby stanowig tréjke pitagorejska, bowiem spetniaja warunek

a2+ b?=c

Zadanie (dla chetnych)
Znajdz inny przyktad tréjki pitagorejskiej.

m) Twierdzenie

Jezeli w tréjkacie potaczymy srodki dwéch przeciwlegltych bokdw, to powstaty odcinek jest rownolegty do
boku trzeciego i jego diugos¢ jest réwna potowie dtugosci boku trzeciego.

(‘1

1
AB || LK ILKI:EIABI

1 L K
ACII KM |KM|=£|AC|

1
BC | LM |LM]| :EIBCI

A M B

Zadania

1.5.1 Wyznacz katy w trdjkacie wiedzac, ze stosunek ich miar jest rowny 3:4:11.
Odpowiedz: 30°, 40°, 110°

1.5.2 Jeden kat tréjkata ma miare 26°, a réznica dwdch pozostatych katéw wynosi 12°. Wyznacz katy tego
trojkata.
Odpowiedz: 260, 71°, 83°
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1.5.3

154

1.5.5

1.5.6

1.5.7

L4

Znajdz dtugosci bokéw trdjkata, ktdrego obwdd wynosi 48 cm, a boki maja sie do siebie,
jak3:5:4.

Odpowiedz:a = 12cm, b =20 cm,c = 16 cma = 12em,b = 20em,c = 16 cm

W kole o promieniu 10 cm narysowano cieciwe o dtugosci 12 cm. Znajdz odlegtos¢ tej cieciwy od
srodka tego kota.

Odpowiedz: 8 cm

W tréjkacie prostokatnym réwnoramiennym przeciwprostokatna wynosi 12 cm. Oblicz dtugosci
ramion tego trojkata.

Odpowiedz: 6+2 cm

Oblicz pole tréjkata przedstawionego na rysunku:

5 45

Odpowiedz: P = 22
Dany jest trojkat ABC o bokach dtugosci: |AB| = 6, |BC| = 4, |AC| = 5. Punkt M jest srodkiem

boku AC, punkt N - srodkiem boku BC. Obliczy¢ obwdd trapezu ABNM.
Odpowiedz: 13,5

Wysokosci i Srodkowe w tréjkacie

Wysokos¢ tréjkata to odcinek taczacy wierzchotek tréjkata z podstawa lub jej przedtuzeniem pod katem

prostym. Kazdy tréjkat ma trzy wysokosci.

C
C
v
hy)
' hs | £ P
ha » Ry e
B h B v
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Proste, w ktorych zawieraja sie wysokosci tréjkata, przecinajg sie w jednym punkcie. Punkt ten nazywa sie
ortocentrum tréjkata. W tréjkacie ostrokatnym punkt ten lezy wewnatrz tréjkata, w trojkacie prostokatnym
pokrywa sie z wierzchotkiem kata prostego, a w trdjkacie rozwartokatnym poza tréjkatem.

W tréjkacie rownobocznym wszystkie wysokosci maja jednakowa dtugosc.

Wysokos¢ trojkata o boku jest rowna

=]
]

h h=

a3
2

W tréjkacie prostokatnym wysokos¢ h,
poprowadzona z wierzchotka kata prostego,

h dzieli przeciwprostokatng na odcinki x, ¥,
- dlaktérychh = /x-y
X ¥

Przyktad 5

W pewnym tréjkacie prostokatnym wysokos¢ opuszczona z wierzchotka kata prostego dzieli

przeciwprostokatng na odcinki o dtugosci 3 cm i 12 cm. Oblicz dlugos¢ tej wysokosci i dtugosci jego
przyprostokatnych.

a,b - szukane dtugosci przyprostokatnych
h - wysokos¢

x =12 y=3

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy dtugos¢ przyprostokatnej a.
a® =x?+h?

a? =144+ 36=180 = a =+/180 = 6v5 cm

Podobnie liczmy dtugo$¢ przyprostokatne;j b.
b?2 =y + h?
b?=9+36=45 =b=45=3V5¢cm

Wysokos¢ trojkata ma dhugos$c 6 cm, a przyprostokatne 6+/5 cm i 3v/5 cm.
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Srodkowa tréjkata nazywamy odcinek taczacy wierzchotek tréjkata ze srodkiem przeciwlegtego boku.

AN

Srodkowe przecinaja sie w jednym punkcie, ktéry nazywamy srodkiem ciezkosci.

AN

Srodek ciezkosci S dzieli kazda srodkowa w stosunku 2 : 1.

|48 _ [cs| _ |BS| 2

C
|SA;] Iscy| 1SByl 1
B Ay
A B
L1

Srodkowe dziela tréjkat na dwa tréjkaty o réwnych polach.

P =P,
/M

Znajac dtugosci wszystkich bokdéw tréjkata, mozna w bardzo tatwy i szybki sposéb obliczy¢ jego pole,

korzystajac ze wzoru Herona.
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) Twierdzenie (wzér Herona)

Pole trojkata o bokach dtugosci a, b, ¢ wyraza sie wzorem:

P=pp-ap-bp-o

a+

o jest potowa obwodu tréjkata.

gdziep = P

Przyktad 6
Oblicz pole tréjkata o bokach dtugosci 3, 5, 6.

3+5+6

Najpierw liczymy, ile wynosi potowa obwodu tréjkata p = —— =7

P=.707-3)(7 -5)(7 —6) =56 = 24/14

Odpowiedz: Pole tréjkata o bokach 3, 5,6 wynosi 2414,

) Twierdzenie

Pole trojkata jest réwne potowie iloczynu diugosci dwéch jego bokdw i sinusa kata zawartego miedzy
nimi:

1
i PZE-lBC\-lAC|-Sin|<:(BCA|

Przyktad 7
Oblicz pole trojkata ABC.

1 1
c P =5 |4AB|-|AC|" sin|4BAC| = 5 4+ 6" sin30°

- 1
300 _ I
P=12 5 6

Odpowiedz: Pole trojkata wynosi 6;2.

36 PLANIMETRIA



Zadania

1.5.8 W trojkacie rbwnoramiennym dwie srodkowe majg dtugos¢ po 15 cm, a trzecia ma dtugos¢ 18 cm.
Oblicz dtugosci bokéw tego tréjkata.

Odpowiedz: 16 cm, 2v/97 cm, 2497 cm

1.5.9 W¢trdjkacie prostokatnym réwnoramiennym z wierzchotka kata prostego poprowadzono srodkowa
o dtugosci 8 cm. Oblicz pole i obwod tego tréjkata.

Odpowiedz: 64,16 + 16+/2

1.5.10 Srodkowa CD tréjkata ABC jest réwna bokowi AC. Wyznacz katy tréjkata ABC wiedzac, ze |AB| = 4

i |BC| = 2+/3.

Odpowiedz: <4 = 60° =B = 30°, %0 = 90°%A = 60° «B = 30°, «C = 90°

1.5.11 Oblicz pole trojkata ABC, jesli |AC| = 4, |AB| = 7, «BAC = 60°.
Odpowiedz: 7v/3

1.5.12 Oblicz pole tréjkata o bokach 12 i 94/2 oraz kacie pomiedzy tymi bokami o mierze 30°.
Odpowiedz: 272

1.5.13 W trdjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono prostg prostopadty do boku AB, przecinajacg bok
ACw punkcie E i bok AB w punkcie F. Punkt D jest spodkiem wysokosci tréjkata poprowadzonej z

punktu C. Wiedzac, ze |EC| = 3|FD| = 1, oblicz sinus kata CAB.

1

2y
3

B

Odpowiedz: sina =
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1.6. Trojkaty wpisane w okrag i opisane na okregu*

' TERAZ NAUCZE SIE

. Stosowac twierdzenia charakteryzujace tréjkaty wpisane w okrag i opisane na
okregu

Okrag opisany na tréjkacie
Srodek okregu opisanego na tréjkacie znajduje sie w punkcie przeciecia symetralnych bokéw tréjkata.
Symetralna to prosta dzielgca odcinek na pét i przecinajaca go pod katem prostym.

Symetralne trzech bokéw trdjkata przecinaja sie w jednym punkcie. Punkt ten jest srodkiem okregu
opisanego na trojkacie.

<

Na kazdym tréjkacie mozna opisac¢ okrag.
l : L] : ' -
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» Srodek okregu opisanego na tréjkacie ostrokatnym lezy wewnatrz tréjkata.
» Srodek okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym jest srodkiem jego przeciwprostokatnej.
» Srodek okregu opisanego na tréjkacie rozwartokatnym lezy poza tréjkatem.

Okregi opisane na wybranych tréjkatach

mm) Tréjkat rownoboczny

R - promien okregu opisanego na tréjkacie rbwnobocznym

h — wysokos¢

W tréjkacie rownobocznym zachodzg nastepujace wzory:

a3
h="Y
2
R==h

) Trojkat prostokatny
¢ - przeciwprostokatna

h — wysokos¢

c W tréjkacie prostokatnym zachodzi nastepujacy wzor:
R— 1
R =5€

Przyktad 1
Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie rownobocznym o bokua = 12 cm.
Promien okregu opisanego na tréjkacie rownobocznym liczymy ze wzoru R = gh.

s

Wysokos¢ tréjkata rownobocznego wynosi h = Tla, skoro a = 12 &m, to:

1243 —
h= =6V3

Odpowiedz: Promieri okregu ma diugo$¢ R = 44/3.
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Przyktad 2

Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym o przyprostokatnych diugosci 4 cm i 10 cm.

Promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym jest réwny potowie dtugosci przeciwprostokatnej

tego trojkata. Przeciwprostokatna jest wiec srednica tego okregu i jej dlugosé wynosi 2R.
Z twierdzenia Pitagorasa:

(2R)* = 47 +10°
(2R)* = 16 + 100
4R? = 116/:4

2-929 = p=+29

Odpowiedz: Promier okregu ma diugos¢ R = +/29.

m) Pole trojkata wpisanego w okrag

Kiedy mamy dane dtugosci bokéw trojkata oraz promien okregu
na nim opisanego, mozemy w fatwy sposob obliczy¢ pole tego
R trojkata.

Pole trojkata o bokach dtugosci a, b, ¢ wpisanego w okrag o

abe

U promieniu R wynosi P =

Zadania
1.6.1 Bok trojkata rbwnobocznego ma diugos¢ 6 cm. Oblicz pole kota opisanego na tym tréjkacie.

Odpowiedz: 8

1.6.2 Pole kota opisanego na trojkacie rownobocznym wynosi 257 em?. Oblicz pole tego trojkata.

7543
2

Odpowiedz:

1.6.3 Oblicz dtugos¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie:

a) rownobocznym, o boku dtugosci 8 cm.
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Odpowiedz: R =

b) prostokatnym, o przyprostokatnych 12 emi 18 cm.

Odpowiedz: R = 3+/13

1.6.4 Promien okregu opisanego na tréjkacie o polu rownym 204 jest réwny 13 g. Dwa boki tego tréjka-
ta majq dtugosci 26 i 25. Oblicz dtugos¢ trzeciego boku.

Odpowiedz: 17

mm) Okrag wpisany w tréjkat

/lwu51eczna

rusieczna  kata to potprosta, ktéra ma
-zatek w wierzchotku kata i dzieli go na dwa
y o réwnych miarach.

dy trojkat ma trzy dwusieczne, ktore
ecinaja sie w jednym punkcie. Punkt ten
: srodkiem okregu wpisanego w tréjkat.

v kazdy tréjkat mozna wpisac okrag.

mm) Okregi wpisane w wybrane tréjkaty

=) Tréjkat rownoboczny

r — promien okregu wpisanego w tréjkat rownoboczny
h — wysokos¢

W tréjkacie réwnobocznym zachodza nastepujace wzory:

a3
h="2
2
r=—h
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mm) Trojkat prostokatny

a, b — przyprostokatne

¢ - przeciwprostokatna

r — promien okregu wpisanego w tréjkat

W tréjkacie prostokatnym zachodzi
nastepujacy wzér:

_ath-r
z

Przyktad 3

Oblicz promien okregu wpisanego w tréjkat rownoboczny o bokua = 8 cm.
. s . 2. . . 1
Promien okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny liczymy ze wzoru + = gh~

Wysokos¢ trojkata rownobocznego wynosi h = ﬂ:—'a, skoro a = 8 em, to:

8\.‘@ —
h=——=4v3
2

= 43

i :E. /
wiger = - 443 7

Odpowiedz: Promien okregu wpisanego w trdjkat rownoboczny o boku & = & cm wynosi

Przyktad 4
Oblicz promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny o przyprostokatnej dtugosci 3 cm

i przeciwprostokatnej 5 cm.
Z twierdzenia Pitagorasa

52 =3 +a?

25=9+q?

a“ =16 >a=4cm

Promien okregu wpisanego w trdjkat prostokatny liczymy ze wzoru r = @, wiec

4+3-5
P
2

T

Odpowiedz: Promien okregu wpisanego w ten trojkat ma dtugos¢ 1 cm.
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Pole trojkata opisanego na okregu

Pole tréjkata o bokach dtugosci a, b, c opisanego na okregu o promieniu r jest réwne

at+b+c
P=——— 7
2
Zadania
1.6.5 Promien okregu wpisanego w tréjkat rownoboczny ma dtugosé 6 cm. Oblicz pole tego tréjkata.

1.7.6

1.6.7

1.6.8

1.6.9

Odpowiedz: 123 cm’
Przyprostokatne tréjkata prostokatnego maja dtugosci 6 cm i 8 cm. Oblicz:
a) Pole kota opisanego na tym tréjkacie.

Odpowiedz: 257 cm?
b) Obwaod okregu wpisanego w ten tréjkat.

Odpowiedz: 47 cm®
¢) Dtugos¢ wysokosci poprowadzonej z wierzchotka kata prostego.

Odpowiedz: h = % cm
Oblicz stosunek pola kota wpisanego do pola kota opisanego na tréjkacie réwnobocznym.

Odpowiedz: %

W tréjkacie rownoramiennym podstawa ma diugos¢ 12 em. Katy przy tej podstawie maja po 30°.
Oblicz promien okregu wpisanego w ten tréjkat.

Odpowiedz: » = (12 — 6/3)

Znajdz promien okregu wpisanego w trdjkat rownoboczny o boku a i opisanego na tym tréjkacie

wiedzac, ze:

a)a =4 b)a =36
Ja=6V2 d)a=12
Odpowiedz:

a)r=2‘f,R=£ b)r =+3,R =32
or=vV6R=2/6 d)r=2v3,R=43

W tréjkacie prostokatnym ABC przeciwprostokatna BC ma diugos¢ 13. Stosunek promienia kota
wpisanego w ten trdjkat do promienia kota opisanego na tym tréjkacie wynosi 4/13. Oblicz tangen-
sy katéw ostrych tego trojkata.

12

Odpowiedz: tga = %’tgﬁ =z
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1.7. Przystawanie i podobienstwo tréjkatow

' TERAZ NAUCZE SIE

. Rozpoznawac tréjkaty przystajace i podobne
. Wykorzystywac (takze w kontekstach praktycznych) cechy podobienstwa
trojkatow

Moéwimy, ze dwie figury sa przystajace, jesli maja ten sam ksztatt i te sama wielkos¢.
Cechy przystawania tréjkatow to warunki konieczne i wystarczajace na to, aby dwa tréjkaty byty przystajace,

czyli takie same.
Przystawanie figur geometrycznych oznaczamy symbolem

Aby sprawdzi¢, czy dwa trojkaty sa przystajace, nie trzeba poréwnywac dtugosciich wszystkich bokéw i miar
wszystkich katow. Wystarczy sprawdzi¢ tylko niektore warunki, zwane cechami przystawania tréjkatow.

) | cecha przystawania tréjkatow (bbb)

Jezeli trzy boki jednego trojkata sa odpowiednio réwne trzem bokom drugiego tréjkata,
to trojkaty sa przystajace.

b
b © a
c
a

) |l cecha przystawania tréjkatéw (bkb)

mm) Jezeli dwa boki i kat miedzy nimi zawarty jednego tréjkata sa odpowiednio réwne dwém
bokom i katowi miedzy nimi zawartemu drugiego tréojkata, to trojkaty sa przystajace.

b
b c
a
c
a

PLANIMETRIA




mm) Il cecha przystawania trojkatow (kbk)

Jezeli dlugosc boku i dwa katy do niego przylegte jednego tréjkata sa odpowiednio réowne dtugosci
boku i dwom katom do niego przylegtym drugiego tréjkata, to trojkaty sa przystajace.

b
b c
a
c
a

Przyktad 1

Proste k i I sa rownolegte. Punkt C jest srodkiem odcinka DEB. Uzasadnij, ze |IDE| = |AB|i |AC| = |CE|.

B

E

Katy EBECA oraz DCE jako katy wierzchotkowe maja réowne miary. |[DC| = |CE|, poniewaz
punkt C jest s$rodkiem odcinka BD. Wobec powyzszych faktéw, trojkaty ABC oraz DCE
na mocy cechy kbk s3 tréjkatami przystajacymi, stad wynikajg rownosci |DE| = |AB|
ilAC| = |CE|.

Zadanie

1.7.1 Czy tréjkaty w ponizszych parach s przystajace? Uzasadnij swoja odpowiedz.
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mm) Podobienstwo trojkatow
Figury podobne maja taki sam ksztatt, lecz moga réznic sie wielkoscia.
Figurami podobnymi sg na przyktad kazde dwa odcinki, proste, kota (okregi).

Dwa wielokaty sa podobne, jezeli majg taka sama liczbe bokéw, maja odpowiednie katy réwne oraz

odpowiednie boki proporcjonalne.

Cechy podobienistwa tréjkatéw to warunki konieczne i wystarczajace na to, aby dwa tréjkaty byty podobne.
Podobienstwo tréjkatéw oznaczamy symbolem ~.

) | cecha podobienstwa tréjkatow (bbb)

Jezeli boki jednego tréjkata sq proporcjonalne do odpowiednich bokéw drugiego tréjkata, to
trojkaty sa podobne.

By
B €1 —
a b a ¢
a [
) A .
b1 k — skala podobienstwa
AABC~AA; A5A;
C b A

m) |l cecha podobienstwa tréjkatéow (kkk)

Jezeli miary dwoch katow jednego tréojkata sa rowne miarom odpowiednich dwach katéw drugiego
tréjkata, to trojkaty sa podobne.

a=a,

B
B
b =8
C1 N '
AABC~AA, A, A,
(5 A
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) |l cecha podobienstwa tréjkatow (bkb)

Jezeli dwa boki jednego tréjkata s proporcjonalne do dwéch bokéw drugiego tréojkata, a katy
miedzy nimi zawarte sa przystajace, to trojkaty sq podobne.

B, _
B . «=da,
. [a bi_G
Cy - Ay b - c
¢ - — AABC~AALA,As

Przyktad 2

Pionowy stupek o wysokosci 90 cm rzuca cien o dtugosci 60 cm.

W tej samej chwili stojgca obok wieza rzuca cief o dtugosci 12 m. Oblicz wysoko$¢ wiezy.
c:

90 cm

B A

A oem A’ B

Na mocy cechy (kkk) AABC~AA'B'C'

0,9_x

06 12

6x=19-12
9-12

x=—""=18
6

Odpowiedz: Wieza ma wysokos¢ 18 m.

Zadania

1.7.2 Trojkat ABC jest podobny do trojkata A'B'C’ w skali k = 2. Oblicz dtugosci bokow tréjkata A'B'C/,

jesli: |AB| = 5,|BC| = 7,|CA| = 4.

Odpowiedz: [A'B'| = 10, |B'C'| = 14,|C'4'| = 8.
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173

1.7.4

17.5

1.7.6

1.7.7

Ramiona trapezu ABCD przedtuzono az do ich przeciecia w punkcie E. Oblicz dtugos¢ odcinka DE.
Odpowiedz: 12
Punkty A’,B",C’ sg $Srodkami bokdw trdjkata ABC. Pole trojkata A", B’,C’ jest rowne 4. Oblicz pole

trojkata ABC.
Odpowiedz: 16

Tréikat ABC  jest podobny do trojkata A'B'C. Oblicz dtugo$¢ boku [A'C|, jezeli
|[AB| = 8cm,|AC| = 5¢m,|A'B’| = 12 cm.

Odpowiedz: [A'C'| = 7,5 em

Tréjkaty ABC i A'B'C’ sa podobne. Trojkat ABCma boki o dlugosci 4 cm,6 cm
i8 cm. Obwdd tréjkata A'B'C’ wynosi 135 cm. Oblicz dtugosci bokow trojkata A'B’'C’.
Odpowiedz: 30 cm, 45 cm, 60 cm

Drzewo o wysokosci 4 m rzuca cien o dtugosci & m. O tej samej porze dnia znak drogowy rzuca

cient o wysokosci 3mt. Oblicz wysoko$¢ znaku drogowego.

Odpowiedz: 1,5 m
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1.8. Wielokaty

' TERAZ NAUCZE SIE

. Obliczac liczbe przekatnych wielokata

. Oblicza¢ sume miar katéw wewnetrznych wielokata

tamana nazywamy figure sktadajacq sie z odcinkéw potaczonych w ten sposéb, ze koniec pierwszego
odcinka jest poczatkiem drugiego odcinka, koniec drugiego odcinka jest poczatkiem trzeciego itd., przy
czym kazdy koniec odcinka moze by¢ koricem jeszcze tylko co najwyzej jednego odcinka tej tamanej.
Odcinki, z ktérych sktada sie famana, nazywamy bokami tamanej, konice tych odcinkéw nazywamy
wierzchotkami famanej.

tamana zwyczajna zamknieta tamana zwyczajna otwarta

Wielokatem nazywamy czes¢ ptaszczyzny ograniczong
D tamang zwyczajna zamknietg wraz z ta tamana.

Wielokat o n bokach nazywamy réwniez n-katem.

Wielokaty mozna podzieli¢ na wielokaty wkleste i wielokaty

L]

wypukte.
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Wielokat wypukly Wielokat wklesty

Kazdy odcinek catkowicie zawiera sie w wielokacie Istnieje choc jeden odcinek (o koricach
w wielokacie) taki, ze cze$¢ odcinka jest poza
wielokgtem

Przekatna wielokata nazywamy odcinek taczacy dwa wierzchotki i niebedacy bokiem.

) Wz6r na liczbe przekatnych wielokata:

n—3n
2

Przyktad 1
Oblicz liczbe przekatnych 17-kata.
n =17

(n—3)n _(17-3)-17 _14-17
2 2 T2

=119

) Wz6r na sume miar katéw wewnetrznych wielokata:

(n—2)-180°
Przyktad 2
Oblicz liczbe przekatnych 17-kata oraz sume miar jego katéw wewnetrznych.
n =17

(n—3)n (17-3)-17 14-17
2 2 -

=119

(n—2)-180° = (17 — 2) - 180° = 15-180° = 2700°

Z obu wzoréw mozemy oczywiscie korzysta¢ w ,druga strone”. To znaczy, majac dang liczbe przekatnych
lub sume miar katéw wewnetrznych, mozemy obliczy¢, z jakim wielokatem mamy do czynienia.
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Przyktad 3

Liczba przekatnych pewnego wielokata wynosi 54. Jaki to wielokat?

Aby ustali¢, z jakim wielokatem mamy do czynienia, nalezy obliczy¢ ,n". Wykorzystujemy wzér na liczbe
przekatnych, poniewaz te wielkos¢ mamy podana:

(n—3)n
— =54 /-2

Obliczamy powstate réwnanie:
(n—3)n =108

n*—3n—-108=0
A=b? —4ac=(-3)"—4-1-(—108) = 441

Va=21

-»—/a _ -(-3)-21 _ -18 . . . . . L . . .
n, = ——=""""""="— = _9 _nje spetnia warunkéw zadania, poniewaz liczba bokéw wielokata nie
=2 & '

moze by¢ ujemna
—b+A —(-3)+21 24
= va_ (=3) =— =12

Ty
- 2a 2 2
Odpowiedz: Szukanym wielokgtem jest dwunastokat.
Przyktad 4

Suma miar katow wewnetrznych pewnego wielokata wynosi 1080° Jaki to wielokat? Wykorzystujemy
wzor na sume miar katéw wewnetrznych, poniewaz te wielko$¢ mamy podana:

(n—2)-180° = 1080° /:180°
n—2=6

n=2=8

Odpowiedz: Szukanym wielokatem jest osmiokat.

Zadania
1.8.1 Liczba przekatnych pewnego wielokata wynosi 35. Jaki to wielokat?

Odpowiedz: Dziesieciokat.

1.8.2 Suma miar katéw wewnetrznych pewnego wielokata wynosi 1620° Jaki to wielokat?

Odpowiedz: Jedenastokat.
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) Czworokaty

Na poczatek przypomnimy podstawowe wzory na pola czworokatow.

Kwadrat
) Kwadra P2
/—\ pP= ZRZ
P=4r?
d - przekgtna
d=ay2
I a _ 1 2
L
mm) Roéwnolegltobok
P=a-h,

P=a-b-sina

Em) Romb
P=a-h,
1
h P — Edldz
° P = a®sina
) Trapez
b a+b
/ P = 2 -h
: " e - odcinek taczacy srodki ramion trapezu
/ \ _a+b
)

PLANIMETRIA



Na czworokacie mozna opisac okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy miar jego przeciwlegtych katéw

wewnetrznych sg rowne 180°.

W czworokat wypukty mozna wpisac okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy dtugosci jego przeciwlegtych
bokéw sa réwne:
atec=b+d

Zadania

1.8.3 Oblicz pole réownolegtoboku o bokach 7 cmi 12 em, ktérego dwa sasiednie katy rdéznig sie o 60°.

Odpowiedz: 42+/3 cm?

1.8.4 W rombie ABCD bok AB ma dtugos¢ 20 cm, a przekgtna BD ma dtugos¢ 24 cm. Punkty E,F, G, H
s kolejno srodkami bokéw rombu.

a) wykaz, ze czworokat EFGH jest prostokatem,

b) oblicz pole tego prostokata.
Odpowiedz: b) P = 192 cm?
1.8.5 W trapezie, ktérego podstawy maja dtugos¢ 10 cm i 4 cm, miary katéw przy dtuzszej podstawie

wynosza 45°i30° Oblicz pole trapezu.

Odpowiedz: P = 21(+/3 — 1) em?
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1.8.6 Dtugosc jednego z bokéw trapezu réwnoramiennego jest réwna dtugosci promienia okregu wpi-
sanego w ten trapez i wynosi 3cm. Oblicz pole tego trapezu.

Odpowiedz: P = 45 cm?

1.8.7 W tréjkacie prostokatnym ABC dane sg |AC| = 12, <%CAB = 60° Poprowadzono prostg réwnole-
gta do przeciwprostokatnej AB, dzielacg bok AC w stosunku 1: 5, liczac od wierzchotka C. Prosta ta
przecina bok AC w punkcie M, a bok BC w punkcie N. Oblicz pole trapezu ABNM.

Odpowiedz: P = 7043

1.88 W czworokacie ABCD przekatne ACi BD przecinajg sie w punkcie E. Dane sg pola trzech tréjkatow

: Pgeg = 15,Pgep = 3, Pygp = 10. Oblicz pole czworokata ABCD.
Odpowiedz: 60.

1.9. Wielokaty foremne

' TERAZ NAUCZE SIE

. Oblicza¢ miare kata wewnetrznego wielokata foremnego
. Oblicza¢ sume miar katéw wewnetrznych wielokata foremnego

. Oblicza¢ pola wielokatéw foremnych

Wielokatem foremnym nazywamy taki wielokat, w ktérym wszystkie boki maja rowne dtugoscii wszystkie
katy maja rowne miary.

Wszystkie wielokaty foremne sg figurami wypuktymi.
Wielokatem foremnym o najmniejszej liczbie bokéw jest trojkat réwnoboczny. Czworokat foremny to

kwadrat.
Miare kata wewnetrznego wielokata foremnego o n bokach mozna obliczy¢ ze wzoru:
(n—2)-180°
n

Suma miar katéw wewnetrznych n-kata jest rbwna (n — 2) - 180°

Na kazdym wielokacie foremnym mozna opisac okrag i w kazdy wielokat foremny mozna wpisac okrag,
a srodki tych okregéw pokrywaja sie.
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Kazda symetralna boku wielokata foremnego jest osig symetrii tego wielokata.

Kazda dwusieczna kata wewnetrznego wielokata foremnego zawiera sie w osi symetrii tego wielokata.

Waznym wielokatem foremnym jest szesciokat foremny.

Suma miar katéw wewnetrznych szesciokata foremnego wynosi 7207,

Jeden kat wewnetrzny ma miare 120°.

Aby znalez¢ wzér na pole szesciokata foremnego, nalezy w nim
poprowadzi¢ przekatne, ktére podziela go na sze$¢ trojkatow

réwnobocznych.
a’\3 3423
p=g.-2 Y2 _22 V2
4 2
Przyktady wielokatow foremnych
Promien okregu Promien okregu
Wielokat foremny Pole opisanego wpisanego
na wielokacie w wielokat
23 2 /3 1 /3
Trojkat rownoboczny P= an R=—h-= e r=—_h= ava
4 3 2
2 1
Kwadrat P=a? R:a‘;z r=—a
3a%3 /3
Szesciokat e R=a ——
2 2
Zadania

1.9.1 Wysokos¢ trojkata rownobocznego jest réwna 4,5 cm. Oblicz promien kofa opisanego na tym
trojkacie. Oblicz dtugos¢ promienia kota wpisanego w ten trojkat.

Odpowiedz: R = 3 cm, r = 1,5 cm

1.9.2 W szesciokacie foremnym potaczono Srodki sasiednich bokéw, otrzymujac ponownie szesciokat
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foremny. Oblicz stosunek pdl: otrzymanego i wyjsciowego szesciokata.

Odpowiedz: %

1.9.3 Tréjkat rownoboczny, kwadrat i szesciokat foremny maja ten sam obwoéd o dtugosci 10 cm.
Oblicz pole kazdej z tych figur. Ktéra z nich ma najwieksze pole, a ktéra najmniejsze?

25 2543

;3, pole kwadratu P = 6 ;1; pole szeiciokata P =

Odpowiedz: Pole trjkata P =

1.9.4 Pole kwadratu jest réwne 8 em?. Oblicz promier kota:
a) opisanego na kwadracie,

b) wpisanego w kwadrat.

Odpowiedz: R = 2 cm, ¥ =+/2 cm

1.9.5 W koto o polu 6, 25w em? wpisz czworokat foremny. Oblicz pole tego czworokata.

Odpowiedz: P = 12,5 cm

1.10. Pole kota i dlugos¢ okregu

Dla danego kota o promieniu r mozemy policzy¢:

pole: P = mr?

oraz obwod: L = 2Zmr

Zastanbwmy sie teraz, jak obliczy¢ pole wycinka kota o danym promieniu .
Kat petny ma 360°. Podzielmy cate koto na wycinki o kacie 1°. Pola
wycinkéw beda wéwczas identyczne i réwne:

?'!,'T‘z

p=
360°

Zatem wzor na pole wycinka kota o kacie & bedzie miat posta¢:
[24

P,= -mr?
¥ 360°
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Przyktad 1

Oblicz pole wycinka kofa o promieniu r = 10 i kacie rbwnym 60°.
Podstawiamy dane do wzoru i otrzymujemy:
a 60° 1 100w

.= -t 10t == 100 = ——
360° 360° 6 6

Dtugos¢ I tuku okregu o promieniu , odpowiadajgcego katowi Srodkowemu o mierze @, wyraza sie

wzorem:
24

= -
180°

Przyktad 2

W okregu poprowadzono cieciwe o dtugosci 6 cm, odlegta o 3 cm od srodka okregu. Oblicz dtugos¢ tukéw
okregu, na ktére dzieli ten okrag cieciwa.

Tréjkat AOB jest rownoramienny. Odcinek 0D jest jego wysokoscig
i dzieli cieciwe AR o dlugosci 6 cm na dwie réwne czesci po 3 cm.

Promien r liczymy z twierdzenia Pitagorasa.
32432=12 = 18=r2 =2r=32m

Suma katéw w tréjkacie wynosi 180°. Katy przy podstawie tréjkata rbwnoramiennego sg réowne. Wynika

z tego, ze katy tréjkatow rownoramiennych ADO i DEO s rowne 90°, 45°,45°,
<4A0B = 45° 1 45° = 90°

Dtugos¢ tuku 1, wynosi:

_90° = _ 1,.'_
ll—ﬁ21¢3\2—15\2¢‘m

Dtugos¢ drugiego tuku tatwo policzy¢, odejmujac od dtugosci okregu dtugosc tuku 1.
l,=2nr—1l,=2m-3y2— 1%\,E= 4%\."’571’6‘1‘?’1,

Odpowiedz: Okrag zostat podzielony na tuki o dtugosciach 1 %\E cmi4 %\E T em,

Zadania

1.10.1 Promien okregu wpisanego w wycinek kota o kacie srodkowym 60° ma dtugos¢ 2. Oblicz pole
tego wycinka.

Odpowiedz: 67
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1.10.2 Jaki promierr ma koto, w ktérym wycinkowi o polu %11 odpowiada kat 135°

2vE

9

Odpowiedz:
1.10.3 Promien kota jest rowny 2 cm. Jakie pole ma wycinek kota odpowiadajacy katowi o mierze 30%?
Odpowiedz: >

1.10.4 Oblicz dtugos¢ tuku i pole wycinka kota o kacie 60°, jezeli promien kota ma dtugos¢ & cm.

Odpowiedz: P = 6w cm?®,1 = 2w cm

1.10.5 Oblicz pole i dtugos¢ tuku wycinka kota o promieniu 9 em i kacie 60°.

Odpowiedz: | = 3w cm, P = 13,57 em®

1.10.6 Oblicz promien kofa, jezeli dtugos¢ tuku jego wycinka o kacie 120°, wynosil = 8w cm

Odpowiedz: r = 12 cm

N Czy zdam mature z matematyki?
1. 2W tréjkacie rownoramiennym ABC dane sa |AC| = |BC| = 5 oraz wysoko$¢ |CD| = 2. Podstawa AB tego
trojkata ma dtugosc:

A. 6
B. V2

C. 2v/29
D. 14

2. W trdjkacie prostokatnym dwa dtuzsze boki majg dtugosci 5i 7. Obwad tego tréjkata jest rowny:
A. 16v6
B. 146
C. 12+4/6

D. 12+2V6

2. Zadania 1-6: www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf, 01.03.2013
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3. Odcinki ABi CD sg rownolegte i |AB| = 5,
réwna:

AC| = 2, |CD| = 7 (zobacz rysunek). Diugos¢ odcinka AE jest

D

4. Pole kwadratu wpisanego w okrag o promieniu 5 jest réwne:

A. 25

5. Punkty A, B, C, D dziela okrag na 4 réwne tuki. Miara zaznaczonego na rysunku kata wpisanego ACD
jest réwna:

A. 90°
B. 60°
C. 45°

D. 30°

6. W trojkacie ABC poprowadzono dwusieczne katéw A i B. Dwusieczne te przecinajg sie w punkcie P.
Uzasadnij, ze kat APB jest rozwarty.

7. 3Punkt S jest srodkiem kota. Zatem miara kata a jest réwna (patrz na rysunek):
A. 70°
B. 220°
C. 140°

D. 250°

3. Zadania 7-9: http://www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-luty-2013.php#arkusze, 01.03.2013.
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8. W trapezie miary katéw ostrych sa rowne 30° i 60°. Wéwczas stosunek dtugosci krétszego ramienia do

dtuzszego jest réwny:

A.

o
“ |5

W

C.

<
v |M]

D.

[T

9. Na boku DC kwadratu ABCD obrano punkt K tak, ze |DK| = |KC| (zobacz rysunek). Przekatna AC kwadra-
tu przecina odcinek BK w punkcie P. Uzasadnij, ze pole tréjkata ABP jest czterokrotnie wieksze niz pole

tréjkata KCP.
JKq 5 !( c

A B
10.*Pole kota opisanego na tréjkacie rownobocznym o wysokosci 9 jest réwne:
A. 36m
B.9m
C.18V3n

D. 12m
11.0dcinek o dtugosci 2,4 m podzielono w stosunku 2:3:5. Najdtuzszy z wyznaczonych odcinkéw ma dfu-
gosé:
A. 120cm
B. 0,72m

C. 480 mm

D. 14dm

4. Zadania 10-13: www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php#arkusze, 01.03.2013
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12. *Proste DEi CBoraz EF i AC sg rébwnolegte. Oblicz dtugosc¢ odcinka EB, jezeli AE = 2,5, DE = 3 oraz
FB=4.

13.Wykaz, ze wysokos¢ CD trojkata prostokatnego ABC poprowadzona z wierzchotka C kata prostego
dzieli przeciwprostokatna na odcinki AD i DB, ktérych stosunek dtugosci jest réwny stosunkowi kwa-
dratéw dtugosci przyprostokatnych odpowiednio ACi BC tego trdjkata.

14.°W tréjkacie rownoramiennym wysokos¢ jest dwa razy diuzsza od podstawy. Wynika stad, ze sinus
kata przy podstawie wynosi:

A. —

C.

D.

Sle

15. Dtugoé¢ promienia r okregu opisanego na kwadracie jest réwna 2+/3. Dtugosé¢ boku tego kwadratu ma
wartos¢:
A. 43

B. 2\.‘%
C. 4\.‘%
D. 2\."'5

16. °Dhlugos¢ boku kwadratu k, jest 0 10% wieksza od dtugosci boku kwadratu k,. Wéwczas pole kwadra-
tu k, jest wieksze od pola kwadratu k :

0 10%

0110%

021%

o n = >

0121%

5. Zadania 14-15: www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf, 01.03.2013.
6. Zadania 16-21: www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 01.03.2013
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17.Przekatna AC prostokata ABCD ma dtugosc 14. Bok AB tego prostokata ma dtugosc 6. Dtugos¢ boku BC
jest réwna:
A. 8
B. 410
C. 2¢/58

D. 10

18.Punkty A, Bi Cleza na okregu o $rodku S (zobacz rysunek). Miara zaznaczonego kata wpisanego ACB
jest réwna:

A. 65°

L,
&

C. 115°

D. 130°

19. Dhugo$¢ boku tréjkata rownobocznego jest réwna 24+/3. Promien okregu wpisanego w ten tréjkat jest
réwny:

A. 36
B. 18
C. 12
D. 6

20. W trojkacie rownoramiennym ABC dane sa |AC| = |BC| = 6 i | £ ACB| = 30° (zobacz rysunek). Oblicz wy-
sokos$¢ AD trojkata opuszczong z wierzchotka na bok BC.

C
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21.Dany jest réwnolegtobok ABCD. Na przedtuzeniu przekatnej AC wybrano punkt E tak, ze |CE| = % lacl.
Uzasadnij, ze pole rownolegtoboku ABCD jest cztery razy wieksze od pola trojkata DCE.

A B

22, 7Jeden kat trojkata ma miare 54°. Z pozostatych dwdch katéw tego tréjkata jeden jest 6 razy wiek-
szy od drugiego. Miary pozostatych katéw sa réwne:

A. 21°i105°
B. 11°i66°
C. 18%i108°
D. 16°i96°

23, Krétszy bok prostokata ma dtugosc 6. Kat miedzy przekatna prostokata i dtuzszym bokiem ma mia-
re 30°. Dtuzszy bok prostokata ma dtugosc:

A. 2¢3
B. 43
C. 63
D. 12

24, Cieciwa okregu ma dtugosc¢ 8 cm i jest oddalona od jego srodka o 3 cm. Promien tego okregu ma
dtugos¢:

A. 3cm
B. 4cm
C. 5cm

D. 8cm

7. Zadania 22-26: www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_matematyka.pdf, 02.03.2013.
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25.Punkt O jest srodkiem okregu. Kat wpisany BAD ma miare:

A. 150°
B. 120°
C. 115°

D. 85°
26.Dany jest romb, ktérego kat ostry ma miare 45° a jego pole jest réwne 50+/2. Oblicz wysoko$¢ tego
rombu.

27.8W trdjkacie rownoramiennym ABC dane sa |AC| = |BC| = 5 oraz wysoko$¢ |CD| = 2. Podstawa AB tego
trojkata ma dtugosc.

A. 6

B. 2v/21

C. 2v/29
D. 14

28. Pieciokat ABCDE jest foremny. Wskaz tréjkat przystajacy do trojkata ECD:
A. AABF
B. ACAE

C. AIHD

D. AABD

29.W trojkacie prostokatnym dwa dtuzsze boki maja dtugosci 5 i 7. Obwdd tego tréjkata jest rowny:
A. 16V6
B. 14V6
C. 12+4/6

D. 12+2vV6

8. Zadania 27-31: www.matemaks.pl/materialy/matura2012maj/matura2012-maj.pdf, 02.03.2013
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30. Pole kwadratu wpisanego w okrag o promieniu 5 jest réwne:
A. 25
B. 50
C. 75
D. 100

31.Punkty A, B, C, D dziela okrag na 4 réwne tuki. Miara zaznaczonego na rysunku kata wpisanego
ACD jest rowna:

A. 90°
B. 60°
C. 45°

D. 30°

32.°Rysunek przedstawia trapez prostokatny i dtugosci trzech jego bokdw.
Obwdd tego trapezu jest rowny:

-/
A. 43 . 13
B. 46 S
C. 48 =0
D. 50

33.Punkty A, B, C, D i E leza na okregu o $rodku S i dzielg ten okrag na piec tukéw réwnej dtugosci
(zobacz rysunek). Woéwczas miara kata ostrego a miedzy cieciwg AB i styczng do tego okregu
w punkcie A jest réwna:

C
A. 18° 5
B.30° P ‘
P
C. 36° s
E
D. 54°

34, Prostokatny pas wykfadziny dywanowej o wymiarach 3,6 m na 7,5 m nalezy przeciag¢ prostopadle
do dtuzszego boku tak, aby przekatne otrzymanych dwdch prostokatnych kawatkéw réznity sie
0 1,5 m. Oblicz wymiary wiekszego z otrzymanych kawatkéw.

9. Zadania 32-36: www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf, 03.03.2013.
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35."° Punkt O jest srodkiem okregu. Kat wpisany a ma miare:
A. 80° B
<X
! G c
C. 110°
D. 120°
36. Wysokos¢ rombu o boku dtugosci 6 i kacie ostrym 60° jest réwna:
A. 33
B. 3
C. 63
D. 6

37.Dany jest czworokat ABCD, w ktorym AB || CD. Na boku BC wybrano taki punkt E, ze |EC| = |CD|
i |EB| =|BA|. Wykaz, ze kat AED jest prosty.

38.""Liczba przekatnych siedmiokata foremnego jest réwna:
A. 7
B. 14
C. 21
D. 28
39.0krag opisany na kwadracie ma promien 4. Dtugos¢ boku tego kwadratu jest réwna:

A. 42

B. 2\.’5

D. 4

40.Podstawa tréjkata rownoramiennego ma dtugosc 6, a ramie ma diugos¢ 5. Wysokos$¢ opuszczona

na podstawe ma diugos¢:
A. 3
B. 4

C. V34

D. V61

10. Zadania 37-39: www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2011_p.pdf, 04.03.2013.
11.Zadania 40-46: www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2010_p.pdf, 04.03.2013.
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41.Punkty A, B, C, lezace na okregu o srodku S, sa wierzchotkami trojkata rbwnobocznego. Miara zazna-
czonegdo na rysunku kata srodkowego ASB jest réwna:
A. 120° X
B. 90°

C. 60°

S
W

D. 30°

42.Trojkaty prostokatne rownoramienne ABC i CDE sa potozone tak, jak na ponizszym rysunku (w obu
trojkatach kat przy wierzchotku C jest prosty). Wykaz, ze AD = BE.

C

A B

43, W trapezie prostokatnym krétsza przekatna dzieli go na tréjkat prostokatny i tréjkat rownoboczny.
Dtuzsza podstawa trapezu jest rowna 6. Oblicz obwéd tego trapezu.

44,Na przeciwprostokatnej AB tréjkata prostokatnego ABC obrano punkty D i E takie, ze IADI=IACI
oraz IBEI=IBCI. Wykaz, ze kat | « DCE |=45°.

45, Oblicz dtugos¢ boku kwadratu wiedzac, ze réznica dtugosci przekatnej i boku wynosi 2.
46. Miara kata wewnetrznego dziesieciokata foremnego jest réwna:

A. 120°
B. 135°
C. 144°

D. 150°

50.0dlegtosc¢ srodka boku kwadratu o boku dtugosci 6 do najdalszego punktu kwadratu wynosi:
A. 62
B. 32
C 35
D. 53

12. Zadania 47-55: Testy maturalne, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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51. Dtugosciami bokéw trdjkata moga byc:

B. 6 mm; 0,1 dm; 12cm

>

o

4232443

D. 2dm; 4 cm;0,07m

52. W tréjkacie rownoramiennym kat przy podstawie ma miare o 30 stopni mniejsza od miary kata
miedzy ramionami. Kat miedzy ramionami ma miare:
A. 50°

B. 80°
C. 40°
D. 70°
53.Dane sg dwa katy przylegte, z ktérych jeden jest o 38° wiekszy od drugiego. Katy te maja miary:
A. 71°i109°
B. 38°i142°
C. 26°i64°
D. 38°i76°
54, Suma miar katéw wewnetrznych szesciokata foremnego wynosi:
A. 360°
B. 540°
C. 720°
D. 1080°

55. *Proste /i k sa rownolegte oraz |OA| = 6, |AB| = 10, |OC| = 48. Odcinek OD ma dtugo$¢:
c

o ,{\{ B\k
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D. —
56. **Odcinki AB i CD sa réwnolegte i |AB| =5,
|AC| = 2, |CD| = 7 (zobacz rysunek). Dhugos$¢ odcinka AE jest réwna:

A.

10
7
14
5

C. 3

D. 5

57. **Proste AD i BC sa réwnolegte. Dtugosci odcinkéw ED, DC oraz AB podane s3 na rysunku. Dtugos¢
odcinka EA jest rowna:

A. 4

B. 8

n
©

h

y
D
A

V'
N
Z
N
vV
iZ
N
y

4
X aAa

13 Zadanie 56: www.matemaks.pl/materialy/matura2012maj/matura2012-maj.pdf, 04.03.2013
14 Zadanie 57: www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf, 04.03.2013.

PLANIMETRIA 69



NN
A

' W TECHNIKUM NAUCZE SIE

. Wyznacza¢ wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogdlnym;
. Badag¢, czy dany ciag jest arytmetyczny lub geometryczny;

. Stosowac wzor na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow
ciagu arytmetycznego i geometrycznego.

2.1 Pojecie ciagu liczbowego. Monotonicznos¢ ciagow

' TERAZ NAUCZE SIE

. Wyznaczac wyrazy ciaggu okreslonego wzorem ogélnym

Ciag jako pojecie matematyczne mozna zrozumiec jako liste ponumerowanych elementéw pewnego
zbioru. Ciggiem jest wiec dowolna funkgja, ktérej argumentami sa liczby naturalne.

Ciagiem nieskoniczonym nazywamy funkcje okreslong na zbiorze liczb naturalnych dodatnich i oznacza-
my (a ) lub (a,, a,, ...).
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Ciagiem skonczonym nazywamy funkcje okreslong na zbiorze {1, 2, 3, .., n} i oznaczamy (a)
lub(a, a,..a).

Ciagiem liczbowym nazywamy ciag, ktérego wartosci sg liczbami rzeczywistymi.

a, nazywamy n-tym wyrazem ciagu, a liczby (1, 2, 3, .., n) nazywamy wskaznikami lub indeksami wyrazéw.

mEm) Monotonicznosé ciagu

Kazdy ciag jest funkcja, wiec mozna dla nich zdefiniowaé pojecie monotonicznosci.

Aby zbada¢ monotoniczno$¢ ciagu o danym wyrazie ogélnym, nalezy zbadac znak réznicy a,,, - a . Jesli

jest ona dodatnia wtedy cigg jest rosnacy, jesli ujemna, to ciag jest malejacy, a jesli rbwna 0, to ciag jest
staty.

Ciag (a,) nazywamy ciagiem rosnacym, jezeli dla kazdego n € N* jest spetniona nierébwnoéc¢a ., >a .

n

Ciag (a,) nazywamy ciagiem malejacym, jezeli dla kazdego n € N* jest spetniona nieréwnos¢a <a .

n

Ciag (a,) nazywamy ciagiem statym wtedy i tylko wtedy, gdy a  , =a,.
Przyktad 1

=n+3:2,5,8,11,14, ... — cigg rosnacy

a, =n*:1,4,9,16,25,..— ciag rosnacy

a, =3 —n:3,2,1,0,—1, ... — ciag malejacy

=—5m: —5,—10,—15,—20,—25,...— ciagg malejacy

2.2 Ciaqg arytmetyczny i jego wlasnosci

Ciag liczbowy (a,) nazywamy arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy jest co najmniej trzywyrazowy, i
ktorego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego statej
liczby r, zwanej réznica ciggu.

r =a,,,; — @, nazywamy roznica ciagu
A, . =a,+r
Przyktady ciagoéw arytmetycznych:

a,=5r=3; 58,11,14,17, 20, ..
a,=6r=-2; 6,4,2,0,-2,-4,..

CIAGI
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Zaleznos¢ miedzy pierwszym a dowolnym wyrazem ciagu:
a=a+(n-1)-r

Suma n-poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego:

n(ay+a,) 2ay +(n—-1)r

S =a_+a_+...+a =
n 1 2 n 2 2

Dla trzech kolejnych wyrazéw ciagu a_,, a a  , zachodzi réwnosé:

ap_1% Gpyeg
a= z
Ciag arytmetyczny jest:
- rosnacy, gdy réznica ciggu jest dodatnia: a_ -a>0,
- malejacy, gdy réznica jest ujemna: a_ . -a <0,
- staty, gdy roznica jest réwna 0: a_ -a=0.

> CIEKAWOSTKA

W XIIl wieku wtoski matematyk Leonardo Fibonacci (1170 - 1240) odkryt ciag liczb naturalnych, nazwany nastepnie jego imieniem:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233,377,610, 987, 1597,...

Cigg rozpoczyna sie od dwdch jedynek, a kazda nastepna liczba stanowi sume dwdéch poprzednich:

kpiz = knsy + k&

gdzie n - nalezy do liczb naturalnych orazk = 1ik =1

f—oa

. kn+1
lim = = 1,618033998875..= @
n

Mozna pokaza¢, ze ® jest rozwinieciem dziesietnym nieskoriczonym.

Za sredniowiecznym wtoskim matematykiem Lucg Pacioli przyjeto, ze przyblizona z doktadnoscig do
trzech miejsc po przecinku liczba O, jest tzw. ztotym podziatem lub tez ztotym srodkiem. Stad tez w opra-
cowaniach czesto podaje sie, ze ©® =1,618.

15. ,Zastosowanie teorii Carolana i Fischera na rynku kapitatowym” autor J. Nowakowski i K. Borowski Wydawnictwo Difin., www.bossa.pl, 06.03.2013.
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mm) Do najwazniejszych wlasnosci liczby Fibonacciego mozna zaliczy¢:

1. Ztoty podziat odcinka stworzony po raz pierwszy przez Euklidesa.

D-Y
m
A M S m B
M+m _M
M m
(P = 1,618033988...)
2. Zioty podziat prostokata .
D ' c L
T
L
."If
L/
|/
I
A s B K|
3. Spirala logarytmiczna.
—

4. Elipsa logarytmiczna (matematyczny opis owalu).

Praca dla chetnych

Poszukaj wiecej informacji na temat wtasnosci liczb Fibonacciego.

Zadania

2.2.1 Ktore z podanych ciggdw sg arytmetyczne?
a)1,2,3,4,5,..
b) 2,4,8,16,32, ...
c)-2,-4,-6,-8, ...
d1,3,6912,..
Odpowiedz: Ciggi arytmetyczne: a, ¢, d.

2.2.2 Podaj 6 poczatkowych wyrazéw ciagu (a ):
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Odpowiedz::
a)2,4,6,8,10,12
b)2,5,8,11,14,17
c3,57,911,13
d)o,-1,-2,-3,-4,-5

)
e) 1,4, 27,256, 3125, 46656

2-n

2.2.3 Dany jestciag (a ) o podanym wzorze:a = (-1)*-—, dlan > 1. Obliczay i a,

nt

. , 1 1
Odpowiedz: a; = S8 =7

2.2.4 Sprawdz, czy dany ciag (a) jest arytmetyczny? Odpowiedz uzasadnij.
a) a, =3+n
b) a, =2n-1

Qa,=n+1

Odpowiedz: Tak: a, b, c.
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2.25

Wyznacz wz6r ciggu arytmetycznego (a ) wiedzac, ze:
a)a,=5a,=15

b)a,=6,a,,=21

T

Odpowiedz::

2.2.6

2.2.7

2.2.8

2.2.9

a)a =-35+(n-1)- 10 =-45+10n
b)a =2+(n-1)-2=2n
¢)a,=-38+(n-1)- 7 =-45+7n

d)a =3+(n-1)-2=2n+1
e)a =5+2v3-n2+/3
Znajac trzy poczatkowe wyrazy ciggu arytmetycznego, wyznacz 60 wyraz tego ciagu:

a;, =12,a, = 24,0, = 36

Odpowiedz: 720

Majac dany ciag arytmetyczny (a ), w ktérym: @, = 2, r = 4, a, = 122, oblicz, z ilu wyrazéw
sktada sie ten ciag i ile wynosi suma jego wyrazow.

Odpowiedz: n=31,S = 1922

Wyznacz a, a,, a,, w ciaggu arytmetycznym (a ), w ktéryma, =8,r=11.
Odpowiedz: a,=30, a,=74,a,,=129
Oblicz sume pierwszych dwudziestu wyrazéw ciagu: 1,4, 7,10, 13, ....

Odpowiedz: S, =590

2.2.10 Oblicz sume pietnastu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego danego wzorem ogdl-

nyma, =2n-5.
Odpowiedz: S .= 165

2.2.11 Oblicz x, wiedzac, Ze liczby w podanej kolejnosci tworza ciag arytmetyczny. Podaj réznice ciggu.

a) s, x,22 b)x —4,5,x+ 12

Odpowiedz: a) x = 15,7 = 7 b)x=1,r=8
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2.2.12 Oblicz x, wiedzac, ze: 2 + 6 + 10 + --- + x = 648
Odpowiedz: 70
2.2.13 Zbadaj monotonicznos¢ ciagu (a,):

a) a,=3n
b) @, =2n-4
Qa,=n>1
d) a,=-n+2
®e= 13
Odpowiedz::
a) r = 3 ciag rosnacy b) r =2 cigg rosnacy,

c)r=2n+1dlan>1r>0ciag rosnacy,

]

=5 <0 ciag malejacy

d) r=-1 ciag malejacy, er

> CIEKAWOSTKA

Ciag liczb Fibonacciego na gietdzie

Istniejg trzy sposoby wykorzystania ciggu liczb Fibonacciego do analizy papieréw wartosciowych:
1. metody czasowe - w odniesieniu do uptywu czasu - rozdziat 3.2.1.

2. metody cenowe - w odniesieniu do zmiany ceny - rozdziat 3.2.2

3. metody cenowo-czasowe - w odniesieniu do uptywu czasu i zmiany ceny - rozdziat 3.2.3

Duza liczba metod analizy technicznej stanowi prébe zmierzenia popytu na dany walor
i sporzadzenia na tej podstawie prognozy okreslajacej, czy cena wzrosnie, czy spadnie oraz, przy uzyciu
pewnych wskaznikdéw, jak dtugi bedzie ten ruch. W tym przypadku stosuje sie techniki wykorzystujace
proporcje Fibonacciego w pionie. Metody te nazywamy metodami okres$lajacymi wielkos¢ (zasieg) ruchu.
Zaznaczone one zostaty na rysunku na osi pionowej — rysunek 27.

Druga grupe stanowig metody oparte na analizie cykli oraz wykorzystaniu ciaggu liczb Fibonacciego na osi
czasu. Wykorzystuje sie je do okreslenia czasu, w jakim dokona sie zmiana trendu. Nazywamy je metodami
okreslania czasu trwania ruchu cenowego.

Trzecig grupe metod stanowiag techniki, ktére staraja sie oszacowac jednoczesnie potencjalny zakres
i czas trwania ruchu. Metody uniwersalne bardzo czesto posiadaja te wade, ze dobrze opisuja zagadnienie
catosciowo, natomiast mato precyzyjnie ttumacza szczegoty.
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Rysunek 27. Podziat metod prognozowania zasiegu ruchu i czasu jego trwania.

2.3. Ciag geometryczny i jego wlasnosci

' TERAZ NAUCZE SIE

. Badag¢, czy dany ciag jest geometryczny

. Stosowac wzor na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciaqgu
geometrycznego

Ciag liczbowy (a,) nazywamy geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy jest co najmniej trzywyrazowy, i

ktérego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje z pomnozenia wyrazu poprzedniego przez sta-

fa g, zwang ilorazem ciagu.

Ciag geometryczny to ciag liczbowy, w ktérym iloraz dwdch kolejnych wyrazéw jest staty.
_ Oy

a,

Kazdy nastepny wyraz ciagu powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego przez statg g, a wiec
istnieje réwniez zalezno$¢ miedzy pierwszym a dowolnym wyrazem ciggu:
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a.

w = 0y " g, — ldlan = 2

Suma n-poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego o wyrazie pierwszym a, i ilorazie g, wyraza sie

wzorem:

a,(1—q"
S“=a1+a2+...+a“=1g—:} dlag + 1

5, = na, dlag=1

n

Dla trzech kolejnych wyrazéw ciagu a,,_,, an, a,,,, zachodzi réwnos¢:

Em) Monotoniczno$é ciagu geometrycznego
mm) Ciag jest rosnacy wtedy, gdy:
q>0ia,>0lubg€(0,1)ia, <0
) Ciag jest malejacy wtedy, gdy:
G>0ia ,<0lubge(0,1)ia >0
mm) Ciag jest staly wtedy, gdy:
g=1luba =0

Jesliiloraz g jest ujemny, to ciag geometryczny jest naprzemienny. Cigg geometryczny jest zbiezny do zera,
jezeli jego iloraz jest utamkiem wiasciwym, tzn. nalezy do przedziatu (-1, 1).

> CIEKAWOSTKA

Metody cenowe

Teoria fal pozwala zaobserwowa¢ proporcje zachodzace miedzy falami kolejnych ruchéw cen. W ogdlnosci
fale te dziela sie na tzw. fale gtéwne i nastepujace po nich fale korekty - istotnym jest, aby oba rodzaje wzro-
stow i spadkéw byly tego samego rzedu. Proporcje te mozna opisac jako kolejne potegi @ i jej odwrotno-
$ci. Na rynku kapitatowym zazwyczaj do obliczerh wykorzystuje sie catkowite wyktadniki potegi liczby ®
z przedziatu <-3, 3>.
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Tabela 3. Wspotczynniki ztotego podziatu'®

Potegan F" — wspétczynniki ztotego podziatu Rodzaj ciagu
1 1,618
2 2,618 Ciag zewnetrzny
3 4,236
-1 0,618
2 0,382 Ciagg wewnetrzny
-3 0,236

Proporcje Fibonacciego moga by¢ wykorzystane do wyznaczenia linii odwrotu. Na poczat-
ku wyznaczamy linie trendu miedzy dwoma sasiednimi punktami ekstremum cenowe-
go. Rozpoczynajagc od goérnego punktu skrajnego ,wykreslamy 9 linii poziomych przecinaja-
cych linie trendu na wysokosci: 0,0%, 23,6%, 382%, 50,0%, 61,8%, 100,0%, 161,8%, 261,8%
i423,6%. Po znaczacym ruchu cenowym (w gére lub w dét), ceny najczesciej doznaja korekty o cze$¢ war-
tosci pierwotnego ruchu cenowego. W czasie korekty cen kolejne poziomy wsparcia i oporu wyksztatcaja
sie w poblizu poziomu pozioméw odwrotu Fibonacciego.

Rysunek. Na wykresie zaznaczone zostaty poziomy cenowe, ktére w przesztosci zadziataty jako poziomy
wsparcia (strzatka T) i oporu (strzatka ).

A TEREREFREE R RERE T REEREE T BREE RERRORRT FRRT REGHET] RRi P REERE R FROT R

Zadania

2.3.1 Napisz wzér ciggu geometrycznego, majac dane:

a)3,6,12, ...

b)2,-6,18, ...

L
|

’

| b

Q

16. Zrédto: Fischer R, Liczby Fibonacciego na gietdzie, WIG - Press, Warszawa 1996.
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2.3.2

233

234

Odpowiedz:a)a =3-2"", b)a =2-(-3)", Ca =

Wyznacz pierwszy wyraz ciggu geometrycznego wiedzac, ze:

a)q=-2,a,=0,5

q=-0,2,a,=-151,2

d)q=-6,a,=0,5

Odpowiedz: a) a, = é b)a,=729,c)a,=-94500,d) a,= — 2

432

Wyznacz iloraz ciggu geometrycznego oraz wzér na n-ty wyraz wiedzag, ze:

aa,=1,a,=125
b)a,=16,a,=256

ca,=-3,a,=-81

d)a,=5a,=25
Odpowiedz:
—
_ 4 4 [25 1
ag = [—,a = -
Ja= |73, (w")
— nts
b)g=316,a =16=
cgq=3,a=-3"
. -
d)g= |1,a:5, 12 \n1
Ja=[za,=5(]3)

Wyznacz liczbe n wyrazéw ciggu geometrycznego, majac dane:

a)a,=3,9=-2,a =1536

b)a,=-1,q=-20,a =-64000000

da,=7,q9=052a = 123

d)a,=0,5,q=-4,a =128

Odpowiedz:a) 10, b)7, )8, d)5
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2.3.6

237

2.3.8

2.3.9

Wyznacz iloraz i pierwszy wyraz ciaggu geometrycznego (a ) wiedzac, ze:
a)a,=96,a,=48
b)a,=12,a,=24
a,=6,a,=-3

[

Odpowiedz: a)q= “E,a1=7,5, b)g="+ ,a1=6EVT¥, c)q=—:|;,a1=6§*——2

W ciagu geometrycznym (a ) mamy dane a,= -1, g = -2. Oblicz sume trzech kolejnych poczatko-
wych wyrazéw tego ciggu.

. , 3
Odpowiedz: S = =

Wyznacz x wiedzac, ze mamy dany cigg geometryczny malejacy, w ktérym:
a,=9a,=xa,=1
Odpowiedz: x =3

Sprawdz, czy ciag (an) jest geometryczny? Wyznacz q.
a) an: 2n+1

b)a =33

ca =2n’

Odpowiedz: a)q=2,b)q=9,c)nie

Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciaggu geometrycznego (an), jesli:
a)a,=8,2a,=3a,n=6

b)a,=2,a,=128,n=8

Odpowiedz: a) 166,25, b)-510

2.3.10 Zbadaj monotoniczno$¢ ciggu (an), okreslonego wzorem:

3—-In

4n—50

a)a =

__na—i

LS 2

da

Odpowiedz: 3, b, d - rosnace, ¢ — nie jest monotoniczny

2.3.11 Ciag (a,) jest okreslony wzorem a_= 10"?- 2. Wykaz, ze ciagb =a_, - a,_jest ciagiem geometrycz-

nym.

Odpowiedz: b =10""q=10
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2.3.12 Znajdz sume:
a)l+ 6+ 21+...+n(2"1)

b)3+27+135+...+(2n-1)-3"
Odpowiedz: a) (n-1)- 2" - 0,5 - (n*+ n-4), b) (n-1) - 3™ + 3

2.3.13 Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 30, tworza cigg arytmetyczny. Jezeli druga liczbe pomniejszy-
my o 2, to otrzymamy kolejne wyrazy ciggu geometrycznego. Wyznacz wyrazy ciaggu arytmetycz-
nego.

2.4. Praktyczne zastosowanie ciagow (procent prosty, procent sktadany)

' TERAZ NAUCZE SIE

. Obliczac¢ podatki i zysk z lokat (rowniez ztoZzonych na procent sktadany i na okres
krétszy niz rok)

Em) Kapitalizacja odsetek "7

Zysk z lokaty lub konta oszczednosciowego zalezy od oprocentowania i kapitalizacji. Kapitalizacja to cze-
stotliwos¢ dopisywania odsetek do kapitatu zgromadzonego na rachunku. Dwie lokaty o takim samym
oprocentowaniu, ale innej kapitalizacji przyniosa zupetnie inny zysk. W standardowej lokacie termino-
wej odsetki dopisywane sa do kapitalu w momencie wygasania depozytu. Jesli zatozymy lokate roczna,
to dopiero po 12 miesigcach bank obliczy nalezne odsetki, potraci podatek i wyptaci oszczednosci wraz
z wypracowanym zyskiem. Jednak kapitalizacja moze nastepowac czesciej, na przyktad co kwartat, mie-
sigc lub nawet codziennie. W praktyce im czesciej bank dopisuje odsetki do salda lokaty, tym lepiej dla
klienta. Po pierwsze, w kazdym kolejnym okresie rozliczeniowym na zysk pracuje juz nieco wieksza kwota,
a po drugie, przy kapitalizacji dziennej istnieje mozliwos¢ ominiecia podatku od zyskéw kapitatowych
(w wysokosci 19%), zwanego potocznie podatkiem Belki.

) Procent skltadany

Przy czestym naliczaniu odsetek dziata zasada procentu sktadanego. Odsetki z pierwszego okresu
kapitalizacji dopisywane sg do salda lokaty i w kolejnym okresie na zysk pracuje juz wieksza kwota.
Na przyktad, gdy kapitalizacja nastepuje co miesiac, to juz w drugim miesigcu zysk przynosi nie tylko
odtozony kapitat, ale takze odsetki za pierwszy miesigc.

17.www.bankier.pl/lokaty/wiadomosc, 06.03.2013
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W bankowosci procent sktadany oznacza kwote, jaka zostanie wyptacona z lokaty poddanej kapitalizacji,
czyli doliczaniu wypracowanego zysku netto do kapitatu.

W jaki sposéb mozna obliczy¢ procent sktadany? Rozwazmy rézne przypadki:

a) Gdy od wypracowanych odsetek nie jest pobierany podatek Belki:

eprocemtowants liczba kapitalizacji w roku - czas trwania lokaty w latach

wyptata = kapitat - (1 +

liczha kapitalizacji w roku

b) Gdy od wypracowanych odsetek jest pobierany podatek Belki w wysokosci 20% naliczonych odsetek
zgodnie z ordynacjg podatkowa z okresu 01.12.2001-31.12.2003

oprocentowanis

Wyp’rata = kaplta’r . (1 + . 0)8) liczba kapitalizacji w roku - czas trwania lokaty w latach

liceba kapitalizacji w roku

¢) Gdy od wypracowanych odsetek jest pobierany podatek Belki w wysokosci 19% naliczonych odsetek
zgodnie z ordynacjg podatkowa z okresu 01.01.2004-1.12.2006 oraz od 31.03.2012.

oprocsntowanis

Wyp’fata=kapita’f . (1 + . 0,8 1) liczba kapitalizacji w roku - czas trwania lokaty

liczba kapitalizacji w roku

d) Gdy od wypracowanych odsetek jest pobierany podatek Belki w wysokosci 19% naliczonych odsetek
zgodnie z ordynacjg podatkowa od 01.01.2007 do 30.03.2012 - brak wzoru na procent skfadany.

> CIEKAWOSTKA

Mechanizm procentu sktadanego stosowany jest powszechnie w kontach oszczednosciowych prowadzonych w formie rachunku.
Konta te umozliwiajg elastyczny dostep do pieniedzy - klient moze wyptacac srodki i doptaca¢ do rachunku nowe sumy

w dowolnej chwili. Z tego tez wzgledu bank co miesigc sprawdza, jaka kwota pracowata na zysk i dopisuje odsetki na biezaco.

Zadania

2.4.1 Kredyt w wysokosci 2500 2zt wraz z odsetkami musisz spfaci¢ jednorazowo
po 2 latach. Oprocentowanie kredytu to 55% w skali rocznej. Jaka kwote bedziesz musiat
odda¢ do banku?

2.4.2 Zatézmy, ze zdecydowate$ sie wptaci¢ 2000 zI na konto oprocentowane 12%
w stosunku rocznym, z kapitalizacja odsetek:

a) co miesigc
b) co kwartat
¢) co pot roku
d) co rok

Jaki bedzie stan Twojego konta po uptywie roku w kazdym z przypadkéw? Wyciggnij wnioski.
Odpowiedz: a) 2253,65 z, b) 2251,02 zt, ¢) 2247,20zt, d) 2240z

CIAGI

83



84

243

244

24,5

2.4.6

247

24.8

24.9

Oblicz, jaki dochod przyniesie po 4 latach lokata 8 000 zt, ktéra jest oprocentowana w stosunku
rocznym 8%, a odsetki kapitalizowane sg co kwartat.

Odpowiedz: 10982,29 zt

Dokonaj analizy atrakcyjnosci proponowanych trzech ofert bankowych, dysponujac kwota
60 000zt.

a) bank | oferuje 14% w stosunku rocznym, z roczng kapitalizacja odsetek,
b) bank Il oferuje 10% w stosunku rocznym, z kwartalna kapitalizacjg odsetek,

¢) bank Ill oferuje 3% w stosunku miesiecznym, z miesieczna kapitalizacja odsetek. Wskaz najlepsza
oferte ulokowania inwestycji. Zdecydujesz sie na rok czy na 2 lata? Wyciaggnij odpowiednie wnioski.

Odpowiedz: a) po roku 68400 zt, po dwoch latach 77976 zt
b) po roku 66228,77 zt, po dwdch latach 73104,17 zt

) po roku 60906,21 zt, po 2 latach 61826,11 zt

Pan Kowalski ztozyt 30 000 zt na dwuletniag lokate, ktéra jest oprocentowana 6%

w stosunku rocznym i kapitalizacja odsetek odbywa sie co kwartat.

a) Oblicz, jaka kwotg (z doktadnoscig do jednego grosza) bedzie dysponowat Pan Kowalski po
dwéch latach wiedzac, ze bank pobiera od kazdych naliczonych odsetek 19% podatku od do-
chodéw kapitatowych.

b) O ile procent wieksze bylyby zyski Pana Kowalskiego z tej lokaty, gdyby odsetki nie byty opodat-
kowane? Wynik podaj z doktadnoscig do 1%.

Odpowiedz: a) 33043,06zt, b) 0 713,80 z

Kwote 12 000 zt wptacono na 3-letnig lokate, przy czym odsetki doliczane sa co po6t roku. Kwota
odsetek wyniosta 1 513,95zt Jak oprocentowana byta lokata? (Uwzglednij podatek od dochodéw
kapitatowych).

Jacek ztozyt do banku 5 000 zt. Po 18 miesigcach bank wyptacit mu 5 624,32 zt. Jakie jest oprocen-
towanie w tym banku, jesli kapitalizacja odsetek nastepuje co po6t roku?

W dniu narodzin syna ojciec wptacit do banku pewna kwote pieniedzy. Na poczatku oprocentowa-
nie w skali roku wynosito 10%, ale po dziesieciu latach bank obnizyt je do 8%. Po 20 latach syn mégt
wypflacic¢ ze swego konta 30 930,44 zt. Jaka kwote wptacit do banku ojciec w dniu narodzin syna?

'8Rafat za wykonang prace otrzymat nagrode pieniezng w wysokosci 1500 zt. Postanowit wpfacic¢
do banku 1000 zt na okres jednego roku . Bank zaproponowat mu nastepujace oferty:

a) oprocentowanie 6% w sali rocznej, z odsetkami doliczanymi po roku,

b) oprocentowanie 3,8% w skali rocznej, z odsetkami doliczanymi co kwartat,

18. http://www.bankier.pl/finanse/kalkulatory/.
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c) dokonaj analizy, ktdra z ofert jest bardziej korzystna dla Rafatai o ile?

Odpowiedz: a) 1049 zi, b) 1031 z, c) Pierwsza—-0 18 zt

2.4.10 Jaka kwote w dolarach nalezy zdeponowac na 20 lat, przy rocznej stopie procentowej 6%, aby po
20 latach otrzymac 4005.

Odpowiedz: Skorzystaj z funkcji finansowej PV

= PV(6%; 20; 0; 400)
w wyniku otrzymujemy: 125$

Z matematycznego punktu widzenia obliczylismy sume ciagu geometrycznego.
Ten sam wynik uzyskamy, wprowadzajgc wtasng formute: = 400/(1+6%)/20 = 125.

2.4.11 Oblicz, ile wyniesie rata twojego kredytu, jezeli pozyczytes w banku 15000 zt przy oprocentowa-
niu 7,5 % w skali roku i zamierzasz sptacac kredyt przez 10 lat przy réwnych ratach miesiecznych.
Dodatkowo zaptacisz 3% prowizji, ktéra powiekszy kwote twojego kredytu. Sporzadz w arkuszu
kalkulacyjnym harmonogram sptat tego kredytu.

Odpowiedz:

Mozesz skorzystac z kalkulatora kredytowego p..:
www.bankier.pl/finanse/kalkulatory/kredytowy.html

prowizja: 450 zt, kwota kredytowana: 15450 zt, kwota do wyptaty: 15000 zt, suma
sptat: 22007,32 z1, rata: 183,39 zt.

2.4.12 Oblicz miesieczng kwote sptaty pozyczki w wysokosci 1 000 zt oprocentowang na 5,5% rocznie,
ktéra musi by¢ sptacona w ciggu 6 miesiecy. Wiedzac, ze ptatnosci wypadaja:
a) na koniec okresu rozliczeniowego,
b) na poczatek okresu rozliczeniowego,
¢) jak zmieni sie rata, jezeli pozyczka zaciagnieta bedzie na 4 miesigce?
Odpowiedz:
a) 169,35 zt (=PMT(5,5%/12;6;1000;0))
b) 168,58 zt (=PMT(5,5%/12;6;1000;0;0;1))

c) 252,87 z

Mozesz skorzystac z funkgcji finansowej PMT.
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> CIEKAWOSTKA

Szyfr Cezara opiera sie na dwdch ciggach ztozonych z liter, w ktérym kazda litera tekstu jawnego (niezaszyfrowanego) zastepowana
jest oddalong od niej o statg liczbe pozycji w alfabecie inng literg, przy czym kierunek zamiany musi by¢ zachowany. Nie rozréznia sie
przy tym liter duzych i matych. Nazwa szyfru pochodzi od Juliusza Cezara, ktéry prawdopodobnie uzywat tej techniki do komunikacji
ze swymi przyjaciotmi.

NOEEEE

[AlB[C|D]EJF]

Te same litery drugiego ciaggu s3  przesuniete  wzgledem ciggu  pierwszego

o okreslona liczbe pozycji, zwana parametrem przesuniecia, i petniaca funkcje klucza szyfru:

Praca dla chetnych
Zaszyfruj opisana metoda wazna wiadomos$¢ do nauczyciela (nie zapomnij o podaniu klucza). Wyszukaj
w Internecie informacje o szyfrowaniu danych, podpisie cyfrowym, kluczu prywatnym i publicznym.

N Czy zdam mature z matematyki?
1. ®Miary katéw czworokata tworzg cigg arytmetyczny o réznicy 20°. Najmniejszy kat tego czworokata
ma miare:

A. 40°
B. 50°
C. 60°

D. 70°

2-n

2. Dany jestciag (a,), okreslony wzorem a,, = (—1)"-
ny:

dlan > 1.Wéwczas wyraz a, tego ciggu jest row-

n?

A -2

25

19. Zadania 1-3: www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf, 08.03.2013.
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D.
3. Ciag (9, x, 19) jest arytmetyczny, a ciag (x, 42, y, z) jest geometryczny. Oblicz x, y, z.
4, Ktoéry wyraz ciggu a,, = — gn + 21 jest réwny zero?

A. ag

D. a.g

5. Ciggiem arytmetycznym jest cigg o wyrazie og6lnym a_réwnym:

A. a, =3-2"
an®-3
B. a, =
n o 3+2n
In+3
o @y =
c n n+2
3
n +1
D. a, =

6. Oblicz pierwszy wyraz i iloraz ciggu geometrycznego wiedzac, ze trzeci wyraz jest rowny 18, a szésty
486.

7. *'Ciag (a ) jest okreslony wzorem a_=(-2)*" (n’ - 4) dla n = 1. Wéwczas:

A. o, =64
B. a, =0
C. a, =—64
D. a, =128

20. Zadania 4-6: www.matemaks.pl/materialy/matura2013luty/matura2013-luty.pdf, 08.03.2013.
21. Zadania 7-9: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2013styczen/matura2013-styczen.pdf, 08.03.2013.
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8.

10.

11.

12.

Liczby 2; 2x-1; 0,5 (w podanej kolejnosci) sa pierwszym, drugim i trzecim wyrazem monotonicznego
ciggu geometrycznego dla:

AL x=0
B. x=0lubx=1
C. x=1
D. x=-1

O pewnym ciaggu arytmetycznym wiadomo, ze ma dziesie¢ wyrazéw. Suma jego wyrazéw o numerach
nieparzystych jest réwna 75, a suma wyrazéw o numerach parzystych jest réwna 90. Wyznacz pierw-
szy wyraz tego ciggu.

*’Dany jest ciag (a,) o wyrazie ogélnym a = -n*+ 16 dla n = 1. Liczba dodatnich wyrazéw tego ciaggu
jest réwna:

A. 3

Kwote 10000 zt wptacamy do banku na 4 lata. Kapitalizacja odsetek jest do-
konywana w tym banku co kwartal, a roczna stopa procentowa wynosi 3%.
Po 4 latach kwote na rachunku bedzie mozna opisa¢ wzorem:

A. 10000-(1,0075)"
B. 10000-(1,03)*
C. 10000-(1,0)
D. 10000 -(1,0075)%*

. 3 12
Daneliczby: x = —,y = —=
VE-2 YE-1

+1,z = 3+/5 + 2 tworza rosnacy ciag arytmetyczny w kolejnosci:

A. z,y.x

22. Zadania 10-15: http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf, 08.03.2013.
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13. Suma 2n poczatkowych liczb naturalnych dodatnich parzystych jest réwna:
A. 5, =8n’+4n
B. 5., =4n’ + 2n
C. 5, =4n*+n
D. 5., =2n" + 2n

14. lloraz ciaggu geometrycznego o wyrazie ogélnyma =2 - 7" jest réwny:

A. g=2
B. g =7
C. g=9
D. g =28

15. W ciagu arytmetycznym (a,) drugi wyraz jest rowny 7, a szésty 17. Wyznacz pierwszy wyraz i réznice
tego ciagu.

16. *Dany jest ciag (a,) okreslony wzorem a,, = % dlan = 1.Woéwczas:

B3|

A. a3 =

(SR

B. a; =—

|

C. az =

3
. Ay =
D. a; :

17. W ciagu geometrycznym (a ) dane sa: a, = 36, a, = 18. Wtedy:

A. a, =—18
B. a,=0

C. a, =45
D. a, =144

18. Pierwszy wyraz ciaggu arytmetycznego jest réwny 3, czwarty wyraz tego ciggu jest réwny 15. Oblicz
sume szesciu poczatkowych wyrazéw tego ciggu.

23. Zadania 16-18: www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 09.03.2013.
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19. **Ciag (a,) jest okreslony wzorem a_=+2n +4 dla n = 1. Wowczas:

A o= 2\."'3
B. a; =8

C. a; =52
D. a; = V12

20. Ciag (2v2, 4, a) jest geometryczny. Wowczas:
A. a= 8\.’3
B. a =42
C.a=8-22

D. a=8+2y2

21. Suma$ =a, +a,+..+a poczatkowych n wyrazéw pewnego ciggu arytmetycznego (a,) jest okreslo-
nawzorem S = n’-2n.Wyznacz wzér na n-ty wyraz tego ciggu.

22. Liczby 12, 18, 2x + 1 s3, w podanej kolejnosci, odpowiednio pierwszym, drugim
i trzecim wyrazem ciaggu geometrycznego. Wynika stad, ze:

A x=117
B. x=12
C ox=12;
D. x=13

23. W ciagu arytmetycznym a_dane sg a, = 2 i a, = 4. Suma dziesieciu poczatkowych wyrazéw tego cia-
gu jest réwna:

A. 30
B. 110
C. 220

D. 2046

24. Ciag (a ) jest okreslony dla n = 1 wzorem a,, = —n® — 44/3, Sprawd?, ktérym wyrazem tego ciagu

jest liczba —37 — (2 +3)".

24. Zadania 19-21: www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_matematyka.pdf, 09.03.2013.
25. Zadania 22-24: www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf, 09.03.2013.
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25. *¢Dany jest nieskofczony ciag geometryczny (a,), w ktérym a; = 1ia, = g Wtedy:

A.

C.

D.

ay =

[ERER]

a =4
19

a; =

a; =

SR RS}

[I]

4

26. Dany jest nieskoriczony rosnacy ciag arytmetyczny (a ) o wyrazach dodatnich. Wtedy:

A.

C.

D.

a, +a; =ay

a, +a;, =a; +ag

Qy + g = g + ag

a; +a, = 2a,

27. Liczby x, y, 19, w podanej kolejnosci, tworza ciag arytmetyczny, przy czym x + y = 8. Oblicz x i y.

28. W ciggu arytmetycznym (a ) dane sa: a, = 13 i a, = 39. Wtedy wyraz a, jest rowny:

A.

C.

D.

13

0

-13

-26

29.W ciggu geometrycznym (a ) dane sa: a, = 3 i a, = 24. lloraz tego ciggu jest réwny:

A.

D.

8

2

[ SRR

30.%Z napetnionego ciecza naczynia o pojemnosci 102 dm? wyptywa w pierwszej minucie 5 dm? cieczy,

aw kazdej nastepnej 0 0,25 dm? mniej niz w poprzedniej. Po ilu minutach naczynie bedzie opréznione

do potowy?

26. Zadania 25-27: www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2011_p.pdf, 09.03.2013.
27.Zadania 28-29: www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2010_p.pdf, 10.03.2013.
28. Zadania 30-37: Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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31. Pewien pracodawca zatrudnit studenta na 1 rok. Dat mu do wyboru jedng z dwdch mozliwosci wyna-
grodzenia:

a) w pierwszym miesigcu student zarobi tylko 2 z}, ale w kazdym nastepnym miesigcu jego wynagro-
dzenie bedzie dwukrotnie wyzsze niz w miesigcu poprzednim,

b) w pierwszym miesigcu pracy zarobi 500 zt, ale w kazdym nastepnym wynagrodzenie bedzie wzra-
stato 0 5% w stosunku do poprzedniego miesiaca.

Oblicz, ktéry sposéb wynagrodzenia powinien wybrac student, aby jego roczne dochody byty najwyz-
sze.

32.Wyznacz liczbe skfadnikéw w sumie 1+ 4+ 7 + 10 +...+ 151 i wyznacz te sume.

33.0blicz, dla jakiej wartosci k liczby 5, (k + 1), 2k + 9 tworza w podanej kolejnosci malejacy ciag arytme-
tyczny?

34.Rozbicie namiotu na 1 dobe kosztuje 20 zt, a kazda nastepna doba jest 0 0,50 gr tarisza od poprzedniej.
a) lle kosztuje rozbicie namiotu na 2 tygodnie?
b) Na ile dni pobytu wystarczy kwota 350 zi?

35.Pomiedzy liczby 4 i 8 wstaw liczby x, y, z, t, tak aby liczby 4, x, y, z, t, 8 tworzyty ciag geometryczny.

36.Trzy liczby, ktorych suma jest réwna 21, tworzg cigg arytmetyczny. Jezeli od pierwszej odejmiemy 1,
od drugiej 4, a od trzeciej 3, to otrzymamy réznice utworzona w podanej kolejnosci ciag geometrycz-
ny. Znajdz te liczby.

37.Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 93, tworza cigg geometryczny. Te same liczby stanowig pierwszy,
drugi oraz si6dmy wyraz ciaggu arytmetycznego. Wyznacz te liczby.

A 4

2N VAN

V'

y
b
Y
NI
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3. Wielomiany*

3.1. Pojecie wielomianu

Wielomian-wmatematycewyrazeniealgebraiczneztozonezezmiennychistatych potaczonych dziataniami
dodawania, odejmowania, mnozenia i podnoszenia do potegi o stalym wyktadniku naturalnym?.

Wielomianem stopnia 12 jednej zmiennej x € R nazywamy funkcje okreslong wzorem
W(x) = a,x"a,_ x" '+ +a,x* + a;xtay,,
gdziea, a, ,,.., a;, a,,a,,to wspétczynniki wielomianu, a,, # 0,n € M.

Stopien wielomianu - jest to najwyzszy ze stopni jego sktadnikéw (jednomianéw) o niezerowych
wspotczynnikach. Dla wielomianu jednej zmiennej jest to najwieksza potega zmiennej, ktéra wystepuje

w wielomianie,
Przyktad 1

Przyktady wielomianéw oraz ich stopien:

W(x) = 5x*+ 3x? — 4x? + 7 - wielomian stopnia 4
G(x) = 5x% + 9x* — 7 — wielomian stopnia 6

P(x) = 4x? — 5x + 1 - wielomian stopnia 2

Q(x) = 8 — wielomian stopnia 0

Wielomiany zapisujemy zazwyczaj w postaci uporzadkowanej.

29. pl.wikipedia.org/wiki/Wielomian, 27.02.2013.
30. pl.wikipedia.org/wiki/Stopie%C5%84_wielomianu, 27.02.2013.
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m) Twierdzenie

Dwa wielomiany zmiennej x sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sa tego samego stopnia i maja réwne
wspotczynniki przy odpowiednich potegach zmiennej x.

Przyktad 2

Wyznacz wartoéci parametréw a i b, tak aby wielomiany P(x) =x®+x®+12x—8 oraz

W(x) =x¥+ (2a—b)x* + (3b — 2a)x — 8 byly réwne.

Wielomiany P(x) i W(x) s3 tego samego stopnia. Musimy sprawdzi¢, dla jakich wartosci

a i b wspotczynniki przy odpowiednich potegach zmiennej sg réwne.
Zapisujemy uktad réwnan:

{ 2a—b=1
3b—2a=12

2b=13 =2b=65
2a=1+65 =a=375

W(x)=P(x) ©a=375 Ab=65

Zadania

3.1.1. Dany jest wielomian W(x) = 5x* + 2x® — 4x — 7. Oblicz:
a) W(2)
b) W({—1)

Ow(y3)

Odpowiedz: a)33, b)—6, )11¥3 —1, d) —53

3.1.2. Podane wielomiany uporzadkuj malejgco i podaj ich stopien.
a)P(x) =6x°— 2+ 4x +9x
b) P(x) = 7x* + 12 — 9x° + 14x + 3x*

Q) P(x) = —8x% + 3x% — 7x'% 4+ 6x
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d)P{x) =—2+4x%+x™ —6x?

Odpowiedz:

a)P(x) =6x%+ 4x® +9x —2P(x) = 6x° + 4x? + 9x — 2,
b) P(x) = —9x% + 7x% + 3x% + 14x + 12,

Q) P(x) = —8x — 7x15 + 3x° + 6x,
d)P(x) =x +xf —6x3—2

3.1.3. a) Dany jest wielomian W (x) = 4x* + 2x® — 5x* + ax — b. Oblicz a i b wiedzac, ze
W) =2w(-1) =4,

b) Dany jest wielomian

W(x) = 3x* + ax® — bx? + 5x — 3. Oblicz a i b wiedzac,ze W(1) = 2, W(—1) = 5.

c) Dany jest wielomian
W(x) = x* + 3ax® — 2bx? + 6. Oblicz a i b wiedzac, ze W(1) =5 W(2) = 8

d) Dany jest wielomian W(x) =

—x3+ ax®+ bx +c.Oblicz a,bic wiedzac,ze W(—1) =3, W(1) =5 W(2) =
9,

e) Dany jest wielomian

W(x) = x% + ax® + bx + c.Oblicz a, b, ¢ wiedzac,ze: W(—1) =1, W(0) =1,
w(1) = -1

Odpowiedz:

a) a=2b=1,

e) a=—-1,b=-2,c=1

3.1.4. Wyznacz wartosci parametréw a i b (lub a, b i ¢), tak aby wielomiany W (x) i P(X) byty réwne.
a) W(x)=Ba-1)x* +(2b—a)x*> +(a+b)x—4, P(x) =2x" —-5x" —x -4
b) W(x)=ax’+bx*+cx+4, P(x)=cx’+2ax’+ax+b
QW) =ax’+bx’—9x+c, P(x)=(b-D)x*+(a+1)x*+3bx—-2a

d) W(x)=ax’+7x" —bx-3¢c, P(x)=(@b+c)x’ +(c+2)x+15—-a
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e) W(x)=(a+1)x’+3x>=5cx-2, P(x)=2x"+bx"-12x-2
Odpowiedz:

AWXx)=Px)<a=—-1Ab=-2

b) W(x)=P(x) & a=2Ab=4rc=2
AQWkx)=P(x)<a=—-4rb=-3Arc=-8

d) W(x)=P(x)=a=0Ab=-2rc=15

e) W(x)=P(x)<:>a=1/\b=3/\c=2§

3.2. Dziatania na wielomianach

' TERAZ NAUCZE SIE

. Dodawa¢, odejmowacd, mnozyc i dzieli¢ wyrazenia wymierne
. Rozszerzac i skraca¢ wyrazenia wymierne

. Dzieli¢ wielomiany przez dwumian

Wielomiany jednej zmiennej rzeczywistej x mozna dodawac¢, odejmowac, mnozy¢ i dzielic.

Dodawanie i mnozenie wielomiandw jest taczne i przemienne, zachodzi réwniez rozdzielno$¢ mnozenia
wielomianéw wzgledem dodawania.

Dodawanie i odejmowanie wielomianéw polega na redukcji wyrazéw podobnych.

mm) Dodawanie wielomianéw

Aby doda¢ dwa wielomiany tej samej zmiennej rzeczywistej x, dodajemy do siebie wszystkie wyrazy
podobne tych wielomianéw i porzadkujemy otrzymany wielomian.
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Przyktad 1
Dodaj wielomiany:
a) W(x)=—3x*+4x¥+7x—9x+3o0razP(x) =3x*+ 5x3 + 4x? + 6x — 4
W(x)+P(x)=—3x*+4x+ 72 —9x +3 +3x* + 5x3 + 4x* + 6x — 4
=(—3x*+ 32+ (4x®+ 52+ (7x? +4xD + (—9x+ 6x) + (3 —4)
=9x¥+ 11x%2—3x —1
b) W(x) = 6x°—7x® +5x—3orazP(x) =4x* —3x>+ 6x—2
W(x) +P(x) =6x"—Tx®+5x— 3+ 4x* —3x7 + 6x— 2
=6x°+4x?— 72— 322+ 11x-2
¢ W(x)=3x*—5x+7x—20razP(x) =—3x3+5x2—7x +3

W(x)+P(x)=3x3—5x2+7x— 3+ (—3x3+ 5% —7x +3) = (3x? — 32 +
(—5x?+5x)+(7x—7x)+(—3+3)=0

A Whniosek
Suma dwéch wielomianéw moze miec¢ stopierh mniejszy lub réwny wiekszemu stopniowi wielomianéw,
moze takze by¢ wielomianem zerowym.

mm) Odejmowanie wielomianéw

Aby odja¢ od wielomianu W (x) wielomian P(x), nalezy do wielomianu W(x) doda¢ wielomian —P(x).
Nastepnie porzadkujemy otrzymany wielomian.

Przyktad 2

Wykonaj odejmowanie wielomianéw:

a) W(x) =4x®—7x% +5x —3orazP(x) = —8x*+5x+6x—8

W(x)—P(x) =4x®—7x+5x—3— (—8x* + 522 + 6x —8)
=4x? - 7x*+5x—3+8x*—5x*—6x+8 =

=(4x® 4+ 82+ (—7x?—5x) + (Gx—6x) + (—34+8)=12x% —12x? — x4+ 5
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b) W(x)=6x%—7x%+5x—2orazP(x) =5x% + 4x%— 3x + 2

W(x)—P(x) =6x*—7x*+ 5x— 2 — (6x° + 4x* —3x + 2)
=6x?—7x +5x—2—-6x —4x?+3x—-2=

=(6x—6x¥)+ (—Tx?—4x) +(5x+3x) +(—2-2) = —11x>+8x — 4

Stopien otrzymanego wielomianu zalezy od wielomianéw skfadowych, analogicznie jak w przypadku
dodawania.

B Mnozenie wielomianéw

Aby pomnozy¢ dwa wielomiany tej samej zmiennej rzeczywistej x, trzeba pomnozy¢ kazdy wyraz pierw-
szego wielomianu przez kazdy wyraz drugiego wielomianu. Nastepnie zredukowac wszystkie wyrazy po-
dobne i uporzadkowac otrzymany wielomian.

Przyktad 3

Wykonaj mnozenie wielomianéw:

A W(x)=3x—4x +1W(x) =3x>—4x +1orazP(x) =x + 3P(x) =x + 3

Wix) Plx)=(3x —4x+ 1) (x+3)=3x*+9x? —4x? —12x + 3x+ 3
=3x%+5x7—9x +3
b) W(x) = 4x% + 1 oraz P(x) = 4x? — 3x

W(x)-P(x) = (4x® + 1) - (4x? — 3x) = 16x° — 12x* + 4x? — 3x

A Wniosek

Stopien iloczynu niezerowych wielomianéw jest réwny sumie stopni tych wielomiandéw.

Dzielenie wielomianéw

Wielomian W{x) nazywamy podzielnym przez wielomian P(x), rézny od wielomianu zerowego wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje taki wielomian @(x), ze W(x) = @Q(x) - P(x). Wielomian @(x) nazywamy

ilorazem wielomianu W (x) przez P(x). Méwimy wéwczas, ze wielomian F(x) jest dzielnikiem wielomianu
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Przyktad 4

Dzielenie wielomianéw jest podobne do dzielenia sposobem pisemnym liczb rzeczywistych.

Wykonaj dzielenie wielomiandéw:

W(x) = 2x% —3x? + 4x — 7 przez wielomian P(x) = x + 3

(2x¥—3x2+4x—7)

(2x*—3x+4x—7)

(2x¥—3x2+ 4x—7) :

—2x% — gx?

(2x¥—3x%+4x—7):

—2x%—6x?

= —9x?+4x—7

(2x? —3x% + 4x— 7) :

—2x%—6x?

= —9x?+4+4x—7

(2x*—3x 2+ 4x—7):

—2x% — 6x?

= —9x®+4x—7

9x?+ 27x

(2x? —3x% + 4x— 7) :

—2x% — 6x?

= —9x?+4+4x—7

9x?+ 27x

= 31x—7

(2x*—3x 4+ 4x—7)

—2x% — 6x?

= —9x®+4x—7

: (x4 3)

: (x+3)=2x" dzielim

y 23 przez x i otrzymujemy 2x?

(x +3)=2x%* mnozymy 2x% przez (x + 3) i wynik zapisujemy

z przeciwnymi znakami

(x +3) =2x%—9x

(x +3)=2x%—9x

(x +3) =2x%—9x

c(x+3)=2x—9x+ 31

(x +3) =2x*  dodajemy stronami i przepisujemy 4x + 7

dzielimy —9x2 przez x

mnozymy —9x przez (x + 3) i wynik

zapisujemy z przeciwnymi znakami

dodajemy stronami i przepisujemy —7

dzielimy 31x przez x
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9x% 4+ 27x

= 31x—7

(2x%—3x+4x—7): (x +3)=2x?—9x+ 31

—2x% — 6x*
= —9x +4x—-7
9x®+ 27x
=  31x—7
—31x— 93

(2x3—3x"+4x—7): (x+3)=2x—9x+ 31

—2x% — 6x*
= —9x’+4x—7
9x®+ 27x
=  31x—7
—31x—93

= —100

mnozymy 31 przez (x + 3)

i wynik zapisujemy z przeciwnym

znakiem

dodajemy stronami

W dzieleniu wielomianu W(x) = 2x® — 3x? + 4x — 7 przez wielomian P(x) = x + 3

otrzymaliémy wielomian @(x) = 2x® — 9x + 31 ireszte R(x) = —100

Przyktad 5

Wielomiany mozna dzieli¢ przez dwumian, stosujac schemat Hornera.

Wykonajmy dzielenie wielomianu W (x)} = x? — 4x? + 3x — 5 przez dwumian (x — 2)

r=2

Wielomian jest stopnia trzeciego, wiec tabelka wyglada nastepujaco:

11 11 I 0
1 4 3 5
1
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W pierwszym wierszu tabeli wpisujemy wszystkie stopnie wielomianu, w drugim wierszu natomiast

wszystkie wspotczynniki tego wielomianu. Pierwszy wspétczynnik zawsze przepisujemy na dole.

Przystepujemy do obliczen.

111 I I 0
1 —4 3 -5
1 -2
r=
1-2—4=-2 (—2 wpisujemy do dolnego wiersza)
Dalej analogicznie:
I I I 0
1 —4 3 -5
1 -2 —1
r=
—2-2+3=-1 (—1 wpisujemy do dolnego wiersza)
I I I 0
1 —4 3 -5
1 —2 -1 -7
r=
—1-2—5=—-7 (=7 wpisujemy do dolnego wiersza)

Wynikiem dzielenia jest wielomian stopnia drugiego.

W dolnym wierszu tabelki otrzymalismy wspotczynniki tego wielomianu.

W wyniku dzielenia wielomianu W (x) = x% — 4x* + 3x — 5 przez dwumian

(x — 2) otrzymujemy wielomian @(x) = x% —x — 1 i reszte (—7).

Wiec wielomian W(x) = (x> —x — 1)(x — 2) — 7.

Zadania

3.2.1. Dane sa wielomiany P(x) = x® — 2x? —x — 3iF(x) = x* —6x* + 7.

Oblicz: (0),P(—2),P(v2), F(v/3), F(v'2)
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Odpowiedz:

P(0)=—-3,P(-2)=—-1,P(2)=+2-7, F(v3)= -5 F(y2) = -1
3.2.2. Oblicz sume i réznice wielomianéw W (x) i P(x), jezeli:
a)W(x) =6x%—7x2+5x—4, P(x)=—4x®+ 522+ 7x + 10
b)Wi(x)=—7x*—6x2—5x+8, P(x) =7x*—4x® + 6x> —6x—8
Q) Wi(x)=—10x* +7x% + 4x? -5, P(x) = 2x° + 4x°® — 3x*
d)yW(x) =—3x°+6x”— 5, P(x)=8x"—6x
Odpowiedz:
aA)W(x)+P(x)=2x —2x2 + 12x + 6, W(x) — P(x) = 10x3 — 1222 — 2x — 14
b) W(x) + P(x) = —4x® —11x, W(x) —P(x)= —14x* +4x* —12x2+ x + 16
AQW(x)+P(x) = 2x°% + 4x® — 13x* + 7x® + 4x? — 5,

Wix) —P(x) = —2x% —4x®— 7x* 4+ 723 + 4x® —§

d) Wi(x) + P(x) = —3x%6x" +8x* — 6x— 5,
Wi(x)—P(x) = —3x°+6x" —8x*+6x—5

3.2.3. Oblicziloczyn wielomianéw W (x) oraz P(x), jezeli:

A W(x)=—-3x2+6, P(x)=2x—6x>+4

b) W(x)=2x" +6x7, P(x)= —4x+2

OWi(x)=—3x°+4x2+2, P(x)=2x+1

d) Wi(x) =2x%—3x% + 6x, P(x) =x*-3

Odpowiedz:

a) —6x% +18x* + 12x% — 48x% + 24

b) —14x% + 4x” — 24x* + 12x°

) —6x” —3x°% +8x% + 4xt+4x+2

d) 2x7 — 6x% — 3x* + 6x% +9x% + 18x

102 WIELOMIANY



3.2.4. Wykonaj dzielenie wielomianéw W (x) przez P(x), gdy:
aA)Wi(x) =x*+x2—22x —40, P(x)=x—5
b)Wi(x) =2x%—5x2 +8x—3, P(x) =2x—1
QOWi(x) =6x¥—19x2+13x— 2, P(x) =3x -2
d)yW(x) =x*—5x%+10x? — 15x+9, P(x) =x—3

@) Wi(x) =2x3—19x2 + 13x — 2,P(x) = 3x— 2

Odpowiedz:
a)xl+6x+8 b)yx?—2x+3 )2x®*—5x+1
d)x?—2x2+4x—3 e)2x — 10

3.2.5. Dane sa wielomiany A(x) =2x’ —7x+4, B(x) = x’ =8, C(x) = x> + 2x + 4. Wykonaj dziatania:

a) A(x) + B(x) b) A(x) + 2B(x) 0) 24(x) — 4B(x)

d) 5B(x) — 10C(x) e) A(x) - C(x) f) (x— 2) - C(x) — B(x)
PAX) —(3x+5)-B(x) h) (C(x))° ) (A())* = (P(x))?
Odpowiedz

a) 3x° —7x—4, b) 4x* —7x—12 ) —14x+40

d) 5x* —10x> —20x —80 €) 2x° —7x* —12x’x +56x 32

f) x° +2x* +4x° —8x* —16x—32
g) 3x* —3x’ +17x+44 h) x* +4x* +12x* +16x+16

i) 3x% —28x" +32x° +49x* —56x—48

3.3. Rozktad wielomianu na czynniki

' TERAZ NAUCZE SIE

. Stosowac¢ wzory skroconego mnozenia na (axb)3 oraz a3+b3

. Rozktadac wielomian na czynniki, stosujac wzory skréconego mnozenia lub wylta-
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czajgc wspolny czynnik przed nawias
Warto na poczatku przypomniec sobie wzory skréconego mnozenia stopnia drugiego.

Kwadrat sumy (a+b):=a’+2ab+ b*
Kwadrat réznicy (a—b)2=a®—2ab+ b?
Réznica kwadratéow (a+B)(a—b)=a®—b*

Dla dowolnych wyrazen a, b prawdziwe sa wzory stopnia trzeciego:

3_ 3 2 2 3
Szescian sumy (a+b)P*=a’+3a’b+3ab’+b

3_ 3 2 2 3
Szescian réznicy (a—b)*=a®—-3a’b+3ab® b

3 3 _ z 2
Suma szescianéw a® +b* =(a+b)(a®— ab + b?)

3 3 _ z 2
Réznica szescianéw a®—b” = (a—b)(a" + ab +b%)
Kazdy z tych wzoréw mozemy udowodni¢ w sposob algebraiczny lub, podobnie jak w przypadku
wzoréw stopnia drugiego, poprzez interpretacje geometryczna. Trzeba jednak przejs¢ do przestrzeni

{'ﬂ+h)1 = _
a’+3a°b+3al +b'

tréjwymiarowej.

Rysunek 3-1. Graficzne uzasadnienie wzoru na sze$cian sumy*'

Przyktad 1

(x+5°F=x%+3-%2-54+3-x%-524+5%=x3 + 15x% + 75x + 125

(3x— 43 =(3x)"—3-(3x)%-4+3-3x-42— 43 = 27x% — 108x" + 144x — 64

31. www.pl.wikipedia.org/wiki/Wzory skréconego mnozenia, 07.03.2013.
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5|'|22 +10V7 = 5|'|1 +3V7T+21+ W7 = 5|'|13 +3-12.47+3-1-(V7)' + (V)
A A A

S P -
= J@+V7) =147

Zadanie
3.3.1. Upros¢:

a) (x+5)° b) (2x + 1)°

o) (x + 3y5)3 d) (x—2)3

e) (3x—4)® f) (2x —y)?
Odpowiedz:

a)x®+ 15x% + 75x + 125 b)8x*+12x%+ 6x+ 1

Q) x¥ 4+ 9xly + 27xy? 4+ 27y° d)x?—6x2+12x— 8
e)27x% —108x% + 144x — 64  f)8x¥ — 12x%y + 6xy? — ¢

3.3.2. Korzystajac z wzoréw skréconego mnozenia, upros¢ wyrazenia:

a)xi—8 b)x®—125

c) 64x? + 27 d)8x? + 216

e) (x+2)° f) (x — 5)°

Odpowiedz:

a)(x—2)(x*+2x+4) b) (x — 5)(x? + 5x + 25)

o) (4x+3)(16x2 —12x + 9) d) (2x + 6)(4x? — 12x + 36)
e)x¥+6x*+12x+8 f)x? — 15x% + 75x — 125

Rozlozy¢ wielomian na czynniki, to znaczy zapisa¢ go w postaci iloczynu wielomianéw stopnia
dodatniego. Jesli taki rozkfad nie istnieje, to méwimy, ze wielomian jest nierozktadalny.

B Rozkladajac wielomian na czynniki, mamy do dyspozycji kilka metod:

) wylaczanie wspdlnego czynnika przed nawias,

) wzory skréconego mnozenia,

3) zamiana na postac iloczynowa funkcji kwadratowej,
) grupowanie wyrazow.

Przyktad 2

Roztéz wielomian na czynniki, stosujac wytgczanie wspdélnego czynnika przed nawias.
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Przed nawias wyfgczamy czynnik ztozony z wspdlnego dzielnika wspotczynnikéw liczbowych oraz najnizej

potegi x.
aAW(x)=2x*+4x?=2x%(x"+2)

b) W(x) = 5x° + 10x® — 15x* = 5x*(x> + 2x — 3)
Przyktad 3
Roztéz wielomian na czynniki, stosujac wzory skréconego mnozenia.
aW(x) =x*—64=(x*—8)(x*+8) = (x— 2v2)(x + 2v2)(x* + 8)

W ponizszym przyktadzie liczba wyrazen i znaki sugeruja mozliwo$¢ wykorzystania wzoru na réznice

szescianow.
b) W(x)=8x%—27 =(2x—3)(4x* — 6x +9)
C)W(x] =x*t4=x "t 4T+ 44t = (x2+2)2 - (2x)2 =
=(x?—2x+2) (x> +2x +2)
Przyktad 4
Roztéz wielomian na czynniki, zamieniajac na posta¢ iloczynowg funkcji kwadratowe;j.
W tym przypadku wielomian musi mie¢ postac¢ funkcji kwadratowe;.
W(x) =4x*—8x — 12
Obliczamy delte i pierwiastki tej funkgiji.

A=b?—4ac=(-8)"—4-4-(—12) =64 + 192 = 256
VA =16

A = 0, wiec sg dwa pierwiastki:

-b—-yA —(-8)—16 -8
x, = = =——=-1
2a 2-4 8

_—b+\,fE_—(—8)+1e_z4_3
2T T 24 8

Zapisujemy postac iloczynowa:

W(x) =40+ 1)(x— 3)

Przyktad 5

Roztéz wielomian na czynniki metoda przez grupowanie wyrazéw.
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Z tej metody mozna skorzysta¢, gdy mamy parzystg ilos¢ czynnikdw w wielomianie.

taczymy wyrazenia w pary, kazda pare traktujemy jako osobne wyrazenie i kazde z nich przeksztatcamy,
wytaczajac czynnik przed nawias. Ostatecznie zapisujemy iloczyn, wytaczajac wspolny nawias przed nawias.

AW()=x+2x2+3x+6=(x*+2xN+Bx+6) =2 (x+2) +3(x+ 2) =
(x+ 2)(x* + 3)

b) W(x) =4x*—8x? —3x+ 6= (4x*—8x*)— (3x—6) = 4x*(x — 2) —
3x—2)=(x—2)(4x>-3)

QW) =x%—4x®+x? —4=2("-4) + (x* —4) = (x* - 4)(x*+ 1) =
(x—2)(x+2(x+ D (x—x+ 1)

Zadania
3.3.3. Roztéz wielomian na czynniki.

a) W(x) = 3x* — 5x°
b) W(x) = 4x°% — 6x* + 12x
QWi(x) =x%— 4x* — 4x? + 16x7
d) W(x) = 4x° + 8x° + 4x*
) Wi(x) =4x*(x* - 2)+2(x2-2)
Odpowiedz:
a) Wi(x) =x%*(3x—5),
b) W(x) = 2x(2x%— 3x + 6),
QW(x) =x(x+2)(x —2)(x— 4)
d)Wix) =4x*(x*+ 2x + 1)
e) Wix) = 2(x —v2)(x + V2)(22% + 1)
3.3.4. Rozt6z wielomian na czynniki.
a) Wix) = (x*—4)(x®—1) b) W(x) = (9x% — 6x + 1)(9x* — 1)
QW(x) = (x®—27)(x*—9) d)yW(x) = (x*—25)(x°+8)
Odpowiedz:
aAW(x)=(x—2)(x+2)(x—1)(x*+x+ 1)

b) W(x) = (3x — 1)*(3x + 1)
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AW(x)=(x—3)*(x+3)(x*+3x+9)

AW(x) =(x—v5)(x +V5)(x + 2)(x*—2x + 4)
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3.3.5. Rozt6z wielomian na czynniki.
aAW(x)=x*—x—6x+6 b)Wi(x)=x3+2x*+9x + 18
OW(x)=3x +e6x?—7x—14 d)W(x)=x*+x>+27x+27
W(x)=3x3+5x—5x+1 f)W(x)=x"+8+6x +12x
QWix)=x%—x*—2x3 4+ 2x?+x—1
h) W(x) = 15x% — 10x° + 45x* — 30x°
DW(x)=x—2x—-9x+18 jJW(x)=x+7x? —2x— 14
KW(x)=x*—2x2—16x+32 NW(x)=x*+5x7—x¥—5x
Odpowiedz:
a) W(x) = (x— 1)(x —V6)(x +V6)
PW(x) =(x+2)(x*+9) W(x) = (x+ 2)(xv3—V7)(xV3+7)
d)W(x)=(x+ 1)(x+3)(x* - 3x+9)
W(x) = (x +1+v2)(x+1—2)(3x— 1)
)W (x) = (x+2)°
PW(x) =(x-1)°3(x+1)?
h) W(x) = 5x3(x% + 3)(3x— 2)
DW(x)=(x—2Nzx—3)(x+3)
DW() = (x+ 7D(x—v2)(x +2)
K W(x) = (x—4)(x+ 4)(x—2)
DWi(x) =x(x—1)(x*+5)

3.3.6. Rozt6z wielomiany na czynniki poznanymi metodami.

a) 5x® 4+ 10x% — 15x7 b) 8x% — 27
z 3 1
C)2x*—6x—8 d) 4x* — ¢
1 1
e) 4x* — 12x% + 9x? fy2x®+3 1 2 1
g) 2x% — 8x* + 6x° h) (x*—1 I 3 3 !
1 4 6 4 1
i) —2x* — 6x* +20x° PDxP+3x 0 L _C
k) x*+x*—8x—8 ) x5+ 10x* 4+ 25x°
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Odpowiedz:

a) Sx*(x%+ 2x — 3) b) (2x — 3)(4x? —6x +9)
Q2(x—4)(x+ 1) d) 4x(x + 5)(—3x— 2)*(5x— 1)
e) x%(2x — 3)* f)(x+2)(x—2)(2x+3)

9) 2x3(x —3)(x—1) h) x5 (x + 4) (x — 4) (x + 2) (x + 3)
i) —2x%(x —2)(x +5) D=2y (x+2)(x+3)

k) (x? —8)(x+ 1) ) x3(x + 5)*

3.3.7. Wykorzystujac poznane metody, zapisz podane wielomiany w postaci iloczynowe;j.
a)8x*—12x%+ 6x—1 b)3x* — 5x¥ +5x% - 5x+ 2
Qx4+ 3x*+2x% 4+ 3x% 4 x d)x*+2x% —4x? — 8x

e)x¥ 4+ 3x?—2x

Odpowiedz:
a) (2x —1)® b) (x — 1)}(3x— 2) (x> + 1)
Q) (x?+3x+ Dx(x?+1) d)x(x— 2)(x+ 2)°

e)x(x —1+v3)(x+ 1+ 3)

A Ciekawostka

Wzory skréconego mnozenia mozna szybko wyznaczy¢, postugujac sie trojkatem Pascala.

Blaise Pascal (1623-166) - francuski filozof, matematyk i fizyk. Badat prawdopodobienstwo, préznie i ci$nienie atmosferyczne. Wynalazt
m.in. pierwsza maszyne liczaca ,Pascaline” oraz TROJKAT PASCALA. Od jego nazwiska wywodzi sie nazwa jednostki ci$nienia (Pa)
i jezyk programowania Pascal®.

Tréjkat Pascala pozwala wyprowadzi¢ wzory skréconego mnozenia.
Przyjrzyjmy sie postaci wzoréw:

(a+b)°

1

(a+b)l=a+b
(a+b)? =a®+2ab + b
(a+b)®=a®+3a%b+ 3ab? +5°

(a+b)*=a*+4a’b + 6a%b? + 4ab® + b*

32. www.pl.wikipedia.org/wiki/Blaise_Pascal, 19.02.2013.
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Zapiszmy same wspotczynniki liczbowe sktadnikéw. Postac kolejnych czynnikéw liczbowych jest widoczna.
Wspétczynniki liczbowe utworzyty tréjkat, ktéry nazywa sie tréjkatem Pascala.

) Zasady budowy tréjkata Pascala

Troéjkat Pascala to tablica liczb, w ktérej kazdy element powstaje przez sumowanie elementéw stojacych
nad nim. Elementy skrajne to jedynki.

koleine liczhy

liczby trojkatne

Bann

Rysunek 3-2. Zasada tworzenie tréjkata Pascala

Wyznaczymy teraz wspotczynniki piatej potegi dwumianu.

(a+bB) = i i e vl 510 10 5 1

(a+b)° =a®+5a*b+ 10a°h* + 10a?b® + 5ab* + b°

mm) Dwumian Newtona, czyli wzér na (a + b)"(a + b)"

no_ n n n n—1 n n—1 n n
(a+b) _(D}a +(1}a + +(n_1}ab +(n}b
Przyktad 6
7 7 7 7 7 7 7 7
7_ 7 & 5p2 453 334 235 & 7
{a+5) —(ﬂ)a +(1)r:a b+(2)a b +(3)a b +(4)r:a b +(5)a b +(6)ab +(?)b
7 7! 7!

= = =1
(7—0)-01 71-11

)
()
()

7 7! 7! 51-6-7

= = = =21
2 (7—2)1-21 51-2! 5!-2
7 7! 7! 41-5-6-7

= = = =35

(7—3)1-31 41-31  41-2-3
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7! 71 41-5-6:7
(7—4)1-41 31-4 41.2.3

7! 7! 51-6-7

= = 21
(7—5)1-51 21-51  51-2

(7—6)1-6! 1l-6! &!-1

71 7!
= =1
(7—7)1-71 01-71

()
(5)
()

Wiec: (a + b)" = a” + 7a®b + 21a°b% + 35a%b? + 35a%b* + 21a%b® + 7ab® + b7

Zadanie
3.3.8. Wyznacz, korzystajac z trojkata Pascala:

a) (a—b)* b) (@ — b)® o (a+b)®
Odpowiedz:

a)a* — 4a®b + 6a’b? — 4ab® + b*

b) a® — 5a*b + 10a%b® — 10a*b? + 5ab* — b®

c)a® — 6a®h + 15a*b? — 20a®b® + 15a%b* — 6ab® + b

3.4. Réwnania wielomianowe

' TERAZ NAUCZE SIE

. Wyznacza¢ dziedzine prostego wyrazenia wymiernego z jedna niewiadoma,
w ktéorym w mianowniku wystepuja tylko wyrazenia dajace sie tatwo
sprowadzi¢ do iloczynu wielomianéw liniowych i kwadratowych

. Rozwigzywac réownania wielomianowe

Zanim przejdziemy do rozwigzywania réwnan wielomianowych, przyblizymy pojecie pierwiastka

wielomianu.
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mm) Pierwiastek wielomianu lub réwnania wielomianowego - to rozwiazanie tego réwnania.
W przypadku wielomianéw mamy zazwyczaj do czynienia z kilkoma pierwiastkami.

Pierwiastkiem wielomianu W(x) = a,x"a,_,x"" ' + -+ a,x* + a,x+ a; nazywamy jego miejsce
zerowe. Powiemy zatem, ze liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x) wtedy i tylko wtedy, gdy W(a) =

0,gdzie ag, ay,...,a, ER An €N,

Przyktad 1

Sprawdz, czy liczba (—2) jest pierwiastkiem wielomianu W (x) = x® — 2x* — 19x — 20,

Wi(—2)=(-2)—-2(-2)"—19(—-2)—20=-8-8+38-20=2

Otrzymany wynik jest rézny od 0, wiec liczba (—2) nie jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Przykitad 2

Sprawdz, czy liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu.

Wix) = 2x% —4x? — 24x

WiecW(2)=2-(2)°*—4-(2) - 24-2=64—16—48=0
Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W (x).

mm) Rownanie W(x) = 0, gdzie W(x) = a,x"a,_,x" ' +-++a x* +a,x+ a,, a, # 0, nazywa-

my réwnaniem wielomianowym stopnia n.
Rozwiazywanie réwnan wielomianowych sprowadza si¢ do znalezienia pierwiastkéw danych wielomiandw.

Aby rozwigza¢ réwnanie wielomianowe, nalezy wielomian znajdujacy sie po lewej stronie réwnania
roztozy¢ na czynniki.

Przyktad 3

Rozwiaz réwnanie: x*—9 =0,

(x?2—3)(x*+3)=0
(x - \.’E)[x + \-’E)[x: +3)=0
Wyrazenie bedzie réwne 0 wtedy i tylko wtedy, gdy:

(x—v3)=0v (x+V3)=0Vv (x2+3)=0
x—V3=0=2x=43

x+Vi=0=2x=—3
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Axeaxg +3 >0 wiecx = V3ivi=—/3

Odpowiedz: Pierwiastkami tego réwnania sa liczby: x = /3 v x = —/3.

Przyktad 4
Rozwiaz réwnanie: x* + x¥ —8x —8 = 0x*+ x¥* —8x —8=0.

Skorzystamy z metody grupowania wyrazow.

¥ x+1)—8(x+1)
(x+1)(x*—8)=0

(x+1)=0v (x*-8)=0

x=—-1vzx¥i=8=x=2
Odpowiedz: Pierwiastkami tego réwnania sg liczby:x = —1v x = 2.
Przyktad 5

Rozwiaz réwnanie: x5 — 2x* + 5x% = 0.

Wytaczamy wspdlny czynnik przed nawias: x*(x*— 2x + 5} = 0, to wyrazenie jest réwne zero wtedy
i tylko wtedy, gdy:

x¥=0vx?-2x+5=0

Obliczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego x* — 2x + 5 =0

A=4—4-1-5=—16 < 0, skoro A <2 0, to tréjmian nie ma pierwiastkdw.
Wiec rozwigzaniem jest x = 0.

Przyktad 6

Wyznacz dziedzine funkgji f(x) = V2 — 4x?% — 3.

Wyrazenie pod pierwiastkiem musi by¢ nieujemne, wiec:

2—4x*—3x =0/ (—1)

4x*+3x—2<0

A=9+32=41

Odpowiedz: x & (‘3‘8—E ‘“B—H )
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Zadania
3.4.1. Zapisz podane wyrazenia w prostszej postaci. Przyjmij, ze kazdy mianownik w podanych utamkach
jest rézny od zera.

TP T 30x* —6x% +45x% -9 3x? —5x+2
a—— b)) —————— O—F—=
x—3 2x% +12x 3x%—2x%-12x+8
2% +6x+9 x2+x—6
X Thxwd o) — 170
xZ_0 x2 +4x+3
Odpowiedz:
2 3(5x-1) x—1
a)x?+1 b) =—— ORI
x+3 x—2
_’ e)_
x—3 x+1
3.4.2. Rozwiaz réwnania:
a)3x*—12=0 b)x®+4x=0
Qx¥+xi—x—1=0 d)x?—5x2—x+5=0
e)x®—x*—5x¥+5x2+6x—6=0
flx? +8x*—2x—16=0
Odpowiedz:
aAx=+v2Vvx=—2 b)yx=0
Qx=1vx=-1, dx=5vx=1vx=-1
e)x=1 Vx=\,EVx=— Ex=f§\-’x=— 3
flx=v2vx=—/2 vx=-8
3.4.3. Rozwiaz, rozktadajgc na czynniki:
a)3x*+6x*+4x+8=0 b)x®+ 2x54+x*+x2+2x+1=0
AQl+x*==x%+x d)3x®—4x=—x¥+12
e) —9x — 5x% = —x%— 45 flx*+3x¥ —6x—4=0
g)x—7x24+6=0 h)5x% 4+ 9x% —26x—24=0
) xP—7x*+2x-14=0 j) X +2x*-5x-10=0
k) x* = 7x* —4x+28=0 ) x®=3x>—4x+12=0
m) 6x° +6x>-3x-3=0 n x> +x*-5x-5=0
0) 2x° —4x* —6x+12=0 p) x*+x* —5x-5=0
q) X =2x*—9x* +18x* =0 r)72x47\/§x3+2x+\/§:0
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s) 2x° —3x* —8x+12=0 t) 2x° —18x* +2x* —18=0

u x*+3x*=5x-15=0 V) XX 4+x*=9x-9=0

w) x¥+xt—x*—x2=0 x) 20x* =20x* +5x* =0

Odpowiedz:

a)x = —2 b)x=-1

x=1 dx=2Vvx=—2Wvx=-3
e)x=5Vvx=3vx=-3 flx=vZvx=—V2Vvx=—-2vx=-1
g)x=3—-+15Vv x=34+15v x=1 h)x=—3Vx=—§Vx=2
)x=7 j)x:—2vx:\/§vx:—\/§

K x=2vx=-2vx=7 Dx=3vx=34
m)xzflvngvxzfg n)x:—lvx:\/gvx:—\/g
o)x:2vx:\/§vx:—\/§ p)x:—lvx:\/gvx:—\/g

Q) x=2vx=0vx=3vx=-3 r)x:lvxzfg
s)x=—2vx=2vx=% ) x=3vx=-3vx=-1

W x=-3vx=+5vx=—/5 v) x=—-lvx=3vx=-3
w) x=0vx=1lvx=-1, x)x=0vx=%

3.4.4. Wyznacz dziedzine funkgji:
22" +3x-12
x% 4527 +6x

a) f(x) =

b) f(x) = /(x — 3)(4 —x?)

Qflx) =yx2+)(x -3 —/(x+2)2(4—=x)

DD = o
o flx) ===
6x—2
) =——">
— X

h) Fx) =x +3 750
) Fx) =22
)FG) =%
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—x+6

W) = =

) flx) = m
Odpowiedz:
a)x € R\{-3,-2,0} b) x € (—o0,—2) U (—2,3)
c)x € (—oo,—2)U {0,4) d) x € R\{—1}
e) x € R\{—4,04} f)x € R\{—1,2}
gxER h)xe(%,+c0]
i) x € R\{0,—3} j) x € R\{—2,2}
k) xe(—0, 6) ) x € R\{—2,0}

A Czyzdam mature z matematyki?

1. Dane sa wielomiany W (x) = x? — 3x + 1 oraz V(x) = 2x® Wielomian W (x) - V(x) jest rbwny3:
A. 2x5—6x* +2x°
B. 2x%— 6x*+ 2x?
C 2x"+3x+1

D. 2x5+ 6x* + 2x?
2. Wyraz wolny wielomianu W (x) = (x — 2)5% + 53x + 25 jest réwny:

A. 25%

B. 0
C. 25
D. 53
3. Wielomian W{x) = x*(x — 2) — (x — Z) mozna zapisa¢ w postaci:
A. x*(x+2)

B. (x*+1)(x—2)

33. Zadania 1-22: zaczerpniete z www.zadania.info, 21.03.2013.
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C. x(x—2)?
D. (x— 1 (x+ 1)(x—2)

4. Wielomiany W(x) = (x — 2)(x+ 1)(x + 2) i P(x) = (a — b)x* + x* + (a + b)x — 4 s3 réwne.
Z tego wynika, ze:

A.a=1b=2
B. a=—-1,b= -2
C.a=-1b=2

D.a=2,b=-1

5. Stopien wielomianu W(x) = (x — 1)(3x + 5)*(2x + 1)? jest réwny:
A. 4
B. 5

C. 6

6. Wielomian W okreslony jest wzorem W (x) = —x® + x® — 6. Zatem W (—5) jest liczba:
A. ujemna

B. dodatnig
C. niewymierng

D. pierwsza
7. Po roztozeniu wielomianu W (x) = x* + 5x* — 3x — 15, otrzymujemy:
A, W(x)=(x+5)(x—3)(x+3)
B. W(x) = (x + 5)(x —v3)(x +3)
C W(x)=(x—5}x—V3)(x —+3)
D. W(x) = (x + 5)(x —v3)(x —3)
8. Dane sa wielomiany W (x) = 3x% — 2x, V(x) = 2x* + 3x. Stopien wielomianu W (x) - V (x) jest rdwny:

A. 6
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9. Warto$¢ wielomianu W{x) = 3x — x? — x% dlax = —3, jest réwna:
A. 12
B. —9
C. 9
D. —24

10. Wielomian P(x) = W(x) — K(x) jest siddmego stopnia oraz

Wi(x) =mx’ +8x°%+ 5 K(x) = 3x% + 8x% + (3m+ 2)x”. Wynika stad, ze liczba m jest rézna od:
A. 3
B. —1
C 1
D. 0
11.Wielomian W(x) = x% — 2x* —x + 2:

A. jestiloczynem wielomianéw (x — 2)i (x* + 1)
B. ma trzy miejsca zerowe

C. ma dwa miejsca zerowe
D. jest roznicg wielomianéw (x5 —2)ix+ 2

12.Funkcja f(x) = (x — 2)(x + 3)(x — 4) ma:
A. 1 miejsce zerowe
B. 2 miejsca zerowe
C. 3 miejsca zerowe

D. nie ma miejsc zerowych
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13. Warto$¢ wielomianu W(x) = x* — 3x? + 4x + 3 w punkcie m jest réwna 15, dla:
A. m=3
B. m=3vm=-3
Cm=2Vm=—-2vm=3
D. m=2

14.Ktéry z wielomianéw nalezy doda¢ do wielomianu W(x) = 5x* — 2x? + 3, aby otrzymac wielomian

P(x)=4x3+12x* -3
A. 6—7x%—6x?
B. 2x3+ 17x?
C. 6x?+ 7x°
D. 6x3+7x*—6

15.Wiadomo, ze W(—1) = —1, gdy W (x) = 2x* + px — 3. Zatem wartos¢ wspdtczynnika p wynosi:

A.

Lo

c

D. —1

16. Wielomiany P i @ okre$lone sa wzorami P(x) = x® — 1,Q(x) = —x° + 1.

Wielomian R (x) = 2P(x) + @(x) jest stopnia:

17.Wielomiany P(x) = (a + 1)x* + x* —b i P(x) = (b — 1)x*® + x> + 2a + 1 sg réwne. Zatem liczba
a+b:
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A. nalezy do zbioru (2, 3)
B. jest wieksza od 3
C. nalezy do zbioru (—2,0}
D. jest mniejsza od —2
18.Wielomian W(x) = x® + x?¥ — 2 jest réwny iloczynowi:
A (x*+1)(x*-2)
B. (x?—1)(x%+2)
C (x2+2)(x*—1)
D. (x*—2)(x+ 1)

19.Wielomian x* — 3x2 — 3 po roztozeniu na czynniki ma postac:

A (x—3)(x—1(x+1)
B. (x— 3)x?
C (x—3)(x*+1)

D. (x—3)(x*+1)

20.Dane sg wielomiany W{x) = —3x* + 5x3 + 2oraz P(x} = 2x* + 5%% + 3x.Wielomian W(x) + P(x)
jestrowny:

A. 5x*+3x+2
B. 3x+2

C —x*+3x+2
D. —x*+3x—2

21.Dane s3 wielomiany W(x) =x?+3x%+x—11 i V(x)=x*+3x>+ 1. Stopien wielomianu

W(x) — V(x) jest rbwny:
A. 0

B. 1
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C.2
D. 3

22.Dane sa wielomiany W (x) = x* —3x+1 oraz V' (x) = 2x’ . Wielomian W (x) - V(x) jest réwny:

A. 2x% — 6x* + 2x°
B. 2x%— 6x*+2x?
C 2x"+3x+1

D. 2x%+ 6x* + 2x3

23.Dane s3 wielomiany W(x) = —2x% + 5x* — 3 oraz P(x) = 2x* + 12x.Wielomian W (x) + P(x) jest

rowny?**:

A. 5x2+12x—3

B. 4x®+5x*+12x—3
C. 4x®+5x2+12x—3
D. 4x*+12x*—3

24. Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W (x) = x? + ax® + 6x — 4. Wspdtczynnik a jest rowny?:

A. 2

B. -2
C. 4
D. —4

25.Dane s wielomiany W (x) = 2x? — 5x i P(x) = x¥ — 5x% + 2x — 1. Wielomian
G(x) = 2W(x) — P(x) jest rowny®:

A x¥—3x*-3x+2
B. —x*+7x?—7x+4
C. —x¥+9x?—12x+7

D. x*—x*—8x+5

34. www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 05.03.2013.
35. www.cke.edu.pl/images/stories/0012_Matura/arkusz_proba2010_std.pdf, 05.03.2013.
36. www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf, 05.03.2013.
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26.Dane sg wielomiany W(x) = 3x® — 2x? + 4 oraz M(x) = x® — 2x? + 5. Wielomian W(x) — M (x)
jest rowny?*”:

A 4x*+9
B. 3x°+1
C 2x*-1
D. 4x* —4x* + 9

27.Dane sa wielomiany W (x) = x — 4i M(x) = x* —2x. Wielomian W (x) - P(x) jest réwny*:
A. x’-2x*—8x
B. x’-6x"+8x
C. x*—4x*-0 x
D. x’-4x"+6x
3

28.Suma odwrotnosci pierwiastkéw wielomianu W(x) = 4x? — x* — 4x + 1 jest réwna®:

A. 4

B. —0,25
C. 6

D. —4

29.Lliczbax = S‘nﬁjest pierwiastkiem wielomianu W(x) = x* — 2a, gdy a jest rdwne:
A. 18

B. —18

c.?

D. 18v2

30.Dane sa wielomiany W(x) = x®+ 3x% + x — 11iV(x) = x*+ 3x* + 1. Stopien wielomianu
W(x) — V(x)jest rowny*:
A. 0

B. 1

37. www.operon.internetdsl.pl/arkusze_pm_2010/25_35168743216874316874168765164687/mat_ark_pdst.pdf, 05.03.2013.

38. www.operon.x.pl/probnamatura/files2_2009/Matematyka/Matematyka-arkusz-ZP.pdf, 05.03.2013.

39. Zadania 28, 29: zaczerpniete ze strony www.d.webgenerator24.pl/k/r//Ix/6d/s1x10b4cw0sc8c4c4k4wogcOsOw/matematyka-podstawa.pdf, 05.03.2013.
40. www.bi.gazeta.pl/im/7/10397/m10397917, MATEMATYKA-PP.pdf, 05.03.2013.
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(2?4 )(x—2)

31.Rozwigzaniami rownania ————
2 G—2)x+3)

= 0 53 liczby*":
A. —3,-2,2,3

B. 2,3
C. —3,2

D. —2,3

_.z
32.Dziedzing wyrazenia wymiernego I'S_asixs_ﬂ jest zbiér:

=)

A. R\{1L6}

B. R\[—6,—1,6]}
C. R\{-6,6}

D. R\{—6,1,6}

33. Réwnanie M

- 42,
(z—3){x+2) 0ma™

A. gokfadnie jedno rozwiazanie
B. doktadnie dwa rozwiazania
C. doktadnie trzy rozwigzania

D. doktadnie cztery rozwigzania

34.Liczba 5 nie nalezy do dziedziny wyrazenia®:

x%-25
x¥-10x+25

A.

x—5
B.

x¥-10x+25
x*-125

c Z
x*+25

x*-125

x+5

41. Zadania 31, 32: zaczerpnigte ze strony www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-luty-2013.php, 06.03.2013.
42. www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 20.03.2013.
43. Zadania 34-47: zaczerpniete z www.zadania.info, 20.03.2012.
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35.Dziedzing wyrazenia wymiernego:—c :

x*-16
x+1

jest zbior:

A. R\{—1,0}

B. R\{—4,—1,0,4}

C. R\{—4.4}

D.

36.Do dziedziny funkdji £, okreslonej wzorem f(x) =

R

33X

wle+ 1) a—v7) (2 +7)

A. nie naleza 2 liczby

B. nie naleza 3 liczby

C. nie naleza 4 liczby

D. nie nalezy 5 liczb

37.Wartos¢ liczbowa wyrazenia - — jest najwieksza, gdy liczba x jest réwna:

A.

D.

bR

e | =

L. . . . Z4x .
38.Dla ktorej z liczb wyrazenie — nie ma sensu liczbowego?

A. -2
B.
c©
D. >
. . . _ =" -36 . ol
39.Dziedzing wyrazenia W = [TV TRy jest zbior:

A.

R\[—6,—4,—2,6}

R\{—6,—4,2,6}
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C. R\{—4.2}
D. R\{—4,-2}

3x
x—Ex+E

40. Dziedzing funkgji f(x) = jest zbior:
A. R\{2}

B. R

C. R\{2,3}

D. R\{3}

41.Zbiér R\{—3,0, 2} jest dziedzing wyrazenia:

2P 43+l
A. <
x-tx—6
z o
B X —x— L
) x5 4+5x% 46
3x 42
c- T
x(x—2) (x—3)
2 #1
D.

x(x—2) (x+3)

42, Dziedzing funkgji f(x) = :::i jest zbior:
A. R\{-5,5}
B. R\{0,4}
C. R\[—2,2}
D. R\{-5,0,4,5}
43.Dziedzing funkgji f(x) = V—x — 3 jest zbior:

A. {—3,+om)

B. (—3, +)

n

(—00,—3)

D. (—o0,—3)
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44.Najmniejszg liczba catkowita, nalezacg do dziedziny funkgji f (x) = w'l —x? —8x— 57;},jest:

A. —2
B. 3
C. —4
D. —°

46.Dziedzing funkgji f(x) = xli jest:

Wl-x

A. (—oo,1)
B. (1,+0)
C. (—oo,1)

D. (—1,+c)

Jx+l 2x-1 . .
w—z jest rowne:

47.Wyrazenie —3

xT+15x+1
A. T
(x—2)(x+3)

x+2

(x—2)(x+3)

c. —=

(x—2)(x+3)

x+2

-5
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NN
A

x—1 2
c _ . . 44
48.Wyrazen|e—3x_6 -, Jestrowne™:
x+1
A. x—6
x=+5
B. 3x—6
x==7
= 3x—6
x—3
D. 3x—6

49. (6 pkt) Dany jest wielomian W(x) = x*- mx?® + nx® - 8. Warto$¢ tego wielomianu dla x = 2 jest
taka sama, jak dlax = —2, a warto$¢ wielomianu dlax = 3 wynosi 82. Wyznacz wartosci liczo m i n
oraz rozwigz nieréwnosé: W(x) = x* + 24

50. (2 pkt) Sprawdz, czy wielomiany W (x) = (x* — 1)(x* — 4)

i H(x) = (x* — 3x + 2)(x* 4+ 3x + 2) s3 réwne.

51.(2 pkt) Okre$l dziedzine wyrazenia

+
x*—4 x-2

2;6 3 4 i wykonaj dziatania.

52.(2 pkt) Rozwiaz réwnanie x® — 7x* + 2x — 14 = 0.
53.(2 pkt) Rozwiaz réwnanie x? — 7x? —4x + 28 = 0%,
54.( 2 pkt) Rozwiaz réwnanie x* + 2x* — 5x — 10 = 0%,

55.Liczby x, = —4ix, = 3 s3 pierwiastkami wielomianu W (x) = x® + 4x? — 9x — 36. Oblicz trzeci pier-
wiastek tego wielomianu.
56. (2 pkt) Rozwigz rownanie x* + 2x*> — 6x — 12.

57.(2 pkt) Rozwiaz réwnanie x° + x* + x+1=0%,

x-2 x+5

58. (2 pkt) Rozwiagz réwnanie: =
P 2 3x—1 3x+2

49

44. www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf, 21.03.2013.

45 Zadania 49, 50, 51, 52: zaczerpniete z Testow maturalnych, Wydawnictwo Aksjomat.

46 www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 17.03.2013

47. Zadania 54, 55, 56: zaczerpniete ze strony www.cke.edu.pl/images/stories/0012_Matura/arkusz_proba2010_std.pdf, 17.03.2013.

48. www.operon.x.pl/probnamatura/files2_2009/Matematyka/Matematyka-arkusz-ZP.pdf, 17.03.2013.

49. Zadania 58, 59, 60: zaczerpniete ze strony www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 17.03.2013.
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x=5 X% +3x
59. (2 pkt) Wykonaj dziatania: -— .
P Y ) x* =9 x> —10x+25

n

60. (3 pkt) Pewna liczbe wymierna mozna przedstawi¢ w postaci 3 , gdzie n 6{1,2,3,....,32 }
n

Gdy powigkszymy licznik tego utamka o 39, a mianownik o 20, to podwoimy warto$¢ tego utamka.
Wyznacz ten utamek.
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4, Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej

4.1. Réwnanie prostej na ptaszczyznie

' TERAZ NAUCZE SIE

. Wyznaczaé rownanie prostej w postaci kierunkowej przechodzacej przez dany
punkt

Em) Linia prosta lub prosta - to jedno z podstawowych pojeé geometrii.

Réwnaniem prostej k nazywamy réwnanie, ktére jest spetnione przez wspétrzedne kazdego punktu,

ktory do tej prostej nalezy, ale nie jest spetnione przez wspétrzedne punktéw lezacych poza prosta .

Mozemy wyznaczac réwnanie prostej:
» przechodzacej przez dany punkt,
» przechodzacej przez dany punkt i nachylonej do osi X pod danym katem,
» przechodzacej przez dwa dane r6zne punkty.

Réwnanie prostej mozna zapisa¢ w postaci:

B Posta¢ogélna:Ax+ By +C =0,

gdzie 4,B,C € Roraz A2 +B* >0

A, B,CA, B, C - wspotczynniki liczbowe réwnania prostej.

Np.3x—Sy+7=0,—2x+12y+2=0, 0,25x—§y—4=0

50. www.pl.wikipedia.org/wiki/Prosta#Prosta_na_p.C5.82aszczy.C5.BAnie_.28afinicznej.29, 15.03.2013.
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mm) Postac kierunkowa: ¥y = ax+ b
a — wspotczynnik kierunkowy (katowy) prostej, b — wyraz wolny.

Wspétczynnik @ mozna obliczy¢ jako tangens kata zawartego pomiedzy wykresem prostej w kartezjariskim

ukfadzie wspétrzednych a osig O0X: a = tge.

W réwnaniu prostej x i y oznaczaja wspotrzedne dowolnego punktu P nalezacego do ptaszczyzny. Od ich
wartosci zalezy potozenie prostej w uktadzie wspotrzednych.

Punkt P nalezy do prostej tylko wtedy, gdy jego wspotrzedne spetniajg réwnanie tej prostej.
Przyktad 1
Przeksztat¢ rbwnanie zapisane:

a) z postaci kierunkowej na postac¢ 0géina,

b) z postaci ogdlnej na posta¢ kierunkowa.

a) Mamy dane réwnanie w postaci kierunkowej: ¥ = 3x — 5
Przenosimy wszystkie wyrazy na jedng strone: ¥ —3x +5 =0
Po uporzadkowaniu otrzymujemy posta¢ ogélng: —3x+y +5=10
b) Aby przeksztatci¢ rbwnanie z postaci ogélnej na kierunkowa, wystarczy z zapisu ogélnego wyznaczyc y.
Dane mamy réwnanie w postaci ogélnej: 2x — 3y + 6 =0
Wyznaczamy y:—3y = —2x — 6 /:(—3)

_2+2
y= 335

Mamy dane réwnanie w postaci kierunkowej: v = — jx +2

Jezeli w réwnaniu ogdélnym nie wystepuje zmienna ¥, to wyznaczamy x i otrzymujemy réwnanie prostej

prostopadtej do osi OX.

) Rownanie prostej o wspélczynniku kierunkowym a przechodzacej przez punkt

A = (x,,¥,) mozna zapisa¢ w postaci y = a(x —x,) + ¥,
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Przyktad 2

Wiedzac, ze wspotczynnik kierunkowy prostej wynosi 5, napisz réwnanie prostej przechodzacej przez

punkt 4 = (—2,6).
Rozwigzanie:
y=alx—x)+y,
y=5(x—(-2))+6
v=5(x+2)+6
y=5x+10+6
y=5x+11
Przyktad 3

Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt B = (—1,4) i nachylonej do osi X pod katem

a = 60°,
Poniewaz & = 60°, to tg60° = +/3.
Réwnanie prostej ma wiec postac: ¥ = v/3x + b.

Wiemy, ze do prostej nalezy punkt B, zatem wspotrzedne tego punktu spetniaja rownanie tej prostej:
4=v3-(-1)+b

b=4—+3

Réwnanie prostej ma postac: ¥y = V3x+ 443

Zadania

4.1.1. Napisz rébwnanie prostej o danym wspédtczynniku kierunkowym i przechodzacej przez punkt C.
Otrzymane réwnanie prostej zapisz w postaci ogolnej.

a)C=(-3-2,a=—1 b)C =(03),a=—1
€ =(25),a=3 d)Cc=(-2-2),a=—4
Odpowiedz:

a)§x+y+1=o b)x+y—-3=0
o—3x+ty+1=0 d4x+y+6=
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4.1.2. Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P i nachylonej do osi 0.X pod katem «, gdy:

a)P =(-34),a =45° b) P = (6,15),a = 120°
QP =(-15),@ =135° d)P =(2,—3),a =60°
Odpowiedz:

aAy=x+7 b)y=—ﬁx+15+5\f§
Qy=-x+4 d)y=+3x—3-2V3

4.1.3. Funkgja liniowa dana jest wzorem f{x) = —2x + 3. Wyznacz liczbe a, jesli:

a)f(Za—4)=3a+8 b) f(4a + 1) = F(5a— 3) c)f(a—am]:“:—‘“
Odpowiedz:
a)a=i, b)a =4, ca=2=8

7

4.2, Réwnolegtosc i prostopadtosc prostych, a ich wspétczynnik kierunkowy

' TERAZ NAUCZE SIE

. Bada¢ rownolegtosc i prostopadtosé prostych na podstawie ich réownan
kierunkowych

. Wyznacza¢ ré6wnanie prostej, ktéra jest rownolegta lub prostopadta do prostej
danej w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt

. * Bada¢ réownoleglosc¢ i prostopadtosé prostych na podstawie ich rownan ogélnych

. * Wyznaczac réwnanie prostej, ktora jest rownolegta lub prostopadta do prostej
danej w postaci ogélnej i przechodzi przez dany punkt

) Dwie proste s3 rownolegte, jezeli ich wspotczynniki  kierunkowe s réwne.
Zatem proste ki |, dane wzorami

(k) y=a;x+by
() y=azx+b,

sg réwnolegte, jezeli:
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a; = das

Proste sa prostopadte, jezeli ich wspotczynniki kierunkowe spetniajg zaleznos¢:
a1 " ﬂz = _1
Przyktad 1

Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P = (—2,4) i réwnolegtej do prostej o réwnaniu

3x—2y+4=0,
Przeksztatcamy réwnanie prostej do postaci kierunkowej, aby zobaczy¢ jej wspodtczynnik kierunkowy.

Jx—2y+4=0.
—2y=-3x—4/:(-2)

’ +2
y=-x
T2

3
a =2
to 3

Korzystamy ze wzoru na réwnanie prostej przechodzacej przez jeden punkt o danym wspétczynniku
kierunkowym.

y=a(x—x1]+}?1

SR RS}

Z warunku réwnolegtosci wiadomo, ze a = a; =

Punkt P lezy na prostej, wiec spetnia jej rownanie:

¥

%[:x —(—2))+ 4, wiec

Pt )+ a=cxi3ta—cxi7
Yoa¥ =2 - 2"

Odpowiedz: Szukana prosta ma réwnanie y = E;vc +7.

Przyktad 2
Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt B = (3,—2) i prostopadtej do prostej o réwnaniu

3x+4y—7=0.

Przeksztatcamy réwnanie prostej do postaci kierunkowej, aby zobaczy¢ jej wspotczynnik kierunkowy.

3x+4y—7=0

4y =—-3x+7 /:4
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y=——x+-—

B 4 4
3

ay 2

Korzystamy ze wzoru na réwnanie prostej przechodzacej przez jeden punkt o danym wspétczynniku

kierunkowym.

y=alx—x)+wn

Z warunku prostopadtosci wiadomo, ze a, ' a; = —1, stad:

4
——a,=-1 = a, =2
4 ° 3

Punkt B lezy na prostej, wiec spetnia jej réwnanie:

¥y = 2(36 —3) + (—2), wiec

y=-x—4—-2=—-x—6
-3 3

. , , . 4
Odpowiedz: Szukana prosta ma réwnanie ¥y = 3%~ 6.

Zadania
4.2.1. Znajdz réwnanie funkgji liniowej, ktérej wykres jest prostopadty do prostej:
a) y =3x—2i przechodzi przez punkt 4 = (6, 3)

b) y =3x -1 i przechodzi przez punkt A = (1,2}

Qy= —%x —1 i przechodzi przez punkt 4 = (4,2)

d) y= %x -2 iprzechodzi przez punkt 4 = (2,2)

e) y =3x—1iprzechodzi przez punkt 4 = (1,2)

f) y =-3x—1 i przechodzi przez punkt A = (3,3)

g) 2x—y+1=0 i przechodzi przez punkt 4 = (4, —3)

h) x+ y—6 =0 i przechodzi przez punkt 4 = (1, —2)

i) 2x+2y+3 =0 iprzechodzi przez punkt A = (—4, —3)
j) x—y+4=0 iprzechodzi przez punkt A = (—2,—5)

k) x+ y—4 =0 i przechodzi przez punkt 4 = (—6,8)
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Odpowiedz:

__1 _ 1 1
ay=—;x+5 by =—Jx+2;
Qy=2x—4 d) y=-3x+8

1 1 1
e) y=——x+2—- fly==—x+2

AR r=3"

g) x+2y+2=0 h) x—y-3=0
)x—y-3=0 Jx+y+7=0

4.2.2. Znajdz réwnanie funkgji liniowej, ktorej wykres jest réwnolegty do prostej:
a)y=2x -3 iprzechodzi przez punkt A = (2, 3)

b) y =—5x+4iprzechodzi przez punkt 4 = (2,1)

Q) y= 7%x + 4 i przechodzi przez punkt A = (4,2)

d y= zx —2i przechodzi przez punkt 4 = (6,1)

e) y =4x+6i przechodzi przez punkt 4 = (% , 5)

f) y = —x—3iprzechodzi przez punkt 4 = (—5,2)

g) 2x—y+1=0 i przechodzi przez punkt 4 = (4, —3)

h) y—0,5=0,3x i przechodzi przez punkt A = (10, —% )
i) x+y+3=0 i przechodzi przez punkt 4 = (6,1)

j) 3x—y =-9 i przechodzi przez punkt 4 = (—2,6)

Odpowiedz:

ay=2x—1 b)y =—-5x+ 11
Qy=—;x+4 dy=3:x-3
e)y=4x+4 flvy=—x-3
gy=2x—11 h)y =0,3x—35
)x+y+7=0 J3Ix—y+12=0

4.2.3.Dana jest prosta / o rbwnaniu y = %x— 2 oraz punkt A = (-3,-2). Wyznacz wzér funkgji liniowej f

wiedzac, ze jej wykres jest prostopadty do prostej/, a punkt A nalezy do wykresu funkgji f.

Odpowiedz: y = —gx —4
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4.2.4.

4.2.5.

4.2.6.

Okresl wzajemne potozenie prostych:
a)18x+3y—1=0y =7 —6x
b)y=Ix+2i7x—8y+24=0

Q6x+2y=4iy=Ix+2

e) x-2y+3=0i2x+y-5=0
f)3x—6y+7=0i y=%x
g)3x—-6y+7=0iy=-2x+4

Odpowiedz:

a) proste rownolegte, b) proste rownolegte, ) proste prostopadte,

d) proste przecinajace sie, e) proste prostopadte, f) proste réwnolegte,
g) proste prostopadte

Proste k i [ sg prostopadte. Oblicz wartos¢ wspotczynnika a.
a)[:2x-9y+6=0,k:y=ax+6
b) l:y:—%x+2,k:y—ax=4

A l:2ax-y+1=0,k:x+2y-6=0

Odpowiedz:
a)a:—% b) a=3 Jda=-I

Proste / i m sg rownolegte. Oblicz wartos¢ wspotczynnika a.
a)l:y=2x-5=0m:y=0CB-a)x+4

b)/:y=3x+6,m:y=12+ax
Al:y=@+4)x+5, m:y=4+10x

d/l:y=ax+6,m:y=6+19x

Odpowiedz:
a)a=1 b) a=3
ca=6 da=19
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4.3. Réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty

' TERAZ NAUCZE SIE

. Oblicza¢ wspoétrzedne punktu przeciecia dwéch prostych

. Wyznacza¢ rownanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty (w postaci
kierunkowej lub ogdlnej)

. Sprawdzi¢, czy punkty sa wspotliniowe

m) Punkt przeciecia dwéch prostych

Gdy proste k i I nie s réwnolegte, to przecinaja sie one w pewnym punkcie P. Punkt przeciecia P lezy
na prostej k i na prostej I, zatem jego wspoétrzedne musza spetniac jednoczesnie réwnania obu prostych.

Wspétrzedne punktu P otrzymujemy, rozwigzujac uktad réwnan.
Przyktad 1
Wyznacz punkt przeciecia sie prostych danych réwnaniami: ¥ = 3x — 7iy = —5x + 9.

Z podanych wzoréw funkgcji tworzymy uktad dwdch réwnan:

y=3x-—7 .
— _Sx4+9 wyznaczamy z niego x oraz y.

3x—7=-5x+9
3x+5x=9+7
8x =16 /:8

x=2
Wiecy =3x—-7=3-2-7T=6—-7=—-1y=3x—-7=3-2-T7=6-7=-1
x=2
=-1
Odpowiedz: Proste okreslone réwnaniami ¥ = 3x — 7 i y = —5x + 9, przecinaja sie w punkcie

o wspdtrzednych (2,—1).
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) Rownanie prostej przechodzacej przez dwa punkty

Przez dwa rézne punkty przechodzi dokfadnie jedna prosta. Jesli mamy dane dwa rézne punkty na

ptaszczyznie A = (x,,v4),B = (x5 ¥5), mozemy wyznaczy¢ réwnanie prostej przechodzacej przez te
punkty.

Mozemy napisac¢ réwnanie takiej prostej, rozwiazujac ukfad réwnan lub skorzysta¢ z gotowego wzoru.
Ponizsze przyktady przedstawiajg obie metody.

Przyktad 2

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty o wspétrzednych A = (—3,6)i B = (1,6).
Szukamy réwnania prostej y = ax + b.

Prosta przechodzi przez punkty A =(—3,6) i B = (1,9), a to oznacza, ze wspdtrzedne tych punktow
spetniajg rownanie prostej.

Rozwigzujemy uktad réwnan:

{6=—3a+b
9=a+b

Odejmujemy stronami réwnania, i otrzymujemy:

6—9=-3a—atb—->b

—3=—4q /:(-3)

4
a=—
3

Skoro9 =a+b, tob=9—§=?§

. . . 4 2
Szukane réwnanie prostej, to ¥y = 3 +7 7

mm) Okreslenie wzoru funkgji przechodzacej przez dwa dane punkty za pomoca wzoréw
Majac dane dwa punkty 4 = (x,v,)1 B = (xz¥5), mozemy obliczy¢ wartos¢ wspotczynnika
kierunkowego prostej, korzystajac ze wzoru:

¥g—Ya
g — X,

a=

Gdy mamy wspodtczynnik kierunkowy prostej i punkt, ktéry do tej prostej nalezy, to mozemy juz napisac jej

wzor, korzystajac z zaleznosci, ze ¥ = a(x —x,) + y,.

GEOMETRIA NA PLASZCZYZNIE KARTEZJANSKIEJ

139



) Rownanie prostej, ktéra przechodzi przez dwa punkty 4= (x,¥,.).B = (x5¥5),
opisuje wzor:

(J’_J’A)(xs _x,q) - (J'B_J’_,q)(x_ x,q_) =0

Przyktad 3

Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty A = (—2,3) i B = (4,2).
Rozwigzanie:

I sposob :

=y =x,)= (v =y, S —x,)=0

(=34 (2)-(2-3)(x~(-2)=0
(y=3)4+2)~(-D(x+2)=0
(y—3)-(6)+1~(x+2):O
6y—18+x+2=0

6y =—x+16
Lo L 16
6 6
po l..8
6 3
Il sposéb:

1. Zapisujemy réwnanie szukanej prostej w postaci kierunkowej, czyli: y=ax+5b.
2. W kolejnych krokach bedziemy wyznacza¢ wspétczynnikiaii b.
3. Podstawiamy wspétrzedne pierwszego punktu do réwnania prostej:
y,=a-x,+b
4. Podstawiamy wspoétrzedne drugiego punktu do réwnania prostej:
yp=a-xz+b
5. Rozwigzujemy uktad réwnan

y,=a-x,+b

Yyp=a-x,+b

otrzymujac szukane parametry ai b.
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Rozwiazanie:
{3 =—-2a+b/ (1)

2=4a+b
{—3 =2a-—b
2=4a+b

—1=6a/:6
1

a=—=
6

Podstawiamy do pierwszego réwnania z ukfadu réwnan zaa = — i, dzieki temu otrzymujemy réwnanie

z jedng niewiadoma &, ktéra obliczamy:

3:—2~[—lj+b
6

3:1+b
3

p=22
3

. . 3 1 8
Otrzymane réwnanie ma postaé: ¥ = — ox + 3

Przyktad 4

Dane sg punkty 4 = (2,4) i B = (—3,5). Znajdz prosta, przechodzaca przez te punkty.
Rozwiazanie:

Liczymy warto$¢ wspétczynnika kierunkowego naszej prostej, korzystajac ze wzoru:

Ys —Ya _ 54 1
a="—""=_ _=__
Xg—x, —3-—2 5

Korzystamy z zaleznosci, ze vy = alx — x,) + v, i piszemy réwnanie prostej.

1 1 1 3
=——(x—(-3 —3)=—= 3)-3=——-x——-—-3
y=—zx (=) +(-3) =~ (x+3) cx g
. . . 1 3
Ostatecznie prosta ma réwnanie: v = — $X— 3 =
Zadania

4.3.1. Wyznacz wspdtczynnik kierunkowy prostej, do ktérej nalezg punkty:
a)A=(-2,-10),B=(1,-1) b)A=(-3,9),B=(2-1) ) A=(0,6),B=(6,0)

d)A=(-2-1),B=(3,0) e)A=(-12,4),B=(3,1) f)A=(84),B=(1-1)
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Odpowiedz:

a)a=3 b)azfg c)a=-1
d)a:l e)a:,l f)azé
5 5 7
4.3.2. Oblicz brakujace wspotrzedne punktdw, jesli wiadomo, ze naleza do danej prostej:
3
a) y=2x+2, P=(-2,)) b)2x—3y:2,P=(%,y)
=9x-3 P=(x,—6) X 2 op_ 2
Qy ' , d —+==1, P=(x,-2)
-7 7 3
Odpowiedz:
1
=1 b) y=——
a)y ) ¥ 3
1
- _ =8~
C) x=-1 d) X 3

4.3.3. Napisz réwnanie prostej o wspotczynniku kierunkowym a, wiedzac, ze do tej prostej nalezy punkt M:

a)a=0, M =(-2,-3) b) a=3, M =(6,-2)
3 11
Aa - M :(_E,E) d)a=-5 M=(273)
Odpowiedz:
a) y=-3 b) y =3x-20
c)y=7§x+l d) y=-3x+13
47 4

4.3.4. Napisz rownanie prostej, do ktérej nalezg punkty:
a)d =(-17), BE=(3,-5)
b) A = (—44), B =(2,7)
QA= (-50), B=(5-6)
94=(12). 5=(3-5)
e) 4 =(—26).B =(vV2.—-3v2)
f)A=(21), B=(-42)
9)A=(26), B=(-1-7)

h)4 = (24), B=(5-5)

Odpowiedz:
a)y=—-3x+4 b)y=%x+6 c)y=—%x—3
d)y=—%x+2 e)y =—3x f)y=—%x+1§
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g)y=4§x—z— h)y = —3x+ 10
4.3.5. Sprawdz, czy punkty sa wspoétliniowe:

a)d = (2,1),B = (4,5),C = (-3,-9)

g
i
Il

(-1,—6),B = (0,—6),C = (12,0)

QA = (-53)B = (2,3),C = (43)

d)A = (2,0,B = (2,-4),C = (2.8)
Odpowiedz:
a) tak b) nie
) tak d) tak
4.4, Odlegtos¢ punktow
' TERAZ NAUCZE SIE

. Obliczac odlegtos¢ dwoéch punktow

. Oblicza¢ odlegtosc punktu od prostej

Niech beda dane dwa punkty 4 = (x,,3,) i B = (x5,7,).

mm) Odlegtosé punktu A od punktu B liczymy, korzystajac ze wzoru:

d =\-’f(xz —x )2 + (¥ —y,1)?

Przyktad 1

Oblicz odlegtos¢ punktéw 4 i B od siebie, gdy 4 = (7. 6), B = (—5,4).

Podstawiamy do wzoru:

d={x,— 224 (1 —3)* = (-5- 7)1+ (4 —6)? =144 + 4 = V148 =237
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Odpowiedz:
Odlegtos¢ punktu 4 od punktu B wynosi 2v/37.

Odlegtos¢ punktu od prostej to w istocie dtugos¢ odcinka, ktérego poczatkiem jest dany punkt
i opuszczonego na prostg pod katem prostym.

Dana jest prosta k o réwnaniu ogélnym Ax + By + C = 0, gdzie A% + B% = 0 i punkt P = (x4,x,), ktéry

lezy poza prosta k.

m) Odlegtosé punktu P od prostej k wyraza sie wzorem:

|Ax, + By, +Cl

d(P, k) = R
VAZ+ B?

Obliczajac odlegtos¢ punktu od prostej, mozemy korzystac z powyzszego wzoru lub wykonac
nastepujace kroki:

1. Napisac wzér prostej prostopadtej do danej i przechodzacej przez dany punkt.

2. Obliczy¢ punkt przeciecia danej prostej i prostej do niej prostopadte;j.

3. Obliczy¢ dtugos¢ odcinka, ktérego korice to dany w zadaniu punkt i punkt obliczony w punkcie

drugim. Dlugos¢ tego odcinka jest szukang przez nas odlegtoscia punktu 4 od prostej k.

Przykitad 2

Dane sa: prosta k: ¥ = 2x + 3 oraz punt 4 = (2,3). Obliczmy odlegtos¢ punktu A od prostej k.
Rozwiazanie:

1. Napiszemy wzor prostej prostopadtej do prostej k i przechodzacej przez punkt A.
Jesli prosta [ jest prostopadta do prostej k, to wspotczynnik kierunkowy prostej I wynosi — %
Prosta I ma réwnaniey = — %x + b i przechodzi przez punkt A = (1,3), wiec:

1
3:—5'24'1? = b=4

Réwnanie prostej l: ¥y = —%x +4
2. Obliczamy punkt przeciecia prostej k i prostej do niej prostopadte;.
Rozwiazujemy uktad réwnan ztozony ze wzoréw obu funkgji:

y=2x+3

L + 4
y=—=x
y 2
2Zx+3=——x1+4
x=04
y=2-04+3=38

Punkt przeciecia prostych k i | ma wspétrzedne B = (0,4;3,8)
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3. Obliczamy dtugos$¢ odcinka AE, czyli odlegto$¢ punktu 4 od proste;j k.
d=14B| = /(x;—x)*+ 0 —1,)* =+/(04-2) + (38-3)* =/256 + 9

—

=J1156=34

Odpowiedz:
Odlegtos¢ puntu 4 od prostej k wynosi 3,4.

Przyktad 3

Korzystajac z danych z przyktadu 2, obliczymy odlegtos¢ puntu A4 od prostej k, korzystajac ze wzoru

d(P, k) _ |Ax1+5'y1+C|.

VAZ+B?

A, B i C to wspdtczynniki prostej z jej postaci ogdlnej, natomiast x,, ¥, to wspoétrzedne danego punktu.

Mamy dane: prostg k: ¥ = 2x + 3 oraz punt 4 = (2,3).
Zapisujemy rébwnanie prostej w postaci ogdlnej:
yv=2x+3
2x—y+3=0
Podstawiamy wspétczynniki prostej i wspotrzedne punktu do wzoru:
|Ax, + By, +C| [2-2-1-3+43] [4-3+43] 4 45

d(P,k)= ———— — =—==—
( ) JaZ + B2 \;m v5 V5 5
Zadania
4.4.1. Oblicz dtugos¢ odcinka, majac dane wspétrzedne jego koricow:
a)A=(11),B =(47) b)A=(-52),B =(32)
A =(2,-5),B=(-34) d)4=(—1,—-4).B=(84)
e)A=(2,-2),B=(45) e)d = (3,-5).8=(44)
f)4 = (6,8),8 = (10,0) g)4 =(8,0),B = (—25)
Odpowiedz:
a) 3v5 b) 8
c) ~117 d) V165
e) /53 f) 542
9) 45 h) 545

4.4.2, Oblicz odlegtos¢ punktu A od prostej k:
a)A=(14)k4x —2y—16=0

b)a = (=5,4),ky = —2x + 1
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(-23),k:3x—4y+2=0

Odpowiedz:
a) 2\."3 b) —

w |

4.4.3. W ukfadzie wspétrzednych sa dane punkty 4 = (—4,2), B = (5,4).

a) Oblicz odlegtos¢ punktu ¢ = (—1,4) od prostej przechodzacej przez punkty Ai B.

b) Uzasadnij, ze jeslim = 0, to punkty 4, B oraz punkt D = (—1,m) sa wierzchotkami tréjkata.

Odpowiedz:
12413
a) 13

b) 3 punkty sg wierzchotkami tréjkata, jezeli nie lezg na jednej proste;j.
Musimy zatem sprawdzi¢, ze punkt D = (—1,m) nie lezy na prostej AB. Poniewaz wyliczylismy juz réw-

nanie tej prostej, nie ma z tym problemu (wstawiamy wspétrzedne tego punktu do réwnania prostej
i patrzymy, ze nie wyjdzie 0): 2- (—1) —3m + 2 =3m # 0.

4.5. Wspoétrzedne srodka odcinka

' TERAZ NAUCZE SIE

. Wyznaczac wspotrzedne srodka odcinka

Niech beda dane dwa punkty 4 = (x4,3,) i B = (x5,¥5).

mm) Srodek odcinka, majac dane wspétrzedne jego koricéw 4 i B, liczymy ze wzoru:

Sz(xi‘l'xz J’1+J’z)
z "2

Przyktad 1

Podaj wspdtrzedne srodka odcinka o koricach w punktach: A = (3, -5), B = (6, 3).
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Podstawiamy wspétrzedne punktu do wzoru:

S_(;vcl—l-x2 y1+}?:)_(3+6 —-5+3

. . =45 —1
2 2 2 2 ) ( )

Przyktad 2

Srodek odcinka AB ma wspotrzedne: 5§ = (—3,6). Oblicz wspétrzedne punktu 4, jezeli
B = (4,-2).

Zajmijmy sie osobno wspotrzedna x i osobno wspotrzedna y.

Xy +x, ity _
2 2z
x, +4 v, +(—2
L -3 g:,ﬁ
2 2
X, +4=-6 ¥, —2=12
x, =10 v, =14
Odpowiedz:

Wspétrzedne punktu A wynosza (10,14).

Zadania
4.5.1. Podaj srodki odcinkéw, ktérych korice majg wspoétrzedne:

a)A = (—8,5),B = (0,11) b)A = (3,-5),B = (—13,7)
A= (-23),B = (4-9) dA = (1,7),B = (-5,-2)
e)A = (53),B=(13) f)A = (—6,1),B = (4,3)
g)A = (—4-8),B = (2,1 h)A = (-4,5),B = (8,7)

A =(-4-7),B = (10,-3) JA = (0,6),B = (—12,16)

Odpowiedz:

a) S=(—438) b)S = (—5,1)
9 5=(1,-3) d)s= (—2,2)
e) 5=1(33) f)s= (—1,2).
9 s=(—1,—§) h)S = (2,6)

) §=(3,-5) ) j)S=(—611)

4.5.2. Dany jest odcinek o koncach w punktach A = (—2,4)i B = (6,—2).

a) Wyznacz wspotrzedne srodka odcinka.
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4.5.3.

4.5.4.

4.5.5.

4.5.6.

4.5.7.

b) Oblicz dtugos¢ tego odcinka.
¢) Wyznacz réwnanie prostej rownolegtej do odcinka przechodzacej przez punkt € = (0,3).
Odpowiedz:

a)s=(2.1) b) |AB| = 10 qy =§x +3

Dany jest odcinek |4B|, w ktérym dany jest $rodek S i koniec B. Wyznacz wspétrzedne punktu 4.

a)5=(2,-5), B=1(9,—-3) b)S =(-3,6), B=1(25) S=1(24), B=(538)
d)S=1(27), B=(-3,5) e)5=(21), B=(-56)

Odpowiedz:

a) A=(-5-7) b)4 = (—8,7) AA=(-10)

d) 4 =(79) e)d=1(9,—-4)

Wyznacz wspotrzedne wierzchotkdéw trojkata, jezeli srodki jego bokéw majg wspédtrzedne:

P=(13),Q0 =(-54),R=(-67).

Odpowiedz:

A=1(06),F = (2,0),€ = (—12,8)

Wyznacz wspbtrzedne punktu P, ktéry dzieli odcinek o koncach A =(29,—15)
i B = (45,13 ) w stosunku |4P|:|PB| = 1:3.

Odpowiedz:

P = (33,—8)

W uktadzie wspotrzednych na ptaszczyznie punkty 4 = (2,5)i € = (6,7) sg przeciwlegtymi wierz-
chotkami kwadratu ABCD. Wyznacz réwnanie prostej BD.

Odpowiedz:

y=—-2x+ 14

Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB, jesli:

a)A=(46),B=(35) b)A =(31),B =(—4,-8)
A)A=(31),B=(-17) dA=(-13),B=(11)
e)A=(1,1),B =(5,5) f) A=(-24),F =(6,8)
Odpowiedz:

7 2
ajy=—x+9 b)yy=——x—35-

9 9
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e)y=—x+6 f)y =—2x+ 10

4.6. Réwnanie okregu*

' TERAZ NAUCZE SIE

. Postugiwac¢ réwnaniem okregu (x - a)2 + (y — b)2 = r2 oraz opisywac kota za
pomoca nieréwnosci

. Wyznaczac punkty wspélne prostej i okregu

) Roéwnanie okregu
W uktadzie wspotrzednych dany jest okrag o srodku w punkcie § = (a, b) i promieniu .

Niech punkt P = (a, b) lezy w dowolnym miejscu na okregu. Zapiszmy teraz zalezno$¢ dowolnego punktu

P lezacego na okregu i jego odlegtos¢ od srodka okregu.

0P| = r, i na mocy definicji odlegtosci dwoch punktéw otrzymujemy:

l0P| =/(x — a)? + (x — b)?

r=y(x—a)? + (x—b)? /-2

2 =(x—a)®+(x—b)?

Réwnanie okregu o srodku w punkcie § = (a, b) i promieniu r, gdzie r > 0, ma postac:
r?=(x—a)*+ (v — b)*r® = (x— a)® + (y — b)* (posta¢ kanoniczna)

x*+y —2ax—2by+c=0x+y?— 2ax— 2by+ c = 0 (postaé ogélna), gdzie r> = a? + bZ — ¢
Przyktad 1

Podaj réownanie okregu o srodku w punkcie S = (-2, 6) i promieniu = 4.

(x—(-2))+ (y—6) = 4
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(x+2)+(y—6)=16

Przykitad 2

Podaj wzor okregu o srodku w punkcie 5 = (—2,—7), jezeli przechodzi przez punkt 4 = (—6,—4).
Mamy dane wspotrzedne srodka okregu, ktére mozemy podstawi¢ do wzoru:
(x+2)+(x+7)=r"
Musimy obliczy¢ promien okregu. Mozemy to zrobic, podstawiajac wspotrzedne punktu A4 = (—6, —4) do
wzoru:

(—6+2) 4+ (—4+7) =+2

(—4)2+3% =12

16 +9 = r?
25 =r?
r=2=5

Réwnanie okregu jest postaci: (x + 2)% + (x + 7)* = 25,

Aby zapisa¢ dane réwnanie za pomoca postaci kanonicznej, nalezy obliczy¢ trzy wielkosci wystepujace w

tej postaci, czyli a, b oraz r.

Przyktad 3

Przeksztat¢ réwnanie okregu dane w postaci ogdlnej na postac kanoniczna.
x?4+y*+4x—6y+4=0

Szukamy najpierw wspotrzednych srodka okregu.

x2+y?+dx—6y+4=0

Obliczamy ditugo$¢ promienia wiedzac, ze: > = a® + b* —¢
r2=(-2)*+(3)’ —4=4+9-4=9

Zapisujemy wzor w postaci kanonicznej:
x+2*+(y-3)*=9
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Przyktad 4
Znajdz réwnanie stycznej do okregu o réwnaniu (x — 3)* + (¥ —4)? = 1 w punkcie P = (—2,3).

(x—3)*+ (v — 4)® = 1 - okrag o $rodku w punkcie § = (3,4) i promieniur = 1.
Prosta styczna do okregu w punkcie P jest prostopadta do prostej przechodzacej przez punkty: § = (3,4)
iP=(-23).

Piszemy réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty.
(v =) (xp —x4) — (g — ) (x— %) =0
(y-(2)(—2-3)-3-9(x-3)=0
+2)-(=8) ~(-Dx-3) =0
—5y—-10+x—-3=0

x—5—13=0

Prosta styczna do okregu w punkcie A jest prostopadta do prostej ¥ = ix - 1—: wiec jej rbwnanie to:

y=-bx+b.

Skoro punkt P nalezy do prostejy = —5x + b, to:
3=-5:-(-2)+b =2b=-7

Odpowiedz:

Réwnanie stycznej do okregu ma posta¢ y = —6x — 7.

) Koto - zbiér wszystkich punktéw plaszczyzny, ktérych odlegtosé od ustalonego punktu na tej
plaszczyznie (Srodka kota) nie przekracza pewnej wartosci (promienia kota).

m) Koto w kartezjanskim ukladzie wspétrzednych jest opisane wzorem:

(x—xn)z—l- (J"_J"njz <7’

gdzie:r = 0 - promien kofa, (x,,¥,) — wspdtrzedne srodka kota®'.

51. www.pl.wikipedia.org/wiki/Ko%C5%820, 19.02.2013.
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Przyktad 5
Narysuj zbior punktéw, ktérych wspoétrzedne spetniaja warunek:
(x—3P2+G+1)2 <4

Nieréwnos¢ opisuje koto o srodku w punkcie § = (3,—1) i promieniur = 2.

4y

Zadania
4.6.1. Wyznacz srodek i dtugos¢ promienia okregu:

b) x2+(y+3)* =9

a) (x-4)’+y’ =4
dE=-2+(r+1)* =4

Qlx—2)2+(y+4)? =25

e) (x+ 6)* + (v + 10)* = 64 lx—3) 2 +(y+5)72=8
Odpowiedz:

a) S=(4,0),r=2 b) §=(0,-3),r=3

o S=(2-4),r=5 d) §=(20-1),r=2

e) §=(-6,-10),r=8 f) S=(3,-5),r=242

4.6.2. Napisz réwnanie okregu o srodku w punkcie 5 i promieniu r, gdy:

a)5=(—46)r=5 b)s=(12),r=3
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5= (00)r=1+2 d)§=(—4,1),r =7

e)5=(6-2)r=1 fis=(01)r=2

Odpowiedz:

a(x+4)P+(y—-6)7=25 b-—1)12+(r-2)=9 x4y =2,

dx+4) 2 +(y—-1P2=7 e(x—6)l+(Hr+2)7= flxl+(y—1)2=4

4.6.3. Podaj réwnanie okregu o os$rodku w punkcie § = (6,—11), jezeli przechodzi przez punkt
A = (6,—1).
Odpowiedz:
(x—6)2+(y+11)% =100

4.6.4. Napisz réwnanie okregu, ktérego srodkiem jest punkt przeciecia prostych 7x—y-3=0

i 4y-3x~-13=0 idoktérego nalezy punkt P = (5,6).
Odpowiedz:

(x—1)*+(y—4)*=20

4.6.5. Zapisz wzor okregu za pomoca postaci kanonicznej:

a) x?+y*+6x— 10y +27=0 b)x*+y*—3=0
Qx?+yi—6y+4=0 dx?+y?—4x+2y+1=0
Odpowiedz:

a)(x+3)°+(y—5)7 = b)x*+y*=3
Qx*+(y—3)*=5 dx—20+r+1)° =4

4.6.6. Punkt K = (—1,9) nalezy do okregu stycznego do osi @X w punkcie L = (2,0). Wyznacz réwnanie
tego okregu.

Odpowiedz:
(x—2)+(y—5)*=25
4.6.7. lle punktow wspolnych ma okrag o $rodku w punkcie S = (0,3) i promieniu » = /6 z prosta o row-
naniu3x +y—15=0.
Odpowiedz:

Okrag z prosta nie ma punktéw wspélnych.

4.6.8. Napisz nieréwnosc¢ opisujaca koto o promieniu r i srodku w punkcie 5.
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a)S=(-15),r=14 b)§ = (—3,0),r =3

0S=(-1,-2),r =42 d)s=(42),r=3
Odpowiedz:

a(x+1)*+(y-5)7 =16 b)(x+3)2+y2 <3
Qx+1)2+(y+2)2 <2 dx-9+(y-2) <o

4.6.9. Okresl potozenie punktéw 4 = (1,0),B = (3,3),C = (4,—1) wzgledem kota o srodku w punkcie
5= (—1,3)ipromieniur = 4.
Odpowiedz:

Punkty A i B naleza do kota, punkt C lezy poza kotem.

4.6.10. Oblicz odlegtoé¢ punktu A od $rodka kota (x — 3)* + 3% < 9 oraz okres$l potozenie punktu A
wzgledem tego kota, jezeli:

a)A =(3,-3) b) A = (4,2) QA =(-2,-3)
Odpowiedz:
a) d = 3, punkt nalezy do kota
b) d = /5, punkt nalezy do kota
c) d = 6, punkt nie nalezy do kota
4.6.11. Przedstaw w prostokatnym uktadzie wspotrzednych figure:
aAF={(x,y):x,yERAXx*+y <9 Ax—2y+2<0}
b) F = {(x.y):xy € R A (x=7) +(y+2f 36 A(x=5)" +y* 24}

C)F={(x,y]:x,}re RA(x—2) 437 > 16 A(x—6)" +3? {4} i
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4.7. Symetria osiowa i Srodkowa

' TERAZ NAUCZE SIE

. Znajdowac¢ obrazy niektérych figur geometrycznych (punktu, prostej, odcinka,
okregu, tréjkata itp.) w symetrii osiowej wzgledem osi uktadu wspoétrzednych i
symetrii Srodkowej wzgledem poczatku uktadu

mm) Symetria - stowo greckie, oznaczajace regularny uktad, harmonie miedzy czesciami catosci.

Swiat jest peten symetrii, obcujemy z nig na co dzieA: w $wiecie roslinnym, w budowie organizméw
zywych, w sztuce, w budownictwie, w technice i w geometrii.

W) Symetria osiowa

Symetrig osiowa wzgledem prostej k nazywamy przeksztatcenie ptaszczyzny, w ktérym kazdemu punkto-
wi A przyporzadkowany jest punkt 4', lezacy:

» na prostej prostopadtej do tej prostej k i przechodzacej przez punkt 4,
» w tej samej odlegtosci od prostej k co punkt 4,
» po przeciwnej stronie prostej k niz punkt 42,

Symetrie osiowa wzgledem prostej k oznaczamy jako 5.
) Twierdzenie

Symetria osiowa jest izometria.
Symetria osiowa, jak kazda izometria, zachowuje ksztalt figury i jej wymiary.

lzometria - przeksztatcenie geometryczne (ptaszczyzny lub przestrzeni), ktére zachowuje odlegtosc
punktéw, czyli odlegtos¢ miedzy dwoma dowolnymi punktami A i B jest réwna odlegtosci miedzy ich
obrazami 4"i B".
W symetrii osiowej:

» obrazem tréjkata wzgledem dowolnej prostej jest tréjkat do niego przystajacy,

» obrazem okregu wzgledem dowolnej prostej jest okrag o tym samym promieniu,

» obrazem odcinka jest odcinek o takiej samej dtugosci,
» obrazem prostej jest prosta.

52. www.math.edu.pl/symetria, 03.03.2013.
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Rysunek 4-1. Przyktady figur symetrycznych

Prosta, wzgledem ktorej figura jest sama do siebie symetryczna, nazywamy osia symetrii tej figury.
Natomiast figure, ktéra ma o$ symetrii, nazywamy figura osiowosymetryczna.

Przyktad 1
Figury osiowosymetryczne, to np.:

» odcinek - 2 osie symetrii,

» kwadrat — 4 osie symetrii,

» okrag (koto) — nieskoriczenie wiele osi symetrii,

» kat— 1 0 symetrii (prosta zawierajaca dwusieczng kata),
» trojkat rownoboczny - 3 osie symetrii.

Przyktad 2
Wyznacz konstrukcyjnie obraz figury w symetrii wzgledem danej prostej.

1. Prowadzimy proste prostopadte do prostej 1, przechodzace przez punkty 4, B, C, D.

2. Za pomocy cyrkla mierzymy odlegtos¢ punktu A od prostej m, i odktadamy taki sam odcinek po

przeciwnej stronie prostej. Otrzymujemy punkt A’ symetryczny do punktu A.

3. Analogicznie postepujemy z pozostatymi punktami.

4. taczymy punkty A’, B’,C’ D'"i otrzymujemy figure symetryczng do danej wzgledem prostej m.
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Rysunek 4-2. Figury symetryczne

) Symetria osiowa wzgledem osi uktadu wspétrzednych

1. Symetria wzgledem osi O.X.

¥
y A= (x,y)

0 x=x > X
y A = (x',y")

Rysunek 4-3. Symetria wzgledem osi OX

Jak wida¢ na rysunku 3, pierwsze wspétrzedne obydwu punktéw s3 takie same, natomiast drugie sa
liczbami przeciwnymi:

x'=x
y'=—y
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2. Symetria wzgledem osi QY.

¥
N
B'=(x',v") B =(x,y)
y=y
>
x' 0 x X

Rysunek 4-4. Symetria wzgledem osi OY

Jak wida¢ na rysunku 4, pierwsze wspétrzedne punktéw B i B sg liczbami przeciwnymi, natomiast drugie
sg rowne:

x'=—x
y =y

Whniosek

Obrazem punktu A = (x, y) w symetrii wzgledem osi OX jest punkt 4" = (x,—y).
Obrazem punktu B = (x,¥) w symetrii wzgledem osi OY jest punkt B' = (—x, y).
) Symetria srodkowa

Symetrie wzgledem punktu @ bedziemy oznacza¢ symbolem 5.

Symetrig Srodkowa wzgledem punktu @, zwanego sSrodkiem symetrii, nazywamy przeksztatcenie
ptaszczyzny, w ktérym punkt O jest staty, a kazdemu innemu punktowi 4 przyporzadkowuije sie punkt 4,

taki ze punkt O jest srodkiem odcinka 44's,.

) Twierdzenie

Symetria Srodkowa wzgledem punktu O jest izometria.

Jedynym punktem statym symetrii srodkowej jest punkt O.
Punkt @ nazywamy Srodkiem symetrii figury F, jesli obrazem figury F w symetrii srodkowej 5, jest ta sama

figura. Figure F nazywamy srodkowosymetryczna.

53 www.math.edu.pl/symetria, 03.03.2013.
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Przyktad 3
Figury srodkowosymetryczne, to np.:

§ koto (okrag) - srodek kofa,
§ odcinek - $rodek odcinka,
§ prostokat — punkt przeciecia jego przekatnych.

Przyktad 4
Przyktad figury srodkowosymetrycznej

Rysunek 4-5. Przyktad figury srodkowosymetryczne;j**

Tréjkat to figura, ktéra nie ma srodka symetrii.

mEm) Symetria osiowa wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych

Y A

A= (x,y)

A 4

A = (x".y")

Rysunek 4-6. Symetria wzgledem punktu (0,0)

Jak wida¢ na rysunku 5, pierwsze wspoétrzedne punktéw A i 4°, jak i drugie sg liczbami przeciwnymi.

54. www.pl.wikipedia.org/wiki/Symetria_srodkowa, 06.03.2013.
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A Wniosek
Obrazem punktu A = (x,y) w symetrii srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych jest punkt
A= (—x,—v).

Zadania

4.7.1. Podaj wspotrzedne obrazu punktu M w symetrii wzgledem osi 0.X, OY, poczatku uktadu wspétrzed-
nych:

a)M = (5,-9)

b) M = (3,—2+v3)
am=(5-22)
d)M = (2.3)

e)M = (—5,—7)

Odpowiedz:
a) 0X:M' =(5,9), OY:M = (—549), wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych: M = (—5,—9)

By ox:M =(32-+3), ov:M =(-3,-2+53),

wzgledem poczatku ukladu wspélrzednych: M = (—32- xﬁ)

c) OX:M' = 222),  ovmm =(-222%)
773 7773

wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych: M = (—

- |

2
2=
. 3)

d) ox:M' =(2,-3),0Y: M =(-2,3),

wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych: M = (—2,—3)

e) OX:M' =(-57), ov: M =(-5-T),

wzgledem poczatku ukladu wspélrzednych: M ' = (5.7)
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4.7.2. Tréjkat ABC, w ktérym A = (-5,2), B = (6,-3), C = (1,4), przeksztatcono symetrycznie wzgledem:
a) osi X,
b) osiy,
) poczatku uktadu wspoétrzednych.
Podaj wspétrzedne wierzchotkdw tréjkatow otrzymanych po przeksztatceniu.
Odpowiedz:
a)A'=(-5,-2),B'=(6,3),C'=(1,4)
b)A'=(52),B =(-6,-3),C'=(-1,4)
) A'=(5-2),B'=(-63),C'=(-1,4)
4.7.3. Podaj przykfady liter, liczb lub wyrazdw, ktére s figurami osiowosymetrycznymi.
4.7.4. Oblicz, dla jakich wartosci parametru m i n punkty A i B sg symetryczne wzgledem osi, gdy:

A=(3,-n)iB = (m+21).
Odpowiedz:

m=1n=-1

4.7.5. Jakim zbiorem: pustym, skoriczonym czy nieskornczonym, jest zbiér osi symetrii kwadratu?
Odpowiedz:

Zbiér skonczony.

4.7.6. Wyznacz réwnanie okregu, ktéry jest symetryczny do okregu o réwnaniu

x4+ y* + 10x — 2y + 19 = 0 wzgledem prostejy = 2x + 1.
Odpowiedz:
(x—3)0+(y+3)2=7

4.7.7. Znajdz obraz okregu x* + ¥* = 4 w symetrii wzgledem prostej v = 2x + 4.

Odpowiedz:
(x+32)*+(y—16)>=4

4.7.8. Trojkat o wierzchotkach 4 = (—2,3),B = (—4,1),C = (2,6) A = (—2.,3),B = (—4,1),C = (2,6)
przeksztatcono przez symetrie wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych. Oblicz wspotrzedne

punktéw bedacych obrazami wierzchotkéw trojkata ABC w tym przeksztatceniu.
Odpowiedz:

A'=(2,-3),B'=(4,-1),C'=(-2,—6)
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A CGEKAWOSTKA

Ambigram - grafika utworzona kaligraficznie lub obrazowo w taki sposéb, ze po obréceniu cato$ci mozna odczytac ten sam tekst®.
Inaczej méwiac, ambigramy to grafiki Srodkowosymetryczne.

Przyktady ambigramoéw:

vastysea hiofory

Rysunek 4-7. Przyktady ambigraméw®¢

Palindrom (gr. palindromeo - biec z powrotem) — wyrazenie brzmiace tak samo czytane od lewej do pra-
wej i od prawej do lewej. Przyktadem palindromu jest: Kobyta ma maty bok. Wspétczesnie palindromy pet-
nig funkcje gry stownej*’.

Najdtuzszy polski palindrom, autorstwa Tadeusza Morawskiego, ma ponad 33 tysiace liter.

Przyktady palindromoéw:

» GOr ech chce rog

» Zartem dano nadmetraz
» Moze jez tze jezom

» Zagwizdziw gaz*®

A Czy zdam mature z matematyki?

1. Wykres funkgji liniowej okreslonej wzorem f(x) = 3x +2 jest prosta prostopadta do prostej o row-

naniu®:

A.y=—§x—1
B.y=§x+1
C. v=3x+1
D. y=3x—1

55. www.pl.wikipedia.org/wiki/Ambigram, 09.03.2013.

56. www.violus.bloog.pl/id, 939577 title,ambigramy,index.html?ticaid=6103dd, 07.03.2013.

57. www.pl.wikipedia.org/wiki/Palindrom, 09.03.2013.

58. pl.wikipedia.org/wiki/Tadeusz_Morawski, 21.02.2013.

59. Zadania 1, 2: zaczerpniete z arkusza maturalnego CKE, Prébna matura z matematyki, listopad, 2009, 05.03.2013.
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2.

b4

Prosta o réwnaniu ¥ = —4x + (2m — 7) przechodzi przez punkt 4 = (2, —1). Wtedy:

A. m=7

B. m=2>
C m——%
D. m=—17

Prosta o rébwnaniu y = —2x + (3m + 3) przecina w ukfadzie wspotrzednych 0 w punkcie (0,2).
Wtedy®:

A. m=—§
B m=—§
C. m=§
D. m=§

Wybierz i zaznacz réwnanie opisujace prostopadta do prostej o réwnaniu y = %x +1°%

A. y=—-2x+1
B

Prosta k ma réwnanie ¥ = 2x — 3. Wskaz réwnanie prostej I réwnolegtej do prostej k i przechodzacej

przez punkt D o wspotrzednych (2,1)%,
A, y=—2x+3

B. y=2x+1
C. y=2x—3
D. y=—-x+1

60. Zadanie zaczerpniete z Arkusza maturalny CKE, maj, 2010, 05.03.2013.
61. Zadanie zaczerpniete z arkusza maturalnego, Prébna matura z Operonem, listopad, 2011, 05.03.2013.
62. Zadanie zaczerpniete z arkusza maturalnego CKE, maj, 2011, 05.03.2013.
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6. Proste oréwnaniachy = 2x+ 3 orazy = — ix T2
A. s3roéwnolegteirdzne
B. sg prostopadte
C. przecinajg sie pod katem innym niz prosty

D. pokrywaja sie

7. Wskaz réwnanie prostej rownolegtej do prostej o rownaniu 3x — 6y + 7 = 0%

A-_v=%x
B. y=—--x
C. v=2x
D. yv=-2

8. Punkt A ma wspétrzedne (5,2012). Punkt B jest symetryczny do punktu 4 wzgledem osi 0.X, a punkt

C jest symetryczny do punktu B wzgledem osi OY. Punkt € ma wspétrzedne:
A. (—5,—2012)

B. (—2012,-5)

C. (2,-7)

D. (—2012,5)

9. Na okregu o réwnaniu (x — 2)%+ (¥ + 7)* = 4 lezy punkt:

A. A=(-2,5)
B. B=(2,-5)
C. Cc=(2-7)

D. D =(7,-2)

10.Do wykresu funkgji liniowej f naleza punkty 4 = (4,—3) i B = (—1,—13). Funkcja f opisana jest

wzorem®:
A. f(x)=2x—11
B. f(x)=2x+11

63. Zadanie zaczerpniete z arkusza maturalnego CKE, Matura prébna, listopad, 2010, 05.03.2013.
64. Zadania 7, 8, 9: zaczerpniete z CKE (www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf), 05.03.2013.
65. Zadania 10, 11, 12: zaczerpnigte z CKE (www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php#arkusze), 05.03.2013.
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C. f(x) =§x+ 1

11.Dany jest okrag o réwnaniu (x + 3)% + (¥ — 4)? = 25, Srodkiem 5 tego okregu jest punkt:

A. §=(-3—4)

B. 5=(34)
C. 5=(3,-4)
D. 5= (-34)

12.Wskaz réwnanie prostej rownolegtej do prostej o réwnaniu 3x — 6y +7 = 0:

A y=%x
B y=—%x
C. v=2x
D. y =—2x

13. Prosta przechodzaca przez punkt A = (1,1)iréwnolegta do prostej

¥ = 0,5x — 10Ppisuje rownanie®:

AL y=—-2x—1

B. y=3x+;
C.y=—Ix+4:=
D. v =2x—1

14.Proste:y = —3x + 4iyv = Gaz - g}x sg prostopadte, jezeli:
AL a=-2

B. a=2

66. Zadania 13, 14, 15: zaczerpniete z arkusza probnej matury z matematyki, styczen, 2013, (www.matemaks.pl/materialy/matura2013styczen/matura2013-
-styczen.pdf), 05.03.2013.
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C. a=+5a=+5
D. a =—/Sluba =45

15.Proste i k sg prostopadteil: 2x — 9y + 6 = 0,k: ¥y = ax + b Wowczas*:

A. a=—§
B. a=§
C. a=—;
D. a=3

16.Réwnanie (x + 6)*+ y* = 4 opisuje okrag o $rodku w punkcie S i promieniu r. Wéwczas:
A. S5=(—6,4)r=4
B. S=(60),r=4
C. S=(6,0),r=2
D. S=(-6,0)r=2

17.(5 pkt) Prostay = x + 4przecina okrag o réwnaniu (x + 1)* + (¥ — 2)*® = 25w punktach 4i B.

Oblicz wspétrzedne punktéw A4 i E, a nastepnie oblicz obwdd trdjkata ABS, gdzie 5 jest srodkiem
danego okregu.

18.Wskaz rownanie prostej przechodzacej przez poczatek uktadu wspétrzednych i prostopadtej do pro-

stej orownaniu y = —ix +2 :%8
A. ¥y =3x

B. v =—3x

C. y=3x+2

D.}’=§x+2

19.Punkty B = (—2,4) i € = (5,1) s dwoma sasiednimi wierzchotkami kwadratu ABCD. Pole tego
kwadratu jest réwne:

A. 74

67. Zadania 15, 16, 17: zaczerpniete z arkusza prébnej matury z Operonem, listopad, 2012 (www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-
-listopad.pdf), 05.03.2013.
68. Zadanial8, 19, 20: zaczerpniete z CKE (www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf), 05.03.2013.
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B. 53
C. 40
D. 29
20.Dany jest okrag o rownaniu(x + 4)% + (3 — 6)* = 100. Srodek tego okregu ma wspétrzedne:
A. (—4,—6)
B. (4.6)
C. (4—6)
D. (—4,6)

21.Punkt O jest srodkiem okregu przedstawionego na rysunku. Rownanie tego okregu ma postac®:

L A (x=2)+(p-1)=0

/ N B. (x-2)+(y-1)"=3

C. (x+2) +(y+1)'=9

\\\ // D. (x+2)+(y+1)=3

22.Punkt 5§ = (2,7) jest srodkiem odcinka AE, w ktéorym A = (—1, 3). Punkt B ma wspétrzedne:

A. B = (5,11)
B. 8=(%2)
c. 8=(-3,-s)
D. B = (3,11)

69. Zadania 21, 22: zaczerpniete z arkusza maturalnego CKE, czerwiec, 2012, www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/
matematyka/pp_matematyka.pdf, 05.03.2013.
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23.Proste o réwnaniachy = 2x — 5iy = (3 — m)x 4+ 4s3rownolegte. Wynika stad, ze”®

A. m=1
B. m—g
C. m—g
D. m=5

24.Prosta k maréwnaniey = 2x — 3.Wskaz rownanie prostej I rbwnolegtej do prostej k i przechodza-

cej przez punkt D o wspétrzednych (—2, 1)"":

B. v=2x+1
C. yv=2x+5
D. y=—x+1

A. x=1
B. x=3
C. y=0
D. yv=4
26. Wspotczynnik kierunkowy prostej rownolegtej do prostej o réwnaniuy = —3x + 5, jest rowny:
A —
B. 3
C
D. 3

70. www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf, 05.03.2013
71. Zadania 24, 25, 26, 27, 28: zaczerpniete z arkusza maturalnego, CKE, maj, 2011 (www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2011_p.pdf), 05.03.2013.
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D LN
A

27.Wskaz réwnanie okregu o promieniu 6:
A x*+yi=3
B. x*+yi=6
C x*+y*=12
D. x*+y*=36

28.Punkty A = (-5, 2) i B=(3,-2) sq wierzchotkami tréjkata rownobocznego ABC. Obwdd tego trojkata jest
réwny:

A. 30
B. 45
C. 125
D. 36
29. (5 pkt) Dane sg wierzchotki tréjkata 4 = (2, —1),B = (4,2),C = (5,1).Wyznacz:
a) pole tréjkata AEC,,
b) réwnanie zawierajace wysokos¢ tréjkata, poprowadzong z wierzchotka A.

30.(4 pkt) W rombie ABCD dane s3 A=(—3,—1) i punkt przeciecia przekatnych

M = (9,3). Wiadomo, ze punt B lezy na prostej 2x — ¥ — 25 = 0. Oblicz wspétrzedne pozostatych
wierzchotkéw rombu.

31. (2 pkt) Sprawdz czy czworokat ABCD o wierzchotkach 4 =(-1,—1).B=(52),

C = (3,3),D = (1,2) jest trapezem?

72. Zadania 29-32: zaczerpnigte z testéw maturalnych, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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32. Napisz wzor funkgji liniowej, ktérej wykres przecina 0§ OY w punkcie (0,—3) i jest prostopadty do

prostejy = 2x — 4.

33.(2 pkt) Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka o koncach 4 = (—2,2)iEF = (2,10)3.

34. (2 pkt) W trdjkacie rownoramiennym ABC o podstawie AB poprowadzono wysokos¢ zwierzchotka C.
Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej te wysokos, jesli

A=(28),B=(-24"

35. (4 pkt) Oblicz pole i obwdd rombu AB CD wiedzac, ze przekatna AC jest zawarta w prostej o rGwnaniu

y=2x—2orazd = (—1,—4)iD = (—6,6).
36.(6 pkt) Wyznacz wspotrzedne punktu B, ktory jest symetryczny do  punktu
A = (3,2)wzgledem prostej y = —%x —67.

37.(4 pkt) Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktérym |AC| = |BCloraz4 = (2,1)iC = (1,9).

Podstawa AB tego trojkata jest zawarta w prostej y = %x. Oblicz wspétrzedne wierzchotka B 76

38. (4 pkt) Prosta o réwnaniu y = x + 2 przecina okrag o réwnaniu (x — 3)2 +(y- 5)2 = 25w punktach

A iB.Oblicz wspoétrzedne punktéw A i B oraz wyznacz réwnanie stycznej do danego okregu prze-
chodzacej przez jeden z tych punktéw”’.

39. (4 pkt) Okrag o Srodku w punkcie § = (3, 7)jest styczny do prostejoréwnaniuy = 2Zx — 3.0blicz
wspotrzedne punktu stycznosci’®.

73. (www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf), 06.03.2013.

74. Zadania 34, 35: zaczerpniete z arkusza maturalnego (www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php#arkusze), 06/03.2013
75. (www.matemaks.pl/materialy/matura2013styczen/matura2013-styczen.pdf), 06.03.2013.

76. (www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf), 06.03.2013.

77. (www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf), 06.03.2013.

78. (www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2011_p.pdf, 27.02.2013), 06.03.2013.
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5. Trygonometria

5.1. *Miara tukowa i stopniowa kata

) Katem skierowanym na ptaszczyznie nazywamy pare prostych o wspélnym poczatku (wierz-
chotek kata).

mm) Jednostka miary tukowej jest radian.

o

~57°17'44"

1radian =

ramie poczatkowe kata skierowanego

Rysunek 5-1. Kat skierowany

Jednostki mniejsze niz stopien to minuta katowa 1’ (uwaga: to nie jest jednostka czasu)
2 _enf s (1N
1" =60 1 _(60)1

oraz sekunda katowa (1”)
/

"o L

1"=(3)

) Miarg lukowa kata srodkowego w okregu nazywamy stosunek dtugosci tuku, na ktérym ten
kat jest oparty, do dtugosci promienia tego okregu.

Hm) Miarg kata skierowanego jest stopien.

1
1° = ﬁkqta petnego

Rysunek 5-2. Radian

Zamiana miary stopniowej (@°) na miare tukowg (a):
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-1
a=

180°
Przyktad 1
180° = 7 rad.

radiana

T
90° = — rad.
2
T
30°=— rad.
6

Zamiana miary tukowej {a) na miare stopniowa (a°):

a-180°

0=
™
Przykitad 2

3

—m rad = 270°
2

bra

— rad = 60°

3

b
— rad = 90°
2

A CIEKAWOSTKA

W niektorych krajach obok stopni i radianéw, stosowanymi jednostkami miary kata sg tzw. Gradusy. Gradus - jest to jedna setna
cze$c kata prostego.

Zadania
5.1.1. Znajdz:
a) miare tukowa katow: 90°,30°,45°,60°,180°,210°, 270°,360°

5
b) miare stopniowa katéw: 37 rad; 6,57 rad; g:r rad; ;:r rad.

Odpowiedz:
AL iminm2n b) 540°,117°, 216°, 300°
5.1.2. Miary dwéch katéw tréjkata wynosza odpowiedniog i g Oblicz miare trzeciego kata trojkata. Wy-
nik podaj w stopniach.
Odpowiedz:
114°

5.1.3. Pole wycinka kota o promieniu r = 3 em, jest réwne 2 em?. Oblicz miare tukowa kata srodkowego
tego wycinka.
Odpowiedz:
4

==
E]
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5.2. Funkcje trygonometryczne kata ostrego w trojkacie prostokatnym

' TERAZ NAUCZE SIE

. Wykorzystywac definicje i wyznacza¢ wartosci funkgji sinus, cosinus, tangens
i cotangens katéw o miarach od 0° do 180°

. Oblicza¢ miare kata ostrego, dla ktorego funkcja trygonometryczna przyj-
muje dang wartos¢ (miare doktadng albo - korzystajac z tablic lub kalkulatora
- przyblizona)

) Termin trygonometria pochodzi od dwéch greckich stéw: trigonom (tréjkat) i metron (mie-
rzy¢), oznacza wiec dostownie mierzenie trojkatéow. Ta dziedzina matematyki zajmuje sie
m.in. opisywaniem zwigzkéw miedzy dtugosciami bokow tréjkata a miarami jego katow.

Rozwazmy tréjkat prostokatny o kacie ostrym ee.

preyprostokatna leZgca
naprzeciwko kata o

preyprostokatna lezaca przy kacie a

Rysunek 5-3. Trojkat prostokatny
) Tangensem kata ostrego @ nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej, lezacej naprze-
ciwko kata «, do dtugosci przyprostokatnej (lezacej przy tym kacie) i oznaczamy tg a.
[

ta:_
g9 =y

) Sinusem kata @ nazywamy stosunek diugosci przyprostokatnej, lezacej naprzeciwko kata «,

do dtugosci przeciwprostokatnej i oznaczamy sirn a.

. [
sna = —
c
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) Cosinusem kata a (czytaj: kosinusem) nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej, przy-

legajacej do kata a, do dtugosci przeciwprostokatnej i oznaczamy cos .

CoOsa — —
C

mm) Cotangensem kata « (czytaj: kotangensem) nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej,

przylegajacej do kata o, do dlugosci drugiej przyprostokatnej i oznaczamy ctg c.
" _ a
ctga = b
Przeciwprostokatna jest najdtuzszym bokiem, zatem ilorazy okreslajace sinus i cosinus sg liczbami
mniejszymiod 1.
Przyktad 1

W tréjkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych ma dtugosé 6, a cosinus kata przy tej
przyprostokatnej wynosi 3/4. Jaka dtugos¢ ma przeciwprostokatna?

cosda =
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A CIEKAWOSTKA

Nazwy funkgji trygonometrycznych pochodzg z taciny. Ciekawa jest historia powstania nazwy sinus. Jak wiele innych poje¢ ma-
tematycznych, takze to pojecie pochodzi z Indii. Stamtad zostato przyswojone przez uczonych arabskich. Zwyczajem arab-
skim, zapisywali oni hinduska nazwe sinusa bez samogtosek jako jb. Gdy ttumacz arabskich ksiag na facing natknat sie na sto-
wo jb, nie zdawat sobie sprawy, ze jest ono obcego (niearabskiego) pochodzenia. Sprawdzit tylko, ze w jezyku arabskim sto-
wo to moze oznacza¢ zatoke. Poniewaz po tacinie zatoka to sinus, tak tez przettumaczyt stowo jb. Mozna wiec powiedzie¢,
Ze nazwa sinus znalazta sie w matematyce przez pomytke.

Wartosci funkcji trygonometrycznych, dla réznych miar katéw, mozna odczytac z tablic.

Z tablic mozemy korzysta¢ w dwdch celach:

1. Mozemy odczytac wartosc danej funkgji, dla danego kata.

2. Mozemy odczytac, z jakim katem mamy do czynienia, majac podang warto$¢ danej funkgji.

Funkcje trygonometryczne i ich wartosci odczytywane z tabeli wykorzystujemy do obliczania dtugosci
poszczegdlnych bokéw lub miary katédw ostrych w tréjkacie prostokatnym.
Przyktad 2

Podaj wartos¢ tangensa kata o mierze 15°.
Dla podanego kata i funkcji, odczytujemy wartosc¢:

150 R 8 el Gy 0,26
16° 02756 09613 0

Mozemy wiec zapisa¢, ze tangens 15° wynosi 0,2679:

tg 15°=0,2679

Przyktad 3

Podaj miare kata, ktérego cosinus wynosi 0,6023. Dla podanego kata i funkgji, odczytujemy wartos¢.
Szukamy w kolumnie funkgji cosinus podanej wartosci (0,6023), a jezeli jej nie ma w tabeli, szukamy
wartosci najblizszej do danej (dla naszego przyktadu bedzie to warto$¢ 0,6018):
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sin s | tg ctg
460 0.7193 0.6947 1.0355 0.9657
47°  0.7314 0.682 1.0724 0.9325
48°  0.7431 0.6691 1.1106 0.9004
490 0.7547 0.6561 1.1504 0.8693
500 0.766 0.6428 1.1918 0.8391
51°  0.7771 0.6293 1.2349 0.8098
520 .0.788 0.6157 1.2799 0.7813
530 <—trresg— 0.6018 1,327 0.7536
54°  0.809 0.5878 1.3764 0.7265
550 08192 0.5736 1.4281 0.7002
560 0.829 0.5592 1.4826 0.6745
57° . 0.8387 0.5446 1.5399 0.6494

Kat ma wiec w przyblizeniu miare 53°.

5.3. Wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°, 45°i 60°

Aby obliczy¢ wartosci funkgji trygonometrycznych dla kata 45°, korzystamy z tego, ze tréjkat prostokatny
o kacie ostrym 45° jest potowa kwadratu.

mm) Wartosci funkcji trygonometrycznych dla kata 45°.

in45e a 1 \.E
sin =——=—=—
ﬂ‘.\.‘E \.‘JE 2
45 a 1 \}E
0845° = —==—=—
a\,”f \.E 2
tg45° =—=1

Obliczajac wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30° i 60°, korzystamy z tego, ze trojkat
o katach 30°, 60° i 90° to potowa tréjkata rownobocznego.

) Wartosci funkcji trygonometrycznych dla kata 30°.

a
sin30° = 2 = =
a
=
a3 V3
cosBOD:—?‘ =—
a 2
a
> 1 3
o 2 v
tg30° = === —=—
g @ V3 3
2
176 TRYGONOMETRIA



a
ctg30° = —2— =43
2

-

mm) Wartosci funkcji trygonometrycznych dla kata 60°.

5 3
sin60° = 2 =£

a 2

- 1

2

60° = ==—

cos P

a3
tg60° = —2— =73

2z

a

= 1 \.F3
r.'tg60°—i=—=—

a3 3 3

2

o 30° 45° 60°
, 1 2 '3
sina = vz v3
2 2 2
IE) I 1
cosa | Y3 vz =
2 2
tga E 1 ]
3
— 3
ctga V3 1 ﬁ
3

Tabela 5-1. Wartosci funkcji trygonometrycznych
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Przyktad 1

Oblicz dtugosci bokéw prostokata przedstawionego na rysunku.

G‘ .
— = 5in30°
6

b
— = c0s530°
6

Korzystamy z wartosci funkcji trygonometrycznych kata 30°

a 1
—=—=0a0=3
6 2

30°

|
I
U
o
I
by
)

Przyktad 2

Oblicz dtugos¢ przeciwprostokatnej trojkata.

b
cos30° = —
c

-
&5
oo

-
3]
[>]

Il
)
o

Vie=12/:43

Zadania
5.3.1. Oblicz:

a) 5in30° - cos60° + 2s5in45°
b) tg45° + 5in60° + 2c0s30°
C) ty30°- ctg60® — sin30° -

cos30°

d) (tg30° — ctg30°): cos300

e) /2tg260° — 4cos245° — ctgase

Odpowiedz:
a)+vV2 b)1+
q 12943 d) _1£

36
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5.3.2. Oblicz pole tréjkata rownoramiennego o kacie przy wierzchotku 1200 i ramieniu 6 cm.

Odpowiedz:
P =93 em?

5.3.3. Oblicz miary katéw trdjkata.
dane:

c a= bom
a c= 14cm

Odpowiedz: @ = 659, § = 25°
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5.3.4. Rozwigz podane tréjkaty prostokatne:

a) b b) =

> a a= 6cm
b s c=4cm 4 c=6+2cm
c
D o\
a
Odpowiedz:

a)a = 20%a = 1,368 cm, b = 3,7588 cm
b) & = 45°,f = 45°b = 6 cm

5.3.5. Line podtrzymujaca maszt przymocowano na wysokosci 20,5 m nad ziemia i zamocowano w ziemi
w odlegtosci 10 m od podstawy masztu. Jaki kat tworzy naprezona linia z poziomem?

Odpowiedz:

Linia nachylona jest do poziomu pod katem okoto 64°.

5.3.6. Kat ostry trapezu réwnoramiennego ma miare 45°. Oblicz jego pole, jezeli jego podstawy maja
dtugos¢ 12cmi6 cm.

Odpowiedz:

P =273 cm?

5.4. *Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

Aby okresli¢ wartosci funkgji trygonometrycznych dla dowolnych katéw, umieszczamy te katy w uktadzie

wspétrzednych.

Dowolny kat w uktadzie wspotrzednych, to kat skierowany, ktérego ramieniem poczatkowym jest dodatnia

potos x.
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A y a — kat skierowany
P(x.y) dodatnia potos x — rami¢ poczatkowe kata «

potprosta 0P~ — ramig konicowe kata a

\ r = |0P| = {/x? + ¥? — promien wodzacy
o
»X punktu P = 0, gdzie P = (x,y) jest

0

dowolnvm nunktem lezacvm na koncowvm

Rysunek 5 4. Promien wodzacy

L4
L4

Definicje funkcji trygonometrycznych dowolnego kata

Sinusem dowolnego kata @ w uktadzie wspotrzednych nazywamy stosunek rzednej dowol-
nego punktu lezacego na koncowym ramieniu tego kata do dlugosci promienia wodzacego
tego punktu.

sina =

SRR

Cosinusem dowolnego kata € w ukltadzie wspotrzednych nazywamy stosunek odcietej do-
wolnego punktu lezacego na koncowym ramieniu tego kata do dtugosci promienia wodza-
cego tego punktu.

x
cosa = —
T

Tangensem dowolnego kata a w uktadzie wspétrzednych, @ = = + km,k € C, nazywamy sto-
sunek rzednej dowolnego punktu lezacego na koncowym ramieniu kata do odcietej tego
punktu.

tga =

==

Cotangensem dowolnego kata cx w ukladzie wspétrzednych, « + ki, k € C, nazywamy stosu-
nek odcietej dowolnego punktu lezacego na koncowym ramieniu kata do rzednej tego punk-
tu.

ctga =

AR
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Przyktad 1

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw o mierze 0°,90° i 180°,

Dla utatwienia obliczen, na koncowym ramieniu kazdego kata obieramy punkt, ktérego odlegtos¢ od
poczatku uktadu wspoétrzednych jest rowna 1.

Dlakata 0°, P = (1,0)

x=1y=0r=1

sin0° =;E=—=IJ
cos)® =—=—-=1
tg0°=§=—=0
ctg0® =§ =%—m’e istnieje

Dla kata 90°, P = (0,1)

x=0y=1r=1

y 1
sin90° ===-=1
r 1

y 1
tg90° === 3~ nie istnieje
x

x 0
ctg90®* =—=—-=10
¥y 1

Dla kata 180°, P = (—1,0)
x=-lLy=0r=1

y 0
sinl80" ===—-—=20

r

x
cos180°=—=—=-1

T

by 0
tgl80® ===—=120

x

x -1
ctgl® = — = — — nie istniegje
¥y 0
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Wyniki umiescimy w tabeli

o 0° 90° 180°
sineg 0 1 0
cosc 1 0 -1
tgo 0 — 0
ctga - 0 -

Tabela 5-2. Wartosci funkcji trygonometrycznych

Zadania

5.4.1. Zaznacz w uktadzie wspotrzednych kat skierowany &, w ktérym punkt P znajduje sie na koricowym
ramieniu kata, a nastepnie oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych tego kata.

a)P=(17) E—
b) P =(—2,5)

QP =(—3,—-4)

d) P =(6-3)

Odpowiedz:

7+

= . T 1
a)r = 5V 2, sing = =, cosa = “1'—0, tga =7,ctga =<

, 5 -2 s 2
b)r = 29, sina = 2o Cosa = tga = —-, ctga = —-
, 4 3 43 V3
o) r =19, sina = ——, cosa = — —tga = —, ctga = —
) ! 19’ 194 2 g 4
= . -E 245 1
d) r = 35, sina = %, cosa = ; L tga = —=, ctga = —2
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5.5.Wzory redukcyjne

' TERAZ NAUCZE SIE
. Korzystac ze wordow typu: sin (90° - a) = cos a

) Wzory redukcyjne - wzory pozwalajace sprowadzi¢ obliczanie wartosci funkcji trygonome-
trycznych dowolnego kata skierowanego do obliczenia wartosci funkgji dla kata ostrego.

Jesli argument zmienia sie w nieparzysta wielokrotnos¢ kata =, to funkcja przechodzi w kofunkgje (sinus
W cosinus, cosinus w sinus, tangens w cotangens, cotangens w tanaens). Poniewaz wszvstkie cztery funkcje

trygonometryczne kata ostrego sg dodatnie, wiec nalezy je ikiem, piszac
prawa strone wzoru. Znak piszemy taki, jaki odpowiada funk wystepujacej
z lewej strony wzoru.
C
) Tabela wzoréw redukcyjnych a
I ¢wiartka Il éwiartka 1 é irtka
P = T T
E—a E—Fa T— T+a o 2w — @

sing cosa cosa sing —sing —COSE —Ccosa —sing

cosg siree —sing —Cost —Cost —sina sing cosa

tge ctga —ctge —tga tgo ctga —ctga —tga

ctgp tgo —tge —ctgee ctyge tgee —tge —ctgo

Tabela 5-3. Wzory redukcyjne
Przyktad 1

sin [g + a:} = cosa

Funkcja przeszta w kofunkcje, bo kat zmienit sie o =. Znak z prawej strony jest dodatni (+), bo kat = + a jest
katem drugiej ¢wiartki, a tam sinus jest dodatni.

cos(m —a) = —cosa

Funkcja nie zmienifa sie, bo kat zmienit sie o 7. Znak z prawej strony jest ujemny (-), bo kat 7 - a jest katem
drugiej ¢wiartki, a tam cosinus jest ujemny.
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mm) Znaki funkcji trygonometrycznych w poszczegélnych éwiartkach

Cwiartka
Funkcja | ] m 1\
@D | G | (3 | Gee
sina + + - -
cosa + - R +
tga + - + -
ciga + - + -

Tabela 5-4. Znaki funkcji trygonometrycznych

Przyktad 2

1
sin150° = sin(180° — 30°) = sin30° = 3

1
co5420° = cos(4- 90° + 60°) = cos60° = 5

tg120° = tg(90° + 30°) = —ctg30° = —V3

3 v2
cos T = c05135° = cos(180° — 45°) = —cos45° = -5

Zadania
5.5.1. Oblicz:
a) sinl120° b) cos315°
c) tg(—840°) d) s'z'ﬂ;—T
e)ctg(—2m) f) 25in®225° — ctg330° - tg450°
Odpowiedz:
a) ﬁ b) £
v3 d) ﬁ
e) nie ma rozwiazania f)1++3

5.5.2. Korzystajac z wzoréw redukcyjnych, oblicz:

) cos135° +tg330°
ctg2l5®-sind40°

5 % 1
b) smf- t.;;ra—'r +cos2-m
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Odpowiedz:

—E-2 b) — VE

a) 7

5.5.3. Wykaz, ze w trojkacie prostokatnym suma kwadratéw sinuséw miar wszystkich jego katéw

wewnetrznych réwna sie 2.

5.6. Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata

' TERAZ NAUCZE SIE
. Stosowac proste zaleznosci miedzy funkc| C
sina + cos*a
B sin ¢
B8a=to56

. Znajac wartosc jednej z funkgji: sinus lub cc
funkcji tego samego kata ostrego

6 cm
m) Jedynka trygonometryczna

sina+ cosa=1

6 cm

Uzasadnimy wzér dla sinusa i cosinusa kata ostrego. A D

. a P
sing ==, cosa ==~
a® + bt =c?

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa:
a® +b?=c?):c?
a® b ? b

+—=
2 2

@O -

(sine)? + (cosa)? =1

&

sina + cos’a =1

TRYGONOMETRIA
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Whniosek:

Jezeli ae(0°;90%)ae(0%;90°), to:

. o ——
sine =41 — cos®a

a———
cosa =41 —sina Pn

Przyktad 1

Wykaz, ze dla dowolnego kata ostrego w tréjkacie prostokatnym:

Niech bedzie dany trojkat prostokatny.

sina . a B g € 2

) — =sing:cosa =—: —=---=-=tga
cosx c G c b .}
COSE , B a b ¢

b) =cosa:sing =-: -=--—=ctga
tga [ c c a

Poniewaz wartosci tangensa i cotangensa tego samego kata ostrego sg liczbami odwrotnymi, to:

1
tgo =
ctga
ctga = —
tga

Z tego wynika, ze tge - ctgea = 1.
Przykitad 2

Wiedzac, ze cosa = 2, oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych tego samego kata a.

, E———
sing = 41— cos®

6o 3

"
sina = l'l‘(a) =177 s
N N N
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Przyktad 3

.sr'ﬂ.r)z

¥y — cos?x = sinx — sinx - cos*x — (
tgx

Udowodnij tozsamo$¢ trygonometryczna: sin

Przeksztatcimy najpierw wyrazenie:

e y = sin(cos(x)) e y = —x-cos(100x)

e y = x-sin(20x) e y = 5s5in(0,5x) - cos(50x)

Finx

cosx
t—— = 05X
nx

. . ginx .
= sinx : tgx = sinx : — = si
tgx cosx

sin®x — cos®x = sinx — sinx - cos’x — (cosx)?

sin*x — cos*x = sinx (1 — cos*x) — cos®x

sinx — cos?x = sinx - sin®x — cos®x

sinx — cos?x = sin®x — cos?x

L=P

Zadania
5.6.1. Oblicz wartos¢ pozostatych funkgji trygonometrycznych:
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a) cosa = % b) tga = 2v2

Odpowiedz:
, 15 — 15 , 23T Z
a) sina = "T,tga = 15,ctga = "1—5 b) sina = ; ,co5a ==, ctga = 1’?

5.6.2. Oblicza + b, gdy a = 1 — cos?a, b = tga - cos?a, dlaa = 45°.
Odpowiedz: 1

sina cosx

5.6.3. Kat @ jest ostry i ——+ = 2. Oblicz warto$¢ wyrazenia sine - cosa.

i
o, sine

Odpowiedz:

sina - cosa =

[
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5.7.Zastosowanie trygonometrii

' TERAZ NAUCZE SIE

. Wykorzystywac wiadomosci i umiejetnosci w zadaniach i problemach zycia
codziennego

Przyktad 1

Ramiona tréjkata réwnoramiennego majg dtugos¢ 6 cm. Kat miedzy tymi ramionami ma miare 50°. Jaka
dtugos¢ ma podstawa tego tréjkata? Jaka dtugos¢ ma wysokos¢ opuszczona na te podstawe?
Wysokos$¢ opuszczona na podstawe tréjkata rownoramiennego dzieli kat miedzy ramionami tréjkata na

dwa réwne katy

sin 25° = @

|AD| = 6sin25°

|AB| = 2]AD| = 12sin25°

Wartos¢ sin 257 odczytujemy z tablic.

sin 25° & 0,4226
|4B| =12-0,4226 ¥ 5,1

cas25° = @

g0 <
80

|cD| = 6 - cos25°®

Wartos¢ cos 25° odczytujemy z tablic.

cos25° 7 0,906

|CD| =6-0,906 % 5,4

Odpowiedz: : =

Podstawa trdjkata ma okoto 5,1 cm dtugosci, a wysokos¢ okotc , . -....
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Przyktad 2

Statek przeptynat 120 mil morskich kursem 72°. O ile mil statek zblizyt sie do bieguna poétnocnego?
(W obliczeniach nie uwzgledniaj krzywizny Ziemi).

Rysunek pomocniczy do zadania:

b
—— = cos72°
120

x = 120 - cos72"

Warto$¢ cos 72°% odczytujemy z tablic.
x A 120-0,309 & 37
Odpowiedz:

Statek zblizyt sie do bieguna o okoto 37 mil morskich.

A CIEKAWOSTKA

Funkcje trygonometryczne wykorzystuje sie przy pomiarze odlegtosci do trudno dostepnych obiektéw, np. do wyznaczania odlegto-
Sci obiektéw astronomicznych przy pomocy zjawiska paralaksy. Paralaksa to zjawisko pozornej zmiany potozenia obiektu ogladanego
z dwoéch kierunkéw. W praktyce najtatwiej zobaczy¢ zmiane potozenia na tle innych, odlegtych obiektéw. Paralakse geocentryczng
stosuje sie do pomiaréw odlegtosci w Uktadzie Stonecznym, wéwczas za baze przyjmuje sie promier Ziemi. Do wyznaczenia odlegtosci
do innych gwiazd, za baze obiera sie jedna jednostke astronomiczna, czyli $rednig odlegtos¢ Ziemia - Storice (149,6 min km). Mozna
zmierzy¢ potozenie danej gwiazdy na tle odlegtych gwiazd w dwoéch momentach czasu, gdy Ziemia jest na przeciwnych miejscach na
swojej orbicie. Otrzymujemy wtedy podwojony kat paralaksy (277T).

*
m - B

tak widaé bliska gwiazdg tak widac bliska gwiazde
nate innych w styezniu natleinnych wlipcu

. Storice

Rysunek 5-5 Kat paralaksy

Kat ten jest na tyle maty, ze wyrazamy go w sekundach tuku i oznaczamy symbolem m. Jedna sekunda tuku, czyli odlegtos¢, z jakiej

obiekt o sSrednicy réwnej sredniej odlegtosci Ziemi od Storica, miatby rozmiary jednej sekundy tuku na niebie.

A CIEKAWOSTKA

79. www.pl.euhou.net/docupload/files/misc/VenusTransit2012/Gloria/zestaw3.pdf, dr Kamil Ztoczewski, mgr Krzysztof Kowalczyk, 19.04.2013.
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SParsek - jednostka odlegtosci uzywana w astronomii. Jest to odlegto$¢, dla ktérej paralaksa roczna potozenia Ziemi widzianej
prostopadle do ptaszczyzny orbity wynosi 1 sekunde tuku. Parsek mozna réwnowaznie opisac jako odlegtos¢, z jakiej potowa wielkiej
osi orbity ziemskiej (czyli 1 j.a.) jest widoczna jako tuk o dtugosci 1 sekundy katowej.

Stowo parsek zostato wprowadzone przez Herberta Turnera w XIX wieku. Utworzyt on je jako zbitke pierwszych sylab stow paralaksa
i sekunda. Parsek oznaczany jest skrétem pc lub ps. Uzywanie drugiego ze skrétéw nie jest wskazane, gdyz jest on identyczny

ze skrétem dla pikosekundy (1 ps = 102 s).

1 pc = 3,2616 roku Swietlnego = 206265 jednostek astronomicznych = 3,086-10' m

A CIEKAWOSTKA
Zadania

5.7.1. Dany jest trapez réwnoramienny ABCD. Ramie tego trapezu ma diugos¢ 10 cm, a obwdd wyno-

si 40 cm. Oblicz dtugosci podstaw tego trapezu, jesli wiadomo, ze tga = % gdzie & jest katem

ostrym tego trapezu.
Odpowiedz: 2 ¢m, 18 cm

5.7.2. Oblicz wysokos¢ drzewa, ktére daje cien o dtugosci 17 m przy wysokosci storica 54°. Wysokos¢
storica — kqt miedzy kierunkiem promieni stonecznych a ptaszczyznq horyzontu.

Odpowiedz: 23,4 m

80. www.pl.wikipedia.org/wiki/Parsek, 20.04.2013.
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5.7.3. Najbardziej ,stroma” kolej na swiecie znajduje sie w Gwatemali. Tory biegna pod katem 52°.
Na jaka wysokos¢ wjedziesz po przejechaniu 1000 m?

5.7.4. Pod jakim katem nachylona jest do podtoza drabina o dtugosci 10 m, jezeli siega ona na wyso-
kos¢ 8 m? Jak wysoko siegnie ta drabina, jezeli kat miedzy nig a ziemia bedzie wynosit 60°?

5.7.5. Obserwator stoi na stromym brzegu na wysokosci 35 m nad woda. Widzi zagléwke pod katem 12°

do poziomu wody. Jak daleko jest ta zagléwka od brzegu?

5.7.6. Oblicz, w jakiej odlegtosci od Ziemi znajduje sie Ksiezyc, jezeli kat paralaksy wynosi = = 57'. Przyj-
mij promien Ziemi R = 6378 km.

Odpowiedz: d = £ 384000 km
tgm
5.7.7. Oblicz kat paralaksy najblizszej nam gwiazdy Proxima Centauri, znajdujacej sie w odlegtosci 4,3 lat
Swietlnych od Ziemi. POdpowiedz: Rok swietlny to odlegtos¢, jaka swiatto przebywa w ciaggu jed-

nego roku. (Jaka droge pokona swiatto? ¢ &3 - 108 %).

Odpowiedz: d = 4,3 lat Swietlnych = 4,3 - 365,35 - 24 - 3600s - 3 - 108? =4,1-10"m
R =149 600000 km=1,496-10""m

tga =£ ~ 6,36 - 108
a=(3,6-10°°

5.7.8.Po uptywie 6 miesiecy pozycja obserwowanej gwiazdy zmienita sie, tak ze jej kat paralaksy wynidst

0,00013°. Oblicz odlegtos¢ gwiazdy od Ziemi wiedzac, ze promien orbity Ziemi wynosi 1,496 - 108
km. Odlegtos¢ wyraz w kilometrach i parsekach.

Z1=L-=6,6-10%km=2,14 pc

tga -

Odpowiedz: tga =

m

A Czyzdam mature z matematyki?

1.

81

8
Kat « jestostryisina :§.Wtedy cos a jest rowny®":

1
9

B. >
9

. Zadania 1, 2, 3: zaczerpnieto z prébnej matury z matematyki, CKE, listopad, 2009.
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c 7
9

2. Dany tréjkat jest prostokatny (patrz rysunek). Wtedy tg a jest rowny:

A. \E,

]
|l
Lull vl

n
@5

D.

<
m]| L

3. Kat « jestostryitga =4/3.0bliczsina +cosa.

4. Kat o jestostryisin « = 3/4.Warto$¢ wyrazenia 2 — cos 2 rowna sie®

25
16
. 2
2
17
16
31

D. —
16
5. Latawiec ma wymiary podane na rysunku. Powierzchnia zacieniowanego trojkata jest réwna:
A. 3200 cm?
B. 6400 cm?
C. 1600 cm?

D. 800 cm?

6. Kat « jestostryitga = 1—E: .Obliczcos « .

7. Na rysunku zaznaczono dtugosci bokow i kat « tréjkata prostokatnego (zobacz rysunek). Wtedy®:
A. cosa=—
13

B. tgazzE

12

82. Zadania 4, 5, 6: zaczerpnigto z matury z matematyki, CKE, maj, 2010.
83. Prébna matura z matematyki, CKE, listopad, 2010.
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12

C. cosa=;

1z
D. tga =
8. Kat & jest ostry i cos o = 1—53, wtedy®:

A . _12 t _12
. sinag=_; oraztga=-

B. sina=> oraztga =—
. S”’]LY—:L3 oraz ga—lz

12 12
ina == ==
C. sin S oraztga =

12

D H _= t ==
. SIna = 12 Ooraztgo = 13
sin®38 +cost38 —1

5in?52 +00s352 +1

9. Wartos$¢ wyrazenia jest rowna:

w
§
o mIk

e

sina  cosa

10. (2 pkt) Kat ¢ jestostryi —_——+

cosa sina

=2, Oblicz warto$¢ wyrazenia sin  -cos o .

11.Liczba tg 30° - sin30° jest rowna®:
A. V3-1

3
B. ‘=2
&

-14/7
&

—3+2V/3
&

D.

12.W trojkacie prostokatnym ABC odcinek AB jest przeciwprostokatna i |AB| = 13 oraz
|BC| = 13. Wowczas sinus kata ABC jest rowny:

84. Zadania 8,9, 10: zaczerpniete z arkusza maturalnego z matematyki, CKE, maj, 2011.
85. Zadania 11, 12: zaczerpniete z arkusza maturalnego z matematyki, CKE, maj, 2012.
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12
13

13
1z

13.Kat « jestostryicosa = % .Wartos¢ wyrazeniasin® & + cosa jest®:
A. mniejsza od -1
B. réwna1
C. wiekszaod 1

D. réwna 0

2 .
14.Kat a jest ostry i sina = 7 .Wtedy cosa jest rowny®”:

45
49

A.

2

15.Kat « jest ostry i sina =7 . Wowczas®®:
A. cosa =sina >
B. cosa >sina
C. cosa<sina
D. cosa=1-sina
16. Przyprostokatne tréjkata prostokatnego maja dtugosci 8 i 6. Sinus wiekszego z katéw ostrych tego
trojkata jest rowny®:

A. -

B.

e | e

86. Zadania 13, 14: zaczerpniete z arkusza prébnej matury z Operonem, listopad, 2010.
87. Prébna matura z operonem, listopad, 2009.

88. Zadania 16, 17: zaczerpniete z arkusza prébnej matury z Operonem, listopad, 2011.
89. Zadania 18, 19, 20: zaczerpnieto z arkusza maturalnego, OKE, Poznan, styczen, 2013.
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4
D. 3
. l-gintx L . . .
17.Wyrazenie —x—, gdzie a jest katem ostrym, mozna zapisa¢ w postaci:
tgla
A. sin’
B CDS‘K
* simcx

C. sinag-cosa

1

sink

D.

18. (2 pkt) Wykaz, ze jezeli kat « jest katem ostrymitga =2,to cosa jest liczba wymierna.
19.(2 pkt) W trojkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych ma diugos¢ a. Kat ostry przy tym boku

ma miare « .Wykaz, ze sina +cosa > 1.

20.Oblicz wartos$¢ wyrazenia tg®a - 3cos’d , jezeli « =”;—3 i ajest katem ostrym.

21. (4 pkt) Dla pewnego kata ostrego o prawdziwa jest rownos¢ tg o + —— = — > .Obliczwartos¢sina,
tga sina

cosaitga *°.

22, (2 pkt) Drabina o dtugosci 2,5 m oparta o mur styka sie z nim na wysokosci 2 m. Na jakiej wysokosci
zetknie sie z murem drabina o dtugosci 3,5 m, jesli obie drabiny nachylone sa pod takim samym katem
do podtoza?

23. (2 pkt) Postugujac sie wzorem: sin(e + 8)=sina - cos # + cosa -sin /3, oblicz sin75°.

24, (2 pkt) W trojkacie prostokatnym przyprostokatne maja dtugosci 2 i 4, a jeden z katéw ostrych ma
miare ¢ .Oblicz sina - cosa 7.

25. (2 pkt) Oblicz a-b, gdy a =sin*a -cos*a, b = 1- 4sin’a - cos’a dla a =60°.
26. (4 pkt) Korzystajac z danych na rysunku ponizej, oblicz wartos¢ wyrazenia

(tg,@-ﬁ)2 -cosa.

25

90. Zadania 21,22, 23: zaczerpnigte z,Testy maturalne’, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
91. Zadania 24, 25, 26, 27: zaczerpnigte z informatora maturalnego, CKE, 2007.
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27.

=[5
Clo

(4 pkt) Wiadomo, ze « jest katem ostrymisina =

. iz .. cga—-tga
Oblicz wartos¢ wyrazenia cea"nea
ciga+iga

28. (5 pkt) Miara jednego z katéw ostrych w tréjkacie prostokatnym jest réwna « 2.

a) Uzasadnij, ze spetniona jest nieréownos¢ sina -tga < 0.

. R ‘
b) Dlasina =3 oblicz warto$¢ wyrazenia cos’ a + cosa - sin” a.
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