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Wstep

Drogi uczniu!

Osoba przedsiebiorcza powinna posiada¢ wiadomosci i umiejetnosci, ktére utatwig jej funkcjonowanie w
spoteczenstwie. To takze osoba, ktéra potrafi rozwigzywac problemy, radzi¢ sobie w trudnych sytuacjach,
rozwijac i ksztattowa¢ swojg osobowos¢, poszukiwaé nowych doswiadczen oraz analizowac i wyciggac
whnioski. Podobnie jest w uczeniu sie matematyki, bo matematyka to nie tylko rozwigzywanie zadan. Jest
to nauka rozwijajgca umyst, ksztatcgca wyobraznie, uczaca logicznego myslenia oraz rozumowania mate-
matycznego. Chcielibysmy, abyscie zakonczyli nauke ze Swiadomoscia, ze matematyka przydaje sie w zy-
ciu codziennym.

Podrecznik jest przeznaczony dla uczniéw szkét ponadgimnazjalnych. Zostat napisany w taki spo-
s6b, aby ksztatcit wymagane umiejetnosci, a jednoczesnie aby nauka matematyki byta przyjemna. Znaj-
dziesz tutaj oprocz wiedzy matematycznej, wiele ciekawostek z r6znych dziedzin zycia. Kazdy temat roz-
poczyna sie od zadan sprawdzajacych umiejetnosci, ktére juz posiadasz z gimnazjum. Jezeli masz zale-
gtosci z poprzednich etapéw ksztatcenia, powinienes szybko je nadrobi¢. W podreczniku teorie poparto
licznymi przyktadami, a ich dopetnieniem jest seria ¢wiczer do samodzielnego rozwigzania. Kazdy roz-
dziat konczy sie zestawem zadan, zatytutowanym,Czy zdam mature z matematyki?’, dzieki ktérym mozesz
sprawdzi¢, czy poradzisz sobie na egzaminie maturalnym. Odpowiedzi do wiekszosci zadan znajduja sie
na koncu podrecznika. Jest tam réwniez umieszczony indeks wazniejszych pojec i termindw matematycz-
nych. Na caty cykl ksztatcenia zostaty przewidziane trzy tomy podrecznika.

Nauka matematyki moze stac sie rowniez dla Was wielka intelektualng przygoda i niepowtarzalng
okazja, by odkry¢ - po raz pierwszy albo na nowo - piekno krolowej wszystkich nauk! Czego wszystkim

zyczymy.

Autorzy



1 Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej

1.1 Rdéwnanie prostej na ptaszczyznie

Teraz naucze sie:
Wyznaczac rownanie prostej w postaci kierunkowej przechodzacej przez dany punkt.

Linia prosta lub prosta - to jedno z podstawowych poje¢ geometrii'.

Em) Rownaniem prostej k nazywamy réwnanie, ktore jest spelnione przez wspétrzedne kazdego
punktu, ktory do tej proste nalezy, ale nie jest spetnione przez wspotrzedne punktow leza-
cych poza prosta k.

Mozemy wyznaczac rbwnanie prostej:

» przechodzacej przez dany punkt,

» przechodzacej przez dany punkt i nachylonej do osi 0X pod danym katem,
» przechodzacej przez dwa dane rézne punkty.

Roéwnanie prostej mozna zapisa¢ w postaci:

Postac¢ ogodlna

Ax +By+C=0

gdzie A,B,C € RorazA2 4+ B2 =0

A, B, C — wspotczynniki liczbowe réwnania proste;j.

Np.3x — 5y +7 = ﬂ,—§x+ 12y +2 =0, 0,25x% —%y—él —0
Postac kierunkowa

y=ax+b

a — wspotczynnik kierunkowy (katowy) prostej, b — wyraz wolny.

Wspotczynnik @ mozna obliczy¢ jako tangens kata zawartego pomiedzy wykresem prostej w karte-
zjanskim ukfadzie wspoétrzednych a osiag 0X: a = tga.

1 www.pl.wikipedia.org/wiki/Prosta Prosta_na_p.C5.82aszczy.C5.BAnie_.28afinicznej.29, 15.03.2013.


http://pl.wikipedia.org/wiki/Geometria
http://www.pl.wikipedia.org/wiki/Prosta#Prosta_na_p.C5.82aszczy.C5.BAnie_.28afinicznej.29

W réwnaniu prostej x i y oznaczajg wspoétrzedne dowolnego punktu P nalezacego do ptaszczyzny.
Od ich wartosci zalezy potozenie prostej w uktadzie wspotrzednych.

Punkt P nalezy do prostej tylko wtedy, gdy jego wspotrzedne spetniajg réwnanie tej proste;.
Przykiad 1

Przeksztat¢ rbwnanie zapisane:

a) zpostaci kierunkowej na posta¢ ogoélng

b) zpostaci ogdlnej na posta¢ kierunkowa
Rozwiagzanie:

a) Mamy dane réwnanie w postaci kierunkowej: y = 3x —5

Przenosimy wszystkie wyrazy na jedng strone: y —3x+5=10

Po uporzadkowaniu otrzymujemy postac ogélng: —3x +y+5=10

b) Aby przeksztatci¢ réwnanie z postaci ogoélnej na kierunkowa, wystarczy z zapisu ogdélnego

wyznaczy¢ y.
Dane mamy réwnanie w postaci ogélnej: 2x —3y +6=10

Wyznaczamy y: —3y = —2x— 6 /: (—3)

_ 2 + 2
Mamy dane réwnanie w postaci kierunkowej: y = —gx +2

Jezeli w réwnaniu ogdlnym nie wystepuje zmienna y, to wyznaczamy x i otrzymujemy réwnanie
prostej prostopadtej do osi 0 X.

EE) Rownanie prostej o wspotczynniku kierunkowym a przechodzacej przez punkt A = (x4,¥4)
mozna zapisa¢ w postaci y = a(x —x¢) + ¥

Przyktad 2

Wiedzac, ze wspotczynnik kierunkowy prostej wynosi 5, napisz rdwnanie prostej przechodzacej

przez punkt A = (—2,6).
Rozwiazanie:

y=ax—x1) +y

y = S(x - (—2)) +6

y=5(x+2)+6

y=5x+10+6

y=5x+11



Przykitad 3

Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt B = (—1,4) i nachylonej do osi 0.X pod katem

a = 60°.

Rozwigzanie:

Poniewaz @ = 60°, to tg60° = /3.

Réwnanie prostej ma wiec posta¢: y = v/3x + b.

Wiemy, ze do prostej nalezy punkt B, zatem wspétrzedne tego punktu spetniaja rownanie tej prostej:

4=+3-(-1)+»b

b=4-43
Réwnanie prostej ma postac: ¥ = v/3x + 4 —+/3.

ZADANIA

1.1.1

1.1.2

1.1.3

Napisz réwnanie prostej o danym wspétczynniku kierunkowym i przechodzacej przez punkt C.

Otrzymane rownanie prostej zapisz w postaci ogolne;j.
a) C=(-3-2),a= _é b) €=(03),a=—1

0 €C=(25),a=3 d €=(-2-2),a=-4

Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P i nachylonej do osi 0X pod katem a, gdy:

a) P=(-34),a=45° b) P=(615),a = 120°
) P=(-1,5),a=135° d P=(2,-3),a=60°
Funkcja liniowa dana jest wzorem f(x) = —2x + 3. Wyznacz liczbe a, jesli:

a) f(2a—4)=3a+8 b) f(4a+1) = f(5a —3) 0 F(8-—4a)= 22a3—23




Rownolegtosé i prostopadtosc prostych, a ich wspétczynnik
kierunkowy

Teraz naucze sie:
» Badac réwnolegtos¢ i prostopadtos¢ prostych na podstawie ich réwnan kierunkowych;

» Wyznaczac réwnanie prostej, ktéra jest rownolegta lub prostopadta do prostej danej w po-
staci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt;

bada¢ réwnolegtos¢ i prostopadtos¢ prostych na podstawie ich réwnan ogdlnych;

wyznaczac rownanie prostej, ktora jest rownolegta lub prostopadta do prostej danej w po-
staci ogodlnej i przechodzi przez dany punkt.

mm) Dwie proste sa rownolegtle, jezeli ich wspétczynniki kierunkowe sa réwne. Zatem proste ki

dane wzorami:

(k) y=ayx+by

(D) y=ax+b,

sg rownolegte, jezeli:

a; = a;

Proste sg prostopadte, jezeli ich wspoétczynniki kierunkowe spetniajg zaleznos¢:

a1'a2=—1

Przykiad 1

Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P = (—2,4) i rownolegtej do prostej o réwna-
niu: 3x —2y +4 = 0.
Przeksztatcamy réwnanie prostej do postaci kierunkowej, aby zobaczy¢ jej wspotczynnik kierunkowy.

Ix —2y +4=10
—2y=—-3x—4/:(-2)

3
}’:Ex+2
3
alzi

Korzystamy ze wzoru na rdwnanie prostej przechodzacej przez jeden punkt o danym wspoétczyn-
niku kierunkowym.

y=alx—x1)+wn
. e . . 3
Z warunku réwnolegtosci wiadomo, ze a = a; = >

Punkt P lezy na prostej, wiec spetnia jej rbwnanie:



y= g(x —(-2)) +4y = g(x —(—2)) + 4, wiec

—3( +2)+4—3 +3+4—3 + 7
Y=oW 2" —2*

3
Odpowiedz: Szukana prosta ma réwnaniey =-x+ 7.

Przykitad 2

Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt B = (3, —2) i prostopadtej do prostej o réw-
naniu: 3x +4y —7 = 0.

Przeksztatcamy réwnanie prostej do postaci kierunkowej, aby zobaczy¢ jej wspotczynnik kierunkowy.
3Ix+4y—7=0

4y = —3x+7/:4

3 7
Y= gx +E
3
al - _E

Korzystamy ze wzoru na rownanie prostej przechodzacej przez jeden punkt o danym wspotczyn-
niku kierunkowym.

y=alx—x)+n

Z warunku prostopadtosci wiadomo, ze a, - a; = —1, stad
3 4
—E " az = _1 = az — §

Punkt B lezy na prostej, wiec spetnia jej rownanie:

y=2—3)+ (-2 = ;(x —3) + (~2), wiec

_2 4 2—4 6
}—gx_ - —51—

Odpowiedz: Szukana prosta ma réwnanie y = gx — 6.

ZADANIA

Znajdz réwnanie funkgcji liniowej, ktorej wykres jest prostopadty do prostej:
a) y=3x-2iprzechodziprzez punkt A = (6, 3)
b) y=3x-1iprzechodzi przez punkt A = (1,2)

o y= —%x —1iprzechodzi przez punkt A = (4,2)




1.2.2

1.2.3

1.24

d y= éx —2 iprzechodzi przez punkt A = (2,2)

e) y=3x-1iprzechodziprzez punkt A = (1,2)

f) y=-3x-1iprzechodzi przez punkt 4 = (3,3)

g) 2x-y+1=0 iprzechodzi przez punkt A = (4, —3)

h) x+y—6=0 iprzechodzi przez punkt 4 = (1, —2)

i) 2x+2y+3=0 iprzechodzi przez punkt A = (—4, —3)
j)  x—y+4=0 iprzechodzi przez punkt 4 = (-2, —5)

k) x+y—4=0 iprzechodzi przez punkt A = (—6,8)

Znajdz réwnanie funkgcji liniowej, ktérej wykres jest rownolegty do prostej:
a) y=2x-3iprzechodziprzez punkt A = (2,3)

b) y=-5x+4 iprzechodzi przez punkt 4 = (2,1)

Q y= —%x +4 i przechodzi przez punkt A = (4,2)

d y= %x —2 iprzechodzi przez punkt 4 = (6,1)

e) y=4x+6 iprzechodzi przez punkt 4 = ( i, 5)

f) y=-x-3iprzechodzi przez punkt 4 = (-5,2)

g) 2x-—y+1=0 iprzechodzi przez punkt 4 = (4, —3)

h) y-0,5=0,3x i przechodzi przez punkt 4 = (110, —

)

ba | —

i) x+y+3=0 iprzechodzi przez punkt 4 = (6,1)

j)  3x-—y=-9 iprzechodzi przez punkt 4 = (—2,6)

Dana jest prosta [ o rownaniu y = éx —+/2 oraz punkt A = (-3,-2). Wyznacz wzér funkgji liniowej f
wiedzac, ze jej wykres jest prostopadty do prostej [, punkt A nalezy do wykresu funkgji f.

Okresl wzajemne potozenie prostych:
1 7 .
a) 18x—|—3y—1:'Dy:§—6x b) }r:§x—|—2|7x—8y+2420
. 1 X ¥ .
) 6x+2y=4|y:5x—|—2 d) E—|—1:1|y=3x+4
. . 1
e) x—2y+3=0i2x+y-5=0 f) 3x—6y+7:0|y:5x

g 3x-6y+7=0iy=-2x+4



1.2.5 Proste k i /sg prostopadte. Oblicz warto$¢ wspétczynnika a.
a) [:2x-9y+6=0,k:y=ax+6
b) l:y=—%x+2,k:y—ax:4

C) [:2ax—y+1=0,k:x+2y—-6=0

1.2.6 Proste [ i m sg rownolegte. Oblicz warto$¢ wspoétczynnika a.
a) [:y=2x-5=0m:y=03-a)x+4 b) l:y=3x+6,k:y—ax=4

o l:y=(a+4)x+5, m:y=4+10x d [l:y=ax+6,m:y=6+19x

1.3 Réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty

Teraz naucze sie:
» Oblicza¢ wspotrzedne punktu przeciecia dwoch prostych;

» Wyznaczac rownanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty (w postaci kierunko-
wej lub ogodlnej);

» Sprawdza¢, czy punkty sg wspotliniowe.

I
) Punkt przeciecia dwéch prostych

Gdy proste k i [ nie sg rownolegte, to przecinaja sie one w pewnym punkcie P. Punkt przeciecia P
lezy na prostej k i na prostej [, zatem jego wspédtrzedne muszg spetniac jednoczesnie réwnania obu
prostych. Wspotrzedne punktu P otrzymujemy, rozwigzujac uktad rownan.

Przyktad 1
Wyznacz punkt przeciecia sie prostych danych réwnaniami: y = 3x — 7iy = —5x + 9.

Z podanych wzoréw funkcji tworzymy uktad dwoéch réwnan:

{yz?,x—?

y=—5x+09 wyznaczamy z niego x orazy.

3x —7=-5x+9
3x+5x=9+7
8x =16 /:8

x = 2, wiec

y:Bx—?:S'z—?:ﬁ—?:—l




{ x=2
}J’ p— —1
Odpowiedz:
Proste okreslone réwnaniami vy = 3x — 7 i y = —5x + 9 przecinaja sie w punkcie o wspotrzed-
nych (2, —1).
Em) Roéwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty
Przez dwa rozne punkty przechodzi doktadnie jedna prosta. Jesli mamy dane dwa rézne punkty
na pfaszczyznie A = (x4,v4), B = (x5, vg), mozemy wyznaczy¢ rownanie prostej przechodzacej
przez te punkty.
Mozemy napisac réwnanie takiej prostej, rozwigzujac uktad réwnan lub skorzystac z gotowego wzoru.
Ponizsze przyktady przedstawiaja obie metody.
Przyktad 2
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty o wspétrzednych A = (—3,6)
i B=(L6).
Szukamy réwnania prostejy = ax+ b
Prosta przechodzi przez punkty A = (—3,6) i B = (1,9), a to oznacza, ze wspotrzedne tych punk-
tow spetniajg réwnanie proste;j.
Rozwigzujemy ukfad réwnan:
{6 =—-3a+b
9=a+b
Odejmujemy stronami rbwnania i otrzymujemy:
6—-9=-3a—a+b—->b
—3=—4qa /:(-3)
_ 4
“73
Skoro9 =a+ b, tob :9—%:7%
Szukane réwnanie prostej, to y = gx + 72.
mm) Okreslenie wzoru funkcji przechodzacej przez dwa dane punkty za pomoca wzoréw

Majac dane dwa punkty A = (x4,v4) i B = (xp,¥5), mozemy obliczy¢ warto$¢ wspétczynnika kie-

runkowego prostej, korzystajac ze wzoru:
¥B —¥Ya

a =
Xp — Xz

Gdy mamy wspotczynnik kierunkowy prostej i punkt, ktéry do tej prostej nalezy, to mozemy juz
napisac jej wzor, korzystajac z zaleznosci, ze vy = a(x — x4) + V4.



) Roéwnanie prostej, ktéra przechodzi przez dwa punkty A = (x4,¥4) i B = (xp,Yg), opisuje
wzor:
(—ya)xp—x4) —(yp —ya)(x—x4) =0

Przykiad 3
Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty 4 = (=2,3) i B = (4,2) .

Rozwiagzanie:

I sposob :

=y ), —x)-(rs =y, Nx—x,)=0
(y-3)(4-(-2)-(2-3)(x-(-2)=0
(y=-3)(4+2)-(-D)(x+2)=0
(y=3)-(6)+1-(x+2)=0
6y—18+x+2=0

6y=—x+16
R
6 6
s LB
6 3
Il sposdb:

1. Zapisujemy rownanie szukanej prostej w postaci kierunkowej, czyli: y=ax+5b.
2. W kolejnych krokach bedziemy wyznacza¢ wspétczynnikia i b.

3. Podstawiamy wspétrzedne pierwszego punktu do rownania prostej:
y,=a-x,+b

4. Podstawiamy wspotrzedne drugiego punktu do réwnania prostej: v, =a-x; +b
5. Rozwiagzujemy uktad rownan

y,=a-x,+b

Yyy=a-x,+b

otrzymujac szukane parametry a i b.

Rozwiazanie:
{3 =—2a+b/(-1)

2=4a+h
{—3:2a—b
2=4a+hb
—1=6a/:6
1

a=—=

6



Podstawiamy do pierwszego réwnania z uktadu réwnanzaa = — o dzieki temu otrzymujemy row-
nanie z jedna niewiadoma b, ktéra obliczamy:

3:—2-(—lj+b
6

3:l+b
3
=22
3
Otrzymane rownanie ma postac: y = —éx +§.
Przykitad 4

Dane sg punkty A = (2,4) i B = (—3,5). Znajdz prosta przechodzaca przez te punkty.
Rozwigzanie:

Liczymy wartos¢ wspétczynnika kierunkowego naszej prostej, korzystajac ze wzoru:
a_ya—}:q_S—*l 1

xB—xA_—B—Z_ 5

Korzystamy z zaleznosci, ze ¥ = a(x — x4) + ¥4 i piszemy réwnanie prostej:

1 1 1 3
y=—(r—(=3)+ (D =—zG+3-3=—Zx—-

: . , 1 3
Ostatecznie prosta ma réwnanie: y = —-x — 3.

ZADANIA

1.3.1  Wyznacz wspétczynnik kierunkowy prostej, do ktorej nalezg punkty:
a) A = (_21_1 O)I B = (11_1) b) A = (_319)1 B = (21_1) C) A = (016)1 B = (610)

d) A= (_21_1 )r B= (310) e) A= (_1 214)1 B= (311) f) A= (814)1 B= (11_1)

1.3.2 Oblicz brakujgce wspoétrzedne punktéw, jesli wiadomo, ze naleza do danej proste;j:

3 1
a) y=5x+2, P=(—2,y) b) 2x—3y=2, P:(E,y)
2y 2
Q) y=9x-3, P=(x—6 d 4+, po(x-=
y (x,-6) — (x=3)

1.3.3 Napisz réwnanie prostej o wspotczynniku kierunkowym a wiedzac, ze do tej prostej nalezy punkt M:

a) a=0, M =(-2,-3) b) a=3, M =(6-2)

3 11
== M=(-—,— d =-5 M=(23
A a n (3 2) ) a (2,3)



1.3.4 Napisz réwnanie prostej, do ktorej naleza punkty:

a) A=(-17), B=(3,-5) b) A= (—44), B=(27)
¢) A=(=50), B=(5-6) d) A= (1%) B = (3,—%)
e) A=(-26),B=(v2-32) f) A=(21), B=(-42)
g) A=(26), B=(-1,-7) hy A=(24), B=(5-5)

1.3.5 Sprawdz, czy punkty sa wspétliniowe:
a) A=1(21,B = (45),C = (-3,-9)
by A= (-1,-6),B = (0,—6),C = (12,0)
Q) A = (-53),B = (2,3),C = (4,3)

d A4=(20),B=(2-4,C=(289

1.4 Odlegtos¢ punktow

Teraz naucze sie:
» Obliczac odlegtos¢ dwoch punktow;

» Odlegtos¢ punktu od prostej.

I
Niech beda dane dwa punkty 4 = (x1,31) i B = (x3,v3).

Odlegtos¢ punktu A od B liczymy, korzystajac ze wzoru:
d=(x;—x1)2 + (2 — y1)?

Przyktad 1

Oblicz odlegto$¢ punktow A i B od siebie, gdy A = (7, 6), B = (—5,4).

Podstawiamy do wzoru:

d=,/Os—x)2+ (v, —y)2 =/(=5-7)2+ (4 — 6)2 =144 + 4 =148 = 2+/37
Odpowiedz: Odlegtos¢ punktu A od punktuB wynosi 2v/37.

Odlegtos¢ punktu od prostej to w istocie dtugos¢ odcinka, ktérego poczatkiem jest dany punkt
i opuszczonego na prostg pod katem prostym.

Dana jest prosta k o réwnaniu ogélnym Ax + By + C = 0, gdzie A2 + B? = 0i punkt P = (x4, x5),
ktory lezy poza prosta k.




mm) Odleglosé punktu P od prostej k wyraza sie wzorem:

|.AX1 + By1 + C|
VA% + B?

d(P,k) =
Obliczajac odlegtos¢ punktu od prostej, mozemy korzysta¢ z powyzszego wzoru lub wykonac na-
stepujace kroki:

1. Napisac¢ wzor prostej prostopadtej do danej i przechodzacej przez dany punkt.

2. Obliczy¢ punkt przeciecia danej prostej i prostej do niej prostopadtej.

3. Obliczy¢ dtugosc odcinka, ktérego konce to dany w zadaniu punkt i punkt obliczony w punk-
cie drugim. Dtugos¢ tego odcinka jest szukang przez nas odlegtoscig punktu A od prostej k.

Przyktad 2

Dane s3: prosta k:y = 2x + 3 oraz punt 4 = (2,3). Obliczmy odlegtos¢ punktu 4 od prostej k.

Rozwigzanie:

1. Napiszmy wzor prostej prostopadtej do prostej k i przechodzacej przez punkt A.
Jesli prosta [ jest prostopadta do prostej k, to wspétczynnik kierunkowy prostej [ wynosi — %
Prosta [ ma réwnanie y = —%x + b i przechodzi przez punkt A = (1,3), wiec:

1
3=-3-2+b = b=4

Réwnanie prostej l: y = —% x+4

2. Obliczamy punkt przeciecia prostej k i prostej do niej prostopadtej.
Rozwiazujemy uktad réwnan ztozony ze wzoréw obu funkg;ji

v=2x+3

x4

y=2-04+3=38
Punkt przeciecia prostych k i l ma wspétrzedne B = (0,4; 3,8)

3. Obliczamy dtugos¢ odcinka AB, czyli odlegtos¢ punktu A od prostej k.

d=AB|=/(x; —x)*+ (y; —11)? =,/(0,4—2)2+ (38 —3)2 = /2,56 + 9

= /11,56 = 3,4

Odpowiedz: Odlegtosc punktu A od prostej & wynosi 3,4.



Przykitad 3

Korzystajac z danych z przyktadu 2, obliczymy odlegtos¢ punktu A od prostej k, korzystajac ze wzo-

|[Ax; +By,+C|
d(p, k) ="
ru ( r ) '\'IA2+32

A, B i C to wspétczynniki prostej z jej postaci ogdlnej, natomiast x1,¥; to wspotrzedne danego
punktu.

Mamy dane: prostg k: y = 2x + 3 oraz punt 4 = (2,3)

Zapisujemy rownanie prostej w postaci ogolnej:

y=2x+3

2x—y+3=0

Podstawiamy wspotczynniki prostej i wspotrzedne punktu do wzoru:

d(Pk)_|Ax1+Byl+C|_|2-2—1'3+3|_|4—3+3|_4_4\!’3
T JArB 24 (-1)7 5 5 5

ZADANIA

1.4.1 Oblicz dlugos¢ odcinka, majac dane wspotrzedne jego korncow:

a) A= (11),B=(47) b) A=(-52),B=(32)
o A=(2,-5),B=(-34) d) 4= (-1,-4),B =(84)
e) A=(2,-2),B=(45) f) A= (3,-5),B = (4,4)
9 A=(68),B=(10,0) h)y A= (80),B=(-25)

1.4.2 Oblicz odlegto$¢ punktu A od prostej k:

a) A=(14)k:4x—-2y—-16=0
by A= (-54),ky=-2x+1

0 (=23) k:3x—4y+2=0

1.4.3 W ukfadzie wspotrzednych sg dane punkty A = (—4,2), B = (5,4).

a) Oblicz odlegto$¢ punktu € = (—1,4) od prostej przechodzacej przez punkty A i B.

b) Uzasadnij, ze jeslim # 0, to punkty 4, B oraz punkt D = (—1,m) sg wierzchotkami trojkata.




Teraz naucze sie:

1.5 Wspoétrzedne srodka odcinka

» Wyznaczac¢ wspotrzedne Srodka odcinka.

Niech beda dane dwa punkty A = (x4, v1) i B = (x3,¥2).

r

g = (-‘71 + X2 Y1 +)’2)

2

Przyktad 1

Podaj wspotrzedne srodka odcinka o koncach w punktach: A = (3, -5), B = (6, 3).

2

mm) Srodek odcinka, majac dane wspétrzedne jego koricéw A i B. liczymy ze wzoru:

Podstawiamy wspotrzedne punktu do wzoru:

3+6 —5+3

X1+ % vty
S:(l 2 Y1 T2

2

Przyktad 2

Srodek odcinka AB ma wspétrzedne: S = (—3,6). Oblicz wspétrzedne punktu 4, jezeli

B = (4,-2).

Zajmijmy sie osobno wspotrzedna x i osobno wspétrzedna y.

X1+ %3
3 =

x,+ 4
5=

X1 t+4=-6

xlzlﬂ

Vit _

6
2

v +(=2) _

2
y, —2 =12
Vi =14

»

2

)=

2 7 2

) = @5 -

Odpowiedz: Wspotrzedne punktu A wynoszg (10,14).



ZADANIA

1.5.1

1.5.2

153

154

1.5.5

1.5.6

1.5.7

Podaj srodki odcinkdw, ktérych konce maja wspétrzedne:

a) A= (-85),B = (0,11) b) A = (3,-5).B = (-13,7)
) A= (-23)B=(4-9) d) A=(17).B=(-5-2)
e) A=(53),B=(13) f) A= (-61).B=(43)
g) A=(-4-8),B=(21) h) A= (-45).B=(87)
i) A=(-4-7),B = (10,-3) j) A =(06),B=(-1216)

Dany jest odcinek o koricach w punktach A = (—2,4) i B = (6, —2).
a) Wyznacz wspétrzedne $rodka odcinka.
b) Oblicz dtugos¢ tego odcinka.

c) Wyznacz réwnanie prostej rownolegtej do odcinka przechodzacej przez punkt € = (0,3).

Dany jest odcinek |AB/|, w ktérym dany jest srodek S i koniec B. Wyznacz wspétrzedne punktu A.
d §=1(27),B=(-35) e) §5=1(21),B=(-56)

Wyznacz wspotrzedne wierzchotkow trojkata, jezeli sSrodki jego bokéw majg wspotrzedne:
P=1(13),0 =(-54),R =(-6,7).

Wyznacz wspétrzedne punktu P, ktéry dzieli odcinek o koncach A = (29,—15) i B = (45,13 )
w stosunku |AP|: |PE| = 1:3.

W uktadzie wspétrzednych na pfaszczyznie punkty A = (2,5) i € = (6,7) sq przeciwlegtymi wierz-
chotkami kwadratu ABCD. Wyznacz rdwnanie prostej BD.

Wyznacz rownanie symetralnej odcinka AB, jesli:

a) A=1(46),B=(35) by A=B1,B=(-4-8 o A=GB1,B=(-17)

d A=(-13),B=(11) e A=(1L1),B=(55) fy A=(-24),B=1(68)




1.6 Roéwnanie okregu*

Teraz naucze sie:

> Postugiwa¢ réwnaniem okregu (x - a)? + (y - b)? = r* oraz opisywac kota za pomoca nie-
rownosci;

» Wyznaczac punkty wspdlne prostej i okregu.

I
Em) Roéwnanie okregu

W uktadzie wspétrzednych dany jest okrag o srodku w punkcie § = (a,b) i promieniu 7.

Niech punkt P = (a, b) lezy w dowolnym miejscu na okregu. Zapiszmy teraz zalezno$¢ dowolnego
punktu P lezacego na okregu i jego odlegtosci od srodka okregu.

|OP| = 7, i na mocy definicji odlegtosci dwoch punktdw, otrzymujemy:

|oP| :J(x —a)? + (x — b)?

r=(x—a)?+ (x—b)? /2
r*=x—-a)+((x—-5b)?
) Rownanie okregu o srodku w punkcie S = (@, b) i promieniu 1, gdzie r > 0, ma posta¢:

r? = (x — a)* + (y — b)? (posta¢ kanoniczna)
x? + y% — 2ax — 2by + ¢ = 0 (postac ogélna), gdzier? = a* + b* — ¢
Przyktad 1
Podaj rownanie okregu o srodku w punkcie S = (-2, 6) i promieniu: 4
(x—(-2))+ &y —6) =42
(x+2)+(y—6)=16
Przyktad 2
Podaj wzor okregu o $rodku w punkcie S = (—2, —7), jezeli przechodzi przez punkt A = (—6, —4).
Mamy dane wspétrzedne srodka okregu, ktére mozemy podstawi¢ do wzoru:
(x+2)2+x+7)2=r2

Musimy obliczy¢ promiern okregu. Mozemy to zrobi¢, podstawiajac wspétrzedne punktu
A = (—6,—4) do wzoru:

(=6 +2)2+(—4+7)?* =712

(—-4)*+3% =17

16+9 =12



Rownanie okregu ma wtedy posta¢: (x + 2)% + (x + 7)? = 25.

Aby zapisa¢ dane rébwnanie za pomocg postaci kanonicznej, nalezy obliczy¢ trzy wielkosci wyste-
pujace w tej postaci, czyli a, b oraz .

Przyktad 3
Przeksztat¢ rownanie okregu, ktore dane jest w postaci ogdlnej, na postac kanoniczna.
x2+y?+4x—6y+4=0

Szukamy najpierw wspotrzednych srodka okregu.

2+ vi+4x—6v+4=0

—2b=—6

Obliczamy dtugos¢ promienia wiedzac, ze r?2 = a® + b% — ¢
r2=(-2)2+3)?>-4=4+9—-4=09
Zapisujemy wzor w postaci kanonicznej:
(x+2)¥+@w—-3)?%=9

Przykiad 4
Znajdz réwnanie stycznej do okregu o réwnaniu (x —3)? + (¥ —4)? = 1 w punkcie P = (—2,3).
(x —3)2+ (y —4)? = 1 - okrag o $rodku w punkcie § = (3,4) i promieniur = 1.

Prosta styczna do okregu w punkcie P jest prostopadta do prostej przechodzacej przez punkty:
S$=34)iP=(-23).

Piszemy rownanie prostej przechodzacej przez dwa punkty:
v —ya)lxp—x4) — (g —ya)(x —x4) =0
(y-(-2))(-2-3)-3-9(x-3)=0

(y+2)-(=5) —(-1)(x—3)=0

—by—10+x—-3=0

X—5y—13=0



1 13
y=—x——
- 5

Prosta styczna do okregu w punkcie A jest prostopadta do prostej y = Ix -2 wiec jej rbwnanie to:
y=-5x+h.

Skoro punkt P nalezy do prostej y = —5x + b, to:
3=—5-(-2)+b =b=-7
Réwnanie stycznej do okregu ma postaé: y = —6x — 7.

mm) Koto - zbior wszystkich punktow plaszczyzny, ktérych odlegtosé od ustalonego punktu na tej
plaszczyznie (Srodka kota) nie przekracza pewnej wartosci (promienia kota).

Koto w kartezjanskim ukfadzie wspétrzednych jest opisane wzorem:

(x—x0)* + (¥ —yo)? =17

gdzie r = 0 - promien kota, (xg, ¥) — wspétrzedne srodka kota?

Przyktad 5

Narysuj zbiér punktéw, ktérych wspotrzedne spetniaja AY

warunek:

(x—3) 2+ (+1)?<4

Nierownos¢ opisuje koto o srodku w punkcie § = (3, —1)

i promieniur = 2.

ZADANIA

1.6.1 Wyznacz srodek i dtugos¢ promienia okregu:
a) (x—4)>+y° =4 b) x*+(y+3)*=9 0 (x—2) +@H+4)?%*=25

d x—-2)Y+@+1%*=4 ¢ @+6) 2+ +10)2=64 f) (x—-3)2+(y+5)*=8

1.6.2 Napisz rownanie okregu o $srodku w punkcie S i promieniu r, gdy:
a) §S=(-46),r=5 b) §=(12),r=3 o $=(00),r=+2

d) S= (_4J1)JT = ﬁ e) 5= (6.1 _z)JT =1 f) 5= (DJ]‘)JT =2

2 www.pl.wikipedia.org/wiki/Ko%C5%820, 19.02.2013.
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1.6.3

1.6.4

1.6.5

1.6.6

1.6.7

1.6.8

1.6.9

Podaj réwnanie okregu o osrodku w punkcie S = (6, —11), jezeli przechodzi przez punkt
A = (6,—1).

Napisz réwnanie okregu, ktérego srodkiem jest punkt przeciecia prostych 7x—y-3=0
i 4y—3x—13=0 ido ktérego nalezy punkt P = (5,6).

Zapisz wzor okregu za pomoca postaci kanonicznej:
a) x2+y?+6x—10y+27=0 b) x*+y*?-3=0
0 x*+y?—6y+4=0 d x*+y?—4x+2y+1=0

Punkt K = (—1,9) nalezy do okregu stycznego do osi 0X w punkcie L = (2,0). Wyznacz réwnanie
tego okregu.

lle punktéw wspdlnych ma okrag o srodku w punkcie S = (0,3) i promieniu r = v/6 z prostg o réw-
naniu3x +y—15=0.

Napisz nierownos¢, ktora opisuje koto o promieniu 7 i Srodku w punkcie S:
a) §= (_1J5)JT =4 b) 5= (—3,{)),?" = \f@
0 S=(-1,-2),r=+2 d §=(45).r=3

Okresl potozenie punktow A4 = (1,0),B = (3,3),C = (4, —1) wzgledem kota o srodku w punkcie
S =(—1,3) i promieniur = 4.

1.6.10 Oblicz odlegtos¢ punktu A od érodka kota (x — 3)? + y? = 9 oraz okresl potozenie punktu A wzgle-

dem tego kofa, jezeli:

a) A=(3,-3) b) A=(42) ) A=(-2-3)

1.6.11 Przedstaw w prostokatnym uktadzie wspotrzednych figure

a) F:{(x;}’)lx,}’E]Fﬂﬂxz—l—yzig ﬂx—Z}r_l_z {ﬂ}
b) F ={(x,}’):x,yE]RA (x=7F +(y+2) <36 A(x=5) + 3 24}

-
“

c F :{(x,y):x,y ERA (x—2)f +y* >16A(x—6) +3° < 4}




1.7 Symetria osiowa i Srodkowa

Teraz naucze sie:

» Znajdowac obrazy niektorych figur geometrycznych (punktu, prostej, odcinka, okregu,
tréjkata itp.) w symetrii osiowej wzgledem osi uktadu wspotrzednych i symetrii sSrodkowej
wzgledem poczatku uktadu.

Em) Symetria - stowo greckie, oznaczajace regularny uktad, harmonie miedzy czesciami catosci.

Swiat jest peten symetrii, obcujemy z nig na co dzien: w $wiecie roslinnym, w budowie organizméw
zywych, w sztuce, w budownictwie, w technice i w geometrii.

Symetria osiowa

Symetrig osiowa wzgledem prostej k nazywamy przeksztatcenie ptaszczyzny, w ktérym kazdemu
punktowi A przyporzadkowany jest punkt 4', lezacy:

> na prostej prostopadtej do tej prostej k i przechodzacej przez punkt 4;
» w tej samej odlegtosci od prostej k, co punkt 4;
» po przeciwnej stronie prostej k niz punkt 43,

Symetrie osiowg wzgledem prostej k oznaczamy S.

Twierdzenie

o

o

Symetria osiowa jest izometrig. Symetria osiowa, jak kazda izometria, zachowuje ksztatt fi-
gury i jej wymiary.

Izometria - przeksztalcenie geometryczne (ptaszczyzny lub przestrzeni), ktore zachowuje
odlegtos¢ punktow, czyli odlegtos¢ miedzy dwoma dowolnymi punktami A i B jest rowna
odlegtosci miedzy ich obrazami 4’i B’.

W symetrii osiowej:

» Obrazem trojkata wzgledem dowolnej prostej jest trojkat do niego przystajacy.

» Obrazem okregu wzgledem dowolnej prostej jest okrag o tym samym promieniu.
» Obrazem odcinka jest odcinek takiej samej dtugosci.

» Obrazem prostej jest prosta.

3 www.math.edu.pl/symetria, 03.03.2013.
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Rysunek 1-1. Przyktady figur symetrycznych

Prosta, wzgledem ktdrej figura jest sama do siebie symetryczna, nazywamy osig symetrii tej figury.
Natomiast figure, ktéra ma o$ symetrii, nazywamy figurg osiowosymetryczna.

Przykiad 1
Figury osiowosymetryczne to, np.:
» Odcinek - 2 osie symetrii.
» Kwadrat — 4 osie symetrii.
» Okrag (koto) — nieskoriczenie wiele osi symetrii.
» Kat -1 08 symetrii (prosta zawierajaca dwusieczna kata).

» Trojkat rownoboczny - 3 osie symetrii.

Przyktad 2
Wyznacz konstrukcyjnie obraz figury w symetrii wzgledem danej proste;j. m
1. Prowadzimy proste prostopadte do prostej m, przechodzace przez punk-
ty 4,B,C,D. D
2. Zapomoca cyrkla mierzymy odlegtos¢ punktu A od prostej m i odktada- C

my taki sam odcinek po przeciwnej stronie prostej, i otrzymujemy punkt
A’ symetryczny do punktu A.

3. Analogicznie postepujemy z pozostatymi punktami.

4. taczymy punkty A, B’, €' D" i otrzymujemy figure symetryczng do danej
wzgledem prostej m. B




Rysunek 1-2. Figury symetryczne
Symetria osiowa wzgledem osi uktadu wspétrzednych

1. Symetria wzgledem osi OX.

¥ A
¥ A= (x,y)
r
0 X =x > X
¥ A= (2"

Rysunek 1-3. Symetria wzgledem osi OX

Jak wida¢ na rysunku 3, pierwsze wspotrzedne obydwu punktéw sg takie same, natomiast drugie

sq liczbami przeciwnymi.

{ x' =x
}?::—}T



2. Symetria wzgledem osi OY.

Rysunek 1-4. Symetria wzgledem osi OY

Jak wida¢ na rysunku 4, pierwsze wspétrzedne punktéw B i B’ sg liczbami przeciwnymi, natomiast
drugie sa réwne.

{x’ = —x
_}T, = l}]’
Whniosek
Obrazem punktu 4 = (x,¥) w symetrii wzgledem osi OX jest punkt 4" = (x, —y)
Obrazem punktu B = (x, ) w symetrii wzgledem osi OY jest punkt B’ = (—x,y)
mm) SymetriaSrodkowa

Symetrig srodkowa wzgledem punktu O, zwanego $rodkiem symetrii, nazywamy przeksztatcenie
ptaszczyzny, w ktérym punkt O jest staty, a kazdemu innemu punktowi 4 przyporzadkowuje sie
punkt A" taki, ze punkt O jest srodkiem odcinka A4,

Symetrie wzgledem punktu O bedziemy oznacza¢ symbolem S,.
Twierdzenie
mEm) Symetria sSrodkowa wzgledem punktu O jest izometria.
Jedynym punktem statym symetrii sSrodkowej jest punkt O.

Punkt O nazywamy srodkiem symetrii figury F, jesli obrazem figury F w symetrii Srodkowej S, jest
ta sama figura. Figure F nazywamy srodkowosymetryczna.

Przykiad 3
Figury srodkowosymetryczne to, np.:
» Koto (okrag) — srodek kota.
» Odcinek - srodek odcinka.

» Prostokat — punkt przeciecia jego przekatnych.




Przyktad 4

Przykfad figury srodkowosymetryczne;j.

Rysunek 1-5. Przyktad figury srodkowosymetrycznej4
Trojkat to figura, ktéra nie ma srodka symetrii.

) Symetria osiowa wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych

N M
A= (x,5)
¥
x -
0 x - X
};I"
A=)

Rysunek 1-6. Symetria wzgledem punktu (0,0)
Jak wida¢ na rysunku 5, pierwsze wspotrzedne punktéw A i A’ jak i drugie sg liczbami przeciwnymi.
{x’ = —x
}r: = —}J‘
Whniosek

Obrazem punktu 4 = (x, ¥) w symetrii srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych jest
punkt A" = (—x,—)

4  www.pl.wikipedia.org/wiki/Symetria_srodkowa, 06.03.2013.
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ZADANIA

1.7.1

1.7.2

1.7.3

1.7.4

1.7.5

1.7.6

1.7.7

1.7.8

Podaj wspétrzedne obrazu punktu M w symetrii wzgledem osi 0X, OY, o poczatku uktadu wspot-

rzednych:
4 3
d M=1(273) e) M=(-5-7)
Trojkat ABC, w ktérym A = (-5,2), B=(6,-3), C=(1,4), przeksztatcono symetrycznie wzgledem:
a) 0si X,
b) osi y,

C) poczatku uktadu wspotrzednych.

Podaj wspotrzedne wierzchotkéw tréjkatéw otrzymanych po przeksztatceniu.

Podaj przyktady liter, liczb lub wyrazoéw, ktére sg figurami osiowosymetrycznymi.

Oblicz, dla jakich wartosci parametru m i n punkty A i B sg symetryczne wzgledem osi z, gdy:
A=(3,-n)iB = (m+21).

Jakim zbiorem: pustym, skonczonym czy nieskonczonym, jest zbiér osi symetrii kwadratu?

Wyznacz rownanie okregu, ktory jest symetryczny do okregu o réwnaniu:

x% + y2 4 10x — 2y + 19 = 0 wzgledem prostej: y = 2x + 1.
Znajdz obraz okregu: x* + y? = 4 w symetrii wzgledem prostej: ¥ = 2x + 4,
Trojkat o wierzchotkach A = (—2,3),B = (—4,1),C = (2,6) przeksztatcono przez symetrie wzgle-

dem poczatku uktadu wspotrzednych. Oblicz wspétrzedne punktéw bedacych obrazami wierzchot-
kow trojkata ABC w tym przeksztatceniu.




Ciekawostka

Ambigram - grafika utworzona kaligraficznie lub obrazowo w taki sposéb, ze po obréceniu
catosci mozna odczytac ten sam tekst>.
Inaczej moéwiagc, ambigramy to grafiki sSrodkowosymetryczne.

Przyktady ambigramow

vastsea hiojory

Rysunek 1-7. Przykfady ambigraméw®

Palindrom (gr. palindromeo - biec z powrotem) — wyrazenie brzmigce tak samo czytane od le-
wej do prawej i od prawej do lewej. Przyktadem palindromu jest: Kobyta ma maty bok. Wsp6tcze-
$nie palindromy petnia funkcje gry stownej’.

Najdtuzszy polski palindrom, autorstwa Tadeusza Morawskiego, ma ponad 33 tysigce liter.
Przyktady palindromoéw:

,GOr ech chce ré6g”

,Zartem dano nadmetraz”

~Moze jez {ze jezom”

JZagwizdziw gaz™

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

1.° Wykres funkgji liniowej okreslonej wzorem f (x) = 3x +2 jest prostg prostopadta do prostej o réw-

naniu:

a) }r:——x—l b) }I:%x-‘—l C) }’:3x+1 d) _}ngx_l

www.pl.wikipedia.org/wiki/Ambigram, 09.03.2013.

www. violus.bloog.pl/id, 939577 title,ambigramy,index.html?ticaid=6103dd, 07.03.2013.
www.pl.wikipedia.org/wiki/Palindrom, 09.03.2013.

pl.wikipedia.org/wiki/Tadeusz_Morawski, 21.02.2013.

Zadania 1, 2: zaczerpniete z arkusza maturalnego CKE, Prébna matura z matematyki, listopad 2009, 05.03.2013.

O 00 NOYWU»,


http://pl.wikipedia.org/wiki/Greka
http://www.pl.wikipedia.org/wiki/Ambigram
http://violus.bloog.pl/id,939577,title,ambigramy,index.html?ticaid=6103dd
http://www.pl.wikipedia.org/wiki/Palindrom
http://pl.wikipedia.org/wiki/Tadeusz_Morawski

3.10

4.

5.12

6.13

7.14

10.15

Prosta o réwnaniu ¥ = —4x + (2m — 7) przechodzi przez punkt 4 = (2, —1). Wtedy:

a) m=7 b) m=21% Q0 m=— d m=-17

1
2 2

Prosta o rownaniu ¥ = —2x + (3m + 3) przecina w uktadzie wspotrzednych OY w punkcie (0,2).
Wtedy:

a) m=—3 b) m=-—: Q m=: d) m=>3

Wybierz i zaznacz réwnanie opisujgce prostopadta do prostej o réwnaniu y = %x +1.
a) v=—-2x+1 b) ¥y=05x—-1 Q) y=—%x+1 d y=2x—-1
Prosta k ma réwnanie ¥y = 2x — 3. Wskaz réwnanie prostej [ rownolegtej do prostej k i przechodza-

cej przez punkt D o wspdtrzednych (2, 1).

a) y=—-2x+3 b) yv=2x+1 ¢ y=2x—3 d yv=—x+1

Proste o rbwnaniachy = 2x+ 3 orazy = —%x + 2:
a) sarownolegteirozne

b) sa prostopadte

C) przecinajg sie pod katem innym niz prosty

d) pokrywaja sie

Wskaz réwnanie prostej réwnolegtej do prostej o rownaniu 3x - 6y + 7 = 0:

a) yzéx b) yz—éx 0 y=2x d y=-2

Punkt A ma wspoirzedne (5, 2012). Punkt B jest symetryczny do punktu A wzgledem osi 0X,
a punkt C jest symetryczny do punktu B wzgledem osi OY. Punkt € ma wspétrzedne:

a) (—5,—2012) b) (—2012,-5) o ((2,-7) d) (—2012,5)

Na okregu o réwnaniu (x — 2)?+ (v + 7)? = 4 lezy punkt:
a) A=(-2,5) b) B=1(2-5) o C=(2,-7) d D=(7,-2)

Do wykresu funkgji liniowej f naleza punkty A = (4,—3)iB = (—1,—13).Funkcja f opisana jest

wzorem

) fM=2x-11 b) fEI=2x+11 o f)=x+1 d fG)=.x-5

10 Zadanie zaczerpniete z arkusza maturalnego CKE, maj, 2010, 05.03.2013.

11 Zadanie zaczerpniete z arkusza maturalnego, Prébna matura z Operonem, listopad, 2011, 05.03.2013.

12 Zadanie zaczerpniete z: Arkusz maturalny CKE, maj, 2011, 05.03.2013.

13 Zadanie zaczerpniete z arkusza maturalnego CKE, Matura prébna, listopad, 2010, 05.03.2013.

14 Zadania 7, 8, 9: zaczerpniete z CKE (www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf), 05.03.2013.
15 Zadania 10, 11, 12: zaczerpniete z CKE (www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.phparkusze), 05.03.2013.



http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf
http://(www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php#arkusze

11.

12.

13.'6

14.

15.”

16.

17.

18.

19.

20.

Dany jest okrag o réwnaniu (x + 3)? + (y — 4)% = 25. Srodkiem S tego okregu jest punkt:

a) S=(-3-4) b) §=(34) o $=3-4) d s=(-34)

Wskaz réwnanie prostej réwnolegtej do prostej o rownaniu 3x — 6y + 7 = 0.

a) yzéx b) yz—éx 0 y=2x d y=-—2x

Prosta przechodzaca przez punkt A = (1, 1) irbwnolegta do prostejy = 0,5x — 1 opisuje row-
nanie’

a) y=—-2x—1 b) yzéx-l—% ) yz—%x-i-% d y=2x—1

Proste: y = —3x +4iy = e a? — g) x sg prostopadte, jezeli:

a) a=-2 b) a=2

) a=+5 d a=—/5luba=+5

Proste li k sg prostopadteil: 2x — 9y + 6 = 0,k:y = ax + b.Wéwczas

Réwnanie (x + 6)2 + y? = 4 opisuje okrag o $rodku w punkcie S i promieniu 7. Wéwczas:
a) S=(-6,4),r=4b) S=(60,r=4 ¢ S=(06,0,r=2 d) S=(-60),r=2
(5 pkt) Prostay = x + 4 przecina okrag o réwnaniu (x + 1) + (y — 2)* = 25w punktach A4

i B. Oblicz wspoétrzedne punktéw 4 i B, a nastepnie oblicz obwéd tréjkata ABS, gdzie S jest srod-
kiem danego okregu.

Wskaz réwnanie prostej przechodzacej przez poczatek uktadu wspétrzednych i prostopadtej do
prostej o rGwnaniu y = —%x + 2:

a) v =3x b) yv=—-3x ¢ y=3x+2 d) }r:§x+2

Punkty B = (—2,4)iC = (5,1) s3 dwoma sasiednimi wierzchotkami kwadratu ABCD. Pole tego
kwadratu jest rowne:

a) 74 b) 58 c 40 d 29

Dany jest okrag o rownaniu (x +4)? + (y — 6)% = 100. Srodek tego okregu ma wspotrzedne:

a) (—4,-6) b) (4,6) o (4,—-6) d) (—4,6)

16 Zadania 13, 14, 15: zaczerpniete z arkusza prébnej matury z matematyki, styczen. 2013 (www.matemaks.pl/materialy/matura2013styc-
zen/matura2013-styczen.pdf ), 05.03.2013.

17 Zadania 15, 16, 17: zaczerpniete z arkusza prébnej matury z Operonem, listopad 2012 (www.matemaks.pl/materialy/matura2012listo-
pad/matura2012-listopad.pdf ), 05.03.2013.


http://www.matemaks.pl/materialy/matura2013styczen/matura2013-styczen.pdf
http://www.matemaks.pl/materialy/matura2013styczen/matura2013-styczen.pdf
http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf
http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf

21."® Punkt O jest srodkiem okregu przedstawionego na rysunku. Réwnanie tego okregu ma postac

C. (x+2) +(y+1)'=9

\\1\\- | — / D. {x+_'-')2 +[_]f'+1)1 =3

22, PunktS = (2,7)jestsrodkiem odcinka AB, w ktéorym A = (—1,3). Punkt B ma wspotrzedne:

a) B=(511) b) B::(fz) Q) B::(—E,—5) d) B=(311)

2’ 2
23. Prosteoréwnaniachy = 2x — 5iy = (3 — m)x + 4 saroéwnolegte. Wynika stad, ze::

a) m=1 b)ng c)ng d) m=5

24, Prosta k maréwnanie y = 2x — 3.Wskaz rownanie prostej [ rownolegtej do prostej k i przecho-
dzacej przez punkt D o wspétrzednych (—2, 1).

a) vy=-2x+3 b) y=2x+1 ) y=2x+5 d y=—x+1

25.  Styczng do okregu (x — 1)% + y% — 4 = 0 jest prosta o réwnaniu:

a) x=1 b) x=3 Qg y=0 d) y=4
26. Wspotczynnik kierunkowy prostej réwnolegtej do prostej o rownaniuy = —3x + 5 jest réwny:
1 1

27.  Wskaz réwnanie okregu o promieniu 6:
a) x?+y?=3 b) x24+y?=6 o x*+y?t=12 d x?+y2=36

28. Punkty A =(-5,2)iB=(3,-2) sq wierzchotkami tréjkata rownobocznego ABC. Obwéd tego tréjkata
jestrowny:

a) 30 b) 45 o 1245 d) 36

18 Zadania21, 22: zaczerpnigte z arkusza maturalnego CKE, czerwiec, 2012 (www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_
matura_czerw_2012/matematyka/pp_matematyka.pdf), 05.03.2013.


http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_matematyka.pdf
http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_matematyka.pdf

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36."

37.

38.°

39.”

(5 pkt ) Dane sa wierzchotki tréjkata 4 = (2, —1),B = (4,2),C = (5,1). Wyznacz:

a) Poletrojkata ABC.

b) Réwnanie zawierajace wysokos¢ trojkata poprowadzong z wierzchotka A.

(4 pkt ) W rombie ABCD dane sg 4 = (—3, —1) i punkt przeciecia przekatnych M = (9,3). Wia-

domo, ze punt B lezy na prostej 2x — y — 25 = 0. Oblicz wspétrzedne pozostatych wierzchotkéw
rombu.

(2 pkt) Sprawdz, czy czworokat ABCD o wierzchotkach A = (—1,—-1),B = (5,2),
C = (3,3),D = (1,2) jest trapezem?

Napisz wzor funkgji liniowej, ktérej wykres przecina os 0¥ w punkcie (0, —3) i jest prostopadty do
prostej y = 2x — 4,

(2 pkt) Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka o koncach A = (=2,2) iB = (2,10).

(2 pkt) W trojkacie rownoramiennym ABC o podstawie AB poprowadzono wysokos¢ z wierzchot-
ka C.Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej te wysokos¢, jeslid = (2,8), B = (—2,4).

(4 pkt) Oblicz pole i obwdd rombu ABCD wiedzac, ze przekatna AC jest zawarta w prostej o row-
naniuy¥ =2x —2oraz4 = (—1,—4)iD = (—6,6).

(6 pkt) Wyznacz wspotrzedne punktu BB, ktory jest symetryczny do punktu A = (3, 2) wzgledem
prostejy = —%x — 6.

(4 pkt) Dany jesttrojkatrownoramienny ABC,wktorym |AC| = |BC|orazA = (2,1)iC = (1,9).
Podstawa AB tego trojkata jest zawarta w prostej y = %x. Oblicz wspétrzedne wierzchotka B.

(4 pkt) Prosta o réwnaniu y = x + 2 przecina okrag o réwnaniu (x—3)* +(y—5)’ =25 w punktach
A i B.Oblicz wspotrzedne punktéw A i B oraz wyznacz réwnanie stycznej do danego okregu prze-
chodzacej przez jeden z tych punktéw.

(4 pkt) Okrag o srodku w punkcie § = (3, 7) jest styczny do prostej o rbwnaniu ¥ = 2x — 3.
Oblicz wspétrzedne punktu stycznosci.

19  (www.matemaks.pl/materialy/matura2013styczen/matura2013-styczen.pdf), 06.03.2013.
20 (www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf), 06.03.2013.
21  (www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2011_p.pdf, 27.02.2013), 06.03.2013.


http://www.matemaks.pl/materialy/matura2013styczen/matura2013-styczen.pdf
http://(www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf
http://www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2011_p.pdf

Wielomiany*

2.1 Pojecie wielomianu

E) Wielomian - w matematyce wyrazenie algebraiczne ztozone ze zmiennych i stalych potaczo-
nych dziataniami dodawania, odejmowania, mnozenia i podnoszenia do potegi o statym wy-
ktadniku naturalnym?.,

B Wielomianem stopnia n jednej zmiennej x € R nazywamy funkcje okreslona wzorem
W(x) = a,x™a, (x" 1+ +ayx? + a1 x + ay,
gdzie a,, a,_1, ..., 4z, @4, @, to wspétczynniki wielomianu, a, = 0,n € N.
Stopien wielomianu jest to najwyzszy ze stopni jego sktadnikéw (jednomiandéw) o niezerowych
wspotczynnikach. Dla wielomianu jednej zmiennej jest to najwieksza potega zmiennej, ktéra wy-
stepuje w wielomianie.?®

Przykiad 1

Przyktady wielomianéw oraz ich stopien:

W(x) = 5x* + 3x® — 4x? + 7 - wielomian stopnia 4
G(x) = 5x° + 9x3 — 7 — wielomian stopnia 6

P(x) = 4x? — 5x + 1 - wielomian stopnia 2

Q(x) = 8 — wielomian stopnia 0

Wielomiany zapisujemy zazwyczaj w postaci uporzadkowane;.

Twierdzenie

mm) Dwa wielomiany zmiennej x sa r6wne wtedy i tylko wtedy, gdy sa tego samego stopnia i maja
rowne wspotczynniki przy odpowiednich potegach zmiennej x
Przyktad 2

Wyznacz wartosci parametréw a i b, tak aby wielomiany P(x) = x3 +x? + 12x — 8 oraz
W(x)=x*+ (2a — b)x? + (3b — 2a)x — 8 byly rowne.

22 pl.wikipedia.org/wiki/Wielomian, 27.02.2013.
23  pl.wikipedia.org/wiki/Stopie%C5%84_wielomianu, 27.02.2013.



http://pl.wikipedia.org/wiki/Matematyka
http://pl.wikipedia.org/wiki/Wyra%C5%BCenie_algebraiczne
http://pl.wikipedia.org/wiki/Zmienna_%28matematyka%29
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Wielomiany P(x) i W(x) sg tego samego stopnia. Musimy sprawdzi¢, dla jakich wartosci a i b

wspotczynniki przy odpowiednich potegach zmiennej sg réwne.

Zapisujemy ukfad rownan:

{ 2Za—b=1
3b—2a=12

2b=13 = b =65
2a=14+65 =a=375

W(x)=P(x) =a=375Ab=6,5

ZADANIA

2.1.1

2.1.2

2.1.3

Dany jest wielomian W(x) = 5x3 + 2x? — 4x — 7, oblicz:

a) W(2) b) W(-1) o w(3) o w(-3)

Podane wielomiany uporzadkuj malejaco i podaj ich stopien.

a) P(x)=6x"—2+4x%*+9x

b) P(x)=7x*+12 —9x° + 14x + 3x?

) P(x)=-8x"+3x% —7x'* + 6x

d P(x)=-2+x°%+x—6x3

a) Dany jest wielomian W (x) = 4x* + 2x® — 5x? + ax — b. Oblicza i b wiedzac, ze
W) =2,W(=1) =4

b) Dany jest wielomian

W(x) = 3x*+ ax® - bx?* - 3. Oblicza i b wiedzac, ze W(-1) =2,W(-1) =5.

c) Dany jest wielomian

W(x) = x*+3ax®— 2bx? 4+ 6.0bliczaib wiedzac,ze W(1) = 5, W(2) = 8.

d) Dany jest wielomian W(x) = -x*+ ax? + bx? + c. Oblicz a, b i c wiedzac, ze W(-1) =3,W(2) =9.

e) Dany jest wielomian

W(x) = x*+ax®+ bx +c.0Oblicza, b, c wiedzac, ze: W(—1) = 1, W(0) = 1,
w() = -1



2.1.4 Wyznacz wartosci parametréw a i b (lub a, b i ¢), tak aby wielomiany W (x) i P(X) byly rowne.
a) W(x)=@Ba-1)x"+Q2b—-a)x’ +(a+b)x—4, P(x)=2x" -5x" —x—4
b) W(x)=ax’ +bx*+cx+4, P(x)=cx’ +2ax’ +ax+b
o W(x)=ax’ +bx* —9x+c, P(x)=(b-1)x’+(a+1)x>+3bx—2a
d) W(x)=ax’+7x* —bx-3c, P(x)=(@4b+c)x" +(c+2)x+15—a

e) W(x)=(a+1D)x’ +3x> =5cx—-2, P(x)=2x"+bx*—12x-2

2.2 Dziatania na wielomianach

Teraz naucze sie:
» Dodawac¢, odejmowac, mnozy¢ i dzieli¢ wyrazenia wymierne;
» Rozszerzac i skraca¢ wyrazenia wymierne;

» Dzieli¢ wielomiany przez dwumian

Wielomiany jednej zmiennej rzeczywistej x mozna dodawa¢, odejmowac¢, mnozyc¢ i dzielic.

Dodawanie i mnozenie wielomianéw jest faczne i przemienne, zachodzi réwniez rozdzielno$¢ mno-
zenia wielomianéw wzgledem dodawania.

Dodawanie i odejmowanie wielomiandw polega na redukcji wyrazéw podobnych.
B Dodawanie wielomianéw

Aby dodac dwa wielomiany tej samej zmiennej rzeczywistej x, dodajemy do siebie wszystkie wyra-
zy podobne tych wielomianéw i porzadkujemy otrzymany wielomian.

Przyktad 1
Dodaj wielomiany:
a) W)= —-3x*+4x*+7x?—-9x+30razP(x) =3x*+5x* +4x? + 6x — 4

W) +P(x) =—3x*4+4x3 4+ 7x2 —9x +3 +3x* +5x3 4+ 4x2 + 6x — 4
= (—3x*+3xH + @x3+5x3) + (Tx? +4x) + (—9x + 6x)+ (3 —4)
=9x3+11x* —-3x—1

b) W(x)=6x>—7x*+5x—30razP(x) =4x*—3x2+6x —2

W(x)+P(x) =6x>—7x3+5x—3+4x*—3x2+6x—2
= 6x> +4x* — 7x3 —3x? +11x -2

) Wi(x)=3x—-5x+7x—2W(x)=3x>—-5x?+7x —2orazP(x) = —3x* +5x* —7x+3

W(x)+P(x)=3x*—5x?+7x—3+ (—3x*+5x2 - 7x+3) = 3x* - 3x¥) +
(—=5x? +5x)+ (7x—7x)+(-3+3)=0




Whniosek

Suma dwoch wielomianéw moze miec stopien mniejszy lub réwny wiekszemu stopniowi wielo-
miandéw, moze takze by¢ wielomianem zerowym.

B Odejmowanie wielomianéw

Aby odjg¢ od wielomianu W (x) wielomian P(x), nalezy do wielomianu W (x) doda¢ wielomian
—P(x). Nastepnie porzadkujemy otrzymany wielomian.

Przyktad 2
Wykonaj odejmowanie wielomianéw:
a) Wi(x)=4x*—-7x*+5x—3o0razP(x) = —8x*+5x%+6x—8

W(x)—P(x) =4x® —7x* +5x— 3 — (—8x* + 5x2 + 6x — 8)
—4x3 - 7x? +5x—3+8x3-5x2—-6x+8=

= (4x*+8x3)+(—-7x*—-5x) +(5x —6x) + (-3 +8) = 12x>* - 12x* —x +5
b) W(x)=6x*—-7x*+5x—20razP(x)=5x3+4x?—-3x+2

W(x)—P(x) =6x3 —7x2+5x—2— (6x3+4x2—-3x+2)
=6x3 —T7x24+5x—2—6x—4x¢4+3x -2 =

= (6x%—6x3)+(—7x? —4x) +Gx+3x)+(—2—-2)= —-11x2 +8x — 4

Stopien otrzymanego wielomianu zalezy od wielomianéw sktadowych, analogicznie jak w przy-
padku dodawania.

B Mnozenie wielomianéw

Aby pomnozy¢ dwa wielomiany tej samej zmiennej rzeczywistej x, trzeba pomnozy¢ kazdy wyraz
pierwszego wielomianu przez kazdy wyraz drugiego wielomianu. Nastepnie zredukowa¢ wszystkie
wyrazy podobne i uporzadkowac otrzymany wielomian.

Przyktad 3
Wykonaj mnozenie wielomianéw:
a) Wkx)=3x?—4x+1orazP(x)=x+3

W(x)-P(x) =(3x%?—4x+1)-(x+3)=3x3+9x? —4x?2 - 12x + 3x+ 3
=3x*4+5x2—-9x+3

b) W(x)=4x®+1orazP(x) = 4x? — 3x
W(x)-P(x) =(4x3+1)-(4x? —3x) = 16x> — 12x* + 4x? — 3x
Whniosek

Stopien iloczynu niezerowych wielomianéw jest réwny sumie stopni tych wielomianow.



B Dzielenie wielomianéw

Wielomian W (x) nazywamy podzielnym przez wielomian P(x), r6zny od wielomianu zerowego,
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki wielomian Q(x), ze W(x) = Q(x) - P(x). Wielomian @(x)
nazywamy ilorazem wielomianu W (x) przez P(x). Méwimy wéwczas, ze wielomian P (x) jest dziel-
nikiem wielomianu W (x).

Przykiad 4
Dzielenie wielomianéw jest podobne do dzielenia sposobem pisemnym liczb rzeczywistych.
Wykonaj dzielenie wielomianéw:
Wi(x) = 2x*—3x% + 4x — 7W(x) = 2x*® — 3x? + 4x — 7 przez wielomian P(x) = x + 3
(2x3 —3x24+4x—-7): (x+3)
(2x® —3x?2 +4x—7): (x +3) = 2x?  dzielimy 2x? przez x i otrzymujemy 2x?
(2x* —3x?2+4x—7): (x+3)=2x2 mnozymy 2x? przez (x + 3) i wynik zapisujemy

-

—2x% — 6x? z przeciwnymi znakami

(223 —3x2+4x—7): (x+3) =2x? dodajemy stronami i przepisujemy 4x + 7
—2x° — 6x?

= —Oxi44x—7

(2x® —3x24+4x—7): (x+3) =2x%2 —9x dzielimy —9x2 przez x
—2x3 — 6x2

= —OxZ44x—7

(2x3 —3x24+4x—7): (x+3)=2x2 —9x(2x3 —3x2 4+ 4x—7): (x +3) =2x2 —9x
mnozymy —9x przez (x + 3) i wynik

—2x3 — 6x*? zapisujemy z przeciwnymi znakami
= —9x?+4x—7

9x? 4 27x

(2x® —3x2+4x—7): (x +3) = 2x? —9x dodajemy stronami i przepisujemy —7




—2x? — 6x?
= —Ox?4+4x—7

9x?% + 27x

=  31x—7
(2x* —3x?+4x—7): (x+3) =2x? —9x + 31
—2x3 — 6x2

= —Ox?+4+4x—7

9x? 4 27x

= 31x -7

(2x* —3x?+4x—7): (x+3) =2x? —9x + 31

—2x% — 6x°
= —Ox?+4+4x—7
9x° + 27x
= 31x —7
—31x —93

(2x3 —3x24+4x—-7): (x+3)=2x?—-9x + 31

—2x% — 6x°
= —O9xi+4x—-7
9x? + 27x
= 31x —7
—31x —93

= —100

dzielimy 31x przez x

mnozymy 31 przez (x + 3)
i wynik zapisujemy z przeciwnym

znakiem

dodajemy stronami

W dzieleniu wielomianu W (x) = 2x® — 3x? + 4x — 7 przez wielomian P(x) = x + 3

otrzymalismy wielomian Q(x) = 2x? — 9x + 31 ireszte R(x) = —100



Przyktad 5

Wielomiany mozna dzieli¢ przez dwumian, stosujagc schemat Hornera

Wykonajmy dzielenie wielomianu W (x) = x® — 4x? 4 3x — 5 przez dwumian (x — 2)

r=2

Wielomian jest stopnia trzeciego, wiec tabelka wyglada nastepujaco:

1 -4 3

1

W pierwszym wierszu tabeli wpisujemy wszystkie stopnie wielomianu, w drugim wierszu natomiast

wszystkie wspotczynniki tego wielomianu. Pierwszy wspotczynnik zawsze przepisujemy na dole.

Przystepujemy do obliczen.

1] I I 0
1 —4 3 -5
1 —2

r=2

1-2—4=-2 (=2 wpisujemy do dolnego wiersz)

Dalej analogicznie:
Il I I 0
1 —4 3 -5
1 -2 -1

r=>2

—2-2+3=-1 (—1 wpisujemy do dolnego wiersz)
1l I I 0
1 —4 3 -5
1 -2 -1 -7

r=2

—1-2-5=-7 (=7 wpisujemy do dolnego wiersz)

Wynikiem dzielenia jest wielomian stopnia drugiego.

W dolnym wierszu tabelki otrzymalismy wspétczynniki tego wielomianu.




W wyniku dzielenia wielomianu W (x) = x* — 4x? + 3x — 5 przez dwumian
(x — 2) otrzymujemy wielomian Q(x) = x? — x — 1 reszty (—7).

Wiec wielomian: W(x) = (x? —x— 1)(x —2) — 7.

ZADANIA

2.2.1 Danesgwielomiany P(x) = x3 —2x2 —x —3iF(x) = x*—6x2 + 7.

Oblicz: P(0),P(—2),P(~2),F(¥3),F(+2)

2.2.2 Oblicz sume i réznice wielomianéw W (x) i P(x), jezeli:
a) Wi(x)=6x®—7x*+5x—4, P(x) =—4x*+5x2+7x+ 10
b) W(x)=—-7x*—6x%2—-5x+8, P(x)=7x*—4x®+6x?—-6x—-8
o W(x)=—10x*+7x3+4x2 -5, P(x) = 2x% 4+ 4x® — 3x*

d Wi(x)=—-3x"+6x’ -5, P(x)=8x*—6x

2.2.3 Oblicziloczyn wielomianéw W (x) oraz P(x), jezeli:
a) W)= —-3x2+6, P(x) =2x®—6x?+4
b) W(x)=2x7+6x3 P(x)=—-4x+2
) W(x)=—-3x*+4x*+2, P(x)=2x+1

d W(x)=2x*-3x?+6x, P(x)=x*—-3

2.2.4 Wykonaj dzielenie wielomianéw W (x) przez P(x), gdy:
a) W(x)=x*+x?-22x—-40, P(x) =x—-5
b) W(x)=2x®-5x2+8x—-3, P(x)=2x—1
) W(x)=6x—-19x2+13x -2, P(x) =3x -2
d Wi(x)=x*—-5x*+10x*—-15x+9, P(x)=x—3

e) Wkx)=2x>—-19x?+13x—2,P(x)=3x—-2

2.2.5 Dane s wielomiany A(x) =2x’ —7x+4, B(x)=x -8, C(x) = x* + 2x + 4. Wykonaj dziatania:

a) A(x)+ B(x) b) A(x) + 2B(x) c) 24(x)—4B(x)

d) 5B(x) —10C(x) e) A(x)-C(x) f) (x—2)-C(x)—B(x)

g A - Bx+5)TB(x h (C(x)? ) (A())? = (P(x))?



2.3 Rozktad wielomianu na czynniki

Teraz naucze sie:

» Stosowac wzory skréconego mnozenia na (a + b)* oraz a® + b3,

» Rozktadac wielomian na czynniki, stosujac wzory skréconego mnozenia lub wytaczajac
wspolny czynnik przed nawias..

Warto na poczatku przypomnie¢ sobie wzory skrdconego mnozenia stopnia drugiego.
Kwadrat sumy (a + b)* = a* + 2ab + b*

Kwadrat réznicy (a — b)* = a* — 2ab + b*

111

Réznica kwadratéw (a + b)(a — b) = a* — b?
Dla dowolnych wyrazen a, b prawdziwe sg wzory stopnia trzeciego:
) Szescian sumy
(a+b)? =a’ +3a’b + 3ab* + b3
Em) Szescian réznicy
(a—b)3 =a3 —3a%b + 3ab* — b3
B Suma sze$cianéow
a’+ b3 =(a+b)(a* —ab +b?)
B Roznica szescianow
a’ — b3 =(a—-b)(a* +ab +b?)

Kazdy z tych wzoréw mozemy udowodni¢ w sposéb algebraiczny lub — podobnie jak w przypadku
wzoréw stopnia drugiego — poprzez interpretacje geometryczng. Trzeba jednak przejs¢ do prze-

a b

strzeni tréjwymiarowe;j.
A

(a+b) = _
a’+5a°b+3al’ +b’

Rysunek 2-1. Graficzne uzasadnienie wzoru na szescian sumy?*

24  www.pl.wikipedia.org/wiki/Wzory skréconego mnozenia, 07.03.2013.
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Przyktad 1

(x+5)3=x*+3-x2-5+3-x-5°+53=x3+15x2+75x + 125

(Bx—4)3=(3Bx)*—3-(3x)?-4+3-3x-4% —4% =27x> — 108x?% + 144x — 64

3\]22+10«ﬁ=3\ll+3ﬁ+21+7«ﬁ=3\]13+3-12-ﬁ+3-1-(ﬁ)2+(ﬁ)3

=1 +v7) =147

Zadania
2.3.1 Uprosc:
a) (x+5)* b) (2x+1)3 o (x+3y5)3
d (x-2)* e) (3x—4)3 f) (2x—y)?
2.3.2 Korzystajac z wzoréw skréconego mnozenia, upros¢ wyrazenia:
a) x>—8 b) x3—125 o 64x3+4 27
d) 8x*+ 216 e) (x+2)° f) (x—5)3
Roztozy¢ wielomian na czynniki to znaczy zapisa¢ go w postaci iloczynu wielomianéw stopnia
dodatniego. Jesli taki rozktad nie istnieje, to mowimy, ze wielomian jest nierozktadalny.
Rozktadajac wielomian na czynniki, mamy do dyspozycji kilka metod:
1) wytaczanie wspdlnego czynnika przed nawias,
2) wzory skroconego mnozenia,
3) zamiana na postac iloczynowa funkcji kwadratowej,
4) grupowanie wyrazow.
Przyktad 2
Rozt6z wielomian na czynniki, stosujgc wytaczanie wspélnego czynnika przed nawias.
Przed nawias wytaczamy czynnik ztozony z wspolnego dzielnika wspotczynnikéw liczbowych oraz
najnizszej potegi x.
a) Wx)=2x*+4x2 =2x?(x?+2)
b) W(x)=5x°+10x> —15x* =5x*(x? + 2x — 3)
Przyktad 3

Rozt6z wielomian na czynniki stosujac wzory skréconego mnozenia.

a) W) =x*—64=(x2-8)(x?+8)=(x—2v2)(x +2v2)(x2 + 8)



W ponizszym przyktadzie liczba wyrazen i znaki sugerujg mozliwos¢ wykorzystania wzoru na roz-

nice sze$cianow.
b) W(x)=28x%-27=(2x —-3)4x%?—-6x+9)
0 Wh)=x*+4=x*+4x?+4—4x>=(x?+2)? - (2x)? =

=(x?—-2x+2)(x*+2x+2)

Przyktad 4

Rozt6z wielomian na czynniki, zamieniajac na postac iloczynowa funkcji kwadratowe;.
W tym przypadki wielomian musi mie¢ posta¢ funkcji kwadratowej.

W(x) = 4x? —8x — 12

Obliczamy delte i pierwiastki tej funkgji.

A=b? —4ac=(—8)? —4-4-(—12) = 64+ 192 = 256

VA= 16

A > 0, wiec sg dwa pierwiastki:

—b—«ﬁ_—(—s)—m 8

*1 2a 2-4 8
_—b+-\@_—(—8)+16_24_3
=T T 2.2 T8 T

Zapisujemy postac iloczynowa:

Wx)=4(x+1)(x—3)

Przyktad 5

Rozt6z wielomian na czynniki metodg przez grupowanie wyrazéw.

Z tej metody mozna skorzysta¢, gdy mamy parzysta ilos¢ czynnikdéw w wielomianie.

taczymy wyrazenia w pary, kazda pare traktujemy jako osobne wyrazenie i kazde z nich przeksztat-

camy, wytaczajac czynnik przed nawias. Ostatecznie zapisujemy iloczyn, wytaczajac wspolny na-

wias przed nawias.

WE)=x*+2x?+3x+6=(*+2x)+Bx+6)=x*(x+2)+3(x+2) =

D D2 +3)

b) Wkx)=4x*—-8x2 —3x+6 =(4x>—-8x?) —(3x —6) = 4x?(x — 2) —
3(x —2)=(x—2)(4x?*—-3)

9 W) =x>—4x®+x2 - 4=x3x*-D+(x?>-4)=(E*-DH*+1) =

(x—2)x+2)(x+1D(x*—x+1)



ZADANIA

2.3.3

234

2.3.5

2.3.6

2.3.7

Rozt6z wielomian na czynniki:

a)
Q)

e)

W(x) = 3x* —5x3
Wi(x) = x° — 4x* — 4x3 4+ 16x2

Wi(x) =4x?(x?-2)+2(x%2-2)

Roztéz wielomian na czynniki:

a)

)

W)= (x*—4)(x*-1)

Wx)=(x*-27)(x%?-9)

Rozt6z wielomian na czynniki:

Wkx)=x3—x*—6x+6
W(x)=3x*+6x%—7x—14
W(x)=3x3+5x2-5x+1
Wh)=x>—x*—2x+2x"+x—-1
Wi(x)=x3—2x?—-9x +18

Wi(x)=x3—2x%? —16x + 32

Wi(x) =4x3 —6x%2 +12x

Wi(x) = 4x° + 8x> + 4x*

W(x)=(9x*—6x+1)(9x2 —1)

W(x) = (x*-25)(x3+18)

W(x)=x3+2x?+9x +18
W(x)=x*+x3+27x + 27
W(x)=x3+8+6x%+ 12x
W(x) = 15x° — 10x°> + 45x* — 30x3
W(x)=x*+7x* —2x— 14

Wi(x)=x*+5x? —x%—5x

Rozt6z wielomiany na czynniki poznanymi metodami:

a)

5x%+ 10x> — 15x2
2x? —6x—8

4x* — 12x3% +9x?
2x° — 8x* 4 6x3
—2x* — 6x3 + 20x°

x*+x?—-8x—8

8x3 — 27

4x3 —8x?2 —-3x +6

2x® +3x2—8x—12

(x* — 16x2)(x° + 5x* + 6x3)
x4+ 3x% —4x — 12

x> + 10x* + 25+3

Wykorzystujac poznane metody, zapisz podane wielomiany w postaci iloczynowej:

a)
)

e)

8x3 —12x*+6x—1
x> 4+ 3xr+ 223 +3x2 4+ x

x3 4+ 3x?% — 2x

b)

d)

3x*—5x34+5x%2 —5x+2

x* + 2x3 —4x? — 8x



T“

Wzory skr6conego mnozenia mozna szybko wyznaczy¢, postugujac sie trojkatem Pascala.

Blaise Pascal (1623-166) — francuski filozof, matematyk i fizyk. Badat prawdopodobienstwo,
préznie i cisnienie atmosferyczne. Wynalazt m.in. pierwszg maszyne liczaca ,Pascaline” oraz
TROJKAT PASCALA. Od jego nazwiska wywodzi sie nazwa jednostki cisnienia (Pa) i jezyk progra-
mowania Pascal®.

Trojkat Pascala pozwala wyprowadzi¢ wzory skréconego mnozenia.

Przyjrzyjmy sie postaci wzorow:

(a+b)° =1 1
(a+b)l=a+b

(a + b)? = a? + 2ab + b?

(a+ b)? =a®+ 3a?b + 3ab? + b3

(a + b)* =a* + 4a*b + 6a°b? + 4ab® + b* I 4 6 4 I

Zapiszmy same wspotczynniki liczbowe sktadnikéw. Postac kolejnych czynnikéw liczbowych jest
widoczna. Wspotczynniki liczbowe utworzyty trojkat, ktory nazywa sie trojkatem Pascala.

Zasady budowy tréjkata Pascala

Trojkat Pascala to tablica liczb, w ktorej kazdy element powstaje poprzez sumowanie elementéw
stojacych nad nim. Elementy skrajne to jedynki.

jedynki
kolejine liczhy
liczhy trijkatne
1
111
11211
SN 3| 1 1
114|641 1

Rysunek 2-2. Zasada tworzenie trojkata Pascala

25 www.pl.wikipedia.org/wiki/Blaise_Pascal, 19.02.2013.
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Wyznaczymy teraz wspotczynniki piatej potegi dwumianu.

(@+D) e, I 5 10 10 5 1
(a + b)®> = a® + 5a*b + 10a*b? + 10a*b? + 5ab* + b°
B Dwumian Newtona, czyli wzér na (a + b)*

w0 = Q)+ (e Y ()

Przyktad 6

7 7 7 7 7 7 7
(a+ b)) = (0) a’ + (1) ath + (2) a*h? + (3) ath® + (4) a’hb* + (5) ath® + (6) ab®

Ul

7N 7! 7 .
(0)_(?—0)!-{)!_7!-1!_

7N 7! 7 _6!-7_7
(1)_(?—1)!-1!_6!-1!_6!-1_

7 7! 7! 51-6-7

2) (7-2)-2! 5!-21 51-2

(7)_ 7! 7 _4!-5-6-7_35
3/ (7—3)-31 41-31 41-2-3
(7)_ 7! 7 _4!-5-6-7_35
4) (7 —4) -4 31-41 41-2-3

7 7! 7! 51-6-7

()= =prs =S -
5/ (7 —5)!-51 2!-51 51-2

7N 7! 7 _6!-7_7
(6)_(?—6)!-6!_1!-6!_6!-1_

(7)_ 7! _ 7! _,

7/ (7-=-7)-7" 0-7

(a+b) =a’ +7a°b+ 21a°h? + 35a*b? + 35a°b* + 21a?b> + 7ab® + b’

ZADANIE

2.3.8 Wyznacz, korzystajac z tréjkata Pascala:

a) (a—b)* b) (a—Db)? A (a+b)°



2.4 Rownania wielomianowe

Teraz naucze sie:

» Wyznaczac dziedzine prostego wyrazenia wymiernego z jedng niewiadoma, w ktorym w
mianowniku wystepuja tylko wyrazenia dajace sie tatwo sprowadzi¢ do iloczynu wielo-
miandéw liniowych i kwadratowych;

» Rozwigzywac rownania wielomianowe.

I
Zanim przejdziemy do rozwigzywania réwnan wielomianowych, przyblizymy pojecie pierwiastka
wielomianu.

Pierwiastek wielomianu lub réwnania wielomianowego to rozwigzanie tego réwnania.
W przypadku wielomianéw mamy zazwyczaj do czynienia z kilkoma pierwiastkami.

m) Pierwiastkiem wielomianu W(x) = a,x"a,_1x" ! + .-+ ax* + a;x + ay nazywamy jego
miejsce zerowe. Powiemy zatem, ze liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x) wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy W(a) =0, gdzie ay, a,,...,a, ER An EN,

Przyktad 1
Sprawdz, czy liczba (—2) jest pierwiastkiem wielomianu: W (x) = x3 — 2x? — 19x — 20.
W(-2)=(-2)2—-2(-2)2—-19(-2)—-20=-8—-8+38—-20=2
Otrzymany wynik jest rézny od 0, wiec liczba (—2) nie jest pierwiastkiem tego wielomianu.
Przyktad 2
Sprawdz, czy liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu:
W(x) = 2x° — 4x? — 24x
Wiec: W(2) =2-(2)°—4-(2)2—24-2=64—-16—-48=0
Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W (x).

mm) RéwnanieW(x) = O,W(x) = 0,gdzieW(x) = a,xa, 1 x" 1+ +a x*+a;x+ay, a, #0
nazywamy ré6wnaniem wielomianowym stopnia n

Rozwigzywanie réwnan wielomianowych sprowadza sie do znalezienia pierwiastkow danych

wielomianow.

Aby rozwigzac rownanie wielomianowe, nalezy wielomian znajdujacy sie po lewej stronie réwna-
nia roztozy¢ na czynniki.



Przykitad 3
Rozwigz réwnanie: x* —9 =10
(x2-3)(x?+3)=0
(x =V3)(x +V3)x2+3) =0
Wyrazenie bedzie réwne 0 wtedy i tylko wtedy, gdy:
(x=v3)=0V (x++3)=0V (x2+3)=0
x—V3=0=x=43
x+V3=0=x=-/3
Axernx?+3 > 0,wiecx =3 vx=—3
Odpowiedz: Pierwiastkami tego réwnania sa liczby: x =+/3 V x = —/3.
Przykiad 4
Rozwigz rébwnanie: x*+x3 —8x—-8=0
Skorzystamy z metody grupowania wyrazéw.
*(x+1)-8(x+1)
(x+1D*-8)=0
(x+1)=0Vv (x*-8)=0
x=—1Vx’=8=x=2
Odpowiedz: Pierwiastkami tego réwnania sg liczby: x = -1V x = 2.
Przyktad 5
Rozwiaz rownanie: x> — 2x* + 5x3 =
Wytaczmy wspolny czynnik przed nawias:
x3(x? — 2x + 5) = 0, to wyrazenie jest rowne zero wtedy i tylko wtedy, gdy:
x*=0vx?—-2x+5=0
Obliczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego: x? —2x+5=0
A=4—-4-1-5=-16 < 0,skoro A < 0, to tréjmian nie ma pierwiastkéw.

Wiec rozwigzaniem jest: x = 0.



Przyktad 6
Wyznacz dziedzine funkgji £ (x) = ¥2 — 4x2 — 3x
Wyrazenie pod pierwiastkiem musi by¢ nieujemne, wiec:
2—4x*—3x=0/(-1)
4x2+3x—2=0

A=9+32=41

_ -3-/41 _ —3h/a1

xl - a i xZ - a

—-3—41 -3+.41 )
g 7 8

Odpowiedz: x € (

ZADANIA

2.4.1 Zapisz podane wyrazenia w prostszej postaci. Przyjmij, ze kazdy mianownik w podanych utamkach
jest rozny od zera.

a) x3—3x2 +x—3 b) 30x*—6x3+45x2—0x c 3x2—5x+2
x—3 8x3+12x 3x3-2x2—-12x+8
Z+6x+ 2+x—6
d) x“+6x+9 e) x<+x
x2—9 x2+4x+3

2.4.2 Rozwiaz rbwnania:
a) 3x*—12=0 b) x*+4x=0
o x*+x2—x—-1=0 d x*—5x2—x4+5=0

e) x*—x*—5x345x24+6x—6=0 f) x34+8x?—-2x—-16=0

2.4.3 Rozwiaz, rozktadajac na czynniki:

a) 3x*+6x*+4x+8=0 b) x°+2x°+x*+x2+2x+1=0
0 1+x?=x>+x d) 3x?—4x=—x3+12

e) —9x —5x?=—x>—145 f) x*4+3x>—6x—4=0

g9 x*—7x*+6=0 h) 5x%®+4+9x? —26x—24=0

) x*=7x*+2x-14=0 ) X +2x*-5x-10=0

k) x*—7x*—4x+28=0 ) x*-3x"—4x+12=0

m) 6x° +6x*—-3x-3=0 n x +x>-5x-5=0




244

0) 2x°—4x*—6x+12=0 p) X’ +x°=5x-5=0

Q) x —2x* —9x +18x2 =0 N —2x* —3x* +2x+4/3 =0
s)  2x° —3x?—8x+12=0 1) 2x° —18x° +2x* —18=0
u X’ +3x7-5x-15=0 v) X +x*-9x-9=0
w) x*+xt-xt-x>=0 x)  20x*-20x’+5x° =0
Wyznacz dziedzine funkgji:
a) fa) =272 b) ) =G —3E 12
o fl)=Jx@+x)(x-3)2—/(x+2)2(4-x)
d fl)= 4x3—gfx32_—12251+25 €) f(x) - xa;‘i’:jl:j_‘i’
f) f(x) =—ﬁ6":_2 g9) f(x)=-3x"+7x-8

X —x-2 -
) fe)=x+ 2 ) fe =T
) feo=32 K fo0 =22
D 6 = e

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

1 .26

Dane sg wielomiany W (x) = x® — 3x + 1 oraz V(x) = 2x*. Wielomian W (x) - V(x) jest réwny:

a) 2x®*—6x*+2x* b) 2x® —6x*+2x o 2x*+3x+1

Wyraz wolny wielomianu W (x) = (x — 2)*® + 53x + 252 jest réwny:

a) 2% b) 0 o 2°3

Wielomian W(x) = x%(x — 2) — (x — 2) mozna zapisa¢ w postaci:
a) x%(x+2) b) (x?+ 1)(x—2)

o x(x—2)* d) —Dx+1)(x—2)

Wielomiany W(x) = (x —2)(x + 1)(x + 2) i P(x) = (a— b)x* + x* + (a + b)x — 4 s3 réwne.

Z tego wynika, ze:

a) a=1b=2 by a=-1,b=-2 ¢ a=-1,b=2

26 Zadania 1-22: zaczerpniete z www.zadania.info, 21.03.2013.

d)) 2x° + 6x* +2x3

d) 53

d a=2b=-1
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10.

11.

12.

13.

Stopien wielomianu W (x) = (x — 1)(3x + 5)?(2x + 1)? jest réwny:

a) 4 b) 5 c) 6 d) 8

Wielomian W okre$lony jest wzorem W(x) = —x° + x® — 6. Zatem W(—5) jest liczba:

a) ujemng b) dodatnig C) niewymierna d) pierwsza

Po roztozeniu wielomianu W (x) = x3 4+ 5x2 — 3x — 15, otrzymujemy:
a) Wx)=x+5)(x—-3)(x+3) b) Wx)=(x+ 5)(x — w@)(x + -\@)
o Wix)=(x-— 5)(x — w@)(x — -\@) d Wkx)=(x+ 5)(x — w@)(x — -\@)

Dane s3 wielomiany W(x) = 3x% — 2x,V(x) = 2x? + 3x. Stopien wielomianu W (x) -V (x) jest

réwny:

a) 6 b) 5 c 4 d 3
Warto$¢ wielomianu W(x) = 3x — x? — x* dla x = —3 jest réwna:

a) 12 b) —9 c 9 d —24

Wielomian P(x) = W(x) — K (x) jest sicdmego stopnia oraz
W(x)=mx’ +8x>+5K(x) =3x*+8x>+ (3m + 2)x’.
Wynika stad, ze liczba m jest r6zna od:

a) 3 b) —1 o 1 d) 0

Wielomian W(x) = x> — 2x* —x + 2:

a) jestiloczynem wielomianéw (x —2) i (x* + 1)
b) ma trzy miejsca zerowe

¢) madwa miejsca zerowe

d) jestréznicg wielomianow (x> —2)ix + 2

Funkcja f(x) = (x — 2)(x + 3)(x — 4) ma:
a) 1 miejsce zerowe b) 2 miejsca zerowe

¢) 3 miejsca zerowe d) nie ma miejsc zerowych

Warto$¢ wielomianu W (x) = x® — 3x2 + 4x + 3 w punkcie m jest réowna 15 dla:
a) m=3 b) m=3vm=-3

0 m=2Vm=-2Vm=3 d m=2




14.

15‘

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Ktéry z wielomianéw nalezy doda¢ do wielomianu W (x) = 5x% — 2x? + 3, aby otrzymac wielo-
mian P(x) = 4x® + 12x% — 3?

a) 6—7x%—6x°? b) 2x3+ 17x2 ) 6x*+ 7x? d) 6x3+7x2-6

Wiadomo, ze W(—1) = —1, gdy W (x) = 2x* + px — 3. Zatem warto$¢ wspdtczynnika p wynosi:

a) i b) —4 Q 4 d) -1
Wielomiany P i Q okre$lone sg wzorami P(x) = x> — 1, Q(x) = —x° + 1.
Wielomian R

(x) = 2P(x) + Q(x) jest stopnia:

a) 0 b) 10 o 1 d 5

Wielomiany P(x) = (a + 1x* + x2 —biP(x) = (b — 1)x* + x? + 2a + 1 sa rowne. Zatem liczba
a+b:

a) nalezy do zbioru {2, 3) b) jest wiekszaod 3

¢) nalezy do zbioru (—2, 0) d) jest mniejszaod —2

Wielomian W (x) = x° + x* — 2 jest rébwny iloczynowi:

a) (P+1DE2-2) b)) B-DHE*+2) o Z+2)x*-1) d) *-2)x+1)

Wielomian x3 — 3x2? — 3 po roztozeniu na czynniki ma postac:

a) x—3NEx-1x+1) b) (x —3)x?

o (x-3)x2+1) d) (x—-3)?2(x%+1)

Dane s3 wielomiany Wi(x) = —3x*+5x*+2 oraz P(x)=2x*+5X*+3x. Wielomian
W (x) + P(x) jest rowny:

a) 5x*+3x+2 b) 3x+2 0 —x*+3x+2 d) —x*+3x-2
Dane sg wielomiany W(x) = x3+3x2 +x —11 i V(x) = x® + 3x? + 1. Stopien wielomianu
W(x) — V(x) jest rowny:

a) 0 b) 1 o 2 d 3

Dane sg wielomiany W (x)=x> —3x+1 oraz V(x) = 2x’ . Wielomian W (x) - V (x) jest réwny:

a) 2x*—6x*+2x* b) 2x® —6x*+2x o 2x*+3x+1 d) 2x°+ 6x* +2%3



23.7 Dane s wielomiany W(x) = —2x3 + 5x2 — 3 oraz P(x) = 2x3 + 12x. Wielomian W(x) + P(x)

jest réwny:
a) 5x?+12x—3 b) 4x®+5x24+12x—3
) 4x®+5x24+12x—3 d 4x3®+12x% -3

24.%% Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W (x) = x® + ax? + 6x — 4. Wspotczynnik a jest rowny
a) 2 by -2 c 4 d —4
25.2 Dane sg wielomiany W (x) = 2x? —5x i P(x) = x® — 5x% + 2x — 1.
Wielomian G(x) = 2W (x) — P(x) jest rowny:
a) x¥—3x2-3x+2 b) —x®*+7x?—-7x+4
0 —x*+9x?—12x+7 d) x*—x?—-8x+5
26.° Dane sg wielomiany W (x) = 3x3 — 2x2 + 4 oraz M(x) = x> — 2x? + 5. Wielomian
W(x) — M (x) jest rbwny:

a) 4x3+9 b) 3x3+1 o 2x?-1 d 4x3—4x*+9

272" Dane sg wielomiany W (x) = x —4i M(x) = x* —2x. Wielomian W (x) - P(x) jest rdbwny:

a) x°—2x*—8x b) x*—6x*+8x o x’—4x*-10x d) x’—4x®+6x

28.32 Suma odwrotnosci pierwiastkéw wielomianu W(x) = 4x3 — x? — 4x + 1jest réwna:

a) 4 b) —0,25 ¢ 6 d —4

29. Liczbax = 3v2 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) = x? — 2a, gdy a jest réwne:
a) 18 b) —18 o 9 d) 18v2

30.2 DanesgwielomianyW(x) = x3+ 3x? + x — 11iV(x) = x>+ 3x? +1.Stopien wielomianu
W(x) — V(x)jest réwny:

a) 0 b) 1 Q) 2 d) 3

27 Zadanie 23: zaczerpniete z www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 05.03.2013.

28 Zadanie 24: zaczerpniete z www.cke.edu.pl/images/stories/0012_Matura/arkusz_proba2010_std.pdf, 05.03.2013.

29 Zadanie 25: zaczerpniete z www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf, 05.03.2013.

30 Zadanie 38: zaczerpniete z www.operon.internetdsl.pl/arkusze_pm_2010/25_35168743216874316874168765164687/mat_ark_pdst.
pdf, 05.03.2013.

31 Zadanie 27: zaczerpniete z www.operon.x.pl/probnamatura/files2_2009/Matematyka/Matematyka-arkusz-ZP.pdf, 05.03.2013.

32 Zadania 28, 29: zaczerpniete ze strony (www.d.webgenerator24.pl/k/r//I1x/6d/s1x10b4cw0sc8c4c4kdwogcOsOw/matematyka-podsta-
wa.pdf), 05.03.2013.

33  (www.bi.gazeta.pl/im/7/10397/m10397917, MATEMATYKA-PP.pdf), 05.03.2013.
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32.

(x2—4)(x—3)

34 . N : _ , :
31.2* Rozwigzaniami réwnania —2)(x+3) 0 sg liczby

a) —3,—2,23 b) 2,3 c) —3,2 d —-2,3

anl

Dziedzing wyrazenia wymiernego ﬂsj;(—;_l}jest zbior:

a) R\{16} b) R\{-6,—1,6} ¢ R\{-6,6} d) R\{-6,1,6}
335  Rownanie S2%7D _ g ma.

(x—3)(x+2)
a) dokfadnie jedno rozwigzanie b) dokfadnie dwa rozwigzania
¢) doktadnie trzy rozwigzania d) doktadnie cztery rozwigzania

34.3¢% Liczba 5 nie nalezy do dziedziny wyrazenia:

x?-25 x—5 x%-25 x?-25
a) x?—10x+425 b) x% —10x+425 <) x%+25 d) x+5
s . . 2 x*-16 . L

35. Dziedzing wyrazenia wymiernego 2 e jest zbior:

a) R\{-1,0} b) R\{—4,-1,0,4} ¢ R\{-4,4} d R

5x
36. Do dziedziny funkcji / okreslonej wzorem = :
y ) f ) f(X) x(x+1)[:x_v’7)(x2+7)

a) nienaleza2liczby b) nienaleza3liczby c¢) nienaleza4liczby d) nienalezy5 liczb

37.  Wartos¢ liczbowa wyrazenia = s jest najwieksza, gdy liczba x jest rowna:
1 1

38. Dlaktérej z liczb wyrazenie g nie ma sensu liczbowego?

a) —2 b) —5 c 0 d 5
39.  Dziedzi seniaW = —= 2%t zbior:

. ziedzing wyrazenia = (x+4){x2+4x+4)Jes zbior:
a) R\{—-6,—4,-2,6} b) R\{-6,—4,2,6} c¢) R\{—42} d) R\{—4,-2}
. . .. 3x . ..

40. Dziedzing funkcji f(x) = S jest zbiér:

a) R\{2} b) R o R\{2,3} d) R\{3}
41.  Zbior R\{-3,0, 2} jest dziedzing wyrazenia:

x%4+3x+1 x%—x—2 3x+2 2x+1

a xZt+x—6 b) x® +5x% +6x <) x(x—2)(x—3) d) x(x—2)(x+3)
34 Zadania 31, 32: zaczerpniete ze strony www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-luty-2013.php, 06.03.2013.
35 Zadanie 33: zaczerpniete z arkusza CKE, sierpier 2012 (www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf),

20.03.2013.

36 Zadania 34-47: zaczerpniete z www.zadania.info, 20.03.2012.
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42.

43‘

44,

45.

46.

47.

48.7

49,

50.

51.

52.

53.

54.%

55.

Dziedzing funkgji f (x) = jz:ij jest zbior:
a) R\{-5,5} b) R\{0,4} o R\{-22} d) R\{-5,0,4,5}

Dziedzina funkgji f (x) = v —x — 3 jest zbiér:

a) (=3,+») b) (=3, +=) Q) (=»,=3) d) (—,-3)

Najmniejsza liczba catkowitg nalezaca do dziedziny funkcji f(x) = J—xz —8x — 5Tfjest:

a) —2 b) -3 o —4 d -5

Najwieksza liczba catkowita, nalezacg do dziedziny funkgji f(x) = V30 — 6x, jest:

a) -5 b) —4 0 5 d 6

Dziedzina funkgji f (x) = fl%jest:

Wyrazenie 1 2l jest réwne:
x—2 x+3
x24+15x+1 x+2 x x+2
A e b) oo ) e d —
. .ox—1 2 . ,
Wyrazenie — — —— jest rowne:
Ix—-6 x—2
x+1 x+5 x—7 x—3
a) 3x—6 b) Ix—-6 C) Ix—6 d) 3x—6

(6 pkt) Dany jest wielomian W(x) = x*- mx® + nx? - 8. Warto$¢ tego wielomianu dla x = 2
jesttaka sama, jakdlax = —2,awarto$¢ wielomianudlax = 3 wynosi 82. Wyznacz wartosci liczb

min oraz rozwigz nierownos¢ W(x) > x* + 2.

(2 pkt) Sprawdz, czy wielomiany W (x) = (x2 — 1)(x? —4)i H(x) = (x* = 3x + 2)(x* +3x + 2)

sg rowne.

(2 pkt) Okresl dziedzine wyrazenia 2? +3 +

i wykonaj dziafania.
x°—4 x-2

(2pkt) Rozwiaz réwnanie x* — 7x% + 2x — 14 = 0.
(2 pkt) Rozwiaz rébwnanie x* — 7x* — 4x + 28 = 0.

(2 pkt) Rozwiaz réwnanie x* + 2x% — 5x — 10 = 0.

Liczby x; = —4 i x; = 3 sg pierwiastkami wielomianu W (x) = x? + 4x? — 9x — 36. Oblicz trzeci

pierwiastek tego wielomianu.

37 http: //www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf, 21.03.2013.
38 Zadania 54, 55, 56: zaczerpniete ze strony www.cke.edu.pl/images/stories/0012_Matura/arkusz_proba2010_std.pdf, 17.03.2013.
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56.  (2pkt) Rozwiaz réwnanie x3 + 2x% — 6x — 12x3 + 2x? — 6x — 12.

57. (2 pkt) Rozwiaz réwnanie x’ +x* +x+1=0.

58. (2 pkt) Rozwiaz réwnanie X=2 _ x5 )
3x—-1 3x+2
x-5 x4+ 3x

59. (2 pkt) Wykonaj dziatania:

x2—9 x*—10x+25

60. (3 pkt) Pewna liczbe wymierna mozna przedstawi¢ w postaci gdzie n e {1,2,3,....,32}. Gdy

3 —n'
powiekszymy licznik tego utamka o 39, a mianownik o 20, to podwoimy wartos$¢ tego utamka. Wy-

znacz ten utamek.

39 www.operon.x.pl/probnamatura/files2_2009/Matematyka/Matematyka-arkusz-ZP.pdf, 17.03.2013.
40 Zadania 58, 59, 60: zaczerpniete ze strony www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 17.03.2013.
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3 Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna

3.1

Funkcja wykladnicza i jej wtasnosci

Teraz naucze sie:

» Szkicowac wykres funkcji f(x) = 2 dla danego g;

$ciami odwrotnie proporcjonalnymi.

I
) Pojecie hiperboli.

Ponizej narysowano kilka réznych funkcji typu f(x) = e,

» Korzystac ze wzoru i wykresu tej funkgji do interpretacji zagadnien zwigzanych z wielko-

J
r |
|

Rysunek 3-1. Wykres funkgji hiperbolicznej, a > 0




il
I

Rysunek 3-2. Wykres funkcji hiperbolicznej, a < 0

Krzywa, ktdra jest wykresem funkgji f(x) = ﬁ, gdzie a # 0, nazywamy hiperbola. Wykres sktada sie
z dwdch roztacznych czesci, zwanych ga’fezigmi hiperboli.

Dziedzing tej funkgcji jest zbior liczb rzeczywistych réznych od zera.
Wykres funkgji jest symetryczny wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych.

Gdy a > 0, gatezie hiperboli y = a lezg w i lll ¢wiartce uktadu wspotrzednych.
X

Gdy a < 0, gatezie hiperboli lezag w Il'i IV ¢wiartce uktadu wspoétrzednych.

Zatem, aby narysowac wykres funkgji, wystarczy znac¢ wykres funkgji f(x) = S dla x = 0, a nastep-
nie odbic¢ go symetrycznie wzgledem punktu (0,0), czyli poczatku ukfadu wspétrzednych.

Wykres funkgji typu y = 2 (a+0)zbliza sie do obu osi uktadu wspoétrzednych (punkty tego
wykresu moga leze¢ dowolnie blisko tych osi). Prosta x = 0 nazywamy asymptotg pionowa

wykresu funkgeji f(x) = %, a prosta y = 0 nazywamy asymptota pozioma tego wykresu.

Zmniejszanie wartosci,a” powoduje zblizenie sie hiperboli do osi uktadu.
Zwiekszanie wartosci,a” powoduje oddalenie sie hiperboli od osi uktadu.
Przykiad 1

W jednym ukfadzie wspétrzednych nalezy narysowac wykresy funkgji:

2

FO =2 ) =2 f00) =Zf(0) =2 f0) =1, fx) =22

X



Budujemy czesciowa tabele zmiennosci funkgcji:

X 0,25 0,5 1 2
0,4

flx) = . 1,6 0,8 0,4 0,2
1

f(x)zE 4 2 1 0,5
2,2

flx) = . 8,8 4,4 2,2 1,1

\4

Rysunek 3-3. Wykresy funkcji f(x) = 4 ,a>0
X

UWAGA!!
> Jesli,a > 0to gatezie hiperboli sg potozone w 1 i lll ¢wiartce uktadu wspotrzednych.
» 05 0X jest asymptota pozioma wykresu funkgji.
»> 03 0Y jest asymptotg pionowa wykresu funkgji.
» Dziedzing funkgji f(x)= % (a # 0) jest zbior liczb rzeczywistych roznych od zera, czyli R/ {0} .
> Widzimy, ze funkcja jest malejaca w przedziale (- ;0), a takze w przedziale (0;c0).
Przykitad 2
W jednym ukfadzie wspétrzednych nalezy narysowac wykresy funkgji:
fE)=="2f0) =~ f) ==

Wykres funkcji ¥ = —f(x) powstaje z wykresu funkgcji ¥ = f(x) przez odbicie symetryczne wzgle-
dem osi 0X.



http://www.megamatma.pl/uczniowie/Wzory/funkcje-wzory/wykresy-funkcji

Wykorzystujac te wiasnos¢ oraz wykresy funkcji z Przyktadu 1, widzimy, ze wykresy podanych

funkcji s nastepujace:

UWAGA!!!

>

>

>

>

>

X

\.
>

=
i
k

Rysunek 3-4. Wykresy funkgcji f(x) = 4 ,a<0
X

Jedli a < 0, to ramiona hiperboli s potozone w I1i IV ¢wiartce uktadu wspotrzednych.
0§ 0X jest asymptota pozioma wykresu funkcji.
Os$ OY jest asymptota pionowa wykresu funkgcji.

Dziedzina funkgji £(x) =< (a # 0) jest zbiér liczb rzeczywistych réznych od zera, czyli R/{0}.
X

Widzimy, ze funkcja jest rosnaca w przedziale (- 0;0), a takze w przedziale (0;0).

Ponizej przypominamy reguty dotyczace przesuwania wykresow funkgcji:

Niecha = 0ib = 0.

>

Jesli wykres funkgji ¥y = f(x) przesuniemy o a jednostek w prawo i b jednostek w gére, to
otrzymamy wykres funkcjiy = f(x —a) + b,

Jesli wykres funkgji ¥y = f(x) przesuniemy o a jednostek w prawo i b jednostek w dét,
to otrzymamy wykres funkcjiy = f(x —a) — b.

Jesli wykres funkgji ¥ = f(x) przesuniemy o a jednostek w lewo i b jednostek w gore, to otrzy-
mamy wykres funkcjiy = f(x + a) +b.

Jesli wykres funkgcji ¥y = f(x) przesuniemy o a jednostek w lewo i b jednostek w dot, to otrzy-
mamy wykres funkcji y = f(x + a) — b.



Powyzsza regute wykorzystajmy w przyktadzie.

Przyktad 3

Narysuj wykres funkgji: y = é + 3.

W pierwszej kolejnosci rysujemy wykres funkgji: y =

x

PRZYPOMINAMY:

Przesuwanie wzdluz osi 0X odbywa sie w druga strone, niz

wskazywaltby na to znak - pierwsza wspdotrzedna wektora

przesuniecia, odpowiedzialna za przesuwanie wzdhuz osi 0X

zapisujemy z przeciwnym znakiem:
- znak minus - wspdlrzedna dodatnia - przesuwamy w
- znak plus - wspotrzedna ujemna - przesuwamy w lewo.

\_‘2 jednostki w prawo, - 3 jednostkd w gore.

rawo,

| I o
i
i ~ \Id_ 3)’
Xll_ y -
e T

ASYMPTOTY pionowa i pozioma przesuwamy wraz z wykresem funkgcji.

Dla rozpatrywanego przyktadu:

» asymptota pozioma bedzie znajdowata sie na wysokosci 3: ¥y = 3,

» asymptota pionowa bedzie znajdowac sie w miejscu argumentu 2: x = 2.
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-

asymptota pozioma:
y=3

asymptota pionowa:

x=2

ZADANIA

3.1.1 Sporzadz wykresy funkg;ji:

) =" b f(x)=—> O f0=2+3 d)
X X X
o f=—— ) fe=-—= 9 f(x)=—— h)
x—2 x+1 x+3
4 4
i) f(x)=;—2 J) f(x)=m+1

f=-242
X

fo=—

X

3.1.2 Wykres funkcji f(x) = 4 przesunieto wzdtuz osi uktadu wspotrzednych, otrzymujac wykres funk-
X

cji g. Zapisz wzor funkgji g, jezeli wykres funkcji f przesunieto:
a) o5 jednostek do dotu
b) o 3jednostki w prawo

¢) o0 2jednostkido goryi4 jednostki w lewo

3.1.3 Zapisz réwnania asymptot wykresu funkgji:
3 -0,7 1 N2
a = +2 b =—21——— c = -v5 d
b= ) YRR R )



3.14 PunktP =P =(3%\/§,2\/€j nalezy do wykresu funkgiji:

a

a) f(x)=— b) f(x)=

X x+4

Q) f(x)=%—2 d) f(x):xf2+2

Dla kazdej z tych funkcji wyznacz wartos$¢ wspétczynnika a.

3.1.5 Podaj zbiér wartosci i przedziaty monotonicznosci funkgji:

1
D f0="3 b = 9 fw=2s @ f=

3.1.6 Podaj wzory kilku funkgcji, ktérych wykresami sg hiperbole o asymptotach:
a) x = —-5y=3 b) x=06;y=0 ) x=—-15yv= —6
d x=0y= -2 e) x=0y=0

10
x+7

3.1.7 a) Podaj wspotrzedne punktu przeciecia asymptot wykresu funkcji y = — -9.

b) Podaj wspétrzedne wszystkich punktow przeciecia czterech prostych, ktére sa asymptotami

wykresow funkcji y = -15.

+8 oraz y=
x—12 x+7

Proporcjonalnos¢ odwrotna

m) Definicja: Proporcjonalnosé odwrotna®

Proporcjonalnos¢ odwrotna to taka zaleznos¢ miedzy dwiema zmiennymi wielkosciami x i y,
w ktoérej iloczyn tych wielkosci jest staty. Czyli:

x-y=a,gdzie a,x,yeR /{0}.
Wielkoscixiy s odwrotnie proporcjonalne.
: . L s a
Z powyzszego wzoru mozemy obliczy¢ x w zaleznosci od y, wtedy: x =—
y
s a
oraz y w zaleznosci od x, wtedy: y=—
X
Zauwaz, ze ostatni wzér to wzér funkcji omawianej w poprzednim podrozdziale tego tematu.

Przyktad 4

Pan Nowak ma przeczytac ksigzke, ktéra liczy 520 stron. Postanowit, ze codziennie bedzie czytat
taka sama liczbe stron. Liczba x przeczytanych dziennie stron oraz liczba ¥ dni w czasie, w ktérym
Pan Nowak przeczytat ksigzke, sa wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi, poniewaz:

x-y =520

42 www.matmanaé.pl/tablice_matematyczne/liceum/funkcja_wymierna/39-funkcja_fxa_x_homograficzna, 15.03.2013.
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Jesli Pan Nowak czyta wiecej stron dziennie, to czas czytania ksigzki jest krétszy. Czytajac 20 stron
dziennie, Pan Nowak przeczyta ksigzke w ciaggu 26 dni, zas przy czytaniu 65 stron dziennie, prze-
czyta ja w ciggu 8 dni.

Mamy statg wartos¢ iloczynu 20 - 26 = 65 -8 = 520.

Liczba dni czytania ¥ zalezy od liczby przeczytanych stron x w sposob y = %

Przyktad 5

WezZmy podstawowy wzor fizyczny:

s
v=—
t

Zaktadamy, ze droga (s) jest statfa, a predkos¢ jest odwrotnie proporcjonalna do czasu.

Np. jedzie samocho6d z miasta A do miasta B. Im szybciej jedzie, tym mniej czasu mu to zajmie. Od-
legtos¢ miedzy tymi miastami sie nie zmienia, czyli droga (s) jest wielkoscig stata.

Przyktad 6

Na rysunku ponizej przedstawiono prostokaty o polu 6 cm?

N A I I O

O]
N

1om 1/5¢m 2cm 3cm

T T 1T

Rysunek 3-5. Prostokaty o réwnym polu

Przy statym polu prostokata im wieksza jest dtugos¢ jednego jego boku, tym mniejsza jest dtugos¢
drugiego.

Jedli dlugosc jednego boku prostokata zwiekszymy:

» 2,5razy, to jego drugi bok zmniejszy sie 2,5 razy;

> 5razy, to jego drugi bok zmniejszy sie 5 razy;

» 6razy, to jego drugi bok zmniejszy sie 6 razy.

| odwrotnie, jesli dlugos¢ jednego boku prostokata zmniejszymy:
> 2,5razy, to jego drugi bok zwigkszy sie 2,5 razy;

» 5razy, to jego drugi bok zwiekszy sie 5 razy;

» 6razy, to jego drugi bok zwiekszy sie 6 razy.


http://www.megamatma.pl/uczniowie/Wzory/planimetria-wzory/czworokaty

) Zauwaz ze pole prostokata jest state i rowne iloczynowi dlugosci jego bokéw.

Przyktad 7%

Samochéd jadac ze statg predkoscia, pokonuje pewna droge w ciggu 6 godzin. Z jaka predkosciag
powinien jecha¢ motocyklista, aby te sama trase przejecha¢ w ciggu 3 godzin?

Zauwaz, ze stafa jest dtugosc trasy, czyli droga, jakg pokonujg samochéd i motocyklista. Droga jest
réwna iloczynowi predkosci przez czas jazdy.

Odpowiedz: Motocyklista ma pokonac te sama trase w ciagu 3 godzin, czyli w czasie 2 razy krot-
szym niz samochod. Zatem jego predkos¢ powinna by¢ 2 razy wieksza niz predko$¢ samochodu.

Whniosek:

» Jesli jedna z wielkosci rosnie (maleje), a rbwnoczesnie druga wielkos¢ maleje (rosnie) tyle
samo razy, to te wielko$ci nazywamy odwrotnie proporcjonalnymi.

» lloczyn wielkosci odwrotnie proporcjonalnych jest staty.

ZADANIA

3.1.8 Sprawdz, czy wielkosci podane w tabelce sg odwrotnie proporcjonalne? Jezeli tak, to podaj war-
to$¢ wspodtczynnika proporcjonalnosci.

X 0,3 1 3 2 0,2

y 4 1,2 0,4 0,6 6

3.1.9 Uzupetnij tabelke tak, aby podane wielkosci byty odwrotnie proporcjonalne.

x 3,6 0,1 144

y 0,6 36

3.1.10 Koto zebate o 120 zebach napedza koto zebate o 48 zebach. lle razy obrdcito sie mate koto, gdy
duze koto w tym czasie obrdcito sie 40 razy?

3.1.11 Kierowca pokonat pewng trase, jadac ze $rednig szybkoscig 90 km/h. O ile kilometréw na godzine
powinien zwiekszy¢ szybkos¢, aby pokonad te sama trase w czasie krétszym o 25%?

43 www.megamatma.pl/uczniowie/gimnazjum/rownania/wielkosci-odwrotnie-proporcjonalne, 15.03.2103
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3.2 Szkicowanie wykresow funkcji wyktadniczej

Teraz naucze sie:

»  Szkicowac wykresy funkcji wyktadniczych dla réznych podstaw.

) Funkcja wyktadnicza nazywamy funkcje postaci:
fG0) =a*
gdzie a € R;\{1}.
Jej nazwa pochodzi od tego, ze x znajduje sie w wykfadniku.

Dziedzing funkcji wyktadniczej jest zbior liczb rzeczywistych R, a zbiorem wartosci zbior liczb
rzeczywistych dodatnich R,.

Wykresem funkcji wyktadniczej jest krzywa wyktadnicza, ktora przecina o OY w punkcie (0, 1).
Ksztatt wykresu zalezy od podstawy a.
Przypadek I*
Funkcja rosnaca w podstawie majaca liczbe wieksza od 1.
Przedstawimy na przyktadzie: f(x) = 2*

Aby narysowac wykres funkcji, w pierwszej kolejnosci tworzymy tabele, zawierajaca punkt (0, 1)
oraz pare punktow potozonych na lewo od tego punktu, oraz pare potozonych na prawo.

Trzy liczhby Trzy liczby na
na lewo od 0. prawo od 0.
3|-2]-1]0]1]2]3]

X
v| 353 1]2]4]8]

Nastepnie zaznaczamy punkty w uktadzie wspotrzednych i taczymy je linia.

UWAGA!!  Linia wykresu nie moze przeciac osi OX.

44  www.matematykam.pl/funkcja_wykladnicza_-_wykres.html, 12.03.2013.
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Bardzo podobnie wygladaja wykresy innych funkcji wyktadniczych o podstawie a > 1.

Przyktadowo:

T

;jfi*'J =3
/

Rysunek 3-6. Wykresy funkcji wyktadniczych, a > 0

Wiasnosci funkcji wyktadniczej o podstawiea > 1:

1. Dziedzina: D = R.

2. Zbidérwartosci: ZW = R,.

3. Monotonicznos¢: funkcja jest rosnaca.

4. Funkcja przyjmuje tylko wartosci dodatnie: f(x) > 0,gdy X € (—; +),

5. Miejsca zerowe: funkcja nie ma miejsc zerowych.

6. O3S 0X jest asymptotq poziomga, czyli prostay = 0.

Przypadek I

Funkcje majace w podstawie utamek.
1 Xx
Przedstawimy na przyktadzie: f(x) = (;)

Postepujemy doktadniev X "3"2|'1‘ 0 ‘ 1
yi8l4]2]1]%

‘ ~ podstawie liczbe wiekszg od 1.



Bardzo podobnie wygladaja wykresy innych funkcji wyktadniczych o podstawie @ < 1. Przykta-

dowo:
IlI ¥ ]\ ¥ \ ‘,v
'Ill" |I - Lo
PRREES: b-oa ..\Isv
AV e ERE
':.'L\: =.l= : —_ Fi = ) )
fei=(5)-\ Fer={(7) s ) ={55) 4
E-;\ 1% I
e . el . . .
— i _— -
+ =3 2 1 L 1 ¥ : + 2 ¥ 1 il 3 1 4 3 2 1 L 2 3 4
[} 4
1 3 2
3 ¥ £

Rysunek 3-7. Wykresy funkcji wyktadniczych, a <0

Wiasnosci funkcji wyktadniczej o podstawiea < 1:

1. Dziedzina: D = R.

2. Zbiérwartosci: ZW = R,.

3. Monotonicznos$¢: funkcja jest malejaca.

4. Funkcja przyjmuje tylko wartosci dodatnie: f(x) = 0,gdy x € (—o0; +0).

5. Miejsca zerowe: funkcja nie ma miejsc zerowych.

6. O$ 0X jest asymptoty pozioma, czyli prostay = 0.

Funkcje wyktadnicze - przesuniecie

Funkcje wymagajace przesuwania prostszych przypadkow wzdtuz osi uktadu.
Przyktad:

flx)=2%"1-4

W celu narysowania powyzszej funkcji, w pierwszej kolejnosci rysujemy prostsza funkcje:

flx)=2%

W tym przypadku bedziemy wykres funkcji y = 2* przesuwac o wektor [1, —4] (przesuwamy wy-
kres o 1 jednostke w prawo i 4 jednostki w dof).

UWAGA:

W przypadku tej funkcji asymptota pozioma rowniez przesunie sie o 4 jednostki w dét, czyli bedzie
miata wzoér y = —4.



Dla przypadkow, gdy wykres otrzymujemy poprzez przesuniecie o wektor, asymptota znajduje sie
na wysokosci, ktéra wynika z przesuniecia wykresu funkcji o okreslong liczbe jednostek w gére lub
w dot.

UWAGA!!!

Gdy funkcja ma miejsce zerowe, nalezy je obliczy¢, przyréwnujgc wzér funkcji do zera. Otrzymuje-
my wéwczas rownanie wyktadnicze.

Okreslenie, czy funkcja ma miejsce zerowe, nie wymaga rysowania wykresu. Wystarczy stwierdzic,
czy podczas rysowania bedziemy przesuwac wzér funkcji w dét, czy nie. Tylko funkcje wymagajace
przesuwania w dét podczas rysowania majg miejsce zerowe.

Przyktad:

Obliczymy miejsce zerowe funkgji:

Flx) =277 — 16

Rysujac te funkcje, wykres funkgji f(x) = 2* musielibysmy przesuna¢ o 7 jednostek w lewo i 16
w dot. Wynika stad, ze ta funkcja ma miejsca zerowe.

Aby je obliczy¢, wystarczy wzér funkcji przyréwnac do zera.
2%*7 — 16 = 0

2x+? =16

2%%7 = 2% teraz mozemy poming¢ podstawy i przyréwnac wyktadniki.
x+7=4 =>x=-3

Odpowiedz: Funkcja ma miejsce zerowe dla x = —3.




ZADANIA

3.2.1 Narysuj wykresy nastepujacych funkgcji:

x 6) N
a)  f(x)=(0,6) b) f(x)= (7) A f(x)=10
3.2.2 Narysuj wykres funkgcji f(x) =3", a nastepnie wykresy funkgcji:
a) f(x)=1+3" b) f(x)=-4+3" o f(x)=3" d f(x)=3""
e f(x)=-3" f) f(x)=4-3" g f(x)=9-3"
3.2.3 Dane sg funkcje:
(x) = (é)x -5 k:(x)= (l))” [:(x)=6""
J: p : 5 :
Ktore z tych funkgji:
a) sgrosnace,
b) przyjmuja tylko wartosci dodatnie,
C) majgasymptote y =0,
d) maja miejsca zerowe,
e) przecinajg 0s.y
3.2.4 Podaj réwnanie asymptoty funkgji f (x), okreslonej wzorem:
a) f(x)=5"" b)  f(x)=03" —4 9 f(x)= Gj .
l x+5
d f(x)=5"+5 e) f(x):(gj -4

3.2.5 Napisz wzér funkcji wykladniczej f(x) = a*, gdzie @ > 0, wiedzac, ze do jej wykresu nalezy
punkt 4 = (3,2).

a) Naszkicuj wykres funkcjig(x) = f(x + 2) — 1L
b) Oblicz miejsca zerowe funkcji g (x).

c) Dlajakich argumentéw funkcja g(x) przyjmuje wartosci ujemne?



3.2.6 Narysuj wykres funkgcji i okresl jej wiasnosci (dziedzine, zbiér wartosci, monotonicznos¢, miejsce
zerowe oraz asymptote):

flx)=3*"2+3
Dziedzina: D = R.
Zbiér wartoéci: ZW = (3, +o0).

Funkcja rosnaca.

Miejsce zerowe: brak.

1 X Asymptota: y = 3.

3.3 Funkcjalogarytmiczna i jej wlasnosci*

W tym rozdziale rozwaza¢ bedziemy funkcje o postaci y =log_ x . Takie funkcje nazywamy funk-
cjami logarytmicznymi.

B Funkcja logarytmiczng nazywamy funkcje postaci:
f(x)=log, x gdzie a>0ia=1

Dziedzing kazdej funkcji logarytmicznej jest zbior liczb rzeczywistych dodatnich R4, a zbiorem
wartosci zbior liczb rzeczywistych R.

Wykres funkgcji logarytmicznej nazywa sie krzywa logarytmiczna.

Funkcja logarytmiczna jest funkcjg malejaca dla @ € (0, 1), natomiast dlaa = (1, + ) jest funkcja
rosnqca. f(x)
f(x)=log 4 x

a>1

O<a<1

Rysunek 3-8. Wykresy funkcji logarytmicznych

Funkcja logarytmiczna f(x) = log, x jest funkcjg odwrotng do funkcji wyktadniczej f(x) = ax.
Wykresy tych funkgji sa symetryczne wzgledem prostej f(x) = x.




y=a"
a=1 +1

Rysunek 3-9. Funkcja wyktadnicza a logarytmiczna

Ciekawostka |

Wiadomo, ze w zaleznosci od podstawy, istniejqa trzy grupy logarytmoéw:
> logarytm przy dowolnej podstawie - 10g, x

» logarytm przy podstawie dziesietnej (dziesigtne) - 10g90 x = log x = lg x

» logarytm przy podstawie z e (liczby Nepera e = 2,718281828...) -1og. x = In x

f(x)

f(x}=|ogax

f(x)=In x

f(x)=log x

Rysunek 3-10. Wykres funkcji logarytmicznej przy podstawie z e

Symbol {n z jest symbolem logarytmu naturalnegoioznaczalogarytm o podstawiea = e(e = 2,7).

Inx =log, x
m1=0, boe? =1
Ine=1,boel=¢

1
En@:%,ber:\/E



B Funkcjalogarytmiczna i jej wlasnosci*
Przypadek|* -dlaa>1

Ten przypadek oméwimy na przyktadzie funkgji: f(x) = log, x. Na poczatek obliczmy wartosci tej
funkgcji dla kilku przyktadowych argumentow x. Sporzadzmy zatem odpowiednig tabelke:

1 1
X _ _
4

y=log’x -2 -1 0 1 2

Zatem wykres tej funkcji bedzie wygladat nastepujaco:

e
ITY

254

1:__ f(x) =log,x
1__

057

Bardzo podobnie wygladaja wykresy innych funkcji logarytmicznych o podstawiea > 1.

Przyktady:
¥ Ty
41 4
It 3
; flx) =logsyx fx) =log,x
t 2
|x|. x
i P2 3 4 3 & 1 1 1 2 3 4 5 & 1
It 1
2 2
= 3
41 4

Rysunek 3-11. Wykres funkgji logarytmicznych, a > 1

45 Przypadek i ll: www.matemaks.pl/funkcja-logarytmiczna.php, 17.03.2013.
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Wiasnosci funkcji logarytmicznej o podstawiea > 1:

1.

2.

5.

6.

Dziedzina: D = Ry,

Zbior wartosci: ZW = R.

Monotoniczno$¢: funkcja jest rosnaca.

Funkcja przyjmuje tylko wartosci dodatnie: f(x) = 0,gdy x € (1; +).
Miejsca zerowe: x = 1.

Os OY jest asymptotg pionowa, czyli prostay = 0.

Przypadekll-dlaag < 1

Ten przypadek oméwimy na przyktadzie funkgji: f(x) =log1x.
2

Na poczatek obliczmy wartosci tej funkgcji dla kilku przyktadowych argumentow x.

Sporzadzmy zatem odpowiednig tabelke:

B =

1
X _
4

y=log’x 2 1 0 —1 -2

Zatem wykres tej funkcji bedzie wygladat nastepujaco:

Bardzo podobnie wygladaja wykresy innych funkcji logarytmicznych o podstawie @ < 1.

£ (&) = logax

1 -05 05 INLS5 2 25 3 35 4 45 35




Przyktady:

I O TN
i L i L &

Wia

1.

2.

ZADANIE

St 3L
ot T a4
-3t -3t
-4t AT
Rysunek 3-12. Wykresy funkgji logarytmicznych, 0 < a < 1
snosci funkgcji logarytmicznej o podstawie a < 1:

Dziedzina: D = R;.

Zbioér wartosci: ZW = R.

Monotonicznosc¢: funkcja jest malejaca.

Funkgcja przyjmuje tylko wartosci dodatnie: f(x) > 0,gdy x € (0; 1).
Miejsca zerowe: x = 1.

0Os$ OY jest asymptotg pionowg, czyli prosta y = 0.

3.3.1 Podaj wspétrzedne punktow symetrycznych wzgledem prostej ¥ = x do punktéw:

a)

A=(15),B=(4,-2),C=(-5-1),D=(0,-3),E =(10,0)




3.4 Szkicowanie wykresow funkcji logarytmicznej*

Teraz naucze sie:
»  Szkicowac wykresy funkcji logarytmicznych dla r6znych podstaw.

ZADANIA

3.4.1. Narysuj wykres funkcji y =log, x, a nastepnie wykres funkgji:
a)  y=logy(x—-3)
b) y = log,(5 + x)
C) y=1+log; x
d) y=—4+log,x

e) y =log,(x + 1)

3.4.2. Dany jest wykres funkcji logarytmicznej f.

a) Wyznacz wzér funkgji f.
b) Narysuj wykres funkgji g(x) = |f (x) — 2|.

¢) Odczytaj z rysunku zbiér argumentoéw, dla ktérych wartosci funkcji g sa nie mniejsze od war-
tosci funkgji f.



3.4.3. Narysunku przedstawiony jest wykres funkcji logarytmicznej opisanej wzorem f(x) = log, x.

a) Na podstawie tego wykresu wyznaczp. b) Oblicz f(0,125).

c) Sporzadz wykres funkcji g(x) = |f(x — 4)]. d) Podaj miejsce zerowe funkcji g.

3.5 Funkcjewyktadniczeilogarytmiczne wzjawiskach fizycznych
i chemicznych

Teraz naucze sie:

» Postugiwac funkcjami wyktadniczymi do opisu zjawisk fizycznych, chemicznych, a takze w
zagadnieniach osadzonych w kontekscie praktycznym;

» Postugiwac sie funkcjami logarytmicznymi do opisu zjawisk fizycznych, chemicznych, a
takze w zagadnieniach osadzonych w kontekscie praktycznym.

Zastosowanie funkcji wyktadniczych do opisu zjawisk fizycznych, chemicznych, a takze
w kontekscie praktycznym

Przyktad 1

m) Model wyktadniczy
Niech funkcja f(t),t = 0 opisuje pewng wielko$¢ zmieniajaca sie w czasie. Wielko$¢ ta zmienia sie
zgodnie z modelem wyktadniczym, jesli:

f(t)=b-a',gdziea=>0,a=1it=0.

UWAGA!!

Liczby a i b s na ogét wyznaczane doswiadczalnie.
Jedlia = 0, to mamy do czynienia ze wzrostem wyktadniczym.

mEm) Wzrost wykladniczy jest wzrostem bardzo szybkim. Czesto nazywa sie go wzrostem gwat-
townym. Jest on znacznie szybszy nie tylko od wzrostu liniowego opisanego przez funkcje
g(t) = at,a > 0, ale takze od wzrostéw opisanych przez funkcje potegowe h(t) =b - t" dla
b=>=0in€E N4




Dla matych wartosci czasu wzrost wyktadniczy moze by¢ nawet wolniejszy niz wzrost liniowy, ale
poczawszy od pewnego momentu (réznego dla réznych zjawisk) tempo wzrostu krzywej z mode-
lu wyktadniczego jest juz znacznie wieksze niz w przypadku modeli opisywanych przez funkcje
h(t) =b-t"dlab>=0in €N,

UWAGA!!

-

Funkcja rosnaca w przedziale {(a, b}, ktérej wykres jest w tym przedziale ,podobny” do wykresu
funkcji wyktadniczej, jest funkcjg rosngca coraz szybciej, czyli tempo wzrostu funkgji jest szybkie.

y 4

10000 1

5000 A

2000 1

1000 1

Rysunek 3-13. Wzrost wyktadniczy

Z przedstawionego wykresu odczytujemy, ze dla t > 8 wartosci funkgji f(t) = 3' zaczynaja przewyz-
sza¢ wartosci funkgji g(f) = 100¢ i h(f) = t* i im wiekszy jest czas, tym réznice pomiedzy wartosciami
tych funkcji sg wieksze.

Dla a € (0;1)mamy do czynienia ze spadkiem wyktadniczym, czyli funkcja f(t) = b-a' maleje coraz
wolniej.

Dokonujac pomiaru wartosci wielkosci opisanej ustalonym modelem wyktadniczym, stwierdza sie,
ze w statych odstepach czasu zwiekszaja sie one lub zmniejszajg o ten sam procent.

Wiele zjawisk w przyrodzie odbywa sie (przynajmniej w pewnej fazie ich trwania) wedtug modelu
wyktadniczego. S to miedzy innymi: promieniotworczos¢ naturalna, wzrost lub spadek liczby po-
pulacji, stygniecie ciat itd. Oméwimy je w kolejnych przyktadach i zadaniach.

Funkcje £ (t) = ba® fit) = b-a' mozna przedstawi¢ na wiele sposobdw, tzn. mozna stosowac do jej
opisu rézne podstawy a funkcji wykfadniczej.

Twierdzenie

Dla dowolnych dodatnich i réznych od jedynki liczb a i c istnieje taka liczba k # 0, ze funkcje
f(t) = bat i g(t) = bc¥* sarowne, tzn. bat = bc*t, dla dowolnego t = 0
Uzasadnienie tego twierdzenia jest bardzo proste.

Nalezy znalez¢ liczbe k, ktéra dla kazdej wartosci t = 0, spetnia warunek a* = c**,


http://www.megamatma.pl/uczniowie/gimnazjum/wykresy-funkcji/wykresy-opisujace-zjawiska-przyrodnicze-gospodarcze

-

Korzystajac z wiasnosci poteg, otrzymujemy:

a' = (c*)* dla kazdego t = 0.

Stad a = c*.

Korzystajac z okreslenia logarytmu, obliczamy: k = log. a.

A wiec istnieje liczba k = log, a taka, ze funkcje £ (t) mozna zastapic funkcjg g(t).

Zastosowanie funkcji logarytmicznych do opisu zjawisk fizycznych, chemicznych, a takze
w kontekscie praktycznym*

Przyktad 2

Skala logarytmiczna

Funkcja logarytmiczna f(x) =log, x,a > 1,x > 0, jest funkcja rosnaca. Jej wzrost jest jednak bar-
dzo powolny, wolniejszy nawet od wzrostu liniowego.

YA
ey
'/
X
3]
24

Rysunek 3-14. Wykres funkgcji logx <~ x dlax = 0

Jedli zakres wartosci pewnej wielkosci jest dodatni i bardzo szeroki, to wygodniej jest go podawac
w skali.

Podanie konkretnej wartosci w o pewnej wielkosci oddaje jej obraz tylko wtedy, gdy mozemy ja
poréwnac z innymi wartosciami, a szczegolnie z najmniejszg wartoscia wy.

& 7. . ;7 . . . .« . . ;. . .
lloraz —— mowi nam, ile razy warto$¢ w jest wieksza od najmniejszej wartosci wq przyjmowanej
i}
przez dang wielkos¢. lloraz ten jest liczba bezwymiarowa i duza przy szerokim zakresie wartosci.

Zlogarytmowanie ilorazu mi prowadzi do tzw. skali logarytmicznej danej wielkosci. Do logaryt-
4]
mowania uzywa sie na ogét logarytmu dziesietnego lub naturalnego.

46 www.megamatma.pl, 17.03.2013.



http://www.megamatma.pl/uczniowie/szkola-srednia/funkcje/wykresy-funkcji-logarytmicznych-dla-roznych-podstaw
http://www.megamatma.pl/uczniowie/szkola-srednia/funkcje/wykresy-funkcji-logarytmicznych-dla-roznych-podstaw
http://www.megamatma.pl
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Wzor

Skala logarytmiczna jest wiec przedstawieniem Wartos’ci w pewnej wielkosci, np. natezenia, w nastepu-
jacej postaci podanej z uzyciem logarytmu: klog Iub kinZ o gdzie: k - stata charakterystyczna dla
zjawiska mierzonego przez wartosci w, @y — naJmnlerza z wartosa przyjmowanych przez w.

Mimo, ze kiog —ikln m— sq liczbami bezwymiarowymi, to czesto wprowadza sie dla nich specjal-
ne jednostki, w’rasawe dIa danej dziedziny.

Przyktadami skal logarytmicznych sa: skala decybelowa w akustyce, skala Richtera okreslajaca
wielkosci wstrzasow sejsmicznych, skala pH czy skala wielkosci gwiazdowych.

Wprowadzenie skali logarytmicznej jest nie tylko pomystem matematycznym na to, aby bardziej
przejrzyscie przedstawi¢ pewne dane.

Stwierdzono doswiadczalnie, ze nasze zmysty reagujg na bodzce w sposob logarytmiczny, a nie liniowy.

Prawo Webera-Frechnera moéwi, ze warto$¢ reakcji na bodzce takich zmystéw, jak: wzrok, stuch czy
poczucie temperatury jest proporcjonalna do logarytmu tego bodzca.

Przykitad 3
Poziom gtosnosci dzwieku

Zrédta dzwieku wysytaja dzwieki o réznym natezeniu. Dzwieki rozchodzg sie w postaci fal dzwieko-
wych. Jesli kilka zrodet dzwieku wysyta jednoczesnie dzwieki, to ich natezenia sumuja sie.

Natezenie dzwieku | jest iloscig energii wysytanej przez zrodto dzwieku w jednostce czasu i prze-
chodzacej przez jednostke powierzchni prostopadtej do kierunku rozchodzenia sie fali dzwiekowe;.

w
Jednostka natezenia dzwieku jest 2 (wat na metr kwadratowy).

Natezenie dZzwieku odpowiadajace tzw. progowi styszalnosci jest rowne Ip = 10 — 12 % Nateze-
nia innych styszalnych dzwiekdéw sg wieksze od I. Natezenie szeptu jest okoto 100 razy wieksze niz
Io, za$ natezenie dzwieku towarzyszace wybuchowi petardy to juz wielko$¢ rzedu 10* % czylize
jest ono 10%° razy wieksze niz .

Przy tak szerokim zakresie wartosci natezenia dzwieku wprowadzenie skali logarytmicznej jest
bardzo uzasadnione. W sk[ali tej logarytmujemy iloraz [i Wielkos¢ obliczong za pomoca logaryt-
mu dziesietnego z ilorazu E nazywa sie poziomem natqﬂienia dzwieku lub poziomem gtosnosci
dzwieku. Oznacza sie jg literg L.

| tak przyjeto:

Poziom glosnosci dzwieku:
L= 1D£og gd2|e Iy = 1072 — - poziom styszalnosci, I - natezenie dzwieku.
Jednostkami poziomu gtos$nosci sg bel i decybel, oznaczane symbolami B i dB.

Dzwiek ma poziom gtosnosci rowny 1B, jesli jego natezenie jest réwne 10 .



Natomiastl d B =0,1 B.

Decybele s3 powszechniej uzywanymi jednostkami poziomu natezenia dzwieku.

ZADANIA

3.5.1 Aktywnosc zrodta promieniotwdrczego okresla liczbe atomoéw, ktéra ulegta rozpadowi w jednostce

AN Lo 1 .. . . . -

czasuA=—_. Jednostka aktywnosci jest bekerel (1 Bq = 2)- W ponizszej tabeli zamieszczono wyniki
pomiarow aktywnosci probki pewnego pierwiastka promieniotworczego.

t(h) 0 480 960 1200 1950
A (10°Bq) 5 1,5 0,5 0,25 0,05

Przedstaw na wykresie zalezno$¢ aktywnosci probki tego pierwiastka od czasu.

3.5.2 (Czas potowicznego rozpadu pewnego izotopu wapnia wynosi 6 miesiecy. W chwili poczatkowe;j
prébka zawierata 40 mg wapnia. Oblicz, ile wapnia probka zawierata:

a) dwa lata wczesniej,

b) po trzech latach.

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

1.4 Wykres funkgji flx) = 2** przedstawiony jest na rysunku

= b 43 B tn
PO T S Y

|
IR P -'11 o1 2
| 4

“1

A,

47 www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-luty-2013.php, 11.03.2013.
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2 .48

Zbiorem wartosci funkgji f okreslonej wzorem f(x) = 3*+2 - 3 jest zbior:

a) (=2,) b) (=3,-2) o (B ) d) (=3,%)

Wartoscig funkgji f (x) = 2% jest liczba:

a) —8 b) —4 o 0 d 3

Zbiorem wartosci funkcji (x) = 2* + 3 jest przedziat:

a) (—o,+wm) b) {0, +) o (3,4») d) (=3, +m»)

Funkcja malejaca jest funkgcja:

a) f)=05"1 b f=05" o f)=-057* d f(x)=(005>"

Funkcja f (x) = 9* dla argumentu x = — g przyjmuje warto$cé:

2 b) 27 ) 3% d)
Funkcja (x) = 8*dla argumentu x = —gprzyjmuje wartosc:

a) b) 0,25 0 % d) 4

Dla jakiego argumentu ¥ = 2* przyjmuje warto$¢ 64?

a) x=6 b) x=5 ¢ x=9 d x=4

Populacja bakterii w prébce podczas pewnego eksperymentu zmniejsza sie 0 2% dziennie. Jesli
przyjmiemy, ze na poczatku doswiadczenia populacja bakterii liczyta A4 sztuk, to po uptywie t dni
liczbe bakterii p(t) mozna opisa¢ wzorem:

a) p(t) =0,02"-4 b) p(t) =0,98" -4 0 ) =2t

Zadania zamkniete, wydawnictwo Nowa Era®

10.

11.

Odlegtos¢ miedzy punktami, w ktérych prosta o rownaniu ¥ = x przecina wykres funkgji f (x) = g

gdzie a jest pewna liczba dodatnig, wynosi:

a) 2v2a b) 2 ¢ +8a d av2

Punkt P = (-3, 1/8) nalezy do wykresu funkcji okreslonej wzorem:

2 y=3 o) v=(2) 9 y=2* 9 y=0)"

3

48 Zadania 2-9: zaczerpniete http: //www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php arkusze
49 Zadania 10, 11, 12: zaczerpniete ze strony www.nowaera.pl/dokumenty/zadania_zamkniete.pdf, 11.03.2013.


http://www.nowaera.pl/dokumenty/zadania_zamkniete.pdf

12.  Wskaz funkcje rosnaca:
a fo=0() b =03 o fw=27 8 Fe=(2)

2 2

13. PunktP = (logzi; log1 81) nalezy do wykresu funkgji:
3

a) }J' — z_x b) }r — Zx c) }:r — (—)x d) }J' — _Zx

ZADANIA OTWARTE

1. (5 pkt) Dana jest funkcja f(x) = logi(x — a) + b. Wyznacz wartosci parametrow a i b, jesli wiesz,
ze dziedzing funkgji jest przedziat (5, +90) i do wykresu nalezy punkt 4 = (5% 9). Podaj wzor tej
funkgji.




4 Stereometria

Teraz naucze sie:
» Rozpoznawac graniastostupy i ostrostupy prawidtowe;

» Obliczac pole powierzchni i objetos¢ graniastostupa prostego, ostrostupa, walca, stozka,
kuli (takze osadzonych w kontekscie praktycznym);
» Zamieniac jednostki objetosci.
I
Em) Zamiana jednostek objetosci:

1cm3 — 1000 mm3

1dm3(1 litr) — 1000 cm?

icm? — 1000 mm3 — 1000 000 mm?

1m?* - 1000 dm?* — 1000000 cm?* — 1000 000 000 mm?

1 hektolitr — 100 litréow — 100dm3

ZADANIA ZAMKNIETE

Zad.1 Ktory rysunek nie przedstawia siatki ostrostupa czworokatnego?

A B. C. D.

Zad.2 Podstawa graniastostupa prawidtowego nie moze byc:
a) kwadrat b) szesciokat foremny

c) prostokat d) trojkat rbwnoboczny

Zad.3 Bok szescianu ma dtugos¢ 6 cm, wiec dtugosc jego przekatnej wynosi:

a) 6V2 b) 2v6 0 63 d) 2



Zad.4 Tworzaca stozka ma dtugos¢ 13 cm, a jego wysokos$¢ 5 cm. Wynika z tego, ze promien podstawy ma
dtugosc:

a) 12ecm b) 10cm ¢ 6cm d 13 cm

Zad.5 Jedli srednica kuli ma 8 cm, to pole powierzchni catkowitej tej kuli wynosi:

a) léem b) 64w ¢ 32m d) 266w

Zad.6 Przekrojem poprzecznym walca jest:

a) prostokat b) kwadrat c¢) kula d) koto

Zad.7 Objetos¢ kuli wynosi 36w cm?. Promien tej kuli ma dtugos¢:

a) 9cm b) 3ecm c) 6cm d) 27cm

Zad.8 Wiedzac, ze wysokosc walca wynosi 10 cm, a promien jego podstawy 0,4 dm, to pole jego podsta-
wy jest rowne:

a) 16w em? b) 1,6 dm? ¢) 16w dm? d) 0,16m cm?

Zad.9 Pole powierzchni szescianu jest rowne 294cm”. Krawedz tego szescianu wynosi:

a) 7 b) 4 ¢ 8 d 6

Zad.10 Ktore zdanie jest fatszywe:
a) 5cm? = 500mm? b) 1ha = 10000 m?

¢) 3000 mm? = 30cm? d 1a=100m?2

ZADANIA OTWARTE

1. Suma wszystkich krawedzi ostrostupa prawidtowego tréjkatnego wynosi 108 cm. Oblicz dtugos¢
krawedzi podstawy tego ostrostupa, jesli krawedz boczna ma dtugos¢ 16 cm.

2, lle litréw wody zmiesci sie w akwarium o wymiarach 3,5 dm X 0,6 m X 55 cm? Odpowiedz wyraz
w postaci liczby naturalne;j.

3. Oblicz wysokos¢ prostopadtoscianu, ktdrego podstawa jest prostokatem o wymiarach 4 i 5, a pole
powierzchni catkowitej wynosi 166.

4, Oblicz pole powierzchni i objetos¢ szescianu, ktérego przekatna ma dtugosé 5v3cm.

5. Oblicz objetos¢ kuli wiedzac, ze jej pole powierzchni jest rowne 1440w cm?.




4,1 Wzajemne potozenie ptaszczyzn i prostych w przestrzeni

Teraz naucze sie:

» Okresla¢ wzajemne potozenie ptaszczyzn i prostych w przestrzeni;

» Okresla¢, jaka figurg jest dany przekréj prostopadtoscianu.

E) Plaszczyzny i proste w przestrzeni

Mozliwe sg nastepujace przypadki wzajemnego potozenia dwdch réznych ptaszczyzn w przestrze-
niach.

Plaszczyzny rownolegte

4
-

Rysunek 4-1. Ptaszczyzny réwnolegte

Plaszczyzny przecinajace sie

Rysunek 4-2. Plaszczyzny przecinajace sie
Prosta i ptaszczyzna moga znajdowac sie wzgledem siebie w nastepujacym potozeniu:

Prosta rownolegta do ptaszczyzny

p > P

Prosta zawiera sie w ptaszczyznie Prosta nie zawiera sie w ptaszczyznie

Rysunek 4-3. Prosta rownolegta do ptaszczyzny



Prosta przecina ptaszczyzne

Rysunek 4-4. Prosta przecinajaca ptaszczyzne

Em) Wzajemne polozenie dwéch prostych w przestrzeni

Dwie proste w przestrzeni moga by¢:

» Roéwnolegte

Leza na ptaszczyznie

Peai

=

il i nie maja punktow wspolnych

~

>  Skosne

/ / Leza na réznych ptaszczyznach i nie maja

// 7 / punktéw wspdlnych

» Przecinajace sie

Lezg na jednej ptaszczyznie i majg jeden punkt

wspolny
» Prostopadte
1
1
k
k il
‘.‘,\//
Prosteli k sa prostopadie Prosteli k sa prostopadte
11k 1k
Proste prostopadte przecinajqce sie Proste prostopadte skosne

Rysunek 4-5. Wzajemne potozenie dwéch prostych w przestrzeni




) Rzut prostokatny na plaszczyzne

Rzut prostokatny danego punktu na pfaszczyzne jest punktem, jaki powstanie, gdy przez dany
punkt i ptaszczyzne poprowadzimy prosta prostopadta do ptaszczyzny.

Punkt A' jest rzutem

A prostokatnym punktu A

- na ptaszczyzne m.

o
-l = = —

\
\

—_—— e e

Rysunek 4-6. Rzut prostokatny na ptaszczyzne

ZADANIA

4.1.1 Wskaz w swoim otoczeniu:
a) proste przecinajgce sie
b) proste réwnolegte

¢) proste skosne

4.1.2 Wskaz w klasie:
a) ptlaszczyzne i prosta przecinajaca te ptaszczyzne
b) ptaszczyzny rownolegte
c) ptaszczyzny przecinajace sie

d) ptaszczyzne i prosta do niej réownolegta

4.1.3 Przez dany punkt poprowadz ptaszczyzne prostopadta do danej prostej. Rozpatrz dwa przypadki.

4.1.4 Wykredli¢ odcinek prostopadty do dwdch prostych skosnych.



4.2 Katy miedzy ptaszczyznami i w figurach przestrzennych

Teraz naucze sie:
» Rozpoznawac katy miedzy ptaszczyznami;

» Rozpoznawac katy miedzy $cianami i krawedziami w graniastostupach i ostrostupach.

mm) Kat miedzy prostg a ptaszczyzna

Kat miedzy prostq a ptaszczyzng znajduje sie miedzy tg prosta a jej rzutem prostokatnym na ptasz-
czyzne.

prosta

/ a - kat miedzy prosta a ptaszczyzna

Rysunek 4-7 Kat miedzy ptaszczyzna a prosta

Kat dwuscienny

=
To kat zawierajacy sie pomiedzy

dwoma przecinajacymi sie ptasz-
czyznami:

/\
Kat dwuscienny wyznaczamy,

przecinajac obie ptaszczyzny trzecia, ktéra jest do nich prostopadta.

Rysunek 4-8. Kat dwuscienny

) Katy w brylach

Czesto w zadaniach zwigzanych z brytami pojawiaja sie wartosci katéw miedzy okreslonymi odcin-
kami lub scianami. O prawidtowym rozwigzaniu decyduje wtedy, czy dobrze umiejscowilismy dany
kat, a niestety w tym miejscu czesto pojawiajg sie btedy. Warto wiec wiedzie¢, gdzie znajduja sie
dane katy.



Graniastostupy

» kat miedzy przekatng $ciany bocznej a krawedzig boczng (wysokoscia)

Wysokoscgraniastostupawrazzkrawedzigpodstawyiprzekatna
$ciany bocznej tworza trojkat prostokatny.

» kat miedzy przekatng graniastostupa a podstawa (gdy w podstawie mamy czworokat)

Wysokosc¢ graniastostupa wraz z przekatng podstawy
i przekatna graniastostupa tworzg trojkat prostokatny.

> kat miedzy przekatng sciany bocznej a krawedziag podstawy

Wysokos¢ graniastostupa wraz z krawedzig podstawy

i przekatna Sciany bocznej tworza tréjkat prostokatny.

Ostrostupy

» kat miedzy krawedzig boczng a krawedzig podstawy




» kat miedzy krawedzig boczng a podstawa (gdy w podstawie mamy tréjkat rwnoboczny)

Kat znajduje sie miedzy krawedzig boczng ostrostupa
a wysokoscig podstawy.

» kat miedzy krawedzig boczng a wysokoscia (gdy w podstawie znajduje sie prostokat)

Krawedz boczna i wysokos$¢ ostrostupa wraz z potowa
przekatnej podstawy tworzg tréjkat prostokatny.

> kat miedzy wysokoscia ostrostupa a wysokoscig sciany bocznej (gdy w podstawie znajduje sie
prostokat)

Wysokos¢ ostrostupa i wysokosc sciany bocznej wraz z potowa
odcinka, ktérego dtugos¢ stanowi potowe dtugosci podstawy,
tworza trojkat prostokatny.

> kat miedzy krawedzig boczng a podstawa (gdy w podstawie znajduje sie prostokat)

Kat znajduje sie miedzy krawedzia boczng a przekatna
podstawy.

Krawedz boczna i wysokos¢ $ciany bocznej wraz z potowa
krawedzi podstawy tworzg trojkat prostokatny.




ZADANIA

4.2.1

4.2.2

4.2.3

4.2.4

4.2.5

4.2.6

4.2.7

4.3

Narysuj szescian i zaznacz w nim kat nachylenia:
a) przekatnej sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy,
b) przekatnej szescianu do ptaszczyzny podstawy.

W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym ABCS krawedz podstawy ma dtugos$¢ 6+/3 cm, a wysoko$¢
ostrostupa jest réwna 33 cm. Oblicz miare kata nachylenieasciany bocznej do podstawy.

Wskaz w klasie katy dwuscienne. Podaj miary tych katow.
Oblicz sinus kata miedzy przekatng szescianu a jego ptaszczyzng podstawy.

Piramida ma ksztatt ostrostupa prawidtowego czworokatnego, ktérego wysokosc jest rowna 6,
a dtugosc¢ krawedzi bocznej jest rowna 2+/1515. Oblicz miare kata nachylenia $ciany bocznej pira-
midy do podstawy.

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym o podstawie ABCD i wierzchotku S tréjkat ACS jest
rébwnoboczny i ma bok dtugosci 8. Oblicz sinus kata nachylenia sciany bocznej do ptaszczyzny pod-
stawy tego ostrostupa.

W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym zaznacz kat liniowy kata dwusciennego miedzy dwiema
$cianami bocznymi.

Graniastostupy

Teraz naucze sie:
» Stosowac trygonometrie do obliczen dtugosci odcinkéw, miar katow, pol powierzchni i
objetosci graniastostupow;

» Rozpoznawac w graniastostupach katy miedzy odcinkami i ptaszczyznami (miedzy krawe-
dziami i Scianami, przekatnymi i Scianami);

» Oblicza¢ miary katéw.

Przypomnijmy najpierw najwazniejsze pojecia dotyczace graniastostupow.

Graniastostup - wieloscian, ktérego wszystkie wierzchotki sg potozone na dwéch réwnolegtych
ptaszczyznach, zwanych podstawami graniastostupa, i ktérego wszystkie krawedzie lezace poza
tymi podstawami sg do siebie réwnolegte.


http://pl.wikipedia.org/wiki/Wielo%C5%9Bcian
http://pl.wikipedia.org/wiki/Wierzcho%C5%82ek_%28geometria%29
http://pl.wikipedia.org/wiki/P%C5%82aszczyzna
http://pl.wikipedia.org/wiki/P%C5%82aszczyzna
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Krawedz podstawy

Rysunek 4-9. Graniastostup prawidtowy
Graniastostup prawidlowy to graniastostup prosty, ktérego podstawa jest wielokat foremny.

Przyktady graniastostupow prostych

H H
H

Rysunek 4-10. Graniastostupy proste

Przyktady graniastostupow pochytych

H

Rysunek 4-11. Graniastostupy pochyte
Niech P, - oznacza pole podstawy, P, — pole powierzchni bocznej, a H — wysoko$¢ graniastostupa.

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa jest rowne sumie pél jego dwoch podstaw i polu
powierzchni bocznej.

P=2P +P
c P b
Objetosc graniastostupa jest rowna iloczynowi pola podstawy i wysokosci.

V=P -H
P



Przyktad 1

Oblicz objetosc i pole powierzchni graniastostupa, ktérego podstawa jest romb o przekatnych dtu-
gosci 6 cm i 8 cm, ktdrego przekatna sciany bocznej tworzy z krawedzig podstawy kat o mierze 45°.

Rozwigzywanie zadania zaczynamy od wykonania rysunku:

=== ===
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ale:
Z tego wynika, ze |AE| = |AB| = 5ecm.
Mozemy juz obliczy¢ objetos¢ graniastostupa.
B, :%-6-8 = 24 cm?

V=F - H=24cm?-5cm =120 cm?

Policzymy jeszcze pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.
P, =4-|AB|- |AE| =4-5-5 = 100 cm?
P. = 2P, + P, = 2-24 cm? + 100 cm? = 148 cm?

Odpowiedz: Objetos¢ tego graniastostupa wynosi 120 em?, a pole powierzchni catkowitej 148 cm?.

ZADANIA

4.3.1

4.3.2

4.3.3

434

4.3.5

4.3.6

W graniastostupie prawidtowym czworokatnym powierzchnia boczna po rozwinieciu jest kwadra-
tem o polu P = 400 em?. Oblicz objetosc¢ i pole powierzchni catkowitej tej bryty.

Oblicz objetos¢ prostopadtoscianu, jezeli kat miedzy jego przekatng o dtugos¢ 10 cm a podstawa
ma miare 60°, a jedna z krawedzi podstawy ma dtugos¢ 4 cm.

Dany jest graniastostup prawidtowy trdjkatny o krawedzi podstawy a = 4 cm. Przekatna $ciany
bocznej tego graniastostupa jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem a = 60°. Oblicz
pole powierzchni bocznej tego graniastostupa.

Kat zawarty miedzy przekatna prostopadtoscianu a jego podstawg ma miare 45°. Oblicz pole powierzch-
ni catkowitej tej bryty, jezeli jej wysokos¢ ma dtugos¢ 10 em, a szerokos¢ podstawy wynosi 6 cm.

Oblicz objetos¢ szescianu, jezeli krawedz szescianu do niego podobnego w skali 3, ma dtugos¢ 18 cm.

Dany jest graniastostup prawidtowy szesciokatny, ktérego krawedz boczna jest dwa razy dtuzsza
niz krawedz podstawy. Wyznacz sinus kata nachylenia najdtuzszej przekatnej graniastostupa do
ptaszczyzny jego podstawy.



4.3.7

4.3.8

4.3.9

4.4

o

Oblicz skale podobienstwa dwoch graniastostupow prawidtowych czworokatnych. Pierwszy z nich
ma wysokos¢ 2 cm i objetos¢ 18 em? oraz jest podobny do graniastostupa, ktérego krawedz pod-
stawy ma dtugosc¢ 1 cm.

Podstawg graniastostupa prostego jest trojkat rownoramienny o podstawie dtugosci 8 em i kacie
miedzy ramionami miary 120°. Przekatna mniejszej Sciany bocznej graniastostupa jest nachylona
do ptaszczyzny podstawy pod katem 30°. Wyznacz objetos¢ graniastostupa.

Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetosc graniastostupa prostego ABCA B, C, ktory w podsta-
wie ma tréjkat prostokatny o przyprostokatnych |AC| = 6 cm,|BC| = 8 cm, a przekatna AB, $ciany
bocznej jest nachylona do krawedzi podstawy pod katem @« o mierze 60°.

Ostrostupy

Teraz naucze sie:
» Stosowac trygonometrie do obliczen dtugosci odcinkéw, miar katéw, pdl powierzchni i
objetosci ostrostupow;

» Rozpoznawac w ostrostupach katy miedzy odcinkami a ptaszczyznami (miedzy krawedzia-
miai $cianami, przekatnymi a Scianami);

» Oblicza¢ miary katéw.
I

Ostrostup — wieloscian, ktdrego wszystkie Sciany procz podstawy sg tréjkatami o wspolnym wierz-
chotku.

Wysokos¢ ostrostupa jest to odlegtosc od wierzchotka do ptaszczyzny podstawy. Punkt bedacy rzu-
tem wierzchotka ostrostupa na ptaszczyzne podstawy nazywa sie spodkiem wysokosci.

Wierzcholek

Rysunek 4-12. Ostrostup



http://pl.wikipedia.org/wiki/Wielo%C5%9Bcian
http://pl.wikipedia.org/wiki/Tr%C3%B3jk%C4%85t
http://pl.wikipedia.org/wiki/Wierzcho%C5%82ek_%28geometria%29

Ostrostup prawidtowy ma w podstawie wielokat foremny, a jego wysoko$¢ pada na srodek pod-
stawy. Sciany ostrostupa prawidtowego sa tréjkgtami rownoramiennymi.

Przyktady ostrostupow

P

Niech F, - oznacza pole podstawy, P, — pole powierzchni bocznej, a H — wysokos¢ ostrostupa.

) Pole powierzchni catkowitej ostrostupa jest rowne sumie pola jego podstawy i pola powierzchni
boczne;j.

P=P +P
c P b

) Objetosé ostrostupa jest rowna % iloczynowi pola podstawy i wysokosci.

V=—P - -H

1
3p
Przyktad 1

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy a = 6 cm, a wysokos¢ sciany bocz-
nej h = 5 cm. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni tego ostrostupa.

Rozwigzywanie zadania zaczynamy od wykonania rysunku:

Obliczamy wysokos¢ H ostrostupa, korzystajac z trojkata prostokatnego OES.
|OE| = %a =3 cm 5

HZ =h? - |0OE|?

H?=52-32=16 > H=4cm

Obliczamy objetos¢ i pole powierzchni cat-
kowitej ostrostupa:

1 1
Vzgaz-H=§62-4=48mn3

1
Pg:az+4-E-a-h:62+4-2-6-5:96m2

Odpowiedz: Objetos¢ tego ostrostupa wynosi 48 em?, a pole powierzchni catkowitej 96 cm?.



ZADANIA

4.4.1

4.4.2

4.4.3

4.4.4

4.4.5

4.4.6

4.4.7

4.4.8

Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego, jezeli jego wysokos¢ ma dtugosé 6 cm,
a kat miedzy wysokoscia a krawedzig boczng ma miare 30°.

Kat miedzy wysokoscig ostrostupa a wysokoscig sciany bocznej w ostrostupie prawidtowym czwo-
rokatnym ma miare 60°. Oblicz pole powierzchni bocznej ostrostupa, jezeli krawedz podstawy ma
dtugosc¢ 12 em.

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny ABCDS,, o podstawie ABCD. Pole tréjkata ASC jest
rowne 120, a cosinus kata ASB jest rbwny %. Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.

Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest rowna +/2. Krawedz boczna jest
nachylona do pfaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym o krawedzi podstawy 18 cm, kat miedzy wysokosciami
przeciwlegtych scian bocznych ma miare @ = 60°. Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostrostu-
pa. Wykonaj odpowiedni rysunek i zaznacz kat «.

Sciana boczna ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest nachylona do ptaszczyzny jego podstawy
pod takim katem «, ze tga = 3. Promieri okregu opisanego na podstawie jest réwny 6v/3. Wyznacz
objetosc¢ ostrostupa.

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny o krawedzi bocznej dwa razy dtuzszej od krawedzi
podstawy.

a) Wyznacz cosinus kata nachylenia sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy ostrostupa.

b) Wyznacz dtugos¢ krawedzi ostrostupa tak, aby pole jego powierzchni bocznej wynosito 36+/15.

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny o objetosci 48 cm?. Sciana boczna jest nachylona do
podstawy pod takim katem «, ze tga = g. Wyznacz pole powierzchni bocznej tego ostrostupa.




4.5 Wielosciany foremne

Teraz naucze sie:

» Stosowac trygonometrie do obliczen dtugosci odcinkéw, miar katéw, pdl powierzchni i ob-

jetosci wieloscianéw foremnych.
I

m) Wieloscianem foremnym nazywamy wieloscian wypukty, ktérego wszystkie $ciany s przystajacy-
mi wielokatami foremnymi i wszystkie katy dwuscienne wyznaczone przez $ciany sa rowne.

Przyktad 1

Znajdz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej czworos$cianu foremnego o krawedzi a.

Obliczmy pole powierzchni catkowitej czworoscianu:

F=4-P réwnobocznego

ay3
F=4- 2
Wiec P, = a*\3

Obliczamy objetos¢ czworoscianu:

AOSD jest trojkatem prostokatnym, wiec z twierdzenia Pitagorasa:

H2 = h2 — 42
ale h :aiilr :ﬁ
6
2 5
ay3 a3
H2=(—) - —
( 2 ) ( 6 )
. 3a® 3a®* 24a 2av6 aveé
4 36 36 6 3
1 1 a%@ [I\;'E aa\.@ a’ 3\,@
3 3 4 3 36 36
. _a V2
WiecV = 3

) Istnieja nastepujace wielosciany foremne:
Czworoscian (tetraedr)
4 sciany trojkatne, 4 wierzchotki, 6 krawedzi

& Ostrostup, ktérego wszystkie $ciany s przystajacymi trojkatami
rownobocznymi, nazywamy czworoscianem foremnym.

P.=a*\J3

Rysunek 4-13. Czworoscian



Szescian (heksaedr)

6 $cian kwadratowych, 8 wierzchotkow, 12 krawedzi
V=a? P. = 6a*

1>
- i

Rysunek 4-14. Szescian

Osmioscian (oktaedr)

8 Scian trojkatnych, 6 wierzchotkéw, 12 krawedzi
_ V2 2
V=7a P.=2\3a?

Rysunek 4-15. Osmioscian

Dwunastoscian (dodekaedr)

L3

Rysunek 4-16. Dwunastoscian

12 $cian pieciokatnych, 20 wierzchotkéw, 30 krawedzi

V= (15+47~.-'§) & P, = 15(\@ + 2):12

Dwudziestoscian (ikosaedr)

20 $cian trojkatnych, 12 wierzchotkow, 30 krawedzi

VIA“ v =2 P, = 5V3a?

Rysunek 4-17. Dwudziestoscian

&




Ciekawostka

Wielosciany foremne znali juz Pitagorejczycy w VI w. p.n.e. i pod postaciami szescianu, o$mio-
$cianu, czworoscianu i dwudziestoscianu wyobrazali cztery zywioty: ziemie, powietrze, ogien
i wode, a od czaséw Platona uwazano pigty wieloscian foremny, dwunastoscian, za postac

wszechswiata. Wielosciany te noszg nazwe bryt platonskich.
|

ZADANIE DLA DOCIEKLIWYCH

Dlaczego wieloscianéw foremnych nie moze by¢ wiecej niz pie¢?

ZADANIA

4.5.1

45.2

4.5.3

4.5.4

4.5.5

4.5.6

Majac dang dtugos¢ krawedzi a, wyprowadz wzor na:
a) przekatng szescianu,

b) wysokos¢ czworoscianu foremnego.

Oblicz objetosc¢ szescianu, jezeli krawedz szeScianu do niego podobnego w skali 3, ma dtugos¢ 18 cm.

Pole powierzchni catkowitej osmioscianu foremnego jest dwa razy wieksze od pola powierzchni
catkowitej czworoscianu foremnego. Oblicz stosunek objetosci tych bryt.

Pole powierzchni dwudziestoscianu foremnego jest réwne 245+/3 em?. Oblicz sume diugosci
wszystkich krawedzi tego wieloscianu.

Dwa czworosciany foremne tej samej wielkosci ztagczono podstawami i w ten sposéb otrzymano
bryte o szesciu Scianach. Naszkicuj otrzymang bryte. Czy jest to wieloscian foremny?

Sciany wieloscianu malujemy w ten sposéb, aby zadne dwie $ciany majace wspdlng krawedz nie
byty tego samego koloru. Jakiej najmniejszej liczby koloréw nalezy uzy¢ do pomalowania:
a) czworoscianu foremnego,

b) szescianu,

¢) osmioscianu foremnego?


http://www.math.edu.pl/bryly-platonskie

4.6 Walec - jego pole powierzchniiobjetos¢

Teraz naucze sie:
» Stosowac trygonometrie do obliczen dtugosci odcinkow, miar katow, pdl powierzchni i
objetosci walcow;

» Rozpoznawac w walcach katy miedzy przekatna przekroju osiowego a ptaszczyzng podstawy;

» Oblicza¢ miary katow.
I
) Walec-to bryla otrzymana przez obrét prostokata wokét prostej zawierajacej jego bok.

Prosta te nazywamy osig walca. Podstawami walca sg kota o takim samym promieniu.

Powierzchnig boczng walca nazywamy powierzchnie obrotowa
r powstatg przez obrét boku prostokata réwnolegtego do osi obro-
3--"” tu i roztacznego z osig obrotu.

5 Tworzacq walca nazywamy kazdy odcinek zawarty w powierzch-
ni bocznej walca o koncach nalezacych do jego podstaw.

/..-—--———‘—--) Przekrojem osiowym walca nazywamy czes¢ wspdlng walca

—

Rysunek 4-18. Walec

i pfaszczyzny zawierajacej o$ walca.

Objetos¢ walca wyraza sie wzorem:
V=mr’-H

Pole powierzchni bocznej walca:
P, =2mrH

Pole powierzchni catkowitej:
P,=2nr(r+H)

Przyktad 1

Przekatna przekroju osiowego walca ma dtugos¢ 10 cm i tworzy B //—-__\ .
z ptaszczyzng podstawy kat a = 60°. Oblicz objetos¢ i pole po- \_____,,*"!
wierzchni catkowitej tego walca.

d
AABC jest prostokatny, wiec sina = g H

. ) V3 h
H =d-sina = 10 - 5in60° = 10 - — = 53 em " a
2 A =
~— o ¢
2r
cosa = —
d

1
2r=d-cosa = 10 -cos60® = 10-—=5¢cm

r=25bcm



Obliczamy objetosc i pole powierzchni catkowitej walca:
V=mr?-H=m-(25)%-5y3 =m-6,25-5V3

V = 31,25v31 cm?®

P. = 2nr(r + H) = 2m- 2,5(2,5 + 5V3) = 5m(2,5 + 5v/3) = 12,57 + 2531

P. = 12,5n(1 + 23) em?

ZADANIA
4.6.1 Oblicz objetos¢ walca, jesli jego przekroj osiowy jest kwadratem o obwodzie rownym 24 cm.

4.6.2 Dwa walce maja takg sama wysokos¢. Promien podstawy jednego z nich jest o 50% wiekszy od
promienia podstawy drugiego walca. Oblicz stosunek objetosci tych walcow.

4.6.3 Dftugosc promienia walca zmniejszono dziesieciokrotnie. lle razy trzeba zwiekszy¢ wysokos¢ tego
walca, aby objetos¢ sie nie zmienita?

4.6.4 lle metréw szesciennych gazu miesci sie w rurze o diugosci 1 km i Srednicy wewnetrznej réwnej

50 cm?

4.6.5 Kubek majacy ksztatt walca o srednicy podstawy 8 em i wysokosci 10 cm jest w 90% wypetniony
woda. Wktadamy do niego cztery szescienne metalowe kostki, kazda o krawedzi 2 em. Czy woda
z kubka sie wyleje?

4.6.6 Objetos¢ walca jest rowna 108w cm?, a jego wysokosc¢ to 12 em. Oblicz pole powierzchni catkowi-
tej tego walca.

4.6.7 Przekroj osiowy walca jest prostokatem, ktorego jeden bok ma dtugosc 8 cm, a przekatna jest o 2
cm dtuzsza od drugiego boku. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej tego walca wiedzac, ze
dtuzszy bok prostokata jest wysokoscig walca.

4.6.8 Przekatna przekroju osiowego walca jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem, ktérego
sinus jest rowny g Pole przekroju osiowego jest rowne 27. Oblicz objetos¢ tego walca.

4.6.9 Do naczynia w ksztatcie walca wypetnionego woda do wysokosci 7 cm witozono metalowa kulke
o promieniu 3 cm. Poziom wody podnidst sie o 1 cm i zrownat sie z gorng podstawg walca. Oblicz
objeto$¢ naczynia. Przyjmujac @ = 3,14, wynik podaj z dokfadnoscia do 1cm?.



4.6.10 Puszka na cukier ma ksztatt walca.

a) lle kilogramoéw cukru zmiesci sie w puszce, ktérej wymiary wynoszag d = 14 cma h = 20 cm?
Gestosc¢ cukru wynosi 1,6 kg/litréw. Przyjmij, ze T = 2—;‘

b) Jakiej wysokosci musiataby byc ta puszka, by miescit sie do niej doktadnie 1 kg cukru? Wynik
zaokraglij z nadmiarem do 1 cm.

4,7 Stozek - jego pole powierzchni i objetos¢

Teraz naucze sie:
» Stosowac trygonometrie do obliczen dtugosci odcinkow, miar katow, pol powierzchni i
objetosci stozkow;

» Rozpoznawac w stozkach katy miedzy odcinkami a ptaszczyznami (np. kat rozwarcia stoz-
ka, kat miedzy tworzaca a podstawa);

» Oblicza¢ miary katéw.

.1
) Stozek - to bryta otrzymana przez obrét tréjkata prostokatnego
wokot prostej zawierajacej przyprostokatna tego trojkata. Prosta te
nazywamy osig stozka.

!

Podstawa stozka nazywamy koto powstate przez obrot przyprosto-
katnej prostopadtej do osi stozka.

!

Wysokoscia stozka (h) nazywamy przyprostokatng trojkata zawar-
ta w osi obrotu.

Rysunek 4-19. Stozek

Powierzchnig boczng stozka nazywamy powierzchnie wyznaczong przez obrét przeciwprosto-
katnej tréjkata.

Czes¢ wspdlna osi obrotu i powierzchni bocznej stozka jest punktem, ktéry nazywamy wierzchot-
kiem stozka.

Tworzaca stozka (I) nazywamy kazdy odcinek zawarty w powierzchni bocznej stozka, ktérego jed-
nym koricem jest wierzchotek stozka, a drugi nalezy do podstawy stozka.

1 1 11

Przekrojem osiowym stozka nazywamy czes¢ wspolng stozka i ptaszczyzny zawierajacej os stozka.

Objetosc stozka wyraza sie wzorem:

V—l Z.H
_3]["]'




Pole powierzchni bocznej stozka:
P, =mrl

Pole powierzchni catkowitej:
P.=mr(r+10

Przekrojem osiowym stozka nazywamy przekréj stozka ptasz-
Czyzng zawierajacy jego os. Przekrdj osiowy stozka jest trojka-
tem rownoramiennym. Kat miedzy ramionami tego tréjkata na-
zywamy katem rozwarcia stozka (kat a na rysunku).

e B
A W
Przykiad 1

Tworzaca stozka ma dtugos¢ 8 em i tworzy

z ptaszczyzng podstawy kat a@ = 60°. Oblicz
objetosc i pole powierzchni catkowitej tego
stozka.

AAOQS jest prostokatny i sina = ?

V3

H=8-sin60°=8-?=w§m
T

cCosSa = —
l

r=1I[-cosa=1-cos60°=8-—=4cm

B | =

Podstawiamy do wzoru i obliczamy objetosc oraz pole powierzchni catkowitej:

1 1 643
V=§?T?’2'H=§'?T'42'4\-’§= em®

3

P.=mr(r+1)=m-4-(4+8) = 481 cm?

ZADANIA

4.7.1 Powierzchnia boczng stozka jest wycinek kota o kacie « i promieniu 12 cm. Oblicz pole podstawy
tego stozka, jesli:

a) a=60° b) a =180° C) a=240° d) a=270°

4.7.2 Powierzchnig boczng stozka jest wycinek kota o kacie @ i promieniu 15 em. Podstawe tego stozka
mozna wycia¢ z kwadratu o boku 6 cm. Wyznacz najwieksza mozliwg miare kata a.



4.7.3

4.7.4

4.7.5

4.7.6

4.7.7

4.7.8

4.7.9

Przekrojem osiowym stozka jest trojkat prostokatny o polu 49 cm?. Oblicz pole powierzchni catko-
witej tego stozka.

Pole powierzchni catkowitej stozka jest rowne 96 cm?, a srednica jego podstawy ma dtugos¢
12 cm. Oblicz objetos¢ tego stozka.

Pole powierzchni bocznej stozka jest cztery razy wieksze od pola podstawy. Obwaod przekroju osio-
wego stozka jest rowny 30. Oblicz objetos¢ tego stozka

Stozek ma wysoko$¢ 10 em. Pole przekroju osiowego tego stozka jest rowne 30 cm?. Jaka dtugosé¢
ma tworzaca tego stozka?

Kat rozwarcia stozka jest rowny 60°. Promien podstawy stozka ma dtugos¢ 4. Oblicz pole powierzch-
ni bocznej stozka.

Objetos¢ stozka jest rowna 41, a pole jego podstawy jest rowne 4. Oblicz pole powierzchni catko-
witej tego stozka.

Do naczynia w ksztatcie odwréconego stozka wrzucono kulke o promieniu v = 3 em. Ocen, czy
kulka bedzie wystawac nad brzeg naczynia. Uzasadnij odpowiedz, wykonujac odpowiednie obli-
czenia, jezeli wiadomo, ze wysokos¢ stozka wynosi 12 cm, a promien podstawy to 4 em.

4.7.10 Przekrdj osiowy stozka jest tréjkatem réwnobocznym o polu réwnym 9+/3 cm?. Oblicz objetos¢

4.8

i pole powierzchni catkowitej tego stozka.

Kula - jej pole powierzchni i objetos¢

Teraz naucze sie:
» Stosowac trygonometrie do obliczen dtugosci odcinkéw, miar katow, pol powierzchni i ob-

o
4
o

jetosci kuli.
I
Kula o srodku w punkcie O i promieniu r to bryta bedaca zbiorem punktéw przestrzeni, ktérych
odlegtos¢ od punktu O jest mniejsza lub rownar.

Srodek kota obracanego jest srodkiem kuli, a promien kota obra-
canego - promieniem kuli.

Obrét okregu ograniczonego koto tworzy powierzchnie obroto-
wa, ktéra nazywamy sferg lub powierzchnia kuli. Sfera jest figu-
rg obrotowa, ale nie jest brytg obrotowa.

Rysunek 4-20. Kula




) Przekrojem kuli nazywamy czes¢ wspdlng ptaszczyzny i kuli. Przekréj kuli, do ktérego nalezy $ro-
dek kuli, nazywamy kotem wielkim.

Objetosc kuli wyraza sie wzorem:

- 4
= —mr
3

3

Pole powierzchni catkowitej:
P, = 4mr?
Przykiad 1
Oblicz pole powierzchni i objetos¢ kuli o promieniur = 4 em.
Podstawiamy do wzoru r = 4 cm i obliczamy:

4 ., 4 ., 4 256
V=cmri=-n-4=-n-64=——mncm
3 3 3 3

3

P. = 4mr? = 41 - 4% = 641w cm?®
Przyktad 2
Oblicz stosunek objetosci kuli o promieniu r; = 8 em do objetosci kuli o promieniu 2 = 2 cm.
Poniewaz kazde dwie kule sg brytami podobnymi, to :—1 = k.
2
8
— =k = k=4
2

3

4
v, 3™ (ﬁ)g
Vz 4 3 T23 Tz

5?1'?"2
Vi
v,
Vv
14364
V;

Odpowiedz: Stosunek objetosci tych kul jest rowny 64.

ZADANIA
4.8.1 Oblicz objetos¢ kuli o promieniur = 5 em.
4.8.2 Pole powierzchni kuli jest rowne 100 cm?. Oblicz objetos¢ tej kuli.

4.8.3 Oblicz pole powierzchni:
a) pitki do koszykéwki o Srednicy rownej 24 em,

b) pitki noznej o srednicy rownej 21,8 cm.



4.8.4

4.8.5

4.8.6

4.8.7

4.8.8

4.8.9

Srodki dwdch sfer sg oddalone od siebie 0 20 cm, ich promienie sa réwne odpowiednio: r; = 16 em
i = 12 cm. Oblicz dlugos¢ okregu bedacego czescig wspdlng obu tych sfer.

Objetosc¢ potkuli jest rowna 4861 cm?. Oblicz odlegtosé miedzy dwoma najbardziej oddalonymi od
siebie punktami tej potkuli.

Koputa olsztyriskiego planetarium jest pétkula o promieniu 8 m. lle [m?] blachy nalezy zakupi¢, aby
wymienic pokrycie tej koputy, dodajac 10 % materiatu na zaktady i odpady? Wynik podaj w przybli-
zeniu do czesci setnych.

Oblicz stosunek objetosci kuli wpisanej w czworoscian foremny do objetosci kuli opisanej na tym
czworoscianie.

Po zjedzeniu migzszu arbuza, pozostata skérka z niejadalng czescig o grubosci 3 cm. Arbuz miat
$rednice 30 cm. Jaka jego cze$¢ stanowit migzsz?

Kule przecieto ptaszczyzng w odlegtosci 8 dm od srodka kuli. Otrzymany przekrojma pole 36 w dm?
. Oblicz pole powierzchni i objetosc kuli.

4.8.10 W kule wpisano walec w ten sposodb, ze objetos¢ walca stanowi % objetosci kuli. Oblicz stosunek

promienia kuli do wysokosci walca.

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

Zadania zamkniete

1 .50

Pole powierzchni jednej sciany szescianu jest réwne 4. Objetos¢ tego szescianu jest réwna:

a) 6 b) 8 o 24 d) 64

Tworzaca stozka ma dtugosc 4 i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°. Wysokos¢
tego stozka jest réwna:

a) 2v2 b) 167 Q) 42 d) 8m
H G
E ‘ %
N 1
'I.I‘I I
'\."' !
\L_ LD C
D
A B

50 Zadania 1, 2: zaczerpniete ze strony www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf, 04.03.2013.



http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf

3.>"  Kat a nachylenia $ciany bocznej ostrostupa prawidtowego czworokatnego do ptaszczyzny podsta-
Wy zaznaczony jest na rysunku:
A, C.
Bl DI
4,°%  Objetosc szescianu, w ktérym przekatna sciany bocznej ma dtugosc %,jest réwna
1 1
5.5  Objetosc szescianu jest rowna 64. Pole powierzchni catkowitej tego szescianu jest rowne’
a) 512 b) 384 c) 96 d 16
6. (4 pkt) W ostrostupie prawidtowym czworokatnym ABCDS o podstawie ABCD i wierzchotku S
trojkat ACS jest rownoboczny i ma bok dtugosci 8. Oblicz sinus kata nachylenia $ciany bocznej do
ptaszczyzny podstawy tego ostrostupa (zobacz rysunek).
51 www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php arkusze, 04.03.2013.

52  www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php arkusze, 04.03.2013.
53 Zadania 5, 6: zaczerpnigte ze strony www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 04.03.2013.


http://www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php#arkusze
http://www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php#arkusze
http://www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf

7.54

9.55

10.°°

11.

12.

1 3.57

Trojkat prostokatny o przyprostokatnych 4 i 6 obracamy wokét dtuzszej przyprostokatnej. Objetosc
powstatego stozka jest rowna

a) 96m b) 48m ¢ 32w d) 8m
Przekroj osiowy walca jest kwadratem o boku a. Jezeli r oznacza promien podstawy walca, & ozna-

cza wysokos¢ walca, to:

a) r+h=a b) h—rzg 0 r—hzg d) r2+4+h?=qa?

Objetos¢ szescianu jest rowna 27. Dtugos¢ przekatnej tego szescianu jest rowna

a) 2v2 b) 342 o 243 d) 3v3

W prostopadtoscianie ABCDEFGH mamy: |AB| =5, |AD| =4, |AE| = 3. Ktéry z odcinkéw AB, BG,
GE, EB jest najdtuzszy?

H G
|
|
E | A
|
TN VArAS
4° B
a) AB b) BG ¢ GE d EEB

Pole powierzchni catkowitej szescianu jest rowne 54. Dtugosc przekatnej tego szescianu jest rowna:

a) V6 b) 3 o 9 d) 3v3

Objetosc stozka o wysokosci 8 i Srednicy podstawy 12 jest rowna:

a) 124w b) 96n c) 64m d) 32m

Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu o wymiarach 5 x 3 x 4 jest réwne:

a) 94 b) 60 c 47 d 20

54 Zadania 7, 8: zaczerpnigte ze strony www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/
pp_matematyka.pdf, 04.03.2013.

55 www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf, 04.03.2013.

56 Zadania 10, 11, 12: zaczerpniete ze strony www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf, 04.03.2013.

57 Zadania 13, 14, 15: zaczerpniete ze strony www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 05.03.2013.


http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_matematyka.pdf
http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_matematyka.pdf
http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf
http://www.cke.edu.pl/images/stories/00002011_matura/P/matematyka_pp.pdf
http://www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf

14.

15.%8

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Ostrostup ma 18 wierzchotkow. Liczba wszystkich krawedzi tego ostrostupa jest rowna:
a) 11
b) 18
c 27
d) 34

Oblicz objetos¢ ostrostupa ABCD,
jesliwiadomo, ze
AD=12,BC=6,BD=CD=13. A

Wszystkie krawedzie graniastostupa prawidtowego tréjkatnego sa réwne 2. Pole powierzchni cat-
kowitej tego graniastostupa jest réwne:

a) B+12 b) 2(J3+6) 0 243+4 d) V6+12

Przekatna prostopadtoscianu o dtugosci 6 jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem a.
Przekatna podstawy ma dtugos¢ 3. Jaka jest miara kata a?

a) 30° b) 45° c 60° d) 90°
Producent chce wyprodukowa¢ puszke w ksztatcie walca o pojemnosci 3000 m? i wysokosci 2 dm.
Promien podstawy puszki w zaokragleniu do czesci dziesigtych wynosi:

a) 6,8cm b) 6,9cm ¢ 7,0cm d 7,1cm

Pewien ostrostup ma 70 wierzchotkdw. Liczba krawedzi tego ostrostupa jest rowna:

a) 138 b) 140 ) 69 d) 70

Pole powierzchni kuli o objetosci 288 7 wynosi:

a) l44r b) 36rx ¢ 576r d) 452,16

Krople deszczu majg zwykle ksztatt kuli o Srednicy 2 mm. Wskaz, ile kropel deszczu napetni szklanke
w ksztatcie walca o srednicy 6 cm i wysokosci 8 cm:

a) 108000 b) 432000 ¢) 54000 d) 162000

Rozwiniecie powierzchni bocznej stozka jest pétkolem o promieniu r = 10 cm. Pole podstawy stoz-
ka wynosi:

a) 1007 cm? b) 100cm? c) 257w cm? d) 25cm?

58 Zadania 15-23: zaczerpniete z Testow maturalnych, Wydawnictwo Aksjomat.



22.

23‘

24.°

25.%°

26.°

27.%2

28.

29.63

30.%

Przekréj osiowy walca jest prostokatem o wymiarach 4 cm i 5 cm. Objetos$¢ walca jest rowna:

a) 157z cm? b) 207z cm? c) 257z cm? d) 307rcm?
Przekroj osiowy stozka jest trojkatem prostokatnym. Objetos¢ stozka jest rowna 9 x. Tworza-

ca [ stozka ma dtugos¢:

a) =32 b) [=7

C) l= 3\/5 d)
(4 pkt) W graniastostupie prawidtowym czworokatnym ABCDEFGH przekatna AC podstawy ma
dtugosc 4. Kat ACE jest réwny 60°. Oblicz objetos¢ ostrostupa ABCDE przedstawionego na poniz-
szym rysunku.

H G
E g
N
\ 1
\ '
v\
\\:
\\:__ L C
///D
A B

(5 pkt) Metalowy stozek, ktérego tworzaca o dtugosci 10 jest nachylona do ptaszczyzny podstawy
pod katem 30°, przetopiono na sze$¢ jednakowych kulek. Oblicz promien kulki.

(5 pkt) Krawedz szescianu jest o 4 krotsza od jego przekatnej. Oblicz pole powierzchni catkowitej
tego szescianu.

(2 pkt) Dtugosc¢ krawedzi szescianu zwiekszono o 20%. Oblicz, o ile procent wzrosta objetos¢ tego

szescianu.

(5 pkt) Dany jest ostrostup prawidtowy trojkatny. Pole powierzchni bocznej tego ostrostupa jest
rowne 24, a kat ptaski sciany bocznej przy podstawie ma miare « i fgx = 2. Wyznacz cosinus kata
nachylenia $ciany bocznej ostrostupa do ptaszczyzny jego podstawy.

(2 pkt) Powierzchnia boczna stozka po rozwinieciu na ptaszczyzne jest ¢wiartka kota o promieniu 8
cm. Oblicz wysokos¢ tego stozka.

(4 pkt ) Zbiornik ma ksztatt walca z obu stron zakonczonego pétkulami. Oblicz ile litréw ptynu wy-
petni ten zbiornik, jesli pole powierzchni catkowitej zbiornika jest réwne 37 m? a wysoko$¢ walca
jestrowna 2 metry.

59 www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf, 09.03.2013.

60 www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php arkusze, 09.03.2013.

61 www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php arkusze, 09.03.2013.

62 Zadania 27, 28: zaczerpniete ze strony www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf, 09.03.2013.
63 www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf, 09.03.2013.

64 Zadania 30-33: zaczerpniete z Testéw maturalnych, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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31.

32.

33.

(5 pkt) Pomarancza ma 5 cm srednicy, a jej skorka ma 5 mm grubosci. Wycisniety sok stanowi 75%
objetosci obranej pomaranczy. lle pomaranczy nalezy wycisna¢, aby napetni¢ potlitrowe naczynie?
W tym zadaniu przyjmij m = 3.

(5 pkt) Do akwarium w ksztatcie prostopadtoscianu o wymiarach podstawy 3 dm x 0,5 m i wysoko-
$ci 40 cm, wypetnionego woda o 2, wysokosci, wrzucono dwie szescienne kostki o krawedzi 10 cm.
O ile centymetrow podniost sie poziom wody w akwarium?

(2 pkt.) Wiedzac, ze pole powierzchni catkowitej stozka wynosi 360 cm?, a pole powierzchni bocz-
nej wynosi 240 cm?, wyznacz tangens kata nachylenia tworzacej do ptaszczyzny podstawy. Odpo-
wiedz: tga = V3.



5

5.1

Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

Srednia arytmetyczna, srednia wazona

Teraz naucze sie:
» Obliczac¢ srednia arytmetyczng i wazong zestawu danych (takze w przypadku danych od-
powiednio pogrupowanych);

» Interpretowac te parametry dla danych empirycznych.

I
Jesli przeprowadzasz ankiete, zbierasz dane, dotyczace np. natezenia ruchu w naszym miescie, lub
nauczyciele robig zestawienia z testéw badajacych wiedze swoich uczniéw, to po zdobyciu tych in-
formacji potrzebujesz wyciagna¢ wnioski, na podstawie ktérych mozna bedzie odpowiedzie¢ sobie
na pewne pytania.

Grupa badanych pewnej populacji nazywa sie préba statystyczng, ktérg bada sie pod katem pew-
nej cechy.

Statystyka opisowa - nauka zajmujaca sie gromadzeniem danych, porzadkowaniem ich, analizg i
wycigganiem wnioskow.

Dane statystyczne mozemy miec przedstawione w postaci tabel, diagramow, wykresow, ale wcze-
$niej sg przedstawiane w postaci skoriczonego zbioru liczb.

Ze srednig arytmetyczna najczesciej spotykamy sie w szkole, kiedy liczymy sobie $rednig ocen z da-
nego przedmiotu czy srednig ocen na swiadectwie.

Srednig arytmetyczna danego zbioru liczb liczymy dodajac do siebie wszystkie liczby nalezace do
zbioru, a nastepnie dzielimy otrzymang sume przez ilo$¢ liczb w zbiorze.

Srednia arytmetyczna liczb x1,x3, X3, ..., X, to liczba ¥ obliczana wedtug wzoru:

X1 +X2 —l—-"—l—xn
n

X =




Przyktad 1
Oblicz srednig arytmetyczng liczb: 1,8,12,6,—4,2,5,5,11, 9.

1+8+12+6—-4+2+5+5+11+9 55
10 10

5,5

=
Odpowiedz: Srednia arytmetyczna dla tego zestawu liczb wynosi 5,5.
Przyktad 2

Srednia arytmetyczna liczb: 4, 2, 2, 6, x, 8 jest rbwna 5. Oblicz x.

4+2+2+6+x+8

c 5

—

22—|—x_

c 5

224+x =30 =x=28

Odpowiedz: Szukana liczba to 8.

Przyktad 3%

Srednia arytmetyczna cen szeéciu akcji na gietdzie jest réwna 500 zt. Za pie¢ z tych akcji zaptacono
2300 zt. Jaka jest cena szostej akgji?

Obliczamy najpierw taczny koszt wszystkich akg;ji:
6 -500 = 3000

Za 5 akcji zaptacono 2300 zt, wiec jesli od ceny wszystkich akcji odejmiemy cene 5 akgji, to otrzy-
mamy cene szostej akgji.

3000 — 2300 = 700 zt

Odpowiedz: Cena széstej akcji wynosi 700 zt.
Przyktad 4

Tabelka przedstawia stan wypozyczania ksigzek przez uczniéw klasy | C z biblioteki szkolnej.

Liczba uczniow 10 8 5 4 3

Liczba przeczytanych ksigzek 9 33 6 12 0

10-9+8-33+5-6+4-12+3-0 90+ 264+30+48 432
30 - 30 30

X= = 14,4

Odpowiedz: W klasie | C $rednio na jednego ucznia przypada 14,4 ksigzki.

65 Arkusz maturalny CKE, Matura z matematyki, poziom podstawowy, maj 2012, 26.03.2013.



mm) Srednia wazona

Srednig wazona stosujemy, gdy poszczegélne wartosci majg przyporzadkowane wagi.

Srednia wazona liczb x,,x5,%3,..,x, z wagami odpowiednio a;,a,, as,...,a, (gdzie
a,,a,, as, ..., a, 0znaczaja liczby dodatnie), to liczba

Przyktad 5

Oblicz $rednig wazong liczb 1, 2, 3, 4,5, 6, 7,8, 9, 10, jesli liczby parzyste majg wage 4 a nieparzyste 6.

__1-6+2-4+3-6+4-4+5-6+6-4+7-6+8-4+9-6+1{)-4

Xw 6141614161416 14+6+4
648418416430+ 24+424324+54440 270
Xw = 50 =50 >t

Odpowiedz: Srednia wazona jest réwna 5,4.
Przyktad 6

Oceny uzyskane w semestrze przez pewnego ucznia z matematyki wraz z ich wagami zostaty zesta-
wione w tabeli.Obliczmy $rednig tego ucznia.

Ocena 3 1 2 5 4 6 3 4 4
Waga 1 1 1 4 3 5 1 3 3

— 31+1-1+21454+4-3+6:5+3-1+43+43  3+1+2+420+12+3043+12+412 95 431
we 1+14144+3+5+1+343 o 22 22 M

Odpowiedz: Srednia ocen wynosi 3,41.

ZADANIA

5.1.1 Oblicz $rednig wazong danych z tabeli:

Wartosc 3 (4 (5|7
Waga 2 |1 4 | 3

5.1.2 Dla jakiej wartosci x $rednia arytmetyczna dziesieciu liczb x, 3,1, 4,1, 5,1, 4,1, 5 jest rGwna 3?

5.1.3 Srednia wzrostu 9 0séb wynosi 170 cm. Jaka bedzie $rednia wzrostu tej grupy, jesli dotaczy do nich

osoba o wzroscie 190 cm?




5.14

5.1.5

5.1.6

Oblicz srednig arytmetyczna danych przedstawionych na ponizszym diagramie:

czestosc %o

45

30

0 >

wartosc

Srednie miesieczne wynagrodzenie w pewnej firmie zatrudniajacej 20 oséb wynosito 3200 zt. Za-

trudniono nowego pracownika. lle zarabia ten pracownik, jesli obecnie $rednie wynagrodzenie

w firmie jest 0 2% wyzsze niz poprzednio?

Srednia arytmetycznaliczb a, b, ¢, d, 22 jest réwna 14. lle wynosi $rednia arytmetyczna liczb a, b, ¢, d?

5.1.7 Napodanym wykresie przedstawiono stan wody w rzece Bug od 25 lutego do 15 marca 2009 roku.

5.1.8

5.1.9

230 — —
[Stan wody w rzece Bug w migjscowosci Wlodawa|

134
129
24
Ezlg
214

09

204

199

{,i' Date
Rysunek 5-1. Stan wody w rzece Bug w miejscowosci Wtodawa

W ktorych dniach stan wody w rzece nie przekraczat 207 cm?
Jaki byt sredni stan wody w rzece w dniach 1-10 marca 2009?

O ile procent podniést sie stan wody w rzece miedzy 6 a 12 marca? Wynik podaj z doktadno-

$cig do jednego punktu procentowego.

Na koniec semestru otrzymasz piatke, jesli zdobedziesz srednio co najmniej 70 punktéw z pie-

ciu sprawdzianéw. Ania otrzymata srednio 68 pkt. z czterech sprawdzianéw. Jaka minimalng ilos¢

punktéw musi dostac z pigtego sprawdzianu, aby na semestr otrzymac piatke?

Srednia wieku rodzicow i ich dwdjki dzieci wynosi 23 lata. Gdyby uwzgledni¢ wiek babci, to $rednia

wieku wszystkich pieciu oséb bytaby réwna 31 lat. lle lat ma babcia?



5.2 Mediana, dominanta

Teraz naucze sie:
» Oblicza¢ mediane i dominante zestawu danych.

E)» Medianazestawu liczb

Niech a4, a,, ..., a,, 0znacza uporzadkowany rosnaco (lub malejaco) ciag liczb.
» Gdy n jest liczba nieparzysta, to mediana liczb a4, a,, ..., a, nazywamy srodkowy wyraz w tym
ciggu.

» Gdy n jest liczba parzysta, to mediang liczb a4, a,, ..., a, nazywamy srednig arytmetyczna
dwéch srodkowych wyrazow.

Em) Mediana jest to wartosé srodkowa wystepujaca w uporzadkowanym zestawie danych.
Przykiad 1
Oblicz mediane zestawu danych: 2,3,4,6,8,9,11, 13.

W tym przyktadzie grupa danych jest liczbg parzysta, wiec nie istnieje jedna wielkos¢ srodkowa.
Mamy dwie takie wartosci.

2, 3. 4.6, 8.9, 11, 13
1 I | I

\ |

3 wartosci 3 wartosci

To, ze mamy dwie wielkosci sSrodkowe, nie oznacza jednak, ze mamy dwie mediany. W takim wy-

padku mediane otrzymujemy, obliczajac srednig arytmetyczng dwoch wyznaczonych liczb.

6+8
M= =7

2
Odpowiedz: Mediana zestawu liczb wynosi 7.
Przyktad 2
Oblicz mediane zestawu danych: 2,4, 6,8, 10,12, 14,16, 18
Mamy podany uszeregowany ciag danych: 2,4, 6, 8,10, 12, 14, 16, 18.

Sktada sie z 9 wartosci. Doktadnie posrodku znajduje sie wartos$¢ pigta (poniewaz mamy cztery

wartosci na lewo od niej i cztery na prawo):




2,4, 6, 810,712, 14, 16, 18
' |
. ' |

I'\—'.. 1
| \
4 wartosci 4 wartosci

Odpowiedz: Mediana wynosi 10.
Przykiad 3

Ponizej przedstawiona jest liczba 100 ankietowanych dzieci.

Liczba oséb 0 1 2 3 4 5
Liczba ankietowanych 15 | 34 | 27 | 15 7 2

Mamy do czynienia z parzystg liczbg wartosci (100).

W szeregu 100 liczb liczbami $rodkowymi bedg 50 i 51. Nalezy ustali¢, jakg warto$¢ maja te dwie
liczby.

Z tabeli wynika:

» liczby od 1 do 15 maja wartos¢ 0

» liczby od 16 do 49 (15 + 34 = 49) maja wartos¢ 1

» liczby od 50 do 76 (49 + 27 = 76) majg wartos¢ 2

Dalej nie musimy sprawdza¢, bo ustalilismy wartos¢ obu liczb:
» wartosc liczby 50 wynosi 2

» wartosc liczby 51 wynosi 2

Stad mediana jest réwna 2.

B Dominanta

Dominanta (moda) jest to wartos¢, ktdra w zebranych danych statystycznych pojawia sie najcze-
$ciej. Oznaczamy ja symbolem D.

Gdy mamy kilka wielkosci, ktore pojawiaja sie z tg sama najwiekszg liczba razy, mamy do czynienia
z kilkoma dominantami.

Przyktad 4

Podaj dominante z nastepujacych liczb: 1, 3,5,0,2,5,6,1,0,4,5,4,0,0,0,7,0.

Liczcba |01 |2 |34 ]|5]|6]|7
Czestos¢ | 6 | 2 | 1T |1 [2 3111

Najczesciej wystepuje liczba 0.



ZADANIA

5.2.1 Korzystajac zdanych: 3,4,1,8,15,6,4,3,12,7,22,4,1,0,6, 5,9, okre$l mediane.

5.2.2 Podaj dominante z nastepujacych liczb:
a) 7,—2,4,7,0,7,4,

b) 1,5,6,1,6,5,2,6,5,1,6,5,2,2,1.

5.2.3 W tabeli przedstawiono wyniki egzaminu dla 100 studentéw. Podaj dominante.

Ocena 2 3 3,5 4 4,5 5
Liczba studentow 22 | 25 12 | 25 10 6

5.2.4 Wyniki konkursu z matematyki podano w punktach: 94, 92, 90, 90, 86, 86, 86, 72. Oblicz mediane
tego zestawu danych.

5.2.5 W tabeli przedstawiono wagi uczniow pewnej klasy. Podaj mediane dla tej klasy. Narysuj wykres
ilustrujacy dane zawarte w tabeli.

16f:===-=- -

10

395
445
435
545
595
B4.5

5.3 Wariancja, odchylenie standardowe

Teraz naucze sie:
» Oblicza¢ wariancje i odchylenie standardowe zestawu danych (takze w przypadkach da-
nych odpowiednio pogrupowanych);

» Interpretowac te parametry dla danych empirycznych.

Odchylenie standardowe zestawu liczb & (sigma)




Wartos¢ odchylenia standardowego moéwi nam, jak bardzo zréznicowane sg dane statystyczne. Im
wieksza jest wartos¢ odchylenie, tym dane sa bardziej rozproszone wokot Srednie;j.

Odchyleniem standardowym zestawu danych liczbowych x1,x3, x3, .., X, nazywamy liczbe g, kto-
ra obliczamy ze wzoru:

. J(xl 5P+ (= D)2+ + (g — 0

mn

x - $rednia arytmetyczna liczb x4, X3, X3, ..., Xp.
) Wariancja to kwadrat odchylenia standardowego.

(=) 4 (x; —2)* + -+ (x, —%)°
T

g? =

Rozstep (R) jest to r6znica miedzy najwieksza a najmniejsza z liczb.
Przykiad 1

Kazdy z 6 zawodnikéw podczas treningu oddat z pistoletu po 10 strzatéw do tarczy. Po zsumo-
waniu punktéw kazdego zawodnika otrzymano nastepujace wyniki: 99, 96, 92, 98, 94, 97. Oblicz
rozstep wynikéw, sredni wynik oraz odchylenie standardowe i wariancje.

Obliczmy najpierw rozstep danych:
Wartos¢ max — 99

Wartos$¢ min - 32
R=99-92=7

Obliczmy teraz srednig wynikéw

_ 99+96+92+98+94+97 576 96
X = = =
6 6

Odchylenie standardowe liczymy, korzystajac ze wzoru:

mn

] J(xl—x)z + Gty = P 4o+ (g — D2

(99 —96)? + (96 — 96)? + (92 —96)2 + (98 — 96)? + (94 — 96)? + (97 — 96)?
n
9+16+4+4+ 1
=,/5,6 = 2,38

Wariancja wynosi g% = 2,37% = 5,67




ZADANIA

5.3.1

5.3.2

5.3‘3

534

Oblicz wariancje danych ze zbioru A = {4,5,8,9, 14}.

Srednia arytmetyczna trzech liczb a, b, ¢ jest rébwna 2. Wariancja tych liczb wynosi 3. Oblicz sume
kwadratow liczb a, bi c.

Oblicz z doktadnoscig do 0,1 odchylenie standardowe nastepujacych danych:
a) —2;0;1; 4; 7; 14.

b) Wartos¢ -3 -1 0 4
Liczebnos¢ 10 [ 6 4 2 4

Trzech sedziéw ocenito zawodnika, przyznajac punkty: 2, 3, 7. lle wynosi odchylenie standardowe
od sredniej arytmetycznej zestawu tych punktéw?

5.3.5 Troje przyjaciét ma wzrost réwny odpowiednio 140 cm, 150 cm i 160 cm. Oblicz odchylenie stan-
dardowe od $redniej wzrostu z doktadnoscig do czesci tysiecznych.

5.4 Zastosowanie statystyki w praktyce
Teraz naucze sie:
» Wykorzystywac wiedze z zakresu statystyki w sytuacjach praktycznych.
I

ZADANIA

5.4.1 Czterech pracownikéw brygady zarobito w lutym po 1300 zi, a ich szef 2000 zt. Oblicz $rednig aryt-

5.4.2

543

metyczng x ptac i odchylenie standardowe o od niej. Wyniki zaokraglij do 1 grosza.
Obliczymy odchylenie standardowe i wariancje dla zestawu danych: 1, 3,5, 5,11.

Tabela zawiera niektore wyniki pisemnego sprawdzianu z matematyki w pewnej klasie maturalnej
(ocenionego w szeséciostopniowej skali ocen).

Dziewczeta Chtopcy
Liczba os6b 11 14
Srednia ocen 4,0 3,8
Odchylenie standardowe 11 1,8

Oblicz srednia ocen z tego sprawdzianu oraz odchylenie standardowe dla catej klasy. Wyniki podaj
z zaokragleniem do jednego miejsca po przecinku.




5.44

5.4.5

5.4.6

5.4.7

Wagi o$miu klaczy urodzonych w pewnym gospodarstwie wynosza: 38 kg, 40 kg, 42 kg, 42 kg, 45
kg, 48 kg, 50 kg, 51 kg. Oblicz odchylenie standardowe tego zestawu danych.

Wiasciciel sklepu moze zaméwic puszki z ananasami u dwéch réznych dostawcow A i B. Ponizsze
tabelki przedstawiajq wyniki badania masy produktu bez zalewy w 10 losowo wybranych puszkach
od obydwu dostawcow:

DOSTAWCA A DOSTAWCA B

Masa produktu
bez zalewy (g)

Liczba puszek 1 4 2 3 3 2 4 1

120 130 135 140 125 135 140 145

Oblicz rozstep i wariancje mas produktu bez zalewy od dostawcy A i B. Ocen, u ktérego z dostaw-

cow powinien zamawiac towar wiasciciel sklepu.

Diagram przedstawia liczbe przedsiebiorstw w pewnej gminie, ptacacych podatek roczny w okre-
$lonej wysokosci. Oblicz:
a) Srednia stawke podatku rocznego przypadajacego na przedsiebiorstwa z tego zestawienia,

b) podatek dominujacy,

c) wysokos¢ podatku, ktérego nie przekracza potowa przedsiebiorstw,

liczba przedsigbiorstw

S0 100 150 200 230

wysokosc stawki w tys. zlotyck

Rysunek 5-2. Liczba przedsiebiorstw w gminie ptacacych podatek roczny w okreslonej wysokosci

W pewnej firmie $rednia ptaca pracownikéw produkujacych wynosi 2819 zt, za$ Srednia ptaca po-
zostatych pracownikow tej firmy wynosi 2483 zt. Srednia ptaca wszystkich pracownikéw firmy jest
réwna 2723 zt. Oblicz, jaki procent pracownikéw produkcyjnych stanowia pozostali pracownicy tej
firmy.



5.5

!

Wprowadzenie do rachunku prawdopodobienstwa

Teraz naucze sie:
» Zlicza¢ obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajacych uzycia wzo-
row kombinatorycznych.

Nauke elementéw rachunku prawdopodobienstwa nalezy rozpocza¢ od wprowadzenia podstawo-
wych pojec.

Doswiadczenie losowe — w praktyce kazde doswiadczenie, ktére moze by¢ wielokrotnie powta-
rzane i ktérego wyniku nie mozemy przewidzie¢ (np. rzut moneta).

Zdarzenie elementarne - jest to kazdy wynik doswiadczenia losowego (np. przy rzucie symetrycz-
ng kostka do gry moze wypasc 1, 2, 3,4, 5 lub 6).

Zbior zdarzen elementarnych - zbiér wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych dla danego
doswiadczenia (np. przy jednokrotnym rzucie kostkg do gry {1, 2, 3,4, 5, 6}).

Zbior zdarzen elementarnych bedziemy oznacza¢ literka £ (czyt. Omega).

Zdarzenie losowe - dowolny podzbior zbioru zdarzen elementarnych (np. w rzucie kostka wyrzu-
cono parzysta liczbe oczek { 2, 4, 63).

Zdarzenie losowe oznaczamy wielkimi literami alfabetu: A, B, C, ...
Zdarzenia losowe dzielimy na:

» Zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A - zdarzenie elementarne, ktére spetnia wa-

runki zdarzenia losowego (np. w rzucie kostka wyrzucono parzysta liczbe oczek).

» Zdarzenia pewne - zdarzenie elementarne, ktéremu sprzyjajg wszystkie zdarzenia elementar-
ne tworzace zbidér zdarzen elementarnych (np. w rzucie kostka do gry wypadta liczba oczek
wieksza od 0, ale mniejsza lub réwna 6).

» Zdarzenia niemozliwe - zdarzenie elementarne, ktéremu nie sprzyja zadne zdarzenie elemen-
tarne (np. w rzucie szescienng kostka do gry wypadta siodemka).

Bardzo istotne jest, ile elementow zawiera zbior. Wartosc ta jest nazywana moca zbioru.

Np. moc zbioru A - A




Przyktad 1

Rzucamy trzy razy moneta.
a) Wypisz zbior wszystkich wynikow tego doswiadczenia losowego.
b) Wypisz zbior sprzyjajacy zdarzeniu — wypadt co najwyzej jeden orzet.
a)
R - wypadtfa reszka
O - wypadt orzet
W tym doswiadczeniu losowym mozna otrzymac nastepujace wyniki:
A={(R,R,R)(O,R,R) (R,O,R)(R,R,0)(0,0,R)(O,R,0) (R,0,0) (0,0,0)}

Wszystkich mozliwych wynikow jest 8, wiec 1 = 8.

B — zdarzenie polegajace na tym, ze wypadt co najwyzej jeden orzet.
B ={(R,R,R)(O,R,R)(R,0,R)(R,R,0)}

Wszystkich mozliwych wynikéw jest 4, wiec B = 4.

ZADANIA

5.5.1

5.5.2

5.5.3

5.54

Losujesz dwie niepowtarzajace sie cyfry ze zbioru {1, 2, 3,4} i tworzysz z nich liczbe.

a) Napisz zbior wszystkich wynikow tego doswiadczenia. lle ich jest?

b) Wylosowates cyfry, ktore daty liczbe parzysta. Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne, ktére
sprzyjaja temu zdarzeniu losowemu. lle ich jest?

Rzucamy monety, a nastepnie szescienng kostka do gry (o $ciankach z numerami: 2,4, 6, 8,10, 12).

a) Zapisz zbidr zdarzen elementarnych tego doswiadczenia losowego.

b) Podaj przyktad zdarzenia pewnego A i zdarzenia niemozliwego B.

Rzucono dwiema zwyktymi szesciennymi kostkami do gry. Zdarzenie A - suma wyrzuconych oczek

na obydwu kostkach jest mniejsza od 2, zdarzenie B - suma wyrzuconych oczek na obydwu kost-
kach jest wieksza lub réwna 2. Jakimi zdarzeniami sg zdarzenia A i B.

W urnie sg trzy kule: biata, zielona i niebieska. Losujemu kolejno dwie kule bez zwracania. Wybisz

zbior zdarzen elemnetarnych tego doswiadczenia losowego.



5.6
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Wtiasnosci prawdopodobienstwa

Teraz naucze sie:
» Korzystac z wtasnosci prawdopodobienstwa.

Zdarzenia losowe opisywalismy jako pewne podzbiory przestrzeni zdarzen elementarnych. Omo-
wimy teraz niektére pojecia, ktére zwigzane sg z wkasnosciami tych zbiorow.

Zdarzenia przeciwne

Zdarzenie przeciwne jest to zbior tych zdarzen elementarnych przestrzeni, ktére nie sprzyjaja dane-
mu zdarzeniu. Zdarzenie przeciwne oznaczamy tg sama literg, co dane zdarzenie, ale ze znakiem prim.

A - dane zdarzenie

A’ zdarzenie przeciwne do zdarzenia A

Przyktad 1

-

Rzucamy jeden raz kostka do gry. Doswiadczenie A - polega na wyrzuceniu 1, 3 lub 4.
A=1{1,3 4}

Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A bedzie zdarzenie losowe polegajace na wyrzuceniu jednej
zliczb: 2,5,6.

A’ =1{2,5,6)

Suma prawdopodobienstw zdarzen przeciwnych wynosi 1.

Twierdzenie

Jezeli zdarzenia A i A’ s zdarzeniami przeciwnymi, to zachodza réwnosci:
AnA' =0

AUA =

P(A) =1-P(4)

Przyktad 2

Prawdopodobienstwo zdarzenia losowego wynosi % Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia prze-
ciwnego do danego.

2 5
P(A)Zl—P(A)zl—?:?

Prawdopodobienstwo czesci wspodlnej zdarzen

Zdarzeniu A N B sprzyjaja te zdarzenia elementarne, ktére sprzyjaja jednoczesnie zdarzeniu A
i zdarzeniu B. Aby obliczy¢ prawdopodobieristwo P (A4 N B), nalezy ten zbiér wyznaczyc¢.




B

Rysunek 5-3. Prawdopodobienstwo czesci wspolnej zdarzen
4
PMANB)=—
( ) =15
Przyktad 3

Doswiadczenie polega na jednokrotnym rzucie symetryczng kostka do gry. Oblicz prawdopodo-

bienstwo zdarzen:

a) A -wypadly co najwyzej cztery oczka.
b) B - wypadta parzysta liczba oczek.

) P(ANB).

0=1{1,234,5,6}

|
I
o

a) A=1{1,23,4}
A=4
4 2
Zatem P(4) = s =3

b) B =1{24,6}

[aa]]
[l

3
Zatem P(R) zg :%

0 ANB ={2,4}

ANB =2
1
PANB)=——=—-==
O 3
Zdarzenia wykluczajace sie
Zdarzenia wykluczajace sie to zdarzenia, ktére nie maja czesci wspdlne;j.

Przyktad 4

Wybieramy losowo litere alfabetu sposréd liter: a, b, ¢,d, e, f, g, h. Zdarzenie losowe A polega na
wylosowaniu samogtoski, a zdarzenie losowe B na wylosowaniu litery g lub h.



A= {a e}
B = {g,h}

Zdarzenia nie maja zadnego wspoélnego zdarzenia elementarnego, a wiec wykluczaja sie. Prawdo-
podobienstwo czesci wspodlnej dwoéch wykluczajacych sie zdarzen wynosi 0.

P(ANB)=0
Suma prawdopodobienstw zdarzen

Przyktad 5

B

Rysunek 5-4. Suma prawdopodobienstw zdarzen

Na rysunkach powyzej przedstawiona zostata przestrzenn zdarzen elementarnych pewnego do-

$wiadczenia losowego.

Obliczymy teraz P(A), P(B), P(A U B), a nastepnie sprawdzimy, czy P(AU B) = P(4) U P(B).

a) P(4) -2

19
11
16
P(AUB):E
9 11 20
Wiec P(A) + P(B) # P(AUB)P(A) + P(B) # P(AUB)
9
6
15
P(AUB):E 5
9 6 1
P(A)-I-P(B) :E‘I‘E:E

Wiec: P(4) + P(B) = P(AUB)

tatwo zauwazy¢, ze prawdopodobienstwo sumy zdarzen nie zawsze jest rowne sumie prawdopo-
dobienstw tych zdarzen. Zalezy to od tego, czy zdarzenia te sie wykluczaja, czy nie.



B Twierdzenie
W doswiadczeniu losowym dla dowolnych dwdch zdarzen A i B zachodzi rownos¢:
P(AUB)=P(A) +P(B)—-P(ANB)
Jesli zdarzenia A i B sie wykluczaja, to:
P(AUB) = P(A) + P(B)
Przyktad 6

A i B sg takimi zdarzeniami losowymi zawartymi w Q, ze B € A4 oraz P(4) = 0,7 i P(B) = 0,3. Oblicz
P(AU B).

\

_

SkoroB c A,to: AUB=AiANB =8

N

Z twierdzenia: P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANB)
Skoro P(4) =0,7,P(B)=0,3iP(AN B) = 0,3, to:
P(AUB)=10,7+03-03=0,7
P(AUB) =07
Prawdopodobienstwo réoznicy dwoch zdarzen
Prawdopodobienstwo réznicy dwoch zdarzen obliczamy, korzystajac ze wzoru:
P(A\B) = P(A) —P(ANB)
Przyktad 7

A i B sa takimi zdarzeniami losowymi zawartymi w 0, ze A € B oraz P(4) = 0,3i P(B) = 0,7. Oblicz
prawdopodobienstwo réznicy B\A.




ANB=A4
AUB =B

AcB =
Korzystajac z twierdzenia:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

B = (B\A)U (B N 4)

oraz(B\A)N(BNA) =0(B\A)N(BNA) =0

P(B) = P(B\A)U (BN A) = P(B\A) + P(B N A4) — P((B\A) N (B N A))
= P(B\A) + P(ANB)

P(B) =P(B\A)+P(4ANB)
0,7 = P(B\4) + 0,3

P(B\A)=0,7—0,3 = 0,4

B Twierdzenie
Dla dowolnych zdarzen 4 i B C () zachodzga nastepujace wtasnosci:
0=PA) <1
P(Q) =1
P(@®)=0
P(A) = P(B),gdyAcBc Q
P(AUB)=P(A) +P(B)—P(ANB)
ZADANIA
5.6.1 Losujemy kule ze zbioru 14 ponumerowanych kul. Zdarzenie losowe A polega na wylosowaniu
kuli o numerze parzystym. Zdarzenie losowe B polega na wylosowaniu kuli o numerze wigekszym
lub réwnym 8. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia stanowigcego cze$¢ wspolng zdarzen A i B.
5.6.2 Oblicz prawdopodobienstwo czesci wspdlnej zdarzen losowych A i B oraz prawdopodobienstwo
roznicy B\A, jezeli: P(4) =;,P(B) =3,P(AUB) ==,
5.6.3 Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia losowego B, wiedzac, ze zdarzenia A i B sie wykluczaja
1 3
oraz: P(A4) = o P(AUB) = <
5.6.4 Jezeli A jest zdarzeniem losowym oraz A’ jest zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia

AiP(A) =5-P(A"),oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A.




5.6.5 A i B s takimi zdarzeniami losowanymi zawartymi w Q, ze A € B oraz P(4) = 0,3i P(B) = 0,4.
Oblicz P(AU B).
5.6.6 O zdarzeniach losowych A i B wiemy, ze: P(4) = é P(B) = goraz P(AUB) = i;. Oblicz:

a) P(ANB) b) P(A\B)

5.7 Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Teraz naucze sie:
» Oblicza¢ prawdopodobienstwo zdarzen w prostych sytuacjach, stosujac klasyczng definicje
prawdopodobienstwa.

I
mm) Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo danego zdarzenia oznaczamy P(A4). W nawiasie zapisujemy symbol zdarze-
nia, ktérego prawdopodobienstwo obliczamy.

mm) Prawdopodobienistwem zdarzenia A nazywamy iloraz liczby wszystkich zdarzen elementarnych
sprzyjajacych zdarzeniu A przez liczbe wszystkich zdarzen elementarnych.

P(A) =

=[N

Prawdopodobienstwo zdarzenia A spetnia warunek: 0 = P(4) = 1,
Prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego jest rowne 1, a zdarzenia niemozliwego 0.

Przyktad 1

Rzucamy dwoma identycznymi szeSciennymi kostkami do gry. Oblicz prawdopodobienstwo zda-
rzenia losowego, polegajacego na otrzymaniu sumy oczek na obu kostkach nie mniejszej niz 10.

Wyznaczmy najpierw zbior (1, czyli przestrzen, ktora zawiera wszystkie zdarzenia, jakie mozemy
uzyskac.

(1,1)(1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1)(2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1)(3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)

2=1(4.1) (4.2) (4.3) (4.4) (4.5) (4,6)
(5.1) (5,2) (5.3) (5,4) (5,5) (5,6)
(6.1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)
0=62=36

Wypiszmy teraz zdarzenia sprzyjajace zdarzeniu A — polegajacego na otrzymaniu sumy oczek na
obu kostkach nie mniejszej niz 10.



A= {(4,6)(575)(56) (64)(6,5) (66)}
A=6

Wiec prawdopodobienstwo zdarzenia A wynosi:

A 6 1
O 6

ZADANIA

5.71

5.7.2

5.7.3

5.74

5.8

Rzucamy trzy razy monetga. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia losowego, polegajacego na
otrzymaniu w pierwszym i trzecim rzucie reszki.

W grze losowej losowane sg kulki z trzech pojemnikow. W pierwszym znajdujg sie kulki ponume-
rowane od 1 do 7. W drugim znajduja sie dwie kulki: biata i niebieska, a w ostatnim pojemniku
znajduje sie sze$¢ kulek oznaczonych literami alfabetu: A, B, C, D, E, F. Oblicz prawdopodobienstwo
uzyskania ciggu, w ktérym liczba jest parzysta, a litera alfabetu jest samogtoska.

Z tali 52 kart losujemy 3 karty. lle mozliwych ciaggoéw kart mozemy uzyskac? Jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze wylosujemy w tym samym rozdaniu jako pierwszg karte dame pik, a jako druga
jakiegokolwiek krola?

Ze zbioru liczb catkowitych spetniajacych nieréwno$¢ x? — 8 < 0:

a) obliczy¢ prawdopodobienstwo wylosowania dwéch liczb, ktérych suma wynosi 8,

b) obliczy¢ prawdopodobienstwo wylosowania dwoch liczb pierwszych.

Obliczanie prawdopodobienstwa za pomoca drzewa

Teraz naucze sie:
» Oblicza¢ prawdopodobienstwo zdarzen za pomocga drzewek

I
Jezeli doswiadczenie losowe skfada sie z wiecej niz jednego etapu, takich jak serie rzutéw kostka
lub moneta, zastosowanie klasycznej definicji prawdopodobienstwa bywa skomplikowane. Przy-
datng wéwczas jest tak zwana metoda drzew.

Drzewem nazywamy graf ilustrujacy przebieg doswiadczenia losowego, na ktérym kazdej krawe-
dzi przyporzadkowuje sie prawdopodobienstwo.




Przyktad 1

W urnie jest 5 kul biatych i 3 czarne. Losujemy jedna kule i, bez zwracania, losujemy druga kule.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen:

a) A -wylosowano dwie kule biate.
b) B - wylosowano dwie kule r6znych koloréw.
Niech b — oznacza kule biatg, a ¢ — kule czarna.

Budujemy drzewo dla naszego doswiadczenia losowego.

ol
ol w

Wynik 1 losowania

~1| o
~1| w
=1/
~1|

Wrynik 2 losowania

b c b ¢
Pierwsze losowanie daje nam dwie mozliwosci, wypadnie kula biata lub kula czarna.

W drugim losowaniu mamy te same mozliwosci. Osobno rysujemy je dla obu wynikéw, wynikaja-
cych z losowania pierwszego.

B Regufailoczynéw

Prawdopodobienstwo zdarzenia reprezentowanego przez jedna gataz drzewa jest réwne iloczyno-
wi prawdopodobienstw przyporzadkowanych krawedziom, z ktérych sktada sie rozwazana gataz.

BN Regufasum

Prawdopodobienstwo danego zdarzenia opisanego przez kilka gatezi drzewa jest rowne sumie
prawdopodobienstw otrzymanych wedtug reguty iloczynéw dla tych gatezi.

Wiec:

Prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul biatych wynosi:
54 5

PAG,DY =5 5=1;

Prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej i czarnej wynosi:

53 15

P({(b,c)}) =5'5=z¢



Prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej i biatej wynosi:
3 5 15

P({(c,b)}) 255 :%

Prawdopodobienstwo wylosowania dwéch kul czarnych wynosi:

3 2 3

P({(C;C)}):g'?zﬁ

a) A -wylosowano dwie kule biate

54 5
P =57-12
b) B - wylosowano dwie kule roznych kolorow

B = {(b,c),(c, b}

Obliczajac prawdopodobienstwo zdarzenia B, korzystamy z reguty dodawania. Jezeli zdarzeniu
sprzyjaja co najmniej dwa wyniki na drzewie, to prawdopodobienstwo tego zdarzenia jest suma

prawdopodobienstw tych wynikéw.

P(B)—lS 15_30_15
56756 56 28

5

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo wylosowania dwéch kul biatych jest rowne P(4) = T2 @ prawdopo-

dobienstwo wylosowania dwéch kul w réznych kolorach wynosi P(B) = —-.

Przyktad 2

Mamy 12 kul: 2 niebieskie, 3 zielone, 7 czerwonych. Losujemy kolejno trzy kule (ze zwracaniem).
Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania za drugim razem kuli koloru niebieskiego.

A - wylosowanie za drugim razem kuli koloru niebieskiego.

Budujemy drzewo naszego doswiadczenia:

7 2
12 3\ 12
12
c 7 n [ losowanie
7
12 7 2
25 1 znl 3
c 12 12 12 12
z - I1 losowanie
n ¢ z n ¢ FZ

7 2+3 2+2 2_14+6+4_24_1
12 12 12 12 12 12 144 144 144 144 6

P(A) =




ZADANIA

5.8.1

5.8.2

5.8.3

5.8.4

5.8.5

5.8.6

W urnie s3 3 kule zielone i 1 czerwona. Losujemy kolejno trzy kule (bez zwracania). Oblicz prawdo-
podobienstwo zdarzenia:

a) wylosowania wszystkich kul zielonych.

b) wylosowania za trzecim razem kuli zielonej.

Rzucamy trzy razy czworoscienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo wypadniecia do-
ktadnie dwdch czwérek.

Rzucamy dwa razy moneta. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, polegajacego na:
Zdarzenie A - polegajace na tym, ze co najmniej raz wypadt orzet.

Zdarzenie B - polegajace na tym, ze tylko raz wypadt orzet.

Gra polega na rzucaniu szescienng kostka do gry. Jesli wypadnie 6 oczek, to wygrywamy 10 ztotych
i mozemy grac dalej, a jesli wypadnie inna liczba oczek niz 6, to odpadamy z gry. Oblicz prawdopo-
dobienstwo zdarzenia A, polegajacego na tym, ze jezeli zagramy, wygramy 30 ztotych.

Z zestawu tematéw egzaminacyjnych, sktadajacego sie z 25 pytan z matematyki (10 dotyczy dzia-
tan na liczbach, 9 geometrii, 6 rachunku prawdopodobienstwa), wyjeto losowo 1 zagadnienie i, nie
ogladajac go, odtozono na bok. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze za drugim razem wylosowa-
no temat z dziatan na liczbach.

W konkursie omnibus ustalono nastepujace reguty: dla 1. tury rozgrywek uczestnik losuje jedna
tematyki, 2 z literatury i 3 z muzyki. W przypadku wylosowania samogtoski, uczestnik losuje pytanie
z urny, w ktdrej sg 2 pytania z matematyki, 3 z historii i 3 z geografii. Oblicz prawdopodobienstwo,
ze wylosowane pytanie dotyczy matematyki.



5.9 Reguta mnozeniaidodawania

Teraz naucze sie:
» Stosowac regute mnozenia i dodawania.

I
Czesto mamy do czynienia ze zbiorami, dla ktérych chcielibysmy zna¢ liczbe elementéw. Wygod-
nie jest, gdy wszystkie elementy sg wypisane i mozna je policzy¢. Niekiedy jednak, majac pewien
zbidr, budujemy z jego elementéw nowe zbiory i chcemy poznac liczbe elementéw w tych nowych
zbiorach.

B Zasada mnozenia

Jezeli wybdr polega na podjeciu kolejno k decyzji, przy czym pierwszg z nich mozna podja¢ na n,
sposobow, drugg na n, sposobow, ...., n-tg na n; sposobdéw, to takiego wyboru mozna dokona¢
namng-ny- ..-n; sposobow.

B Zasada dodawania

Jezeli wybdr polega na jednej z k decyzji, przy czym pierwsza z nich mozna podja¢ na n; spo-
sobdéw, drugg na n, sposobdw, ...., n-tg na n; sposobdw, to takiego wyboru mozna dokonac na
nqy+ ny + - + nysposobow.

Przykiad 1
Na ile sposobéw mozna ustawic¢ w kolejce 5 0séb?

Jest 5 0s6b i pie¢ miejsc w kolejce. Pierwszg osobe mozna ustawic¢ na 5 sposobow, druga na 4 spo-
soby, trzecig na 3 sposoby, czwartg na 2 sposoby, a piata tylko na 1 sposéb.

5-4-3-2-1=120
Odpowiedz: Pie¢ osob mozna ustawic¢ w kolejce na 120 sposobow.
Przyktad 2

Podczas egzaminu student wybiera 4 pytania sposrdd 6. Na ile sposobéw moze to zrobi¢?

Student pierwsze pytanie losuje sposréd 6, drugie sposrdd 5, trzecie sposrdd 4 i czwarte pytanie
sposrod 3.

Zatem:; 6-5-4-3 = 360

Kolejnos¢ losowania poszczegdlnych pytan nie jest istotna, dlatego otrzymany wynik musimy po-

dzieli¢ przez liczbe ustawien czterech pytan: 4-3-2-1 = 24

6-5-4-3 360

4-3-2-1 24
Odpowiedz: Student moze wybrac pytania na 15 sposobow.

=15




Przykitad 3

lle réznych liczb trzycyfrowych mozemy utworzy¢ z cyfr 1, 2,3, 4,5 tak, aby cyfry w nich sie nie
powtarzaty?

W tym przypadku nie wykorzystujemy wszystkich cyfr jednocze$nie. Tworzymy liczby trzycyfrowe,
majac do dyspozycji piec cyfr. Kolejnos¢ wybieranych cyfr jest wazna.

W4rdd tych cyfr nie ma zera, zatem kazda z nich moze by¢ pierwsza cyfrg tworzonej liczby. Mamy
5 mozliwych cyfr na pierwsze miejsce, 4 mozliwe cyfry na drugim miejscu i 3 na trzecim miejscu.
Zatem liczba wszystkich mozliwych liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach utworzonych z poda-
nych cyfr jest rbwna:

5-4-3 =60

Odpowiedz: Mozna utworzy¢ 60 liczb trzycyfrowych.

ZADANIA

5.9.1

5.9.2

5.9.3

5.9.4

5.9.5

5.9.6

Pewna pani dekoruje stét na przyjecie gosci. Ma do wyboru 6 obruséw, 3 wazony i 2 swieczniki. lle
réznych dekoracji moze uzyskac?

lle jest wszystkich liczb dwucyfrowych?

Z urny zwierajacej 4 kule (biata, czarna, niebieska, zielona) losujemy trzy kule. lle jest mozliwych
losowan, w ktérych cyfry sie nie powtarzaja.

lle jest liczb czterocyfrowych mniejszych od 4000 utworzonych z cyfr 1, 2, 3, 4.

Ze zbioru {1,2, 3,4, 5, 6, 7} wybieramy trzy cyfry. lle liczb trzycyfrowych mozna w ten sposéb utwo-
rzy¢, jesli:

a) cyfry moga sie powtarzac,

b) cyfry nie moga sie powtarzac?

Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w szeregu 3 chtopcow i 2 dziewczynki, tak aby:
a) najpierw staty dziewczyny, a nastepnie chtopcy,

b) pierwsza stata dziewczyna,

c) pierwszy idrugi stat chtopiec,

d) zaden z dwdch chtopcow nie stat obok siebie.



5.10 *Pojecie silni

Teraz naucze sie:
» Stosowac pojecie silni do rozwigzywania problemow.

B Definicja

Silnig liczby naturalnej m nazywamy iloczyn wszystkich liczb naturalnych nie wiekszych nizn. W no-

tacji matematycznej n! czytamy, jako ,n silnia,,.
Oznaczenie symboliczne n! wprowadzit w 1808 roku francuski matematyk Christian Kramp.
Symbolicznie mozna zapisac:

nl=1-2-3-..-(n—1)n

m) Definicja
nl = {1 dian=20
T lnn-1)! dian=1

Przyktad 1
3'=1-2-3=6
5!=1-2-3-4-5=120
6!=1-2-3-4-5-6=720
10!=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10 = 3628800

Przyktad 2

Oblicz 5! — 2! - 3!
5l —21-31=2-3-4-5—2-2-3=120—12 =108

Przyktad 3

10!-5!
12! mozemy zapisac¢ jako 12! = 1-2-3-...-10-11-12 = 10!-11-12

Oblicz

Przyktad 4
nl-(2n+2)!

(2n)-(n+2)! do najprostszej postaci.

Doprowadz wyrazenie

Rozpiszmy najpierw (2n + 2)!
Cn+2)=1-2-...-2n)-2n+1)-2n+2)=02n)-2n+1)-2n+2)
oraz(n+2)=1-2-. n-(n+1)- m+2)=n'"-(n+1)-(n+2)

Wracamy do przyktadu, i otrzymujemy:

n-(2n+2) n-@n!-@Cn+1)-2rn+2) Cn+1)-@2n+2)
2n)!-m+2)! @n''n-(+D) -m+2) (m+D) -(n+2)
2n+1)-2n+1) 2@n+1)
C (n+1)-m+2 (n+2)



http://edusektor.net/matematyka-pub/159-zbiory-liczb.html

ZADANIA

5.10.1 Oblicz:

10! 12! al-7!
82! 111-4! (613

5.10.2 Upros¢:

(n+1)! (n+2)! (n+3)!

a) o T by — . = <) (n+2)!
n! (n—3)! (3n—-2)!

d (n—3) ¢ (n-1)! f) (3n)

5.11 *Kombinatoryka

Teraz naucze sie:
» Wykorzystywac wzory na liczbe permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji z powtérzeniami
do zliczania obiektéw w bardziej ztozonych sytuacjach kombinatorycznych.

Kombinatoryka jest dziatem matematyki, ktdry pomaga odpowiedzie¢ na pytania typu: ,ile jest
mozliwych wynikéw w rzucie moneta?”,,Na ile sposobow mozemy wybrac delegacje dwuosobowa
z klasy 24 osobowej?” itp.

Aby rozwigzac tego typu zadania, czesto stosuje sie wzory na permutacje, kombinacje, wariacje

oraz wariacje z powtorzeniami.
B Kombinacje

Kombinacja k-elementowa utworzong ze zbioru n-elementowego (kK < n) nazywamy kazdy k —
elementowy podzbior tego zbioru.

Liczba k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego wyraza sie wzorem:

n!
Ck —
" kl(n—k)!
Przyktad 1
Oblicz:
s_ 7 7 _ 567
a G 51(7-5)0 52 52 - 2L
3. .2 704 T4l 4567 2034,
b) GG = 31(7-3)0 24(4-2)! 34l 2020 423 212 35-6 =210
Przyktad 2

Na ile sposobdéw z grupy 12 oséb mozna wybra¢ trzech przedstawicieli?

Wybierajac przedstawicieli tej grupy tworzymy 3-osobowy podzbior.



Jest to 3-elementowa kombinacja ze zbioru 12-elementowego.

Wiec:
n! 12! 12! 9!-10-11-12
Ck=———=0C(C}, = = —
E!'(n— k) 31(12—-3)! 3!-9! 9r-2-3-

Odpowiedz: z grupy 12 0sob, trzech przedstawicieli mozna wybra¢ na 220 sposobdw.

Przykiad 3

Obliczmy teraz trzy przyktady:

a) co
b) Cr
o G
0 n! n!
Cn _{)!-(n—{))!_l-n!_l
n! n! n!
C;J‘: p— = — =
n'-n—n)! n'-0' n!
n! n—1)""n
Cl= :( ) =n

T (n—1)! (n —1)!
Whniosek

Jezelin € N, to:

=1, =1, Cl=n

ZADANIA

5.11.1 Oblicz:
3
a) C3 b) Cip-Cé o &
14

d) €3 +C3

5.11.2 W klasie jest 10 dziewczat i 14 capisie ktérych nie wystepuje zero, natomiast wystepuja dwie dwojki

i trzy trojki.
E) Wariacje

Wariacje bez powtorzen

Wariacja k-elementowa bez powtdrzen utworzona ze zbioru n-elementowego (k = n) nazy-

wamy kazdy k-wyrazowy cigg roznych elementéw z tego zbioru.

Liczba k-wyrazowych wariacji bez powtorzen zbioru n-elementowego wyraza sie wzorem:

n!

Vi =




Przyktad 4

W finale konkursu matematycznego bierze udziat 10 uczestnikéw. lle jest mozliwosci zajecia przez

nich trzech pierwszych miejsc, jezeli uwzgledniamy kolejnos¢ (I, Il i lll miejsce)?
V3 = 10" _ 1o 8-9-10 =720
0 (10-3y 71 N

Odpowiedz: Wszystkich mozliwosci jest 720.
Przyktad 5

lle istnieje czterocyfrowych PIN-kodow sktadajacych sie z réznych cyfr?

Mamy do dyspozycji 10 cyfr: {0, 1, 2,3,4,5, 6,7, 8, 9}. Wszystkich takich wariacji bez powtérzen jest:

. 100 10!

Vy=———="=7-8-9-10 = 5040
U (10—-4)r  s!

Odpowiedz: Istnieje 5040 czterocyfrowych kodéw o réznych cyfrach.
Bm) Wariacje z powt6rzeniami

Wariacjq k-elementowa z powtérzeniami utworzona ze zbioru n-elementowego nazywamy kaz-
dy k —wyrazowy ciag réznych lub nie réznigcych sie elementéw z tego zbioru.

Liczba kK —wyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru n-elementowego wyraza sie wzorem:
Vf,‘i = nk
Przyktad 6

lle stébw szescioliterowych (z sensem lub bez) mozna utworzyc¢ z liter {A, B, C}? Na kazde z 6 miejsc
mozemy wybrac jedng z 3 liter, zatem wszystkich mozliwosci mamy:

Ve =3%=729
Odpowiedz: Mozna utworzy¢ 729 wyrazéw.
Przyktad 7

Wypetniajac test sktadajacy sie z 10 pytan, mozna zakresli¢ tylko jedna z trzech odpowiedzi. Na ile
sposobdw mozna rozwigzac ten test?

Przyjmijmy, ze pierwsza odpowiedz to ,4”, druga ,B”, a trzecia ,C".
Bedg to 10-elementowe wariacje z powtdrzeniami zbioru 3-elementowego {4, B, C}.
V10 = 310 = 59049

Odpowiedz: Test mozna rozwigza¢ na 59049 sposoby.



ZADANIA

5.11.5 Na ile sposobéw mozna ustawi¢ piecioosobowg kolejke, wybierajac ludzi sposrod 10 osob?

5.11.6 lle jest wszystkich liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach podzielnych przez 5?7

5.11.7 lle stéw dwuliterowych (nawet tych bezsensownych) mozna utworzy¢ z liter {A, B, C, D}?

5.11.8 Budynek skfada sie z 4 pieter. Do windy wchodzi na parterze 6 oséb. Na ile sposobéw moga oni

opusci¢ winde na kolejnych pietrach?

CZY ZDAM MATURE Z MATEMATYKI?

Zadania zamkniete

1 .66

3 .67

Flage, taka jak pokazano na rysunku, nalezy zszy¢ z trzech jednakowej szerokosci pasow kolorowej
tkaniny. Oba pasy zewnetrzne maja by¢ tego samego koloru, a pas znajdujacy sie miedzy nimi ma
byc¢ innego koloru. Liczba réznych takich flag, ktére mozna uszy¢, majac do dyspozycji tkaniny w 10
kolorach, jest rowna:

a) 100
b) 99

c) 90

Srednia arytmetyczna cen szeéciu akcji na gietdzie jest réwna 500 zt. Za piec z tych akcji zaptacono
2300 zt. Cena szostej akgji jest rowna:

a) 400zt b) 500z c) 600zt d) 700z

W loterii liczbowej wylosowano dziesie¢ liczb: 4,3, 3, 3,4, 6, 1,5, 1, 6. Mediana tych danych jest réwna
a) 5 b) 3,6 ¢ 35 d 3

(1 pkt) Wszystkich liczb trzycyfrowych parzystych, ktérych cyfra jednosci nalezy do zbioru A {2, 4,
5, 7}, cyfra dziesiagtek do zbioru B = {6, 7, 8}, a cyfra setek do zbioru C =1{2, 4, 5, 6}, jest:

a) 48 b) 36 ) 24 d 12

66 Zadania 1, 2: zaczerpniete ze strony www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf, 08.03.2013.

67 Zadania 3, 4: zaczerpniete ze strony www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php arkusze, 08.03.2013.
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5.8 Wyniki sprawdzianu z matematyki przedstawione sg w tabeli:

Ocena 1 2 3 4 5 6
Liczba uczniéw 2 3 7 6 4 2

Mediana ocen ze sprawdzianu jest rowna:

a) 35 b) 3, o 4 d) 45

6. W pudetku s3 4 kule biate i x kul czerwonych. Prawdopodobienstwo wylosowania kuli czerwonej
jestrowne g , gdy:

a) x=6 b) x=8 ¢ x=10 d x=12

7.  Rzucono szescienng kostka do gry. Prawdopodobienstwo, ze wyrzucona liczba oczek jest liczba
pierwsza, wynosi:

4 3 2 1
a) - b) = Q < d) -
8. W turnieju szachowym, rozgrywanym systemem kazdy z kazdym, bez rewanzu, miato bra¢ udziat
8 zawodnikéw. Jeden z nich zrezygnowat. Liczba zaplanowanych rozgrywek zmniejszyta sie o:

a) 1 b) 14 o 7 d 8

9./ Pewna firma zatrudnia 6 oséb. Dyrektor zarabia 8000 zt, a pensje pozostatych pracownikéw sg row-
ne: 2000 zt, 2800 zt, 3400 zt, 3600 zt, 4200 zt. Mediana zarobkoéw tych 6 oséb jest rowna:

a) 3400z b) 3500zt c) 6000z d) 7000 zt

10. Zezbioru{l,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15} wybieramy losowo jedna liczbe. Niech p ozna-
cza prawdopodobienstwo otrzymania liczby podzielnej przez 4. Wéwczas:

1 1
5 4

11.7" W kolejnych szesciu rzutach kostka otrzymano nastepujace wyniki: 6, 3, 1, 2, 5, 5. Mediana tych
wynikoéw jest réwna:
a) 3 b) 3,5 o 4 d 5

12. Jezeli Ai B sg zdarzeniami losowymi, B’jest zdarzeniem przeciwnym do B, P(4) = 0,3,
P(B") = 040razANB = 0,to P(AU B) jest rdwne:

a) 0,12 b) 0,18 c 06 d) 09

68 Zadania 5, 6: zaczerpniete ze strony www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php arkusze, 08.03.2013.

69 Zadania 7, 8: zaczerpniete ze strony www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf, 08.03.2013.

70 Zadania 9, 10: zaczerpniete ze strony www.cke.home.pl/dokumenty/sierpien2012/matematyka/matematyka_PP.pdf, 08.03.2013.

71 Zadania 11, 12: zaczerpniete ze strony www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/
pp_matematyka.pdf, 09.03.2013.
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13.72

14.

15.72

16‘

17.7%

18.”

Tabela przedstawia zestawienie liczby btedéw popetnionych przez zdajacych czesc teoretyczng eg-
zaminu na prawo jazdy.

Liczba btedéw 0 1 2 X
Liczba zdajacych 8 4 10 8

Srednia arytmetyczna liczby tych btedéw popetnionych przez jednego zdajacego jest réwna 1,6.
Wynika stad, ze:

a) x=3 b) x=4 ¢ x=05 d x=6

O zdarzeniach A oraz B zawartych w 2 wiadomo, ze P(4) = g, P(B) = g i AU B jest zdarzeniem
pewnym. Wtedy:

a) P(AﬂB)z% b) P(AﬂB)z% Q) P(AmB):i d) P(AﬂB)zé
Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostka do gry. Prawdopodobienstwo otrzymania sumy

oczek rownej trzy wynosi

a) b)

1 1
= 9 12 18

Uczniowie pewnej klasy zostali poproszeni o odpowiedz na pytanie: ,lle oséb liczy twoja rodzina?”.
Wyniki przedstawiono w tabeli.

Liczba os6b w rodzinie Liczba uczniow
3 6
4 12
X 2

Srednia liczba 0séb w rodzinie dla uczniéw tej klasy jest rowna 4. Wtedy liczba x jest rowna:

a) 3 b) 4 c 5 d 7

Srednia arytmetyczna dziesieciu liczb x, 3, 1,4, 1,5, 1,4, 1, 5 jest rowna 3. Wtedy:

a) x=2 by x=3 c x=+4% d x=5

Rzucamy trzy razy moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze orzet wypadnie co najmniej dwa razy?

— b) — — d 1
a)8 )4 C)2 )

72 Zadania 13, 14: zaczerpniete ze strony www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf,
09.03.2013.

73 Zadania 15, 16: zaczerpniete ze strony www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2011_p.pdf, 09.03.2013.

74 www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 09.03.2013.

75 Zadanie 18: zaczerpniete z Testéw maturalnych, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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19.

Wynik rzutu 1 2 3 4 5 6
Liczba rzutow 15 17 19 15 19 15

Podaj mediane i dominante rzutu kostka.

ZADANIA OTWARTE

1 .76

2.77

3.78

4.

5.80

6.81

7.82

(2 pkt) Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia A, polegajacego na wylosowaniu liczb, ktérych iloczyn jest po-
dzielny przez 6.

(2 pkt) Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4, 5} losujemy kolejno trzy razy po jednej liczbie bez zwracania, two-
rzac liczbe trzycyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A - otrzymana liczba jest mniejsza
od 432.

(4 pkt) Rzucamy cztery razy symetryczng moneta. Co jest bardziej prawdopodobne: wyrzucenie
jednej reszki czy wyrzucenie orta w co drugim rzucie?

(2 pkt) Sredni wzrost sportowcéw w druzynie siatkarskiej, liczacej 6 chtopcéw, wynosit 174 cm. Po
przyjeciu do zespotu dwdéch braci o tej samej wysokosci, srednia wzrostu zwiekszyta sie o0 0,5 cm.
Oblicz, jak wysocy sg bracia.

(2 pkt) Srednia wieku w pewnej grupie studentéw jest rdwna 23 lata. Srednia wieku tych studen-
tow i ich opiekuna jest réwna 24 lata. Opiekun ma 39 lat. Oblicz, ilu studentow jest w tej grupie.

(4pkt) Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych losujemy jedna liczbe. Oblicz praw-
dopodobienstwo zdarzenia, ze otrzymamy liczbe spetniajaca jednoczesnie trzy nastepujace wa-
runki: (1) liczba jest podzielna przez 25, (2) cyfry dziesigtek i setek sa nieparzyste, (3) cyfra dziesigtek
jest nie wieksza niz cyfra setek.

(2 pkt) Ze zbioru liczb {1 ,2, 3,..., 7} losujemy kolejno dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem. Ob-
licz prawdopodobienstwo wylosowania liczb, ktérych suma jest podzielna przez 3.

76
77

78
79
80

81
82
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www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php arkusze, 10.03.2013.

www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php arkusze, 10.03.2013.
www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf, 10.03.2013.

Zadania 5, 6: zaczerpniete ze strony www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/
pp_matematyka.pdf, 10.03.2013

www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf, 10.03.2013.
www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2011_p.pdf, 10.03.2013.


http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura2012/matm_pp.pdf
http://www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php#arkusze
http://www.matemaks.pl/matura-z-matematyki-styczen-2013.php#arkusze
http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012listopad/matura2012-listopad.pdf
http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_matematyka.pdf
http://www.cke.edu.pl/images/stories/00000000000000002012_matura_czerw_2012/matematyka/pp_matematyka.pdf
http://www.matemaks.pl/materialy/matura2012echo/MaturaProbnaMatematykaArkuszEcho2012.pdf
http://www.matemaks.pl/materialy/matura/arkusze/2011_p.pdf

8.83

9.84

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(4 pkt) Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie symetryczng szes$cienng kostka do
gry. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A, polegajacego na tym, ze w pierwszym rzucie otrzy-
mamy parzystg liczbe oczek i iloczyn liczb oczek w obu rzutach bedzie podzielny przez 12. Wynik
przedstaw w postaci utamka zwyktego nieskracalnego

(4 pkt) W grupie 200 0s6b 65% uczy sie jezyka angielskiego, 47% uczy sie jezyka rosyjskiego, a 30%
uczy sie obu tych jezykow. Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana z tej grupy osoba nie
uczy sie zadnego z wymienionych jezykow.

(2 pkt) Doswiadczenie polega na rzucie dwiema symetrycznymi, sze$ciennymi kostkami do gry.
Opisz zbior wszystkich zdarzen elementarnych i oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze suma
wyrzuconych oczek bedzie wieksza od 7, ale nie przekroczy 11.

(2 pkt) Rzucamy dwukrotnie symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobieristwo
otrzymania sumy oczek réwnej 6.

(2 pkt) Z liczb dwucyfrowych wybrano jedna. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jest podzielna
przez 2 lub jest podzielna przez 5?7

(4 pkt) W urnie A jest 5 kul biatych i 3 czarne, w urnie B s 4 kule biate i 6 czarnych. Losujemy po
jednej kuli z kazdej z urn. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wyjmiemy kule w jednym kolorze. Wynik
przedstaw w postaci utamka nieskracalnego.

(4 pkt) W urnie jest 7 kul biatych i 3 czarne. Losujemy z tej urny jedna kule, a nastepnie z pozosta-
tych znowu jedna. Oblicz prawdopodobienistwo, ze w ten sposdb wyjmiemy kule w réznych kolo-
rach. Wynik przedstaw w postaci utamka nieskracalnego.

(5 pkt) W urnie jest 5 kul biatych, 8 zielonych i n niebieskich. Prawdopodobienstwo wylosowania
kuli zielonej lub niebieskiej jest rowne ?I' Wyznacz liczbe n. Odpowiedz: n=7.

(2 pkt) W urnie jest 16 kul biatych, 14 kul zielonych, 6 niebieskich i 4 z6tte. Wyjmujemy losowo jedng
kule. Oblicz prawdopodobienstwo, ee bedzie to kula zielona lub zétta.

(6 pkt) W urnie znajduja sie kule biate, czerwone i zielone. Losujemy jedna kule. Prawdopodobien-
stwo wylosowania kuli biatej lub czerwonej jest trzykrotnie wieksze od prawdopodobieristwa wy-
losowania kuli biatej lub zielonej. Wiedzac, ze co czwarta kula jest biata, oblicz prawdopodobien-

stwo wylosowania kuli czerwonej.

83 www.cke.edu.pl/images/stories/001_Matura/matematyka_pp.pdf, 10.03.2013.
84 Zadania 9-17: zaczerpniete z Testow maturalnych, Wydawnictwo Aksjomat, Torun.
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