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SCENARIUSZ TEMATYCZNY
GRANICE INFORMATYK]

> INFORMATYKA = POZIOM ROZSZERZONY

OPRACOWANY W RAMACH PROJEKTU:

INFORMATYKA - MOJ SPOSOB NA POZNANIE | OPISANIE SWIATA.
PROGRAM NAUCZANIA INFORMATYKI
Z ELEMENTAMI PRZEDMIOTOW MATEMATYCZNO-PRZYRODNICZYCH

Streszczenie

Komputery to bezsprzecznie bardzo uzyteczne narzedzia. lch moc obliczeniowa wykorzy-
stuje sie w badaniach naukowych i technicznych. Wspaniaty rozwéj komputeréw, ktérego
jestesmy swiadkami w ostatnich dziesiecioleciach, moze spowodowac wrazenie wszech-
mocy techniki komputerowej. Mozliwosci komputeréw sa jednak ograniczone. Przyktadem
jest symboliczna mozliwos$¢ jednoczesnej reprezentacji bardzo matych i bardzo duzych
liczb czy reprezentacji wartosci liczbowych z duza doktadnoscia. Skutkuje to na przyktad
kumulowaniem sie btedéw zaokraglen. Od ponad 50 lat prowadzi sie badania w dziedzi-
nie analizy numerycznej, ktérych celem jest m.in. projektowanie stabilnych algorytméw
numerycznych, ktére umozliwiajg kontrole nawarstwienia sie skutkdw ograniczen arytme-
tyki komputerowej w procesie obliczeniowym. Absolwent zaje¢ z informatyki na poziomie
rozszerzonym powinien mie¢ pewne pojecie na temat tych ograniczen i uswiadamiac so-
bie ich przyczyny.

Istniejg tez bardziej podstawowe ograniczenia informatyki — natury logicznej czy algoryt-
micznej. Po pierwsze mamy problemy niealgorytmiczne, czyli problemy decyzyjne, dla
ktérych nie istnieje algorytm, ktéry po skonczonej liczbie krokéw jednoznacznie odpowie
Tak lub Nie dla dowolnych danych wejsciowych. Naukowcy zajmujacy sie matematycznymi
podstawami informatyki nazywaja je nierozstrzygalnymi. Po drugie istnieja catkiem ,pro-
ste” problemy (proste w sfomutowaniu), ktére okazuja sie trudne obliczeniowo - czas ob-
liczenh wymagany dla najlepszych znanych algorytmoéw rozwigzujacych problem okazuje
sie... wiekszy niz wiek Wszechswiata. W czasie trzeciej i czwartej lekcji zagadnienia te zo-
stang zilustrowane konkretnymi przyktadami.

Czas realizacji

4 x 45 minut

Tematy lekcji

1. Arytmetyka komputerowa i jej ograniczenia (2 x 45)
2. Algorytmiczne granice komputyki (2 x 45)
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——— TEMAT: Arytmetyka komputerowa i jej ograniczenia <
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Streszczenie

Jedna z wazniejszych dziedzin informatyki jest analiza numeryczna, ktéra zajmuje sie badaniem algo-
rytmow aproksymujacych z okreslong doktadnoscia rozwigzania réznych problemoéw obliczeniowych,
w szczegolnosci zas poszukiwaniem numerycznie stabilnych algorytméw. Chodzi tu o poszukiwanie
procedur komputerowych gwarantujacych kontrole nad kumulowaniem (nawarstwianiem) sie btedéw
zaokraglen, czyli takich, ktdre dla bliskich sobie danych (maty btad wzgledny) generuja zblizone wyniki
(o0 poréwnywalnym btedzie wzglednym).

Nowoczesne komputery moga wykonywac miliardy dziatan arytmetycznych na sekunde, co pozwala na
rozwigzywanie problemoéw z réznych dziedzin nie tylko z wykorzystaniem metod klasycznych (uzywa-
nych wczesniej do recznych obliczen lub do obliczen przy uzyciu kalkulatoréw), ale i metod innych niz
klasyczne. Maszynowa reprezentacja liczb jest jednak niedokfadna i dlatego nalezy szacowac i kontrolo-
wac btedy, ktére moga pojawic sie w czasie obliczen. Kazdy informatyk powinien rozumie¢ podstawowe
zasady analizy numerycznej, by mie¢ swiadomos¢ potrzeby krytycznego podejscia do wynikéw kompu-
terowych obliczen (oszacowanie btedu metody i bledéw zaokraglen jest nieodtgczng czescig kazdego al-
gorytmu numerycznego). Szkolne lekcje informatyki na poziomie rozszerzonym powinny zawiera¢ wpro-
wadzenie do tej tematyki.

W komentarzu opracowanym przez ekspertéw Ministerstwa Edukacji Narodowej do podstawy programo-
wej przedmiotu matematyka czytamy: ,Dlaczego w podstawie programowej dla gimnazjum i liceum nie

wspomniano o niewymiernosci liczby i liczby V2 7(..). Z punktu widzenia matematyki szkolnej (a takze
inzynierskiej i zastosowan do fizyki) z niewymiernosci tych liczb nic wiasciwie nie wnika. Przeciez wszyst-
kie wielkosci fizyczne sg znane tylko w przyblizeniu, bo sg efektem jakich$ pomiaréw. Komputery tez po-
stuguja sie wytacznie liczbami wymiernymi” (s. 74).

Lekcja ta ma stuzy¢ temu, aby absolwent liceum rozumiat doktadnie, co autor powyzszego komentarza
miat na mysli. Wymagana jest tu znajomos¢ zagadnient z matematyki i informatyki: reprezentacja liczb
w systemie dwojkowym, notacja wyktadnicza oraz btad bezwzgledny i btagd wzgledny.

Podstawa programowa
Etap edukacyjny: IV, przedmiot: informatyka (poziom rozszerzony)

Cele ksztatcenia - wymagania ogédlne

Ill. Rozwigzywanie probleméw i podejmowanie decyzji z wykorzystaniem komputera, z zastosowa-
niem podejscia algorytmicznego.

Tresci nauczania - wymagania szczegéfowe

1.1. Uczen przedstawia sposoby reprezentowania réznych form informacji w komputerze.

5.11. Uczen opisuje podstawowe algorytmy i stosuje algorytmy na liczbach catkowitych, np.: reprezen-
tacja liczb w dowolnym systemie pozycyjnym, w tym w dwdjkowym i szesnastkowym.

,,,,,

Cele operacyjne

Uczen:

- rozumie i potrafi zapisac liczby catkowite, z uzyciem réznych kodéw (naturalny, uzupetnien, z nad-
miarem) i rozumie sens wprowadzania réznych kodéw;

- przedstawia idee zapisu zmiennopozycyjnego liczb utamkowych;
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ma $wiadomos¢ ograniczen arytmetyki komputerowej i wyjasnia je na przyktadach;

postuguje sie narzedziami matematyki w celu wyjasnienia zagadnien arytmetyki komputerowej;
postuguje sie narzedziami do wizualizacji zagadnien arytmetyki komputerowej;

dostrzega znaczenie badan w dziedzinie analizy numerycznej.

Stowa kluczowe

kod dwdjkowy, kod uzupetnieniowy, kod z nadmiarem, nadmiar (przepetnienie), niedomiar, konwersja,
reprezentacja zmiennopozycyjna, cecha, mantysa, bfad zaokraglen, btagd wzgledny przyblizenia, stabil-
nos$¢ numeryczna, analiza numeryczna

Co przygotowaé

® Prezentacja ,Arytmetyka komputerowa”

® Film ukazujacy start bezzatogowej rakiety Ariane 501
(http://www.youtube.com/watch?v=jHc2yKZmI78)

® Kompilator online C++: http://www.compileonline.com/compile_cpp_online.php
oraz kody programow, uzywane w czasie lekgji

Przebieg zajec

Wprowadzenie (5-10 minut)

Na poczatku zaje¢ nauczyciel wyswietla uczniom krétki (trwajacy ok. 2 minut) film (http://www.youtube.
com/watch?v=jHc2yKZmI|78) ukazujacy start bezzatogowej rakiety Ariane 501, zakorczony jej eksplozja
po ok. 40 sekundach lotu. W czasie projekgji i po jej zakonczeniu objasnia, ze start rakiety miat miejsce
4 czerwca 1996 roku i byto owocem ponad 10 lat badan Europejskiej Agencji Kosmicznej (inwestycji
wartej kilka miliardéw dolaréw). W wyniku eksplozji stracone zostaty cztery satelity (ktére rakieta miata
wynies¢ na orbite okotoziemska), przeznaczone do badan ziemskiej magnetosfery.

Na koniec powinien podkresli¢, ze z raportu specjalnej komisji wynikato, ze zrédtem niepomyslinego
ciagu zdarzen, ktére doprowadzity to wybuchu, byta awaria komputera odpowiedzialnego za kontrole
przebiegu startu, spowodowana brakiem zabezpieczen (procedury obstugi tzw. wyjatku) na okolicz-
nos¢ przepetnienia jednego z 16-bitowych rejestrow (komorek pamieci). Doktadniej: nie powiodta sie
konwersja (zamiana) wartosci liczby (wyrazajgcej wartos¢ przyspieszenia poziomego rakiety) z repre-
zentacji zmiennopozycjnej (64-bitowej) na reprezentacje catkowitoliczbowa (16-bitowg ze znakiem) —
konwertowana warto$¢ byta wieksza niz 32 767 i wystapit problem nadmiaru. Dlaczego nie opracowano
procedury obstugi btedu przepetnienia w kodzie oprogramowania (napisanego w jezyku programowa-
nia Ada)? Dlatego, ze wyniki analiz pokazywaty, ze przepetnienie nie ma prawa nastapi¢ — okazato sie,
ze wyniki analiz byty stuszne tylko dla trajektorii lotu starszej rakiety Ariane 4 (nie zaktualizowano tego
elementu oprogramowania).

Nauczyciel informuje, ze lekcja bedzie dotyczy¢ zagadnien arytmetyki komputerowej, w szczegoélnosci
zas konsekwencji ograniczonej mozliwosci reprezentacji liczb w komputerze. Podany na poczatku przy-
ktad miat pokaza¢, ze praktyka obliczeniowa ma wiele wspdlnego z teoria. Inaczej méwiac: projektant
systemu komputerowego nie powinien lekcewazy¢ zagadnien analizy numerycznej...

Zasadnicza czes¢ lekcji pierwszej (30-35 minut)

1. Zasadnicza cze$¢ lekcji powinna rozpoczac¢ sie od przypomnienia zagadnienia reprezentacji liczb
w systemie dwdjkowym (omawianej np. przy okazji tematu ,Cyfrowy zapis informacji”). Nauczyciel
moze poprowadzi¢ ten fragment lekcji w nastepujacy sposéb:

— Pyta uczniéw o najwiekszg liczbe, ktérg mozna zapisaé, uzywajac osmiu bitéw.
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- Prosi wybranego ucznia o zapisanie na tablicy reprezentacji dwéjkowej (binarnej) dwéch liczb: 255
i jednej troche mniejszej, np. 250.

- Prosi innego ucznia o przedstawienie sposobu zamiany (algorytmu) z reprezentacji dziesietnej na
dwdjkowa na przyktadzie liczby, np. 250.

. Nauczyciel stwierdza, ze wszelkie dane (ale i rozkazy procesora!) reprezentowane sa w kompute-

rze za pomoca ciggdéw cyfr 0i 1 (bitéw, czyli cyfr dwojkowych). Podkresla, ze te dwuwartosciowosc¢

realizuje sie fizycznie w rézny sposéb (elektronicznie, optycznie, magnetycznie itd.) — nie to jednak

jest celem lekgji.

Informuje uczniéw o tym, ze w informatyce (np. praktyce programistycznej) méwi sie o 16-towych

(2-bajtowych), 32-bitowych (4-bajtowych) czy 64-bitowych (8-bajtowych) stowach (maszynowych)

i jest to scisle zwigzane z architekturg komputera (dlatego méwimy np. o procesorze 64-bitowym).

W praktyce - np. uzywajac 16-bitowego stowa jesteSmy w stanie zapisac co najwyzej 2'° wartosci (je-

$li przechowujemy informacje o liczbach catkowitych bez znaku, to beda to liczby od 0 do 1+ 2 + 22

+... + 2", czyli 65 536).

Warto podkresli¢, ze informacje na temat wielkosci stow maszynowych majg swoje bezposrednie od-
zwierciedlenie w typach catkowitych zmiennych, ktére deklaruje sie wewnatrz kodu programu. Na
przyktad w jezyku programowania C++ typami podstawowymi dla zmiennych (ktére 32-bitowy pro-
cesor przetwarza najefektywniej) catkowitych sg inti unsigned int (odpowiednio dla liczby ze znakiem
i bez znaku) — w ich przypadku kazda zmienna zajmuje w pamieci komputera cztery bajty (32 bity).

. Nastepnie nauczyciel stwierdza, ze w czasie pierwszej lekcji zaprezentowany zostanie sposéb ma-
szynowej reprezentacji liczb catkowitych (w tym: ujemnych).

Moze rozpocza¢ od wyswietlenia kodu:

#include <iostream>

using namespace std;

int main()
{
int liczba = 2147483647; // =2"31-1
cout << liczba << endl;
liczba = liczba + 1;
cout << liczba << endl;

return O0;

Do kompilacji i uruchomienia programu wystarczy kompilator online, np. http://www.compileonline.
com/compile_cpp_online.php.

Na ekranie pojawia sie dwie liczby (w dwéch wierszach):

2147483647

—2147483648

Efektem dziatania programu jest przekroczenie dozwolonego zakres wartosci dla typu catkowitego
int. | nastepuje nazywane czasem przez programistéw zjawisko ,przewijaniem licznika”.

Nauczyciel podkresla, ze liczby w zmiennej tego typu zapisywane sg w kodzie uzupetnieniowym,
i w konsekwengji liczby 23! - 1 nie da sie powiekszy¢ o 1, gdyz nastepuje przepetnienie (nadmiar).
W zapisie binarnym liczba 01111111111111111111111111111111, powiekszona o 1 daje 1000000000000
0000000000000000000, co interpretowane jest jako najmniejsza liczba ujemna typu int, czyli -2°',
gdyz najbardziej znaczacy bit jest bitem znaku.
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Warto zdublowa¢ w kodzie programu wiersze:

liczba = liczba + 1;

cout << liczba << endl;

aby uczniowie zobaczyli, ze program wyswietli liczbe —23' + 1, czyli -2147483647.

4. W dalszej kolejnosci nauczyciel omawia komputerowa reprezentacje liczb catkowitych (kod uzupet-
nieniowy) i kod z przesunieciem (kod z nadmiarem), postugujac sie odpowiednimi slajdami prezen-
tacji ,Podstawy arytmetyki komputerowej”. Do slajdéw dodane s notatki dla nauczyciela, zawiera-
jace objasnienia i dopowiedzenia.

5. Nastepuje faza ¢wiczen. Uczniowie otrzymujg do rozwigzania nastepujace zadania:

a) Okresl wartosc¢ logiczng zdan dotyczacych kodu uzupetnieniowego do dwéch:

P |F
A. Kod 10011 jest reprezentacja liczby -3. X
B. Reprezentacjg liczby -6 jest 11010. X
C. Liczba przeciwna do liczby, ktérej kod to 00001, jest liczba -1. X
D. Pewna liczba ma kod 10101. Reprezentacjg liczby przeciwnej jest 01011. X

b) Zatézmy, ze komputer przechowuje wartosci liczbowe w kodzie uzupetnieniowym. Jaka najwiek-
szg i jakg najmniejsza liczbe mozna zapisac przy uzyciu reprezentacji 6-bitowej?
(Odp. Odpowiednio: 2° - 1 =31 oraz -2° = -32)
c) Zapisz reprezentacje ponizszych liczb w kodzie z nadmiarem 7:
A. 5
B. -5
C.o
(Odp. Odpowiednio: 1100, 0010, 0111)

Ostatnia faza pierwszej lekcji (5-10 minut)

Ostatnia faza drugiej lekcji moze stuzy¢ wyjasnieniu watpliwosci formutowanych przez uczniéw oraz
prezentacji zadan domowych (zaréwno ich tresci, jak i zasad pracy nad nimi, mozliwosci konsultacji,
harmonogramu, oceniania).

Zasadnicza czes¢ drugiej lekcji (35-40 minut)

1. Nauczyciel omawia reprezentacje zmiennopozycyjna, ktéra pozwala zapisywac w komputerze réw-
niez liczby niecatkowite. Postuguje sie odpowiednimi slajdami prezentacji ,Podstawy arytmetyki
komputerowej”.

2. Nastepuje faza ¢wiczen. Uczniowie otrzymuja do rozwigzania nastepujgce zadania:
a) Okredl liczbe, ktérej reprezentacja binarna zmiennopozycyjna to 10101100, wiedzac, ze na pole
czesci ulamkowej przeznacza sie cztery najmniej znaczace bity. (Odp. -0,875)
b) Zapiszliczbe 2 5/8 w 8-bitowej reprezentacji zmiennopozycyjnej, wiedzac, ze na pole czesci utam-
kowej przeznacza sie cztery najmtodsze bity.
(Odp. 01000101)
¢) Wskaz liczby dodatnie mniejsze od 1, ktére mozna zapisa¢ w formacie 8-bitowym.

Wskazéwka: Najmniejsza z nich w naturalnym kodzie dwoéjkowym ma posta¢: 0,001 (dlaczego?).
Jaki jest kod kolejnej liczby, ktérg mozna doktadnie zapisac?

(Odp. 0,0010001)

<
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d) Wyznacz najwieksza mozliwa liczbe dodatnig, jaka mozna w sposdb doktadny zapisa¢ w 8-bito-
wej reprezentacji zmiennopozycyjnej wiedzac, ze na pole czesci utamkowej przeznacza sie cztery
najmniej znaczace bity.

(Odp. 2% (141/2 + Y+ 1/8 + 1/16) = 16 - 31/16 = 31)
e) Okresl wartos¢ logiczng zdan dotyczacych 8-bitowej notacji zmiennopozycyjnej:

P |F
A. Kod 11001000 jest reprezentacja liczby 3. X
B. Reprezentacja liczby 4 jest 01010000. X
C. Wynik dziatania 7,5 + 0,25 + 0,125 da sie zapisa¢ doktadnie. X
D. Wynik dziatania 7,5 + 0,125 + 0,125 nie da sie zapisa¢ dokfadnie. X

3. Nauczyciel stwierdza, ze brak mozliwosci doktadnej reprezentacji dwdéjkowej, np. liczby 0,1, moze mie¢
powazne konsekwencje. Poleca uczniom skompilowanie uruchomienie nastepujacego programu:

#include <iostream>

using namespace std;

int main()
{
double x;

x = 0;
cout.precision(55);

while(x!= 1.0)
{
x = x + 0.1;
// cout << x << endl;
}

return 0O;

}

Mozna by oczekiwaé¢, ze program zatrzyma sie po wykonaniu 10 iteracji. Jest jednak inaczej — pro-
gram nie zatrzymuje sie. Dlaczego?

Usuniecie komentarza przed cout i ponowne uruchomienie programu pokaze, ze po wykonaniu 10
dodawan nie otrzymamy dokfadnie wartosci 1. W konsekwencji warunek kontynuacji petli x!= 1.0
jest zawsze prawdziwy, bo x nigdy nie bedzie réwne 1.

To znakomita okazja, aby zwrdéci¢ uczniom uwage na to, aby w kodzie programu komputerowego
unika¢ porownywania doktadnych wartosci liczb typu rzeczywistego!

4. Warto, by nauczyciel przywotat autentyczny przyktad - zagadkowe zachowanie amerykanskiego
systemu antyrakietowego Patriot podczas operacji ,Pustynna Burza” podczas wojny z Zatoce Per-
skiej w 1991 roku. Praprzyczyna braku celnosci systemu po kilkudziesieciu godzinach jego bezczyn-
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nosci okazato sie fatszywe przekonanie wojskowych inzynieréw, ze komputer wystarczajgco doktad-
nie wykonuje obliczenia na catkowitych wielokrotnosciach liczby 0,1. Skutki byty tragiczne (wiecej
w zatgczniku).

5. Nauczyciel powinien podkresli¢, ze w przypadku obliczen z dziedziny rachunkowosci, finanséw, eko-

nomii, a w szczegodlnie ksiegowosci, gdzie bilanse muszg sie zgadza¢ co do 0,01 podstawowe;j jed-
nostki monetarnej (albo w przypadku przeliczen walutowych nawet do 0,001 tej jednostki) tylko do-
ktadny rachunek dziesietny moze by¢ akceptowany.
W takich przypadkach nalezy stosowa¢ precyzyjna arytmetyke (np. w przypadku ztotéwek jako jed-
nostke wybra¢ gorsze i wykonywa¢ dziatania na liczbach catkowitych, ktére moga by¢ reprezento-
wane doktadnie lub stosowac specjalne typy rzeczywiste statopozycyjne, dostepne w kompilatorach
jezyka programowania).

Podsumowanie drugiej lekcji (5-10 minut)

Ostatnia faza drugiej lekcji moze stuzy¢ wyjasnieniu watpliwosci formutowanych przez uczniéw oraz
prezentacji zadan domowych (zaréwno ich tresci, jak i zasad pracy nad nimi, mozliwosci konsultacji,
harmonogramu, oceniania).

Zadanie 1
Szukajac rozwigzania ztozonego problemu (fizycznego, chemicznego czy interdyscyplinarnego) zwy-
kle nie znamy doktadnych wartosci niektérych parametréw i uzywajac wartosci przyblizonych, chcemy
otrzymac réwniez w przyblizeniu poprawne wyniki. W praktyce moze sie okazac, ze nawet niewielkie
znieksztatcenie parametréw wejsciowych da w rezultacie ogromng zmiane wyniku.
Przypusémy, ze czescia jakiego$ algorytmu obliczeniowego jest rozwigzanie uktadu réwnan liniowych,
ktérych rozwigzania sa wykorzystywane w dalszych obliczeniach:
ax+by=c
ax+dy=e
Niech wspotczynniki a, b i ¢ maja wartos¢ odpowiednio 2, 7 i 5.
Rozwigz ukfad réwnan dla trzech wersji wspotczynnikdw:

a) d=7,0000ie=5,0000

b) d=6,9999ie=49999

¢) d=7,0001ie=4,9999

Zwro6¢ uwage na to, ze wykonywates$ obliczenia w sposéb doktadny - wyniki obliczen nie zostaty wiec

znieksztatcone przez btedy zaokraglen, ale jest to uwarunkowane samym zadaniem, ktére jest — jesli
tak mozna powiedzie¢ — ,wrazliwe” na dob6ér parametréw d i e.

Odp. a) uktad nieoznaczony, b) (-1, 1) ¢) (6, -1)

Niestabilne zachowanie (np. uktadu rownan liniowych) nazywa sie wrazliwoscig na warunki poczatkowe
lub efektem motyla. Dla przyktadu: Prawidtowe prognozowanie pogody na wiecej niz kilka kolejnych
dni jest niemozliwe ze wzgledu na nieznajomos¢ chwilowych warunkéw pogodowych na tyle dokfad-
nie, aby btad w diugookresowych obliczeniach byt niezauwazalny. W analizie numerycznej moéwi sie
o zle uwarunkowanym zadaniu.

Przyktad ten ma uswiadomi¢ uczniom wage doktadnosci (precyzji) przetwarzanych danych. Gdyby za-
stosowac tu arytmetyke ,trzech cyfr dziesietnych” zamiast ,czterech”, w kazdym z przypadkéw uzyska-
libysmy ten sam wynik — uktad nieoznaczony.

Warto zainteresowa¢ uczniéw tematem ztego uwarunkowania problemu rozwigzywania uktadéw réw-
nan liniowych - niedoktadno$¢ wynikéw nie jest zwigzana z algorytmem rozwigzywania, ale z samym
problemem. Szczegétowe informacje (podane w elementarny sposéb) na ten temat mozna znalez¢ np.
w ksigzce Algorytmy prof. Macieja M. Systy.

Odsytam do moich Algorytméw, tam elementarnie wyjasniono, w czym problem.




10

Zadanie 2

Dane jest réwnie kwadratowe: x* + 200x — 0,000015 = 0.

Zatézmy, ze postugujemy sie arytmetykga dziesietng 10-cyfrowa, czyli wszystkie wyniki posrednie obli-
czen zapisujemy, uzywajac 10 cyfr znaczacych.

Mozemy dokfadnie wyznaczy¢ A = b - 4ac = 200> - 4 * 1 * 0, 000015 = 40 000,00006, ale pierwiastek
z tej liczby musimy zapisa¢ w przyblizeniu: 200,0000001. | dalej obliczamy, korzystajac ze znanych wzo-
réw przyblizone wartosci rozwigzan: —200,00000005 oraz 0,00000005. Okazuje sie, ze bfad wzgledny
przyblizenia drugiego z rozwigzan jest rowny ponad 33%. Natomiast btagd wzgledny przyblizenia pierw-
szego z pierwiastkéw jest znikomy (ok. 25 x 1079%).

a) Wyznacz przyblizona wartos$¢ drugiego z rozwigzan, uzywajac wzoru:
2c

x=— =<
—b—+b* —4ac

Jaki jest btad wzgledny tego przyblizenia?
b) Wyznacz przyblizong wartos¢ drugiego z rozwiazan, uzywajac wzoru Viete'a.
r e 2c
—b—Ab* —4ac '

d) Wykaz, ze metody b) i ¢) s rownowazne.

¢) Uzasadnij wzor

e) Przeanalizuj r6zne metody rozwigzywania réwnania x> — 200x — 0,000015 = 0, przy zatozenie, ze po-
stugujesz sie arytmetyka dziesietng 10-cyfrowa.

d) Szkolny algorytm A okazuje sie algorytmem niestabilnym. Co to znaczy? Poszukaj wyjasnienia przy-
czyn niedoktadnosci wykonywanych przez algorytm obliczen.

Zadanie 3

Wiekszo$¢ obliczent naukowych i technicznych to obliczenia przyblizone, realizowane z uzyciem techniki
komputerowej (wykonywane na liczbach w reprezentacji zmiennoprzecinkowej). Cho¢ to nie cztowiek
wykonuje obliczenia komputerowe, lecz maszyna, to jednak on wybiera metode obliczen i pdzniej ko-
rzysta z wygenerowanych wynikéw. Dlatego powinien mie¢ swiadomos$¢ ograniczen arytmetyki kom-
puterowej i potrafi¢ ocenia¢ wybér metody, tzn. jej wptyw na wyniki obliczen.

Przypusémy, ze czescia jakiegos algorytmu jest wykonanie mnozenia przez stata, ktérej doktadna war-

ﬁ—l}z_

\/§+1

a) Uzasadnij, ze wartos¢ statej moze by¢ zapisana na kilka réwnowaznych sposobow:

to$¢ wynosi L

\/E—l ’ 6 3 2
(\/5+1J ~(W2-1f =B-2v2) =(sv2-7) =99-7042.

b) Napisz program komputerowy (lub zaprojektuj obliczenia w arkuszu kalkulacyjnym), ktéry bedzie
stuzyt do oceny przewidywanych konsekwencji wyboru ré6znych metod obliczer wartosci statej.

W obliczeniach zastap V2 kolejnymi przyblizeniami: 1,4, 1,41, 1,414 itd.
Wyniki obliczen zapisz w tabeli podobnej do ukazanej na nastepnej stronie:
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2 [ﬁ:} W2-1f | G-2v2) | (sv2-7] | 99-70v2
1,4
1,41
1,414

c) Okresl btedy wzgledne wynikéw otrzymanych w pkt.
d) Poréwnaj je z btedami stosowanych przyblizer liczby /2 .
e) Poszukaj wyjasnienia przyczyn tak duzych btedéw (zwilaszcza dla ostatniego ze wzoréw).

Zadanie 4

Projektowanie metody komputerowego rozwigzania problemu naukowego wymaga wykonania do-
ktadnych badan, ktérych celem jest zapewnienie maksymalnej doktadnosci. Pocigga to za sobg analize
réznego rodzaju btedéw, ktdre moga powstaé w wyniku zastosowania danej metody obliczen.

Celem ilustracji tego zagadnienia postuzmy sie przyktadem zaokraglania liczby przez dodanie 1, gdy
ostatnig cyfra rozwiniecia dziesietnego jest 5. Mamy na przykfad: 13,425 = 13,43, czy 1,475 =1,48. Wy-
obrazmy sobie, ze dodajemy wiele liczb, zaokraglanych w ten sposéb. Skutkuje to narastaniem niedo-
ktadnosci sumy (efekt kumulowania sie btedéw zaokraglen).

Okazuje sie, ze istnieje lepsza metoda zaokraglania liczb, ktérych ostatnig cyfrg rozwiniecia dziesiet-
nego jest 5. Jaka to metoda?

a) Poréwnaj obie metody, dokonujac sumowania losowo wybranych liczb. Stwoérz odpowiedni program
komputerowy lub zaprojektuj obliczenia w arkuszu kalkulacyjnym. Jako dane wejsciowe mozesz wy-
korzystac liczby z tabeli liczb losowych.

b) Przypusémy, ze wptacamy 1000 zt na lokate bankowga o oprocentowaniu 5% w skali roku, przy czym
odsetki naliczane sa codziennie (przyjmijmy w przyblizeniu, ze rok ma 360 dni). Zat6zmy, ze bank
przechowuje warto$¢ naszego kapitatu w postaci liczby catkowitej wyrazonej w groszach. Kazdego
dnia stan konta jest mnozony przez (1 + 0,05/360) i sprowadzany do najblizszego grosza.

® Sprawdz, jaki bedzie efekt w zaleznosci od stosowanego sposobu zaokraglania. Stwérz odpo-
wiedni program komputerowy lub zaprojektuj obliczenia w arkuszu kalkulacyjnym.

® Dowiedz sie, w jaki sposéb banki wykonujg obliczenia dotyczace rachunkéw oszczednosciowych.
Odp. Lepiej bytoby dodawac 1 tylko w potowie (jesli to mozliwe) przypadkéw, gdyz wtedy btedy
beda sie wzajemnie redukowa¢. Mozna to zrealizowac¢ w taki sposéb, zeby dodawac 1 tylko do
liczb nieparzystych, parzyste pozostawiajac bez zmiany.

Zadanie 5

Zamiana liczby mniejszej niz 1 z notacji dziesietnej na binarng zwigzana jest z mnozeniem przez 2: naj-
pierw samej liczby, a w kolejnych krokach utamkowej czesci wczesniej uzyskanego iloczynu. Cyfra znaj-
dujaca sie na lewo od przecinka w iloczynie jest réwna 0 lub 1 i wchodzi w skfad reprezentacji binarnej,
poczawszy od najbardziej znaczacego bitu.

(/\
Q
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Przyktad:

03x2=0,6
06x2=1,2
02x2=04
04x2=0,8
08x2=16itd.

Stad 0,3 = 0,01001010012
a) Wyznacz 16 cyfr rozwiniecia binarnego liczby 0,1.
b) Niech F< 1.
Woéwczas F=a x 27" + b x 272 + ¢ X 27 +... gdzie wspoditczynniki g, b, c... sg rowne 0 lub 1.
Co otrzymamy, jesli pomnozymy powyzszg rownosc¢ przez 2?7
Korzystajac z tego spostrzezenia, uzasadnij poprawnos¢ ww. algorytmu zamiany notagji.

o) Wykaz, ze utamek 0,1 jest sumg wyrazéw nieskoriczonego ciggu o wyrazie a, = 1/2%* + 1/2%*, tzn.
01=(1/2+1/2%) + (1/28 + 1/2°) + (1/2" + 1/2P) +...

Zadanie 6

Postawmy problem obliczenia sumy odwrotnosci wszystkich liczb naturalnych, czyli szeregu 1 + %2 +

1/3 + V4 +...,, zZwanego szeregiem harmonicznym.

Intuicja podparta wyliczeniem kilku jego poczatkowych sum czesciowych sugeruje, ze wielkos¢ ta jest

skoriczona, a nawet niezbyt duza. Czy zatem rzeczywiscie szereg zwany szeregiem harmonicznym jest

Zbiezny?

a) Napisz program w jezyku programowania (lub zaprojektuj obliczenia w arkuszu kalkulacyjnym), ktéry
pokaze kolejno wartosci sum czesciowych: 1+ %, 1+ %+ 1/3,1 + Y2+ 1/3 + Y4 itd. Od ktérego mo-
mentu te sumy nie zmieniaja sie? Dlaczego?

b) Mozna udowodni¢, ze szereg harmoniczny jest rozbiezny do nieskoriczonosci. Znajdz elementarny
dowdd i zapisz kolejne kroki dowodu na slajdach prezentaciji.

Zadanie 7

Wyobraz sobie, ze doszto do powaznego wypadku, spowodowanego awarig systemu komputerowego
w szpitalu. Okazato sie, ze przyczyna byta kumulacja btedéw zaokraglen. Sformutuj odpowiedzi na po-
nizsze pytania:

Kto (jesli ktokolwiek) jest odpowiedzialny za wypadek? Projektant sprzetu? Projektant oprogramowa-
nia? Programista, ktéry napisat okreslony fragment programu? Osoba, ktéra podjeta decyzje o zakupie
sprzetu? A jesli oprogramowanie zostato poprawione przez firme, ktéra je pierwotnie opracowata, ale
uaktualnienie nie zostato nabyte i wprowadzone w tym krytycznym przypadku?

Ocenianie
Nauczyciel moze oceniac osiggniecia uczniéw na podstawie obserwacji ich pracy i zaangazowania na lek-

¢ji oraz na podstawie prac przygotowanych w ramach zadania domowego.

Informacje o materiatach zrédtowych

Nauczycieli zainteresowanych pogtebieniem tematu odsytam do zrédet wykorzystywanych podczas pi-
sania scenariusza:

1. M.M. Systo, Algorytmy, WSiP 1997 (i wiele pdzniejszych wydan).

2. J.G. Brookshear, Informatyka w ogdlnym zarysie, WNT 2003.

3. J. Nievergelt i in., Informatyczne rozwiqzywanie zadari matematycznych, WNT 1978.
4. W. Gasowski, M. Kopyt, Komputer. Jaki jest, kazdy zrozumie¢ moze, WNT 1990.
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5. W. Stallings, Organizacja i architektura systemu komputerowego, WNT 2000.
6. M.Kubale, tagodne wprowadzenie do analizy algorytméw, Wydawnictwo Politechniki Gdarnskiej 2004
7. A.Walat, Zarys dydaktyki informatyki, OEKiZK 2006

Zatacznik

+Przenie$my sie odrobine w czasie i przestrzeni, do potozonej w Arabii Saudyjskiej miejscowosci Dah-
ran. Podczas wojny w Zatoce Perskiej stacjonujace tam odziaty Stanéw Zjednoczonych wykorzysty-
waty rakiety patriot do namierzania i zestrzeliwania wrogich pociskéw, zanim zniszcza one wazne
obiekty naziemne.

25 lutego 1991 roku systemy obronne zawiodty — iracka rakieta typu scud trafita w baraki armii ame-
rykanskiej zabijajac 28 zotnierzy i ranigc dalsze 100 oséb. Okazato sig, ze wine za te katastrofe pono-
sza btedy arytmetyki komputerowej. Ot6z po uruchomieniu wewnetrzny zegar baterii rakiet patriot
zaczynat odlicza¢ czas mierzony w dziesiatych czesciach sekundy, ale przechowywany jako liczba
catkowita (np. 32, 33 dziesietne sekundy od uruchomienia). Jednak do obliczenia przyspieszenia oraz
potozenia Sledzonej rakiety potrzebny byt czas wyrazony wielkoscia rzeczywista. Zatem liczba catko-
wita podawana przez zegar systemowy byta mnozona przez 1/10 i przechowywana w 24-bitowym
rejestrze juz jako wartos¢ rzeczywista. Pamietamy jednak, ze rozwiniecie dwéjkowe 1/10 jest nieskon-
czone. Kazdorazowe obciecie go do 24 bitéw (24 miejsc po przecinku w rozwinieciu dwéjkowym) po-
wodowato btad réwny ok. 0,000 000 095 w zapisie dziesietnym. Nie jest to duzo, jednak ten niewielki
btad nawarstwiajac sie przez np. 100 godzin dziatania urzadzenia robit sie juz znaczacy: 0,000 000 095
-100-60-60- 10 =0,342.

Rakieta scud poruszajaca sie z predkoscia 1676 m/s moze pokona¢ w tym czasie ponad pét kilometra,
co na ogdt wystarczy do tego, by znalazta sie poza zasiegiem baterii patriotow”.

tukasz Bodzon, Biqdzi¢ rzeczq nie tylko ludzkq... czyli arytmetyka z komputera, ,Matematyka — spofte-
czenstwo — nauczanie”, nr 38/2005, s. 39.
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— LEKCJANR 2

A

——— TEMAT: Algorytmiczne granice informatyki

Streszczenie

Postep technologiczny zdaje sie sugerowac, ze mozliwosci techniki komputerowej sg nieograniczone.
Ogromna liczba dziedzin, w ktérych komputery znalazty swoje zastosowanie, wzmaga jeszcze to wraze-
nie. Entuzjasci sg przekonani, ze jesli nawet dzisiaj cos$ jest poza zasiegiem maszyn cyfrowych, to na pewno
da sie te granice przekroczy¢ w nieodlegtej przysztosci. Tymczasem okazuje sie, ze w wielu przypadkach
granice mozliwosci informatyki tkwig nie w ograniczeniach technologicznych, ale w samej naturze roz-
wazanych probleméw!

Wspodtczesna matematyka i informatyka zna wiele takich zagadnien. Jednym z nich jest tzw. dziesigty
problem Hilberta. W roku 1900 ten wielki matematyk niemiecki — David Hilbert — postawit nastepujacy
problem: czy istnieje algorytm umozliwiajacy dla kazdego réwnania diofantycznego, czyli wielomianu
wielu zmiennych o wspoétczynnikach catkowitych, rozstrzygniecie, czy ma ono rozwiagzanie w liczbach
catkowitych? Na przyktad wielomian x> + 1 = 0 takich pierwiastkéw nie ma, natomiast dla wielomianu
2x% + y? - 2 = 0 jedynymi rozwigzaniami sg pary liczb (-1,0) i (1,0). Z kolei réwnanie x> + y? - 22 = 0 ma nie-
skonczenie wiele rozwigzan. Pytanie to czekato az 70 lat na odkrycie odpowiedzi — nie da sie napisa¢ pro-
gramu, ktéry by rozwigzat do zagadnienie dla dowolnego réwnania.

Istnieje wiele praktycznych problemdw, dla ktérych znane sa metody rozwigzania, ale okazuja sie, ze algo-
rytmy sg na tyle czasochtonne, ze nie moga by¢ stosowane w praktyce. Problemy te wymagaja bowiem
stosowania algorytmoéw o wyktadniczej ztozonosci obliczeniowej, co w przypadku juz srednio duzych
rozmiaréw danych oznacza czas obliczet poréwnywalny z wiekiem Wszechswiata...

Klasycznym przyktadem takiego trudnego obliczeniowo problemu jest tzw. problem komiwojazera: Na-
lezy wyznaczyc trase, po jakiej powinien poruszac sie wedrowny sprzedawca tak, by odwiedzit wszystkie
zadane miejscowosci, a taczna dtugos¢ drogi, ktéra pokona byta najmniejsza. Znaczenie praktyczne tego
zagadnienia jest ogromne. Umiejetno$¢ jego rozwigzywania (w praktyce metodami przyblizonymi) jest
wazna dla wielu zadan zwigzanych z transportem, a nawet w przypadku planowania ruchu robota prze-
mystowego, wiercgcego otwory w pewnym elemencie...

Z innym tego typu zadaniem, dla ktérego nie sg znane efektywne metody rozwiagzania, spotykamy sie
co roku w kazdej szkole, gdzie wktada sie wiele wysitku w utozenie planu zaje¢. W duzej szkole nierzadko
pojawia sie pytanie: czy optymalnie wykorzystujemy czas uczniéw i nauczycieli?

Podstawa programowa
Etap edukacyjny: IV, przedmiot: informatyka (poziom rozszerzony)

Cele ksztatcenia - wymagania ogélne

lll. Rozwigzywanie problemoéw i podejmowanie decyzji z wykorzystaniem komputera, z zastosowa-
niem podejscia algorytmicznego.

Tresci nauczania - wymagania szczegétowe

5.1. Uczen analizuje, modeluje i rozwigzuje sytuacje problemowe z ré6znych dziedzin;

5.2. Uczen stosuje podejscie algorytmiczne do rozwigzywania problemu;

5.10. Uczen stosuje podejscie zachtanne w rozwigzywaniu probleméw;

5.16. Uczen opisuje whasnosci algorytmdw na podstawie ich analizy;

5.21. Uczen przeprowadza komputerowq realizacje algorytmu i rozwigzania problemu.
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Cele operacyjne
Uczen:
- podaje przyktady probleméw niealgorytmicznych (nierozstrzygalnych) i probleméw trudnych ob-
liczeniowo;

- ma Swiadomos¢ ograniczen informatyki, ktére maja zrédto w samej naturze probleméw;

- wyjasnia na przyktadach, czym jest wyktadnicza ztozono$¢ obliczeniowa;

- rozumie koniecznos¢ stosowania metod przyblizonych w praktycznych zastosowaniach;

- dostrzega znaczenie badan w dziedzinie analizy ztozonosci algorytmoéw.

Stowa kluczowe

problem trudny obliczeniowo, problem nierozstrzygalny, algorytm zachtanny, cykl Hamiltona, problem
komiwojazera, minimalne drzewo rozpinajace w grafie, algorytm przyblizony (aproksymacyjny)

Przebieg zajec

Wprowadzenie do pierwszej lekcji (10-15 minut)

Na poczatku zajec¢ nauczyciel formutuje cztery problemy, ktére beda analizowane przez uczniéw pod-

czas pierwszej lekcji. Nie ma koniecznosci, by wszyscy zajmowali sie tymi sami zagadnieniami réwnole-

gle — uczniowie powinni pracowac w parach (tréjkach) i mie¢ ograniczong mozliwos¢ wyboru problemu,
ktérym beda sie zajmowac jako pierwszym. Kazda para ucznidéw powinna zajmowac sie w czasie lekgji

dwoma zadaniami: 1 lub 2 oraz 3 lub 4.

W czasie tej lekcji wazne jest, aby uczniowie nie szukali odpowiedzi w Internecie. Zainteresowani beda

mogli pogtebi¢ zrozumienie tematu poprzez lekture internetowych zasobéw w domu.

1. Nauczyciel przedstawia drugi z problemoéw (odmiane problemu plecakowego, zwang problemem
sumy podzbioru), formutujac go w nastepujacy sposéb: ,Nalezy wybrac z listy 191 691 573 337 365
730 651 493 177 354 takie liczby, aby ich suma byta rowna 2063".

Aby upewnic sig, ze uczniowie whasciwie rozumiejg tres¢ zadania, nauczyciel moze wspdlnie z uczniami
rozwigzac problem dla zbioru: 1,4, 5, 2, 3,6, 7 i sumy 16.

2. Nauczyciel przedstawia uczniom schemat blokowy algorytmu wyznaczania kolejnych wyrazéw ciggu

Collatza, jesli mamy dany wyraz poczatkowy N:

15
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( START )
i
Podaj N ;

TAK Czy N
parzyste?

 J \J
N :=N/2 N:=3"N+1

v
/ Wypisz N /

TAK NIE

Y

( stoP )

(Nie ma potrzeby, aby nauczyciel od razu informowat uczniéw o nazwie zagadnienia).

Nastepnie wspdlnie z uczniami sprawdza dziatanie algorytmu np. dla N = 11 — otrzymany ciag to: 11, 34,

17,52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8,4, 2, 1.

3. Trzeciz probleméw to tzw. gra ikosjanska, czyli tamigtéwka spopularyzowana w potowie XIX w. przez
W. Hamiltona. Oto stowa, jakich moze uzy¢ nauczyciel podczas prezentacji problemu: ,Na rysunku
przedstawiony jest rzut dwunastoscianu foremnego na ptaszczyzne. Nalezy wyjs¢ od pewnego wierz-
choftka, przejs¢ przez pozostate, odwiedzajac kazdy tylko raz, i wréci¢ do poczatkowego wierzchotka”.
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4. Ostatni problem, znany w informatyce pod nazwa problemu minimalnego (najkréotszego) drzewa
rozpinajacego, nauczyciel formutuje w ten sposob: ,Rysunek przedstawia sie¢ drég powiatowych
i miasta. Przy kazdej z drég jest podany szacowany koszt jej odsniezania (w tysigcach ztotych). Sta-
rosta, w celu oszczednosci, polecit odsniezac tylko niektére z nich. Okreslit przy tym dwa warunki:
- z kazdej miejscowosci do kazdej innej bedzie mozna dojechac¢ (niekoniecznie najkrétsza droga),
koszt odsniezania bedzie jak najmniejszy.
Ktore drogi powinny by¢ odsniezane? Jako odpowiedz podaj taczny koszt odsniezania”.

Zasadnicza czesc¢ pierwszej lekcji (30-35 minut)

1. Jesli uczniowie pracujacy nad pierwszym zadaniem nie beda mie¢ wyjatkowego szczescia, to prze-
konaja sie, ze zadanie jest czasochtonne.

2. Zadanie ucznidw zajmujacych sie drugim problemem polega na przeanalizowaniu algorytmu. Po-
winni sprawdzi¢ dziatanie programu dla mozliwie duzej liczby wartosci poczatkowych N, aby zaob-
serwowac zjawisko ,wpadania” ciggu w cykl 4, 2, 1 i sformutowac hipoteze, nazywanga hipoteza Col-
latza (Ulama), ktéra mozna sformutowac tak: ,Niezaleznie od jakiej liczby zaczniemy, w koricu i tak
dojdziemy do liczby 1,

3. Zadanie trzecie ma 30 rozwigzan, wiec przy odrobinie cierpliwosci uczniowie moga znalez¢ przy-
najmniej jedno z nich. Nauczyciel moze nieco utrudni¢ zadanie, wskazujac uczniom poczatkowsa se-
kwencje kilku wierzchotkéw i polecajac dokoriczenie przejscia.

4. Nauczyciel powinien upewnic sie, ze uczniowie poprawnie zrozumieli tre§¢ czwartego zadania. Od-
powiedz do zadania to 25. Uczniowie nie powinni mie¢ wiekszego problemu ze znalezieniem roz-
wigzania — powinni odkry¢, ze skuteczne jest postepowanie zachtanne...

Druga lekcja

Druga lekcja to podsumowanie pracy. Przedstawiciele poszczegdlnych grup powinni zaprezentowa¢ po-
zostatym uczniom efekty pracy, a nauczyciel je skomentowac. Ponizej znajduja sie informacje, ktére na-
uczyciel moze w sposdb tworczy wykorzystaé w czasie lekgji.

1. Pierwszy z probleméw, zwany problemem sumy podzbioru (ang. subset-sum problem) nalezy do
klasy probleméw trudnych obliczeniowo (NP-trudnych). To znaczy, ze nie znamy algorytmu o wie-
lomianowej ztozonosci obliczeniowej. Algorytm naiwny polega na sprawdzaniu wszystkich mozli-
wych kombinacji az do znalezienia rozwigzania. Jesli w zestawie liczb jest do wyboru n wartosci, to
do sprawdzenia mamy 2" r6znych kombinacji. Dwukrotne zwiekszenie rozmiaru danych oznacza wy-
ktadnicze wydtuzenie czasu potrzebnego do wykonania obliczen. Mamy bowiem 22": 2" = 2" 1, co
oznacza, ze jesli zamiast 10 wartosci do sprawdzenia mamy ich 20, to czas dziatania algorytmu jest
2'% (=1000) razy dtuzszy.

Efektywnos¢ rozwigzania mozna nieznacznie poprawic, stosujac metode dziel i zwyciezaj. W tym celu
nalezy w jednym wierszu zapisa¢ wszystkie mozliwe sumy dla podzbioru, sktadajacego sie z potowy
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elementow (jesli jest ich parzysta liczba), a w drugim wierszu wszystkie sumy dla podzbioru, sktada-
jacego sie z reszty elementéw. Nastepnie trzeba sprawdzi¢, czy jakakolwiek suma dwoch liczb z r6z-
nych wierszy jest rowna liczbie, o ktérej jest mowa w zadaniu (najszybciej mozna to zrobic, jesli liczby
w obu wierszach sg uporzadkowane).

S3 znane inne metody rozwigzania zadania (oparte na technice programowania dynamicznego),
o tzw. ztozonosci pseudowielomianowej, ktérych nie mozna stosowac w praktyce ze wzgledu naich
ztozonos¢ pamieciowg (wymagania pamieci).

Problem nalezy do tzw. zadan NP-zupetnych. Majg one zdumiewajaca wtasnos¢, ze gdyby do ktérego-
kolwiek z nich udato sie znalez¢ efektywny algorytm, to na jego podstawie mozna by skonstruowac
efektywne algorytmy dla wszystkich zagadnien klasy NP. Do grupy probleméw NP-zupetnych nalezg
tez m.in.: problem komiwojazera, tworzenia harmonograméw (np. ukfadania planu lekgji) oraz naste-
pujace: sprawdzi¢, czy dang mape mozna pokolorowac trzema kolorami w taki sposéb, aby kazde dwa
obszary majace wspdlna granice byty odmiennego koloru. Do tej grupy nie nalezy prawdopodobnie
np. problem faktoryzacji (rozktadu liczby na czynniki pierwsze), ktéry jest podstawg bezpieczenstwa
systemu kryptograficznego RSA.

. Algorytm przedstawiony w postaci schematu blokowego, to algorytm obliczajacy kolejne liczby

ciggu Collatza dla zadanej liczby naturalnej (pierwszego wyrazu ciggu). Problem Collatza jest praw-
dopodobnie nierozstrzygalny, tzn. przypuszczalnie nie istnieje algorytm pozwalajacy rozstrzygnac
hipoteze. Nie wiadomo wiec, czy istnieje kontrprzykfad, czyli taka liczba (dana poczatkowa), dla kt6-
rej algorytm nigdy sie nie zatrzyma.

W teorii obliczen, ktéra zajmuje sie logicznymi podstawami algorytmiki, o programie realizujgcym
dany algorytm, ktéry zatrzymuje sie dla wszystkich mozliwych danych méwi sie, ze ma wiasnos¢
stopu. W przypadku problemu Collatza pytanie o wtasnos¢ stopu tego programu pozostaje otwarte.

Mozna udowodnic sig, ze problem stopu jest nierozstrzygalny, to znaczy, ze nie istnieje uniwersalny
algorytm rozstrzygajacy problem stopu dla dowolnego algorytmu (zatozenie o istnieniu takiego al-
gorytmu prowadzi do sprzecznosci). Istnienie problemow, ktérych maszyna cyfrowa nie jest w stanie
rozwigzac za pomoca zadnego algorytmu, udowodnit w roku 1937 Alan Turing, ktéry powszechnie
uznawany jest za ojca wspotczesnej informatyki.

Jak krétko mozna podsumowac ten przyktad? Na przyktad stowami: Algorytm rozwigzywania danego
problemu mozna uznac za samo rozwigzanie — wydaje sig, ze jesli mamy algorytm, to wystarczy uru-
chomic¢ realizujacy go program i poczeka¢ na rozwigzanie... Jak dtugo nalezy czeka¢? Wydaje sie, ze
czasami nieskonczenie dtugo...

. Trzecia famigtéwka ilustruje szczeg6lny przypadek problemu cyklu Hamiltona, ktéry rozwazany jest

w teorii graféw: Czy mozna znalez¢ $ciezke startujgca z pewnego wierzchotka, ktéra przechodzi po
krawedziach i odwiedza kazdy wierzchotek doktadnie raz i wraca do punktu poczatkowego?

Niektére grafy zawierajg taki cykl (np. graf dwunastoscianu foremnego), a inne nie. Nie jest znany za-
den efektywny algorytm, ktéry dla dowolnego grafu pozwolitby rozstrzygna¢, czy istnieje w nim cykl
Hamiltona czy nie. Problem cyklu Hamiltona nalezy do probleméw NP-zupetnych.

W typowych sytuacjach modelowania (np. organizacji wycieczek, odbioru i dostaw towardw, taricu-
chéw zaopatrzenia itp.) mamy do czynienia nie tylko z samym grafem (jak dla cyklu Hamiltona), ale
takze z wartosciami przypisanymi jego krawedziom (koszt podrézy, jej czas, odlegtos¢ itp.), a zatem
szukamy w grafie nie tylko cyklu, ale chcemy jednoczesnie zminimalizowa¢ pewne parametry - koszt,
czas albo odlegtosc¢. Tego rodzaju problem okresla sie zwykle problemem komiwojazera, czyli we-
drownego sprzedawcy, ktéry chce ukonczy¢ podréz, przebywszy jak najkrétsza trase. Algorytm po-
legajacy na systematycznym sprawdzaniu wszystkich dostepnych rozwigzan jest wyktadniczy, ponie-
waz liczba mozliwych drég rosnie z liczba miast jak n! W praktyce stosuje sie algorytmy przyblizone
(aproksymacyjne) — gdy zgodzimy sie na to, aby droga byta nie wiecej niz o 50% wieksza od optymal-
nej, to problem da sie rozwigzac¢ algorytmem o ztozonosci wielomianowe;j.

. Problem wyznaczania najkrétszego drzewa rozpinajacego wystepuje w wielu sytuacjach praktycz-

nych (np. poszukiwanie pofaczenia zbioru terminali za pomoca najkrétszej sieci kablowej). Istniejg
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efektywne algorytmy rozwigzujace ten problem, to znaczy pozwalajace uzyska¢ drzewo rozpinajace
graf (a wiec taki podgraf bez cykli wyjsciowego grafu, zawierajacy wszystkie jego wierzchotki) o mi-
nimalnej sumie wag krawedzi. Nalezg one do grupy algorytméw zachfannych. Jednym z nich jest al-
gorytm zaproponowany w roku 1956 przez Josepha Kruskala: na poczatku porzadkujemy krawedzie
grafu wzgledem rosnacych wag, a w nastepnych krokach dodajemy kolejne krawedzie z listy, jesli nie
tworza cyklu z krawedziami juz dodanymi.

Korzystajac z minimalnych drzew rozpinajacych mozna konstruowac algorytmy aproksymacyjne dla
problemu komiwojazera.

Zadanie 8

W informatyce teoretycznej badanie problemoéw nierozstrzygalnych ma niebagatelne znaczenie. Sa to
zwykle zagadnienia mocno teoretyczne, przez co nietatwo dostrzec istote rzeczy. David Harel w ksigzce
Algorytmika. Rzecz o istocie informatyki zagadnienie to wprowadza, uzywajac dos¢ prostego przyktadu...
klockéw.

Przypusémy, ze mamy skonczong liczbe rodzajow kwadratowych klockéw (na przykfad trzy rodzaje),
ktore majg pokolorowane ¢wiartki (jak na rysunku) — klockéw kazdego rodzaju jest w zestawie nie-
skoniczenie wiele. Czy majac tylko takie klocki, mozna nimi pokry¢ cata ptaszczyzne (w sposdb przed-
stawiony na rysunku)?

Korzystajac z edytora grafiki wektorowej, stworz inny przyktad mozajki.
Uwaga: Zaktadamy, ze klocki maja stata orientacje i nie mozna ich obracac.

Zadanie 9

Algorytmy aproksymacyjne (przyblizone) sa aktywnie badane, poniewaz sg jednym ze sposobéw efek-
tywnego rozwiazywania trudnych probleméw, ktérych nie potrafimy efektywnie doktadnie rozwigzad.
W przypadku problemu komiwojazera algorytm polegajacy na systematycznym sprawdzaniu wszyst-
kich dostepnych rozwiazan jest wyktadniczy, poniewaz liczba mozliwych drég rosnie z liczbg miast jak n!
W praktyce stosuje sie algorytmy przyblizone — gdy zgodzimy sie na to, aby droga byta nie wiecej niz dwu-
krotnie wieksza od optymalnej, to problem da sie rozwigza¢ algorytmem o ztozonosci wielomianowe;j.
a) Obejrzyj animacje ,Komiwojazer”, ktéra przedstawia na przyktadzie szczegétowo szybki (wielomia-

nowy) algorytm 2-aproksymacyjny dla problemu komiwojazera (w wersji metrycznej, czyli na ptasz-

czyznie), ktory posiada nastepujaca wlasnosé: koszt znalezionej trasy jest nie wiekszy niz dwukrotny

koszt minimalnego drzewa rozpinajacego i mniejszy niz dwukrotny koszt najtariszego cyklu Hamiltona.

b) Znajdzinng trase dla grafu, przedstawionego na animacji, korzystajac z innego drzewa rozpinajacego.
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Ocenianie

Nauczyciel moze oceniac osiggniecia uczniéw na podstawie obserwacji ich pracy i zaangazowania na lek-
¢ji oraz na podstawie prac przygotowanych w ramach zadania domowego.

Dostepne pliki

' 1. Prezentacja
k I 2. Animacja
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3. Zadania 1-9
4, Test

Informacje o materiatach zrédtowych

Nauczycieli zainteresowanych pogtebieniem tematu odsytam do zrédet wykorzystywanych podczas pi-
sania scenariusza:

—_

. M.M. Systo, Algorytmy, Warszawa 1997 (i wiele pézniejszych wydan).

. J.G. Brookshear, Informatyka w ogélnym zarysie, Warszawa 2003.

. D. Harel, Algorytmika. Rzecz o istocie algorytmiki, Warszawa 1998 (i nastepne).
. M. Kubale, tagodne wprowadzenie do analizy algorytméw, Gdarnsk 2004.

. A.Niewiarowska, Komiwojazer, ,Delta” nr 2/2008.
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