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SCENARIUSZ TEMATYCZNY
METODY PROJEKTOWANIA ALGORYTMOW

OPRACOWANY W RAMACH PROJEKTU:
INFORMATYKA - MOJ SPOSOB NA POZNANIE | OPISANIE SWIATA.
PROGRAM NAUCZANIA INFORMATYKI
Z ELEMENTAMI PRZEDMIOTOW MATEMATYCZNO-PRZYRODNICZYCH

Streszczenie

Wsréd wymagan szczegétowych podstawy programowej wymienione sg konkretne algo-
rytmy, z ktérymi uczniowie powinni zapoznac sie w czasie zajec z informatyki rozszerzo-
nej. Nalezy podkredli¢, ze zaznajomienie sie z pewnym zasobem algorytmow nie jest ce-
lem samym w sobie — o wiele wiekszg warto$¢ edukacyjna ma poznanie przy okazji technik
algorytmicznych, ktére znalazty zastosowanie przy projektowaniu algorytmu, rozwigzuja-
cego taki czy inny problem. Jak podkreslaja autorzy jednego z poradnikéw metodycznych:
,Problemy i algorytmy, bedace przedmiotem zaje¢, stuzg ilustracji podstawowych technik
rozwigzywania probleméw, ktére moga zostac¢ zastosowane w wielu innych sytuacjach
problemowych” [Informatyka. Ksztatcenie w zakresie rozszerzonym, (red.) M.M. Systo, WSiP,
Warszawa 2004, s. 71].

Co to jest technika algorytmiczna? Autorzy wspomnianej ksigzki definiuja jg w nastepu-
jacy sposob: ,To ogdlne podejscie do rozwigzywania problemoéw, ktére dopiero w algo-
rytmie ma swoj precyzyjny zapis. Jako technike algorytmiczng wyrézniamy te metody roz-
wigzywania, ktore (...) maja szersze zastosowanie, niz rozwigzanie jednego konkretnego
problemu”. | dalej wymieniajg pie¢ najwazniejszych — zdaniem autoréw - technik (metod)
algorytmicznych, jakie informatycy-naukowcy wypracowali w ciggu kilkudziesieciu lat roz-
woju algorytmiki: 1. Poszukiwanie i wybor elementéw, 2. Iteracja i rekurencja, 3. Podejscie
,dziel i zwyciezaj", 4. Metoda zachfanna oraz 5. Programowanie dynamiczne.

W nowej podstawie programowej explicite jest mowa o technikach algorytmicznych w na-
stepujacych wymaganiach szczegétowych: 5.5 Uczen postuguje sie podstawowymi techni-
kami algorytmicznymi, 5.8 Uczen postuguje sie metoda ,dziel i zwyciezaj” w rozwigzywa-
niu problemow, 5.9 Uczen stosuje rekurencje w prostych sytuacjach problemowych oraz
5.10 Uczen stosuje podejscie zachtanne w rozwigzywaniu problemow.

W ciggu ostatnich kilkunastu lat w wyniku prowadzonych badan naukowych i dyskusji do-
pracowana zostata bardziej kompletna systematyka (klasyfikacja) technik projektowania
algorytméw (por. A. Levitin, Introduction to the Design & Analysis of Algorithms, 3™ edition,
Pearson 2012). Dokonano przede wszystkim pogrupowania wczeséniej juz znanych technik
w zaleznosci od poziomu ich ogdélnosci (uniwersalnosci). Podejsciu ,sitowemu” (ang. brute
force), czyli prostolinijnej technice rozwigzywania probleméw polegajacej na wielokrot-
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nym powtarzaniu prostej procedury (np. bezposrednim sprawdzaniu wszystkich mozli-
wosci z okreslonego zbioru), dano prawo bytu w tej klasyfikacji (dostrzegajac wartos¢ dy-
daktyczng). Wyodrebniono tez i scharakteryzowano inne techniki, co pozwolito w nowej
perspektywie spojrze¢ na wiele algorytmow, ktére do tej pory wymykaty sie probie klasy-
fikacji pod tym wzgledem.

Techniki bardziej uniwersalne Techniki mniej uniwersalne
podejscie ,sitowe” (ang. brute force approach) metoda zachfanna

zmniejsz i zwyciezaj programowanie dynamiczne

dziel i zwyciezaj przeszukiwanie z nawrotami

przeksztat¢ i zwyciezaj metoda podziatu i ograniczen

Co byto podstawa uznania techniki za uniwersalng? Duze znaczenie miato bardzo konkretne
kryterium: jej obecno$¢ w projektach istniejgcych algorytméw sortowania i porzadkowania.

Wydaje sie, ze zapoznanie sie z wynikami najnowszych badan w dziedzinie metod projek-
towania algorytmow komputerowych jest wskazane réwniez na poziomie szkoty srednie;.
Do zilustrowania technik algorytmicznych, w pierwszym spotkaniu z nimi przez uczniow,
warto postuzyc sie tamigtéwkami i zagadkami — w ostatnich latach wzbogacono klasyczny
zestaw tzw. famigtéwek algorytmicznych (znanych od ponad 30 lat z podrecznikéw akade-
mickich czy publikacji popularnonaukowych). Jakie sg zalety takiego podejscia? Anany Le-
vitin, twdrca nowej taksonomii technik algorytmicznych i autor zbioru ,Algorithmic puzz-
les” pisze na temat tamigtéwek tak:

% zmuszajg one do myslenia o algorytmach na bardziej abstrakcyjnym poziomie (w ode-
rwaniu od kontekstu programistycznego i zwigzanych z nim szczegétéw dotyczacych je-
zyka programowania),

u® ukazuja techniki algorytmiczne jako techniki rozwigzywania problemow, ktére moga by¢
pomocne poza dziedzing informatyki,

% ich rozwigzywanie jest pomocne w rozwijaniu postawy tworczej i ksztatceniu umiejetno-
$ci rozwigzywania probleméw (w kontekscie przygotowania do pracy zawodowej w dzie-
dzinie informatyki),

% przyciagaja uwage (sq bardziej atrakcyjne od typowych zadan), co prowadzi do wzrostu
motywacji do pracy nad problemem, powigzanym z famigtéwka.

Lekcje algorytmiki i programowania nie moga oczywiscie pomija¢ watku techniki projek-
towania klasycznych algorytmoéw. Zapoznanie sie z klasyfikacjg technik (metod) algoryt-
micznych na lekcjach z tamigtéwkami powinno pozwoli¢ uczniom w przysztosci na lepsze
zrozumienie kolejnych przyktadéw zastosowania danej techniki (juz dla klasycznych algo-
rytmow), co bez watpienia powinno tez skutkowac lepszym (pogtebionym) zrozumieniem
samego przyktadu (algorytmu).

W tym scenariuszu jest to ukazane na przyktadzie r6znych algorytméw dla problemu po-
tegowania. To temat ostatniej z cyklu lekgji. W podstawie programowej méwi sie wprost
tylko o jednym z algorytméw szybkiego potegowania: zwigzanym z zastosowaniem sche-
matu Hornera (to bez watpienia przyktad zastosowania techniki przeksztat¢ i zwyciezaj).
Okazuje sig, ze mozna wskazac co najmniej cztery rézne algorytmy, ilustrujace rézne tech-
niki projektowania algorytmaoéw.

Czas realizacji

8 x 45 minut
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Podstawa programowa
Etap edukacyjny: IV, przedmiot: informatyka (poziom rozszerzony)

Cele ksztatcenia - wymagania ogdlne

lll. Rozwigzywanie probleméw i podejmowanie decyzji z wykorzystaniem komputera, z zastosowa-
niem podejscia algorytmicznego.

Tresci nauczania - wymagania szczegétowe

5.4 Uczen dobiera efektywny algorytm do rozwigzania sytuacji problemowe;j i zapisuje go w wybra-
nej notacji;

5.5. Uczen postuguje sie podstawowymi technikami algorytmicznymi;

5.8 Uczenh postuguje sie metoda ,dziel i zwyciezaj” w rozwigzywaniu probleméw;

5.9 Uczen stosuje rekurencje w prostych sytuacjach problemowych;

5.11c Uczen opisuje zastosowania schematu Hornera: szybkie podnoszenie do potegi.

Cele operacyjne
Uczen:
® dostrzega wage technik algorytmicznych dla projektowania algorytméw w informatyce,
® rozumie, na czym polega podejscie ,sitowe” (metoda bezposrednia),
® rozumie idee przeszukiwania z nawrotami i zapis przeszukiwania w postaci drzewa stanéw,
® rozrdznia techniki zmniejsz i zwyciezaj, dziel i zwyciezaj oraz przeksztat¢ i zwyciezaj,
® przedstawia na przyktadach idee kazdej z omawianych technik algorytmicznych,
® postuguje sie poznanymi technikami do projektowania rozwigzan nieztozonych problemow,

® potrafi dostrzec rézne techniki algorytmiczne w réznych projektach klasycznych algorytmoéw po-
tegowania.

Stowa kluczowe

technika (metoda) algorytmiczna, podejscie ,sitowe” (ang. brute force), permutacja, silnia, przeszukiwanie
z nawrotami, drzewo stanéw, wywotanie rekurencyjne, zmniejsz i zwyciezaj, dziel i zwyciezaj, przeksztaté
i zwyciezaj, reprezentacja binarna liczby

Co przygotowac

® Prezentacja ,Kwadrat magiczny”

® Animacja ,Czterech hetmanéw na szachownicy”
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Przebieg pierwszej lekc;ji

Wprowadzenie (5-10 minut)
Na poczatku zaje¢ nauczyciel przedstawia nastepujace zadanie-famigtéwke:

Wypetnij pola kwadratowej tablicy o wymiarach 3 x 3 réznymi liczbami od 1 do 9 w taki sposéb, aby suma liczb
w kazdym wierszu, w kazdej kolumnie i na kazdej gtéwnej przekqtnej byta taka sama (tzw. suma magiczna).

21212
21212
212172

Zadanie to ma stuzy¢ prezentacji podejscia ,sitowego” do zadania kombinatorycznego, ktére polega na
systematycznym (bezposrednim) przeszukiwaniu catego zbioru potencjalnych rozwigzan (ang. exhaustive
search), azdo momentu znalezienia rozwigzania. Trzeba zaznaczy¢, ze wielu informatykéw-naukowcédw
nie traktuje podejscia ,sitowego” jako techniki projektowania w sensie $cistym. Przynajmniej w przy-
padku problemoéw algorytmicznych, ktére nie naleza to probleméw trudnych obliczeniowo.
Nauczyciel stawia pytanie: ,Na ile sposobdéw mozemy wypetni¢ tabele dziewiecioma liczbami?”. Na-
stepnie nauczyciel powinien przedstawi¢ rozumowanie (jesli poprawna odpowiedz, tj. 9!, pojawita sie
w odpowiedziach uczniéw, to moze powinien najpierw poprosi¢ o ,rozwiniecie” tej odpowiedzi) oparte
na prostej zasadzie kombinatorycznej — zasadzie mnozenia, postugujac sie stowami podobnymi to na-
stepujacych: ,Jest dziewieé miejsc, w ktdérych mozemy wstawic liczbe 1, osiem miejsc dla liczby 2 itd.,
za$ pozycja liczby 9 jest juz jednoznacznie ustalona. Mamy wiec 9 X 8 X... X 1T = 362 880 mozliwosci”.
Prawdopodobnie w tym momencie uczniowie zwrdca uwage na to, ze autorzy tamigtéwek (zagadek)
zwykle nie oczekujg od czytelnikdw rozwigzan ,sitowych”. Bez watpienia jest to prawda. Nauczyciel po-
winien stwierdzi¢, ze w przypadku zadania tworzenia kwadratéw magicznych rozwigzanie ,sitowe” jest
niepraktyczne réwniez dla komputera. Dlaczego? (Okazuje sig, ze juz dla n = 5 liczba permutacji jest
réwna (52)! > 1025. Sprawdzenie wszystkich ustawien wymaga ponad 30 tysiecy lat obliczen dla kom-
putera, ktéry w ciagu jednej sekundy bytby w stanie przeprowadzi¢ test tzw. sumy magicznej dla 10 bi-
lionéw, tj. 1013 réznych ustawien).

Zasadnicza czes¢ pierwszej lekcji (30-35 minut)

1. Nauczyciel pyta o pomyst bardziej efektywnej metody rozwigzania zadania (innej od rozpatrywania
wszystkich permutacji). Wystuchuje pomysty i sugestie uczniéw. Nastepnie uruchamia prezentacje
~Kwadrat magiczny”, ktéra prezentuje rozwigzanie zawierajace element techniki zwanej przeszuki-
waniem z nawrotami lub nawracaniem (ang. backtracking). Prezentacja zawiera krétkie notatki (ko-
mentarze), ktére nauczyciel moze wykorzystac przygotowujac sie do lekgji. Szczegdlng uwage nalezy
zwrdéci¢ na slajd 8, ktéry ukazuje, na czym polega idea nawracania (nawrotu) — bedzie ona ilustrowana
kolejnym przyktadem w czasie lekdji.

Po zakonczeniu prezentacji warto powiedzie¢ uczniom, Ze istniejg efektywne algorytmy tworzenia
wiekszych kwadratéw magicznych (zwtaszcza dla n nieparzystych). Co ciekawe nie zostat jednak od-
kryty zaden wzér na liczbe kwadratéw magicznych dla danego n.

2. W drugiej czesci lekcji nauczyciel przedstawia klasyczna tamigtéwke o rozmieszczeniu hetmanow
(krélowych) na szachownicy:
Rozmies¢ czterech hetmandw na szachownicy 4 x 4 w taki sposob, aby zadne dwa nie atakowaty sie na-
wzajem.
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Warto, by nauczyciel przygotowat kilka folii (odpowiednich rozmiaréw) z wyrysowanymi szachowni-
cami, wzbogaconymi o wspoétrzedne. Nastepnie nalezy podzieli¢ klase na 5- lub 6-osobowe grupy.

1 2 3 4

A WM

Uczniowie powinni bez trudu rozwigza¢ zadanie — czterech (czworo) powinno wejs¢ w ,role” hetma-
néw. (Ta czes¢ lekcji moze by¢ prowadzona na korytarzu, jesli wewnatrz brakuje miejsca). R6zne grupy
uczniéw moga uzyskac ré6zne rozwigzania (sg dwa!). Po znalezieniu rozwigzania uczen ,nie-hetman” po-
winien je zanotowac na kartce. Nastepnie wybrani uczniowie zapisuja rozwigzanie na tablicy.

Nauczyciel stawia pytanie: Czy potraficie odtworzy¢ proces poszukiwania rozwigzania? Uczniowie moga
uznac pytanie za mato istotne (komentujac np. tak: ,To proste zadanie!”). Wéwczas nauczyciel pyta: Czy
potrafilibyscie ,wyttumaczy¢” sposéb postepowania komputerowi?

Celem tej czesci lekgji jest ilustracja metody algorytmicznej zwanej przeszukiwaniem z nawrotami (na-
wracaniem), ktéra stanowi usprawnienie techniki petnego przeszukiwania. Korzysta sie w niej z tego, ze
dla niektérych probleméw juz na etapie tworzenia elementéw sktadowych potencjalnego rozwigzania
mozliwa jest jednoznaczna ocena braku rozwigzania dla podzbioru (czesto duzego) mozliwych rozwia-
zan - pozwala to na wycofanie sie ze ,$lepej uliczki” tak szybko, jak to jest tylko mozliwe.

Zwykle proces przeszukiwania (podejmowane decyzje) mozna zilustrowaé, uzywajac tzw. drzewa sta-
néw. W tym momencie nauczyciel powinien wyswietli¢ drzewo stanéw dla problemu czterech hetma-
now i przeanalizowac¢ krok po kroku z uczniami.

Ings
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Powinien w szczegdlnosci zwrdci¢ uwage na zrozumienie idei ,nawracania” (@ wiec i umiejscowienie
~nawrotéw” na powyzszym diagramie — X oznacza, ze nie mozna ustawi¢ hetmana w odpowiednim
wierszu, np. ciag czterech X pod 1, 2, 3i 4 oznacza ,$lepg uliczke” i potrzebe nawrotu).

tamigtéwka posiada drugie rozwigzanie (mozna je otrzymac jako przeksztatcenie planszy w symetrii
osiowej). Uczniowie powinni podja¢ prébe uzupetnienia drzewa stanéw.

Podsumowanie lekcji (5-10 minut)

W ramach podsumowania nauczyciel w rozmowie z uczniami powinien oszacowa¢ wielkos$¢ uspraw-
nienia, jakie w przypadku zadania czterech hetmanoéw daje zastosowanie przeszukiwania z nawrotami.
Jesli przy podejsiciu ,sitowym” analizowalibysmy tylko te ustawienia, w ktérych kazdy hetman jest w in-
nej kolumnie, to liczba réznych ustawien hetmanoéw jest réwna 44 = 256.

Przy okazji warto uczniom zwréci¢ uwage na to, Ze istniejg znacznie bardziej efektywne algorytmy roz-
wigzywania problemu hetmanéw i to dla dowolnego n.

Ciekawe jest to, ze fakt istnienia bardziej efektywnych algorytmoéw byt przez wiele lat ignorowany (cza-
sem wrecz nieznany) przez informatykdw — wydaje sie, ze walor edukacyjny rozwigzywania famigtéwki
przez przeszukiwanie z nawrotami sprawit, ze powstato fatszywe wrazenie, Zze problem jest trudny ob-
liczeniowo. Trzeba podkresli¢, ze przewaga metody przeszukiwania z nawrotami jest taka, ze pozwala
na znalezienie wszystkich rozwiagzan - np. dla wersji 8 x 8 jest ich 92 (w tym 12 réznych z dokfadnoscia
do symetrii).

Nauczyciel powinien na zakonczenie podkresli¢, ze metoda przeszukiwania z nawrotami zazwyczaj nie
jest metoda bardzo efektywna, ale czasami jedyna skuteczna. | poinformowac, ze celem nastepnych
lekcji bedzie poznanie bardziej innych metod projektowania algorytmow.
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Zadanie domowe 1

Znajdujesz sie w labiryncie w miejscu oznaczonym jako X. Odszukaj miejsce najbardziej oddalone od
X, tzn. takie, ktére wymaga wykonania najwiekszej liczby ruchéw, aby do niego dotrzec. Jaka jest ta
liczba ruchow?

Uwaga: Zaktadamy, ze w jednym ruchu mozesz przesunac sie o dowolna, mozliwg w danym miej-
scu, liczbe p6l w kierunku poziomym lub pionowym.

Wskazoéwka: Zacznij od oznaczenia liczba 1 miejsc, do ktérych mozesz dotrze¢ w jednym ruchu. Na-
stepnie oznacz liczbg 2 te miejsca, do ktérych dotrzesz w dwéch ruchach. Itd.

Odpowiedz: 9

Zadanie domowe 2

Dany jest zbiér {5, 10, 12, 13, 15, 18}. Znajdz wszystkie podzbiory tego zbioru, ktérych elementy daja

w sumie 30. Proces przeszukiwania (wyznaczania podzbioru) przedstaw, uzywajac tzw. drzewa stanéw.

Wskazéwka: W lewym poddrzewie drzewa standéw znajduja sie te rozwigzania (o ile istniejg), do kto-
rych nalezy liczba 5, a w prawym — te, do ktérych liczba 5 nie nalezy.

Odpowiedz: {5, 10, 15}, {5, 12, 13} oraz {12, 18}.
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Przebieg kolejnych lekg;ji

A

Lekcje 2-7 powinny by¢ prowadzone metodg aktywizujaca o nazwie ,grupy eksperckie” (tzw. metoda
ukfadanki). Jest ona przyktadem efektywnej strategii uczenia sie, w ktdrej przyswajana przez ucznia wie-
dza jest wykorzystywana do nauczania innych.

Metoda wymaga czasu i zachowania dyscypliny przy organizacji pracy ta metoda. Uczniowie powinni od-
powiednio wczednie poznac zasad pracy i etapy, ktére sg nastepujace:

1.

Nauczyciel dzieli uczniéw na tyle grup roboczych, ile jest wyodrebnionych tematéw:
® Zmniejsz i zwyciezaj (ang. decrease-and-conquer),

® Dziel i zwyciezaj (ang. divide-and-conquer),

® Przeksztat¢ i zwyciezaj (ang. transform-and-conquer).

Kazdy uczen otrzymuje materiat (patrz: materiaty pomocnicze), ktéry zawiera wprowadzenie w temat
oraz zadania sprawdzajace, czy opanowat zagadnienie w wystarczajgcym stopniu.

. Uczniowie opracowuja materiat indywidualnie (w czasie pierwszej lekcji oraz w domu). Rozwigzuja za-

dania przygotowane przez nauczyciela. W razie potrzeby zgtaszaja nauczycielowi watpliwosci (np. do-
tyczace jednoznacznosci sformutowan w tekscie).

. W czasie drugiej lekcji w grupach roboczych odbywa sie runda ekspertéw. Uczniowie wyjasniajg sobie

nawzajem watpliwosci i zaistniate problemy. Poréwnuja rozwigzania zadan. Wszystko po to, aby kazdy
z ekspertdéw poczut sie bardziej pewnie w danym temacie.

. W czasie drugiej czesci drugiej lekcji cztonkowie grup roboczych powinni zaplanowa¢, jak przekazac

zdobyta wiedze innym.

. W czasie kolejnych trzech lekcji w grupach prezentacyjnych (utworzonych przez wziecie po jednej

osobie z kazdej grupy roboczej) odbywa sie runda lekcji. Kazdy uczen prezentuje na swéj temat po-
zostatym uczniom z grupy (w kazdej grupie omawiane sg rownolegle te same tematy). Po prezentacji
uczniowie rozwigzuja zadania w grupach. Nastepnie rozwigzanie zadania prezentowane jest przez jedng
w grup na forum catej klasy. Nastepuje dyskusja. Nauczyciel wyjasnia watpliwosci i w razie potrzeby
odpowiednio koryguje przedstawione rozwigzanie. Powinien zwrdci¢ szczegdlng uwage na subtelng
réznice miedzy technikami dziel i zwyciezaj oraz zmniejsz i zwyciezaj (w wersji ,zmniejsz dwa razy”).
W domu (lub jeszcze podczas lekgcji) uczniowie powinni zmierzy¢ sie z zadaniami ,bez nagtéwkéw”,
tzn. pozbawionych wskazéwki co do metody algorytmicznej. Praca uczniéw powinna by¢ oceniana.
Na ostatniej lekcji powinna nastapi¢ prezentacja rozwigzan.

O takiej czy innej formie pracy kontrolnej, koriczacej cykl lekgji, nauczyciel powinien wyraznie poinfor-
mowac uczniéw na poczatku cyklu lekgji, aby zmobilizowa¢ ich do solidnej pracy w zespotach robo-
czych i grupach prezentacyjnych. Uczniéw wyrdzniajacych sie wczesdniej podczas sesji prezentacyjnej
nauczyciel moze zwolni¢ z obowiagzku pisania pracy kontrolnej.

Zadania domowe 3
(Gilotyna)
Papier o rozmiarach 10 x 100 ma zosta¢ pociety na 100 kawatkéw o rozmiarach 10 x 1. Jaka jest naj-
mniejsza liczba potrzebnych cig¢, jesli gilotyna pozwala na ciecie nawet 50 kawatkéw papieru naraz?
(Kamienie)
Dwoch graczy gra w nastepujaca gre. Zaczynaja od stosu skfadajacego sie z 50 kamieni. Wykonujg

ruchy na przemian. W kazdym kroku kazdy z graczy musi usuna¢ co najmniej jeden i co najwyzej
p kamieni. Gracz, ktdry usuwa ostatni kamien (ostatnie kamienie) przegrywa.

a) Zaprojektuj algorytm dla p = 6, ktéry pozwoli rozpoczynajagcemu gre na zwyciestwo niezaleznie
od strategii zastosowanej przez przeciwnika.

b) Dla jakiego p nie istnieje strategia wygrywajaca dla rozpoczynajacego gre?
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(Idol raz jeszcze)

Zatézmy, ze nie mamy pewnosci co do obecnosci idola na przyjeciu. Jak sprawdzi¢, czy osoba niewy-
eliminowana z uzyciem procedury, przedstawionej w czasie lekgji, jest rzeczywiscie idolem?

(Zetony RGB)

Masz trzy zestawy zetondéw (czerwone, zielone i niebieskie), ustawione w jednej linii. Chcesz je upo-
rzadkowac tak, aby czerwone (R) zetony byty po lewej stronie, zielone (G) w srodku i niebieskie (B)
po prawej stronie.

Porzadkowanie polega na zamianie (miejscami) dwoch zetonéw. Mozesz zamieni¢ dwa zetony miej-
scami tylko wtedy, gdy pomiedzy nimi masz doktadnie tylko jeden inny zeton.

000 E®

Oznacza to na przyktad, Zze porzadkowanie uktadu BGGBRR moze wygladac tak:
BGGBRR -> GGBBRR -> GGRBBR -> GGRRBB -> GRRGBB -> RRGGBB
lle potrzeba zamian, dla uporzadkowania uktadu BGBGGRGRRBRB?

(Nowa figura szachowa)

Wyobraz sobie nowg figure szachowg o nazwie Ksigze, ktdra mozesz wykonywac ruchy: o jedno pole
w prawo, o jedno pole w dét lub o jedno pole na ukos do géry w lewo. Jak przejs¢ Ksieciem, wyrusza-
jac z jakiegokolwiek pola, przez kazde pole szachownicy tylko raz?

(Osmiokqty)
Na kartce w kratke narysowano 24 punkty. Narysuj trzy oSmiokaty proste w taki sposéb, ze zadne dwa
z nich nie beda mie¢ punktéw wspdlnych.

Uwaga: Wielokat prosty to wielokat, ktérego boki tworzg zamknietg tamang, a dwa jego boki maja
punkt wspadlny, tylko gdy sa sasiednimi bokami.
(Tromino raz jeszcze)
Wypetni¢ szachownice o rozmiarach 12 x 12 szesciokatami L-tromino.
(Domino)
Wypetni¢ klockami domino szachownice rozmiaréw n x n, z ktérej usunieto dwa pola.

11
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(Odwazniki raz jeszcze)
Zaprojektuj zestaw takich dziesieciu odwaznikéw do wagi szalkowej, ktéry umozliwi wazenie jak naj-
wiekszej liczby przedmiotéw z doktadnoscia do 1 kg.
Jaki moze by¢ najwiekszy ciezar wazonego przedmiotu?
Zaktadamy, ze odwazniki mozna ktas¢ na obu szalkach wagi.
(Podziat kwadratu)
Uzasadnij, ze kwadrat mozna podzieli¢ na n mniejszych kwadratéw dla kazdego n > 5.

Rysunek ponizej ilustruje podziat dla n = 6.

(Odgadywanie raz jeszcze)
Algorytm dla wersji gry Odgadywanie, gdy zamiast 1000 mamy liczbe n jest nastepujacy:
® Przyjmij p=1ik=n.
® Dopdki p # k,tzn. dopoki nie zredukujesz zbioru zawierajacego poszukiwang liczbe do zbioru
jednoelementowego, postepuj w nastepujacy sposoéb:

= Zadaj pytanie ,Czy to liczba wieksza od ijﬂcJ 7"

= Jesli odpowiedz na pytanie brzmi ,Nie”, to przyjmij k = [p;rkJ

= W przeciwnym przypadku przyjmij, ze p = LP ‘2F kJ +1.

® Poszukiwang liczba jest p.

(*) Zapis I_xJ (czyt. ,podtoga z x") oznacza najwiekszg liczbe catkowitg niewieksza niz x.

Zapisz algorytm, uzywajac jezyka programowania lub formut arkusza kalkulacyjnego.
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Przebieg ostatniej lekgcji

Wprowadzenie

Dwie ostatnie lekcje tego cyklu lekcji powinny stuzy¢ ukazaniu obecnosci poznanych przez uczniéw
technik algorytmicznych w projektach konkretnych klasycznych algorytméw.

Przyktadem sg algorytmy porzadkowania. W literaturze (np. ksigzkach A. Levitina) mozna znaleZ¢ takie
zestawienie:

podejscie ,sitowe” porzadkowanie przez wybér porzadkowanie babelkowe

L L porzadkowanie przez wstawianie
zmniejsz i zwyciezaj . .
porzadkowanie przez wybor

o o porzadkowanie przez scalanie
dziel i zwyciezaj . .
porzadkowanie szybkie

przeksztalé i zwyciezaj porzadkowanie przez kopcowanie

Wszystkie poza ostatnim to tematy z podstawy programowej. Warto w czasie realizacji w klasie poszcze-
golnych tematéw dotyczacych algorytmoéw porzadkowania, wracac do tego zestawienia tak, aby zrozu-
mienie zagadnienia technik projektowania algorytmow nie byto w przekonaniu uczniéw zagadnieniem
teoretycznym, odizolowanym od reszty zagadnien.

Wydaje sig, ze szczegdlny walor edukacyjny w szkole ponadgimnazjalnej moze mieé inny przyktad - al-
gorytmami potegowania (podnoszenia do potegi).

Uwaga: Lekcja powinna by¢ realizowana bezposrednio po wczesniejszych lekcjach. Ma ona charakter
niezbednego - jak sie wydaje - dopowiedzenia. Jej celem jest rowniez doskonalenie umiejet-
nosci analizy dziatania algorytmow i zapisywania algorytméw w wybranej notagji.

Szczego6towa lekcje zwigzana z algorytmem potegowania, wymienionym w podstawie programowej,

warto zrealizowa¢ przy okazji omawiania algorytmu RSA (algorytm szybkiego podnoszenia do potegi

jest elementem komputerowej realizacji RSA) lub dopiero wtedy, gdy uczniowie beda mie¢ odpowied-
nie kompetencje z zakresu programowania (m.in. konstrukcje iteracyjne) — wtedy beda mogli zaja¢ sie
komputerowsq realizacja algorytmoéw.

Uczniéw zainteresowanych problemem algorytmoéw szybkiego podnoszenia do kwadratu warto ode-
sta¢ do szczegdtowych opiséw w ksigzkach popularnonaukowych autorstwa prof. Macieja M. Systy.

Przebieg lekgji

1. Nauczyciel rozpoczyna lekcje od przypomnienia nazw (i krétkiej charakterystyki) uniwersalnych technik
algorytmicznych: podejscie ,sitowe”, zmniejsz i zwyciezaj, dziel i zwyciezaj oraz przeksztat¢ i zwyciezaj.
Uczniowie moga podac przyktady tamigtéwek, ktére im sie kojarza z kazdg ze strategii.

2. Nastepnie nauczyciel formutuje problem podnoszenia do potegi:
Dla liczb naturalnych a, n (@ > 0 i n>= 0) chcemy wyliczy¢ warto$¢ potegi an.

| prosi uczniéow o uzupetnienie pseudokodu (wynik musi by¢ poprawny dla n = 0) dobrze im znanego
tzw. algorytmu naiwnego, ktory jest przykladem zastosowania podejscia ,sitowego” (tj. bezposred-

niego korzystania z definicji a" = a-....ay

nrazy
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czytaj(a, n)

b<-..

k<.

dopoki k <=...
b<-b*a
k<-k+..

pisz(b)

a nastepnie realizacje algorytmu na kartce dla a = 2 i n = 9, tj. zapis wartosci, jakie przyjmuja b i k. Celem
jest rébwniez szukanie odpowiedzi na pytanie o liczbe mnozeh wykonywanych przez algorytm.

Jedli notacja pseudokodu jest uczniom nieznana, ¢wiczenie moze polegaé na uzupetnieniu algorytmu
w postaci listy krokéw lub schematu blokowego algorytmu. Oczywiscie, jesli tylko umiejetnosci ucznidéw
na to pozwalaja, to nauczyciel powinien poleci¢ IM zaprogramowanie algorytmu.

Omawianie tego przyktadu nauczyciel konczy zapisaniem algorytmu naiwnego w troche inny sposob:

czytaj(a, n)

b<1

k<-n

dopoki k >=1
b<b*a
k<-k-1

pisz(b)

Jaki jest cel wprowadzania tej zmiany, bedzie jasne dla uczniéw w dalszej czesci lekgji.
3. Nauczyciel stawia pytanie: ,Czy mozna w bardziej efektywny sposéb obliczy¢ an?”
Warto ukonkretni¢ pytanie: ,Jak obliczy¢ al6, wykonujac mniej niz 15 mnozen?”.
Oczekujemy odpowiedzi: al6 = (((a2)2)2)2

W tym momencie powinnismy zapytac o strategie wykorzystywana przy realizacji tego pomystu? To
przyktad techniki zmniejsz i zwyciezaj.

® Zapisujemy na tablicy formute, ktéra jest kluczowa w tym rozwigzaniu:

(a"*)* dla n dodatnych parzystych
a" = (a (n-1)/2 )2 -a dla n nieparzystych
1 dlan=0

® Proponujemy uczniom ,realizacje” na kartce powyzszego algorytmudlaa=2in=09.

Podajemy go uczniom w postaci pseudokodu. (Mozemy oczywiscie postuzyc sie tez schematem blo-
kowym.)

czytaj(a, n)

b<1

k<-n

c<-a

dopodki k >=1
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jezeli (kmod 2) =

to wtedy
c<-c*c
k <-kdiv2

w przeciwnym wypadku
b<b*a
k<-k-

pisz(b)

Celem ¢wiczenia jest rowniez szukanie odpowiedzi na pytanie o liczbe mnozen wykonywanych przez
algorytm. Oczywiscie, jesli tylko umiejetnosci ucznidéw na to pozwalaja, to nauczyciel powinien polecic¢
uczniom zaprogramowanie algorytmu.
4. Ostatnim przykfadem algorytmu bedzie przyktad, w ktérym zastosowanie znajduje technika dziel
i zwyciezaj. Istote algorytmu mozna opisac formuta:

a =a
a" =a" . d"  dlan>1

Schemat dziatania algorytmu dla a = 2 i n = 9 mozna przedstawi¢ w postaci tzw. drzewa wywotan re-
kurencyjnych:

24/x\25
2/\2 2/\
SN SN AN TN

VAYAYRY:

\ o \ -
\512/

Réwniez w tym przypadku uczniowie powinni policzy¢ liczbe wykonywanych mnozen.
Przy okazji warto zwrdci¢ uwage ucznidéw na to, ze ze wzgledu na wielokrotne odwotfania rekurencyjne
komputerowa realizacja tego algorytmu nie jest godna polecenia.
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5. Informujemy uczniéw o zadaniu domowym (zadanie domowe 4). Jego istotg jest poznanie szybkiego

podnoszenia do potegi na przyktadzie algorytmu, w ktdrym korzysta sie reprezentacji binarnej wy-
ktadnika i stosowany jest schemat Hornera. To przyktad zastosowania strategii przeksztat¢ i zwyciezaj
(nastepuje zmiana sposobu zapisu wykfadnika potegi — metoda ta wykorzystuje posrednio dwédjkowa
reprezentacje wyktadnika).

Réwniez w tym przypadku uczniowie powinni policzy¢ liczbe wykonywanych mnozen.

6. Na zakonczenie lekcji warto podkresdli¢, ze problem szybkich algorytméw potegowania jest proble-

mem otwartym (w tym sensie, ze nadal nie jest znany ogdlny algorytm, ktéry dla kazdego wyktadnika
wykonywatby najmniejszg mozliwg liczbe dziatan).

Ocenianie

Nauczyciel moze oceniac osiggniecia uczniéw na podstawie obserwacji ich pracy i zaangazowania na lek-

¢ji oraz na podstawie prac przygotowanych w ramach zadania domowego.

Dostepne pliki

1. Prezentacja

L ‘ 2. Zadania 1-4

16

3. Animacja
4. Test
5. Materiaty pomocnicze 1, 2i 3 (zataczniki A, B, C)

Materiaty Zzrodtowe

Informacje na temat metody przeszukiwania z nawrotami (m.in. o problemie rozmieszczenia hetmanéw
na szachownicy, poszukiwaniu wyjscia z labiryntu) oraz o problemie idola mozna przeczytaé w ksigzkach
Piramidy, szyszki i inne konstrukcje algorytmiczne oraz Algorytmy prof. Macieja M. Systy.

W obu wspomnianych ksigzkach jest tez mowa o algorytmach szybkiego podnoszenia do potegi. Sg
tam m.in. ciekawostki historyczne (niektére algorytmy byty znane w starozytnosci).

Schematy blokowe algorytméw potegowania mozna odnalez¢ w wielu ksigzkach, np. w podreczniku:
E. Palka, Elementy algorytmiki dla poczgtkujqgcych, Poznan 2012.

Wiekszos¢ tamigtéwek przedstawionych w scenariuszu pochodzi z ksigzki: A. Levitin, M. Levitin, Algo-
rithmic puzzles, Oxford University Press. 2011 oraz D. Clark, The Australian Informatics Competition 2005-
2010. AMT Publishing 2011.
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Zatacznik A <
(materiaty pomocnicze 1)

Zmniejsz i zwyciezaj (ang. decrease-and-conquer)
Technika projektowania algorytmoéw zwana zmniejsz i zwyciezaj opiera sie dostrzezeniu i wykorzystaniu
zwigzku miedzy rozwigzaniem pierwotnego problemu a rozwigzaniem tego samego problemu dla mniej-
szej liczby danych wejsciowych.
Przyktad 1 (Idol)
Na przyjeciu wsrdd 24 oséb jest obecny idol, tj. osoba, ktdre jest znana wszystkim, ale nie zna nikogo. Jak wy-
kry¢ idola, stawiajqc uczestnikom przyjecia pytania typu ,Znasz te osobe?”.
a) Zaproponuj rozwigzanie ,sitowe”.
b) Zadanie w sposéb efektywny mozna rozwigzad stawiajac tylko 23 pytania. Jak to zrobic¢?
Rozwiazanie:
Sposoéb postepowania (algorytm) dla zbioru n oséb jest nastepujacy:
= Wybieramy dwie osoby (nazwijmy je A i B) i pytamy osobe A ,Znasz osobe B?”.

= Jesli Azna B, to usuwamy osobe A z grona kandydatéw na idola. W przeciwnym przypadku
usuwamy z tego zbioru osobe B.

= Nastepnie powtarzamy powyzsze kroki dla zbioru n — 1 0séb, dopdkin > 1.

Projekt algorytmu to przyktad zastosowania techniki typu zmniejsz o 1 i zwyciezaj. Zauwaz, ze za-
wiera on tzw. wywotanie rekurencyjne (,powtarzamy powyzsze kroki”).

¢) Zastosuje algorytm dla przyktadu z inng liczba osob. lle pytan trzeba postawié¢?

Zadanie 1 (Przeprawa harcerzy)

Hufiec 25 harcerzy musi przeprawic sie przez szerokq i gtebokq rzeke. Harcerze spostrzegli dwéch chtopcéw
w tédce, bawiqcych sie przy brzegu rzeki. tédka jest na tyle mata, ze moze sie w niej zmiesci¢ dwdch chtop-
cow, ale tylko jeden harcerz. Jak moggq sie przeprawic przez rzeke harcerze, jesli tédka po przeprawieniu sie
harcerzy ma zosta¢ zwrécona chtopcom?

a) Zastosuj algorytm wykorzystujacy m.in. technike typu zmniejsz o 1 i zwyciezaj.
b) lle razy podczas przeprawy tédka bedzie przeptywac z jednego brzegu na drugi?

Przyktad 2 (Odgadywanie)
Piotr wybrat liczbe naturalng nie wiekszq niz tysiqgc. Ania chce ustali¢ wartos¢ tej liczby zadajqc jak najmniej-
szq liczbe pytan, na ktére Piotr moze odpowiadac tylko ,Tak” lub ,Nie”. Jak powinna postepowac Ania, aby
pytan nie byto wiecej niz 10?

Rozwigzanie:

Najlepszy mozliwy sposéb postepowania dla Ani polega na stawianiu takich pytan, ktérych skutkiem
jest zmniejszenie o potowe zbioru zawierajacego poszukiwang liczbe. Oznacza to, ze pierwsze pyta-
nie powinno brzmie¢ tak: ,Czy to liczba wieksza od 500?”

Jak powinno brzmie¢ nastepne pytanie w zaleznosci od odpowiedzi na pierwsze pytanie?
Zat6zmy, ze Piotr wybrat liczbe 88, a Ania stosuje optymalng strategie.
Przeanalizujmy przebieg gry, zapisujac w tabeli kolejno:

= Numer pytania.

= Liczbe p, tj. najmniejsza (na danym etapie) liczbe, ktéra moze by¢ poszukiwang liczba.

Liczbe k, tj. najwieksza (na danym etapie) liczbe, ktéra moze by¢ poszukiwana liczba.
Liczbe | elementéw zbioru, przeszukiwanego na danym etapie.
= Pytania Ani i odpowiedzi Piotra.
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Lp. p k 1 Ania Piotr
1 1 1000 1000 > 5007 Nie
2 1 500 500 > 2507 Nie
3 1 250 250 > 1257 Nie
4 1 125 125 > 637 Tak
5 64 125 62 > 94 Nie
6 64 94 31 >79 Tak
7 79 94 16 > 86 Tak
8 86 94 9 >90 Nie
9 86 20 5 > 88 Nie
10 86 88 3 > 87 Tak

Po zadaniu dziesieciu pytan Ania juz wie, ze poszukiwang liczba jest 88.
Mozna powiedzie¢, ze Ania zastosowata technike typu ,zmniejsz dwa razy i zwyciezaj”. Powyzsza tabela
dobrze to ukazuje: z kazdym kolejnym pytaniem rozmiar zadania (zakres liczb, wérdd ktérych znajduje
sie poszukiwana liczba) jest mniej wiecej dwa razy mniejszy.

a) Zapisz w tabeli ,historie” gry dla innej liczby.

b) Jaka bedzie wystarczajaca liczba pytan w grze Zgadywanie dla n réwnego 1 000 000?

Zadanie 2 (Monety)

Mamy osiem identycznie wyglqdajqcych monet. Wiemy, Ze jedna z nich jest Izejsza od pozostatych. llu wazeri
na wadze szalkowej potrzeba wykonac, aby znaleZ¢ monete Izejszq, przy zatozeniu, ze na szalki wagi mozna
wktadaé dowolng liczbe monet?

a) Zastosuj algorytm wykorzystujacy m.in. technike typu zmniejsz dwa razy i zwyciezaj. lle wazen
jest potrzebnych?
b) Jak wykry¢ fatszywa monete, uzywajac tylko dwdch wazen?
Jak nazwac technike, zastosowang tym razem do zmniejszenia rozmiaru zadania?
c) Czy rozwiazania maja charakter ogolny?
Czy mozna je zastosowac do dowolnej liczby monet?
Do wykonania zadan wskazane jest uzycie wagi szalkowej. Za odwazniki moga stuzy¢ pudetka zapatek.
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Zatacznik B <
(materiaty pomocnicze 2)

Dziel i zwyciezaj (ang. divide-and-conquer)

Technika algorytmiczna dziel i zwyciezaj polega na podziale oryginalnego problemu na pewng liczbe
podprobleméw (zwykle réznigcych sie od oryginalnego tylko mniejszg liczba danych wejsciowych), ich
rozwigzaniu oraz potaczeniu tych rozwigzan w celu okreslenia rozwigzania pierwotnego zadania. Ta me-
toda projektowania algorytmoéw jest podstawa wielu efektywnych algorytméw w informatyce.

Przyktad 1 (Zetony na szachownicy)
Rozmies¢ 16 zetondw na szachownicy 8 x 8 w taki sposob, aby w kazdej kolumnie, w kazdym wierszu i na obu
przekqtnych nie byto ich wiecej niz dwa.
a) Rozwiaz zadanie, dzielgc zawarty w nim problem, w odpowiedni sposéb na dwa podproblemy, ktére
fatwiej rozwigzac.
Rozwigzanie:
Poniewaz liczba zetondw jest dwa razy wieksza od liczby kolumn i wierszy, wiec liczba zetonéw w kaz-
dej kolumnie i kazdym wierszu musi by¢ réwna 2.
Powstaje pytanie: Czy mozna rozmiesci¢ zetony w identyczny sposéb w pierwszych czterech kolum-
nach i czterech nastepnych kolumnach?
Okazuje sie, ze dos¢ fatwo znalez¢ takie ustawienie, co pokazane jest na rysunku:

Projekt algorytmu to przyktad zastosowania techniki typu dziel i zwyciezaj: problem zostat podzie-
lony na dwa mniejsze, ktére dos¢ tatwo rozwigzac.

b) Jak zmodyfikowad rozwigzanie pierwotnego zadania, aby uzyska¢ rozwigzanie dla przypadku 18 ze-
tondw na szachownicy 9 x 9?

Zadanie 1 (Najciezszy i najlzejszy)
Mamy 16 identycznie wyglqdajqcych odwaznikéw. llu wazeri na wadze szalkowej potrzeba w celu wykrycia
najlzejszego i najciezszego odwaznika, przy zatozZeniu, ze na szalki wagi mozna wktada¢ tylko po jednym
odwazniku?
a) Zastosuj algorytm wykorzystujacy m.in. technike typu dziel i zwyciezaj.
b) Jak zmodyfikowa¢ rozwigzanie pierwotnego zadania, aby uzyskac rozwigzanie dla przypadku 17
odwaznikéw?
Do wykonania zadan wskazane jest uzycie wagi szalkowej. Za odwazniki moga stuzy¢ pudetka zapatek.
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Przyktad 2 (Tromino)

Z szachownicy 8 x 8 usunieto jedno z pdl (dowolne). Jak wypetni¢ pozostate 63 jej pola szesciokqtami L-tro-
mino, ktére tworzq trzy kwadratéw o rozmiarze pola szachownicy?

a) Zaproponuj rozwigzanie ,sitowe”. Uzyj wielokatéw L-tromino z papieru. lle ich trzeba? Stosujesz

metode préb i btedéw? Mozna w prosty sposob zastosowacd te metode do szachownicy 16 x 16,
32x32itd.?

b) Zadanie mozna rozwigza¢, stosujac uporzadkowana procedure. Jak to zrobi¢?
Rozwiazanie:
Sposéb postepowania (algorytm) dla szachownicy o liczbie pdl 2n jest nastepujacy:
= Podziel szachownice na cztery szachownice o dwa razy mniejszej liczbie pdl.
= Umies¢ jedno L-tromino na srodku szachownicy tak, jak to jest ukazane na rysunku:

i

= Jesli liczba pdl mniejszych szachownic jest wieksza od czterech, to powtdérz powyzsze
kroki dla kazdej z nich.

Projekt algorytmu to przyktad zastosowania techniki typu dziel i zwyciezaj. Zauwaz, ze zawiera cztery
tzw. wywotania rekurencyjne (powtorz powyzsze kroki).

¢) Zastosuj algorytm dla pierwotnego zadania, usuwajac pole w innym miejscu szachownicy.

Zadanie 2 (Najblizsza para punktow)
Narysowano pewngq liczbe punktéw (ich odciete sq rézne). Znajdz pare najblizszych punktéw.
a) Zaproponuj rozwigzanie ,sitowe”.

b) Zaproponuj algorytm wykorzystujacy m.in. technike typu zmniejsz dwa razy i zwyciezaj, rozwia-
zujacy problem dla dowolnej liczby punktéw.



ROOVAL

Zatacznik C <
(materiaty pomocnicze 3)

Przeksztal¢ i zwyciezaj (ang. transform-and-conquer)

Technika przeksztat¢ i zwyciezaj to podejscie do rozwigzywania problemu algorytmicznego, ktére sktada
sie z dwdch etapdw: najpierw problem jest przeksztatcany na inny (np. przez zmiane reprezentacji da-
nych wejsciowych), rbwnowazny mu, ktéry z jakiego$ powodu daje wieksze nadzieje na jego rozwigza-
nie; drugi etap to wiasnie znajdowanie rozwigzania drugiego problemu, ktére jest jednoczeénie rozwia-
zaniem pierwotnego problemu.

Przyktad 1 (Anagramy)

Stowa tuba i buta czy atol i lato sq anagramami, tzn. sktadajq sie z tych samych liter. Znajdz anagramy wsréd
stow:

‘ abo‘ aft ‘ akr ‘ akt ‘ alb ‘ ale ‘ ano‘ bal ‘ boa‘ dal ‘ dla ‘ fag ‘ gaf‘ kat ‘ kra ‘ ona‘ rak ‘ taf ‘ Tak

a) Zaproponuj rozwigzanie ,sitowe”.
b) W | etapie dokonaj zmiany reprezentacji (sposobu przedstawienia) danych wejsciowych.
Rozwiazanie:
Sposoéb postepowania (algorytm) jest nastepujacy:
= Dodajemy kazdemu ze stéw ,sygnature”, ktéra ma postac¢ uporzadkowanego jak w alfabe-
cie ciggu liter tworzacych stowo (to etap zmiany reprezentacji).

abo | aft | akr | akt | alb | ale | ano | bal | boa | dal | dla | fag | gaf | kat | kra | ona | rak | taf | tak

abo | aft | akr | akt | abl | ael | ano | abl | abo | adl | adl | afg | afg | akt | akr | ano | akr | aft | akt

= Nastepnie porzadkujemy w porzadku alfabetycznym ,sygnatury” i uzyskujemy rozwiaza-
nie zadania — anagramy znajduja sie obok siebie.

alb | bal | abo | boa | dal | dla | ale | fag | gaf | aft | taf | akr | kra | rak | akt | kat | tak | ano | Ona

abl | abl | abo | abo | adl | adl | ael | afg | afg | aft | aft | akr | akr | akr | akt | akt | akt | ano | Ano

Projekt algorytmu to przykfad zastosowania techniki typu przeksztat¢ i zwyciezaj. Zastosowana zostata
zmiana reprezentacji, tj. sposéb przedstawienia danych wejsciowych, poprzez uporzadkowanie liter.

Nalezy podkresli¢, ze w przypadku wiekszej liczby danych wejsciowych trzeba by postuzy¢ sie efek-
tywnym algorytmem porzadkowania.

Zadanie 1 (Uktad nieréwnosci)

Zastqp litery liczbami 2, 3, 1,5, 8, 6, 11, 13, 10,

a<b>c<d<e>f<g<h>i

tak, aby nieréwnoscia < b, b > ¢, ¢ < d itd. byty prawdziwe:

Wskazéwka:

Dlaliczb 2, 5, 1i0i uktadu nieréwnoscia < b > c < d rozwiqzaniem jestnp.0<5>1<2,gdyz0<5,5>1i1<2.
a) Przeanalizuj dokfadnie wskazowke.
b) Zastosuj algorytm wykorzystujacy m.in. technike typu przeksztat¢ i zwyciezaj.
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Przyktad 2 (Koperty)

Masz tysigc banknotéw o nominale 15. Jak rozmiesci¢ banknoty w 10 kopertach, aby przy pomocy pewnej
kombinacji tych kopert dato sie uzyskac kazdq kwote miedzy 15 i 10005?

a) Zaproponuj rozwigzanie ,sitowe”.
b) Zauwaz, ze 210>1000. Jak rozwigzac zadanie, stosujgc wtasnosci numeracji dwdjkowej?
Rozwigzanie:

Do zmiany reprezentacji (sposobu przedstawiania) danych wejsciowych wykorzystamy reprezenta-
cje binarna liczb, a dalej skorzystamy z tego, ze 9 bitéw wystarczy do zapisania kazdej liczby mniej-
szej niz 29 = 512.

Oznacza to, ze do dziewieciu kopert powinnismy wtozy¢ kolejno: 15, 28, 49, 85..., 256 $. Do dziesigtej
wktadamy reszte banknotow, tj. w sumie 4895 (=1000 - 511). Kazda liczbe nie wiekszg niz 488 mozna
zapisac jako sume poteg liczby 2, co daje rozwigzanie (wykorzystamy co najwyzej dziewie¢ kopert).

Co z liczbami pomiedzy 489 a 1000? Mozna je zapisac jako sume 489 i sume poteg liczby 2, wiec mamy
rozwigzanie (wszystkie 10 kopert wykorzystamy tylko do zapisu liczby 1000).

¢) W jaki sposéb zostata zastosowana technika typu przeksztat¢ i zwyciezaj?
d) Dla jakich kwot pieniedzy rozwigzan famigtéwki jest wiecej?

Zadanie 2 (Odwazniki)

Zaprojektuj zestaw takich dziesieciu odwaznikéw do wagi szalkowej, ktdry pozwoli na wyznaczenie ciezaru
jak najwiekszej liczby wazonych przedmiotdw z doktadnosciq do 1 kg.

Zaktadamy, ze odwazniki mozna ktas¢ tylko na jednej szalce wagi.

Przyktad 3 (Ciasto)
Jaka jest najwieksza liczba kawatkéw, na jakie mozna podzieli¢ prostokqgtne ciasto, przecinajqc je 11 razy?
Kazda z linii ciecia ma by¢ réwnolegta do jednego z bokdw tréjkgta.
a) Zaproponuj rozwigzanie ,sitowe”.
b) Jak przeformutowac zadanie na zadanie optymalizacyjne dla funkcji kwadratowej?
Rozwiazanie:
Oznaczmy przez h liczbe cie¢ poziomych, a przez v liczbe cie¢ pionowych. Jakim wyrazeniem opi-
szemy catkowitg liczbe uzyskanych kawatkéw? To (h + 1)(v + 1).
Poniewaz h + v = 11, wiec pierwotny problem sprowadza sie do wyznaczenia najwiekszej mozliwej
wartosciiloczynu (h+ 1) (11 -h + 1) =h (11 - h) + 12, gdzie h < 12.
Mozna w prosty sposob pokazac (jak?), ze zadanie optymalizacyjne ma dwa rozwigzania (5, 6) oraz
(6, 5). Dla pierwotnego problemu oznacza to, ze rozwigzaniem jest liczba 30.

Zadanie 3 (Tramwaj)
Ania, Bartek, Darek, Hania, Krzys, Robert, Sonia i Tomek dojezdzajq do szkoty tramwajami tej samej linii (nie-
koniecznie jadqc w tym samym kierunku). Wsiadajq na przystankach: 4, 2,4, 3, 12, 11, 11i 10 (liczqc dla tram-
waju jadgcego w tym samym kierunku). Okazuje sie, ze przystanek najblizszy szkole znajduje sie w takim
miejscu, ze sSrednia dtugos¢ ich podrézy (mierzona przez liczbe przystankdw) jest najmniejsza z mozliwych.
Ktory to przystanek?

a) Zaproponuj rozwigzanie ,sitowe”.

b) Jak przeformutowac zadanie na zadanie dotyczacej statystyki?
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