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Wiemy, ze z trzech ztotych prostokatow
mozna skonstruowa¢ dwudziesto$cian
foremny. Wystarczy wykazac, ze dtugo-
Sci bokdéw trojkgta ABC na rysunku
obok sg rowne.

Niech wymiary ztotych prostokgtow wy-
noszg: dlugosc¢ a zas szerokos¢ b, przy
czym b/a jest ztotg liczba.

Postugujgc sie wzorem na odlegtos¢
dwodch punktéw oraz znajgc wspotrzed-
ne tych punktéw udowodnij, ze AB = BC
= CA.

Rozwiazanie:

Odlegtosci AB, BC i CA wynoszg odpowiednio:

AB =./b% + (a—b)? +a’

BC =./a?+b’ +(a—b)?

AC =./(a—b)? +a’ +b?

Sg wiec takie same. Trzeba jeszcze pokazac, ze wynoszg one 2b, gdyz taka jest

dtugosc¢ krawedzi dwudziestoscianu.

Obliczmy zatem:

AB =./b’ +(a—b)? +a? =vb?> +a’ —2ab+b? +a? =,/2(a> +b? —ab) (*)

Poniewaz prostokat o bokach a, b jest ztoty, wiec

a_a+b

b a
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co jest rownowazne zapisowi:

a’=ab+b*

Podstawiajgc to wyrazenie do wzoru (*) otrzymamy:

AB =,/2(a’ +b? —ab) =/2(ab+b? +b? —ab) =+/4b? =2b

ZADANIE 2 TROJKI PITAGOREJSKIE

Trojka pitagorejska to trzy liczby catkowite dodatnie x, y, h takie, ze x*+y®=h?. Nazwa
pochodzi od twierdzenia Pitagorasa, ktére w jednej z interpretacji mowi, ze kazdy
trojkat prostokgtny o catkowitych dtugosciach bokéw okresla trojke pitagorejska.
Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne: kazda tréjka pitagorejska okresla trojkat
prostokatny o danych catkowitych dtugosciach bokéw.

Jesli wybierzemy dwie kolejne liczby Fibonacciego, ktére sg dtugosciami przy-
prostokatnych danego tréjkgta prostokatnego, to okazuje sie, ze kwadrat przeciwpro-
stokatnej jest rowniez liczbg nalezgca do ciggu Fibonacciego.

Wybierz dwie dowolne kolejne liczby ciggu Fibonacciego, ktére sg przyprosto-
katnymi bokow tréjkgta prostokatnego i sprawdz, czy faktycznie trzeci bok jest tez

liczbg Fibonacciego. Sprobuj to uzasadni¢ dla dowolnych liczb f(n) i f(n+1).

Odpowiedz:
Niech f(3) = 2, f(4) = 3. Zatem f(3)? + f(4)? = 2% + 3% = 13. Liczba 13 faktycznie jest

liczbg ciggu Fibonacciego.

ZADANIE 3 WEASNOSC LUCASA
Zauwaz, ze jesli dla przyktadu dtugosci przyprostokgtnych trojkgta wynoszg odpo-
wiednio x =f(4) =3 iy = f(5) = 5, wéwczas zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa:

h> =x*+y?=3"+5"=9+25=34= f(9)
Wynik 34 to znow liczba Fibonacciego i to nie byle ktéra. To liczba dziewigta tego
ciggu. Czy to przypadek?
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Jej wskaznik wynosi 97 Popatrzmy — przeciez wzieliSmy czwarty i pigty wyraz ciggu
Fibonacciego (4 + 5 =19).
Wiasno$¢ te dostrzegt po raz pierwszy i udowodnit w 1876 roku francuski matematyk

— Edward Lucas - formutujgc nastepujgce twierdzenie:

Jesli dwa boki trojkata prostokatnego sa kolejnymi liczbami F(n) i F(n+1) ciagu
Fibonacciego to suma ich kwadratow jest liczba ciagu Fibonacciego i jej

wskaznik jest sumg wskaznikoéw liczb skfadowych.

F(n)? + F(n+1)%*= F(2n+1)

Sprébuj uzasadni¢ ten zwigzek.

ZADANIE 4 ZLOTE PROSTOKATY

Znamy juz zalezno$¢ pomiedzy ztotym prostokgtem a odcietym od niego kwadratem.
To co zostato ze ziotego prostokata to znowu zitoty prostokgt. Ale wykonajmy teraz
czynnosc¢ przeciwng: doklejajmy do ztotych prostokgtéw kwadraty.

Pierwszy prostokat utworzmy z dwdch kwadratow o boku 2

dtugosci 1.

Uzyskamy prostokat o wymiarach 1 x 2.

Doklejajgc kolejny kwadrat otrzymamy prostokat o wymia-

rach 2 x 3 — rysunek obok.

Podaj wymiary dwoch nastepnych prostokatow. Nastepny 1 1
bedzie miat wymiary 3 x 5.

Odpowiedz:

Kwadraty te bedg mie¢ wymiary 3 X5 oraz 5 X 8
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ZADANIE 5 CIAG ULAMKOW LANCUCHOWYCH

Po podzieleniu réwnania, ktérego rozwigzaniem jest ztota liczba:

P> =Dd+1 *)

przez @ otrzymujemy:
1

O=1+— *
o *)

co znowu po zastgpieniu ® wartoscig obliczong z tego zwigzku daje niekonczacy sie
cigg utamkow fancuchowych:

<I):1+l:1+ 1 =1+ 1 =... (*%)
@ 1 1
1+ — 1+ 1
@ 1+ —
)

Przypusémy, ze nie znamy wartosci ®. Jesdli we wzorze (***) do kolejnych wyrazen
wystepujgcych po prawej stronie wstawimy za ® dowolng wartosé liczbowa, to ciag
tak obliczonych wartosci bedzie sie zblizat do wartoéci liczby ©.

Sprawdz ten fakt.

ZADANIE 6 LICZBY LUCASA

Wspomniany w poprzednich zadaniach Edward Lucas wprowadzit cigg podobny do
ciggu Fibonacciego: 2,1, 3,4, 7, 11,18, ...

nazwany pozniej ciggiem Lucasa. Rozpoczynamy go od liczby 2, 1 i dalej tworzymy
kolejne liczby ciggu poprzez dodawanie kazdych dwéch poprzednich.

Liczby Lucasa definiujemy wiec:

Lo=2, Li=1, Lh=Lp1+Lozdlan>l

Porownajmy cigg Lucasa z ciggiem Fibonacciego:

n | 0|12 3|4 5|6 |7 |89 10
Fim 0 | 1 [ 123 |58 13213455
Lin)) 2 | 1|3 |4 |7 1118|2947 |76 123
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Pomiedzy nimi wystepuje wiele relacji. Przypusémy, ze dodajemy dwie najblizsze nie
kolejne liczby Fibonacciego, Fn.1 + Fn+1. Okazuje sie, ze ich suma jest liczbg ciggu

Lucasa. Ktérg? Sprobuj jg odnalezé.

Odpowiedz:
Jest to zawsze liczba F,.. Np. suma liczby 6smej i dziesiagtej ciggu Fibonacciego jest

liczba dziewigta Lucasa.

ZADANIE 7 PIRAMIDA CHEOPSA
Stynna piramida Cheopsa to tez wieloscian, zbudowany tak, jak to przedstawia po-
nizsza ilustracja. Sprawdz ile wynosi iloraz s/b?

Jaki wynik daje iloraz obwodu podstawy do wysokosci piramidy?

a=755,79 stop = 230,36 m
b =377,89 stop =115,18 m
s = 612,00 stop = 186,37 m
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