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SCENARIUSZ TEMATYCZNY
NUMERYCZNE MODELOWANIE ROZPREZANIA GAZU

FIZYKA = POZIOM ROZSZERZONY

OPRACOWANY W RAMACH PROJEKTU:

INFORMATYKA - MOJ SPOSOB NA POZNANIE | OPISANIE SWIATA.
PROGRAM NAUCZANIA INFORMATYKI
Z ELEMENTAMI PRZEDMIOTOW MATEMATYCZNO-PRZYRODNICZYCH

Streszczenie

Uczniowie poznajg i oprogramowuja prosty model statystyczny rozprezania gazu po otwar-
ciu przegrody miedzy dwiema potowami naczynia. Ponumerowane atomy sg losowane.
Wylosowany atom zmienia potowe naczynia. Model daje realistyczng symulacje przebiegu
rozprezania oraz fluktuacji gestosci.

Uczniowie programujg w jezyku JavaScript (lub innym, umozliwiajgcym korzystanie z ta-
blic). Symulacja powinna zawiera¢ graficzna prezentacje zjawiska oraz wykres przedstawia-
jacy liczbe atoméw w jednej potowie naczynia w zaleznosci od czasu. Uczniowie badaja
przebieg zjawiska przy réznej liczbie atomow i zapisuja wnioski.

Czas realizacji

2 X 45 minut

Tematy lekcji

1. Probabilistyczny model rozprezania gazu do prézni, planowanie rozwigzania problemu
programistycznego

2. Programowanie symulacji rozprezania gazu (w srodowisku Akademii Khana)
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Podstawa programowa
Etap edukacyjny: IV, przedmiot: fizyka (poziom rozszerzony)

Cele ksztatcenia — wymagania ogélne

lll. Wykorzystanie i przetwarzanie informacji zapisanych w postaci tekstu, tabel, wykreséw, schema-
tow i rysunkow.

IV. Budowa prostych modeli fizycznych i matematycznych do opisu zjawisk.

Tresci nauczania — wymagania szczegétowe

5. Termodynamika
Uczen:

1) wyjasnia zatozenia gazu doskonatego i stosuje rownanie gazu doskonatego (réwnanie Clapeyrona)
do wyznaczenia parametrow gazu;

8) analizuje pierwsza zasade termodynamiki jako zasade zachowania energii;
9) interpretuje drugg zasade termodynamiki.

Etap edukacyjny: IV, przedmiot: informatyka (poziom rozszerzony)

Cele ksztatcenia — wymagania ogdlne

lll. Rozwigzywanie probleméw i podejmowanie decyzji z wykorzystaniem komputera, z zastosowa-
niem podejscia algorytmicznego.

Tresci nauczania - wymagania szczegofowe

5. Rozwigzywanie problemoéw i podejmowanie decyzji z wykorzystaniem komputera, stosowanie po-
dejscia algorytmicznego.
1) analizuje, modeluje i rozwigzuje sytuacje problemowe z réznych dziedzin;
2) stosuje podejscie algorytmiczne do rozwigzywania problemu.

Tresci z programu nauczania informatyki na poziomie rozszerzonym Pawta Perekietki
- przygotowanym w ramach niniejszego projektu:

Programowanie. Okno na $wiat informatyki
6. Praktyka programistyczna - komputerowa realizacja wybranych algorytméw klasycznych (np. ba-

dajace wiasnosci geometryczne, numeryczne, algorytmy na liczbach catkowitych, algorytmy szy-
frowania i kompresji, algorytmy na tekstach, algorytmy teoriografowe, algorytmy porzadkowania)

7. Podstawy inzynierii oprogramowania.
Praca nad projektem programistycznym.



— LEKCJANR1

TEMAT: Probabilistyczny model rozprezania gazu do prozni,
I planowanie rozwigzania problemu programistycznego <«

Streszczenie

Pierwsza lekcja opiera sie gtéwnie na tematach z dziedziny fizyki. Uczniowie analizujg zjawisko rozpre-
zania gazu w proznie, a nastepnie jego model probabilistyczny. Uktadaja plan - algorytm dla symulacji
zjawiska opartej na tym modelu.

Cel

® Poznanie zjawiska rozprezania gazu w préznie oraz jego opisu mikroskopowego.
® Ugruntowanie Il zasady termodynamiki.

® Analizowanie i modelowanie sytuacji problemowej z fizyki.

Stowa kluczowe
rozprezanie gazu w préznie, Il zasada termodynamiki, model probabilistyczny, symulacja

Co przygotowaé

Nauczyciel powinien zapoznac sie przynajmniej z dwoma przygotowanymi programami
modelujacymi zjawisko i obejrze¢ ich dziatanie dla réznych wartosci liczby czasteczek.
Warto réwniez obejrze¢ i ew. wykorzystaé na lekcji dwa przygotowane pliki: M@J

® Pytania dotyczace budowy modelu.doc (materiaty pomocnicze 1)

® Algorytm symulacji rozprezania gazu.doc (materiaty pomocnicze 2)

Przebieg zajec

Problem rozszerzania sie gazu jest jednym z waznych zagadnien termodynamicznych ze wzgledu na
liczne zastosowania, takie jak: silniki spalinowe, lodowki, pompy ciepta, przechowywanie gazu, gasnice.
Podczas jego analizowania mozna potaczy¢ spojrzenie makroskopowe i obraz mikroskopowy w teorii ki-
netyczno-molekularne;j.
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Wprowadzenie (15 minut)

Nauczyciel przedstawia opis makroskopowy zjawiska.

Rozwazmy naczynie sktadajace sie zdwdch jednakowych czesci oddzielanych przestona. Po jednej stro-
nie jest poczatkowo gaz doskonaty, a po drugiej préznia. Naczynie znajduje sie w rownowadze termicz-
nej z otoczeniem (ta sama temperatura).

Chcemy sie dowiedzie¢, co sie stanie, gdy usuniemy przestone. Oczywiscie czasteczki gazu popedza
z lewej strony na prawa i beda zmienia¢ potowe naczynia, az do momentu wyrdéwnania sie cisnien oraz
liczby czastek i temperatury w obu czesciach.

272 12

Gaz podlega réwnaniu stanu gazu doskonatego PV =nRT, a jego objetos¢ wzrasta dwukrotnie. Co mozna
powiedzie¢ o koncowym cisnieniu i temperaturze?

Zatbézmy, ze naczynie zostato odizolowane od otoczenia. Poniewaz system jest izolowany, to nie ma prze-
ptywu ciepta Q=0, ale réwniez gaz nie wykonuje pracy, poniewaz cisnienie w lewej potowie wynosi 0,
czyli W=—pAV=0. Tak wiec energia wewnetrzna gazu nie zmienia sie w trakcie tego procesu. Poniewaz
jest to gaz doskonaty, oznacza to, ze catkowita energia kinetyczna czasteczek nie ulega zmianie. Ener-
gia ta jest rowna 3nRT/2 dla gazu doskonatego o czasteczkach jednoatomowych. Wida¢ wiec, ze tem-
peratura gazu nie ulegnie zmianie, objeto$¢ zwiekszy sie dwukrotnie, a ci$nienie dwukrotnie zmaleje.

Wprowadzenie modelu

Z chwila usuniecia przestony czasteczki gazu uzyskuja swobode — moga wybieraé potowe naczynia.
Poniewaz czasteczki poruszajg sie chaotycznie, jest to swoiste losowanie. Obie potowy naczynia maja
oczywiscie jednakowa objetos¢, jest wiec rownie prawdopodobne, ze czasteczka znajdzie sie w ktorejs
potowie. Mozna na tym oprzec¢ prosty model probabilistyczny zachowania sie czasteczek: numerujemy
czasteczki, a nastepnie losujemy ich numery. Wylosowana czastka zmienia potowe naczynia. Losowan
powinnismy przeprowadzi¢ mozliwie duzo, przynajmniej tyle, ile jest czasteczek. Zadaniem uczniéw jest
stworzenie planu oprogramowania tego modelu, czyli symulacji procesu. Powinni oni odpowiedzieé¢ na
pytania, ktére nauczyciel wypisuje na tablicy, zostawiajgc wolne miejsca na wpisanie odpowiedzi lub
korzysta z pliku Pytania dotyczace budowy modelu.doc (materiaty pomocnicze 2).

1. W jakim zakresie bedzie sie zmieniac liczba czqgsteczek?

W jaki sposéb ma byc reprezentowany rozktad czgsteczek w potowach naczynia?
Jak przeprowadzac losowanie czgsteczek?

Jak zorganizowac wielokrotne powtarzanie losowania?

W jaki sposéb przedstawiac wyniki - liczbe czqstek w kazdej potowie?

oSO A W N

W jakim Srodowisku zostanie oprogramowany model?



Praca w zespotach (15 minut)

Uczniowie dyskutujg odpowiedzi na pytania. Nauczyciel wypisuje propozycje ucznidw.

1. Liczba czasteczek w 1 molu gazu (liczba Avogadro) wynosi ok. 6*10%. Obliczenia modelu dla tak duzej
liczby czasteczek musiatyby trwac bardzo dtugo. Realistyczne ograniczenie liczby czasteczek w mo-

delu, zwtaszcza jesli bedziemy chcieli zilustrowac graficznie rozkfad czasteczek w obu potowach na-
czynia, to kilkaset lub kilka tysiecy.

2. Bedziemy potrzebowaé dwoch pojemnikéw przechowujacych stan czasteczek w obu potowach na-
czynia i umozliwiajacych odnalezienie czasteczki o wylosowanym numerze. Struktura danych, ktéra
to zapewnia jest tablica. Zazwyczaj jej elementy sa numerowane od 0 (zera). Obecno$¢ czasteczki
0 numerze i moze reprezentowac wartos$¢ 1 umieszczona jako i-ty element tablicy, jej nieobecnos¢
— wartos¢ 0. Nalezy pamieta¢, ze tablica o n elementach konczy sie na elemencie o numerze n -1,
poniewaz pierwszy element ma numer (indeks) 0.

3. Ogdlny plan dziatania to:
- ustalenie warunkéw poczatkowych,

- powtarzanie losowania i przedstawiania stanu po losowaniu. Losowanie czasteczek wymaga ich
ponumerowania i skorzystania z generatora liczb pseudolosowych, losujgcego numer czasteczki.
Z modelu wynika, ze po kazdym losowaniu liczba czasteczek w kazdej potowie zmienia sie o jeden
(w jednej potowie maleje, w drugiej rosnie).

4. Powtarzanie losowania wymaga zastosowania petli, ktéra bedzie wykonywana dostatecznie dtugo,
by model mégt dojs¢ do przewidywanej przez nas rownowagi — mniej wiecej tej samej liczby cza-
steczek w obu potowach naczynia. Z pewnoscia im wiecej czasteczek, tym dtuzej powinna by¢ wy-
konywana petla.

5. Najprostszy sposdb przedstawienia rozktadu czasteczek to wypisywanie ich liczby: ile czasteczek
jest w danym momencie w lewej, a ile w prawej potowie naczynia. Te liczby mozna zobrazowac gra-
ficznie w postaci stupkéw o wysokosci zaleznej od liczby czasteczek. Trudniejsze moze by¢ przed-
stawienie zmiennosci liczby czasteczek w czasie za pomoca wykresu oraz graficzne przedstawienie
potozen czasteczek w naczyniach.

6. Model mozna oprogramowa¢ w zasadzie w dowolnym jezyku programowania. Wazne jest, zeby
uczniowie znali podstawy tego jezyka. Poniewaz na poprzednich lekcjach uzywano srodowiska pro-
gramowania Akademii Khana, model bedzie budowany w tym wiasnie srodowisku.

Przyktadowe sposoby wizualizacji przebiegu symuladji.

612 388 620 380

1000 czgsteczek

Algorytm i poczqtki programu (15 minut)

Uczniowie otwierajg srodowisko programistyczne Akademii Khana i sprawdzajg, czy posiadaja do dys-
pozycji odpowiednie konstrukcje. Rbwnoczesnie nauczyciel w trakcie rozmowy z uczniami wypisuje
proponowane przez nich kolejne kroki algorytmu. Moze wykorzysta¢ zapis algorytmu w pliku: Algo-
rytm symulacji rozprezania gazu.doc — materiatly pomocnicze 2.




Ustalenie warunkow poczatkowych:
wprowadzenie zmiennej n - liczby czasteczek gazu,
wprowadzenie zmiennych — tablic przechowujacych informacje o czastkach w lewej (LP)
i prawej (PP) potowie,
zapetnienie tablicy LP czasteczkami, czyli jedynkami, a tablicy PP zerami,
ustalenie wartosci zmiennych, w ktérych bedzie przechowywana liczba czastek w lewej
i prawej potowie: ileLP =niilePP=0.
Powtarzanie losowania i przedstawiania stanu modelu:
losowanie czasteczki,
sprawdzenie, czy czasteczka o wylosowanym numerze jest w lewej potowie
jesli tak, to usuniecie jej z lewej potowy i dodanie do prawej oraz
zmniejszenie o 1 liczby czasteczek w lewej potowie, a zwiekszenie o 1 w prawej,
w przeciwnym przypadku usuniecie jej z prawej potowy i dodanie do lewej oraz
zmniejszenie o 1 liczby czgsteczek w prawej potowie, a zwiekszenie o 1 w lewej,
wypisanie liczby czasteczek w obu potowach...

Ciag dalszy algorytmu zalezy od wybranego sposobu graficznej prezentacji wynikow.

Nauczyciel prosi uczniéw, aby przed nastepna lekcjg nauczyli sie konstrukgji potrzebnych do oprogra-
mowania modelu w $rodowisku Akademii Khana (wiekszo$¢ z nich powinni juz zna¢ z lekcji o sSrodowi-
sku programowania, bedzie to wiec powtoérzenie):

® petli powtarzania animacji draw (rozdziat Animation Basic: Intro to animation...);
® instrukgcji warunkowej if (rozdziat Logic and if Statements: If/Else part 1, If/Else part 2);
® postugiwania sie tablicami (caty rozdziat Arrays);

® ew. rozdziat Looping, cho¢ mowa w nim gtéwnie o petli while, ktéra w naszej realizacji nie jest wy-
korzystywana.

Dostepne pliki

L 1. Materiaty pomocnicze 1i2
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—  LEKCJANR2

TEMAT: Programowanie symulacji rozprezania gazu
— (w srodowisku Akademii Khana) <

Streszczenie

Uczniowie realizujg sformutowany na poprzedniej lekcji algorytm w srodowisku programowania Akademii
Khana. Poréwnujg swoje sposoby realizacji. Dyskutujg role symulacji w rozumieniu zjawiska fizycznego.

Cel

® Umiejetnos¢ stosowania podejscia algorytmicznego do rozwigzywania problemu.
® Wdrozenie do praktyki programistycznej.

® Poznanie mozliwosci i ograniczen modelowania.

® Ugruntowanie zrozumienia Il zasady termodynamiki.

Stowa kluczowe
petla for, tablica jednowymiarowa, Il zasada termodynamiki

Co przygotowac

Nauczyciel powinien zapoznac sie ze wszystkimi przygotowanymi programami modelu-

jacymi zjawisko i obejrzec¢ ich budowe oraz dziatanie dla réznych wartosci liczby czaste- @

czek. Moze korzysta¢ z programéw na stronie Akademii Khana lub z listingéw znajduja-
cych sie w plikach:

® ListingiNumModelRozGazKA.doc (materiaty pomocnicze 3)

® RozGaz.py (materiaty pomocnicze 4)

Mozna tez zaprezentowac¢ uczniom film obrazujacy realizacje symulacji dla 400 czaste-
czek: RozGaz.mp4 (film 1).

Przebieg zajec

Uczniowie w matych grupach lub indywidualnie oprogramowuja symulacje rozprezania gazu na podsta-
wie algorytmu opracowanego na poprzedniej lekcji. Obserwujg wyniki dziatania symulacji dla r6znych
wartosci liczby czasteczek. Prezentuja swoje programy klasie. Poprawiaja je i doskonala. Dyskutuja wnio-
ski na temat przebiegu zjawiska oparte na obserwowaniu symulacji.

Przygotowanie do programowania (10 minut)

W zaleznosci od zaawansowania uczniéw w umiejetnosci programowania nauczyciel omawia potrzebne
do realizacji algorytmu konstrukgcje.

Wypetnianie tablic - petla for.
var LP=[]; //pusta tablica, lewa poilowa
var PP=[]; //pusta tablica, prawa polowa
for(var i=0; i<n; i++){ //wypelnianie tablic wartoéciami 0 i 1
LP[1]=1; PP[i1]=0;} //(wszystkie cz. umieszczamy w lewe])
Uwaga: i++ jest zapisem oznaczajgcym zwiekszenie i 0 1 (i=1+1).

Ings
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Powtarzanie — petla draw.
var draw = function() {
powtarzane polecenia

}

Jest to specyficzna konstrukcja — nieskoriczona petla powtarzajaca polecenia, realizowana na biezaco,
pozwalajgca na animowanie grafiki i tekstu.

Losowanie — funkcje floor i random.
var los = floor(random(0, n)); //losowanie
floor (liczba) - podtoga, zwraca liczbe zaokraglong w dét do najblizszej catkowitej,
random(dét, gdra) -zwraca liczbe pseudolosowq zawartg w przedziale [dét, géra).

Zamiana wylosowanej czastki — instrukcja warunkowa if.
if (LP[los]===0){LP[los]=l; //i zamiana
PP[los]=0;
ileLP=ileLP+l;
ilePP=1ilePP-1;

} else
{LP[los]=0;
PP[los]=1;

ilelLP=ilelP-1;
ilePP=ilePP+1;

los to numer wylosowanej czastki.

Jesli na pozycji los tablicy LP jest zero, to zamieniamy je na 1, natomiast na pozycji 1os tablicy PP wsta-
wiamy zero, zwiekszamy réwniez o 1 liczbe czastek w lewej potowie i zmniejszamy o 1 liczbe czastek
w prawej potowie.

W przeciwnym przypadku wstawiamy zero na pozycji 1os w tablicy LB, i 1 na pozycji 1os w tablicy
PP, zmniejszamy réwniez o 1 liczbe czastek w lewej potowie i zwiekszamy o 1 liczbe czastek w prawej
potowie.

Programowanie (20 minut)

Uczniowie oprogramowuja symulacje. Pracujg indywidualnie lub w matych grupach. Nauczyciel obser-
wuje prace i pomaga poszczegdlnym grupom. Nie nalezy narzuca¢ uczniom jednego sposobu wizu-
alizacji wynikéw.

Listingi oraz przygotowane programy zawierajg rézne sposoboéw wizualizacji symuladji.

Stupki obrazujg liczby czasteczek w obu potowach.



e oy e mera e e
ewe 8 1000
var 1lePP=@;
var draw = function() { //losowanie i zmiana L
/P
var 1 = floor{random{@, n));
fi11(255, 255, 255); //wymazywanie
rect(@, 37@, 488, 38);
rect(@, @, 488, 36@);
if (LP[1]===8){LP[1]=1; PP[1]=8;
ilelP=ilelP+1;
ilePP=ilePP-1;
} else
{LP[1]=8; PP[1]=1;
ilelP=ilelP-1;
ilePP=ilePP+1;}
fill{124, 24, 24); //wypisywanie liczb
text(ilelP, 85, 398);
tewt(ilelP+ilePP, 185, 25);
text(ilePP, 285, 398); //malowanie stupkdw
rect(5@, 368-ilelP*pixCz, 1868, ilelP*pixCz);
rect(25@, 36@-ilePP*pixCz, 188, ilePP*pixCz);
. . 560 440

Kropki to roztozenie czasteczek w potowach naczynia.

11



12

Potozenia czasteczek i wykres zmiennosci liczby czasteczek w zaleznosci do czasu.

Przyktadowa realizacja modelu w jezyku Phyton (plik rozGaz.py — materiaty pomocnicze 4).



Prezentacja programow (10 minut)

Nauczyciel wybiera trzy najbardziej udane symulacje, a wybrani uczniowie prezentuja swoje programy;,
wyjasniajac uzyte w nich konstrukcje i odpowiadajac na pytania innych. W przypadku gdy brakuje cie-
kawych rozwigzan, nauczyciel moze zaprezentowac jeden lub kilka gotowych programéw (patrz Do-
stepne pliki).

Jesli czas pozwala, to po prezentacjach uczniowie doskonala swoje programy, jesli nie — nauczyciel za-
daje udoskonalenie programéw jako prace domowa.

Whioski (5 minut)

Symulacja pozwala na wyciggniecie wnioskdw na temat przebiegu zjawiska. Wida¢, ze zawsze uktad
dazy od stanu bardziej uporzadkowanego do mniej uporzadkowanego. Z budowy modelu wynika, ze
jest to droga od stanéw mniej prawdopodobnych do bardziej prawdopodobnych. Jest to odzwiercie-
dleniem Il zasady termodynamiki:

Uktad dazy do stanu, ktéry moze by¢ w danych warunkach zrealizowany na jak najwiecej
sposobow, czyli do maksymalizacji entropii.

Dazenie do stanu réwnowagi to wyboista droga, z powodu fluktuacji, czyli niewielkich zmian liczby cza-
steczek, ktore zdarzaja sie rowniez po dojsciu do rownowagi — rownej liczby czasteczek w obu potowach
naczynia. Doktadniejsza obserwacja wielkosci fluktuacji prowadzi do ciekawych wnioskéw.

Dla n = 100 czasteczek gazu mozna tatwo zaobserwowa¢ fluktuacje na poziomie 4n = +/- 10 czaste-
czek, dla n = 4000, réwnie fatwo zauwazy¢ fluktuacje o An = +/-200 czasteczek. Tak wiec Srednia wiel-
kos¢ fluktuacji An rosnie z liczbg czasteczek. Zauwazmy natomiast, ze wzgledna fluktuacja An/n maleje.
Dla warunkéw panujacych w atmosferze (liczba czasteczek w cm? = 2,7*10%) fluktuacje Srednie sg rzedu
10°, ale wzgledne fluktuacje to zaledwie ok. 109, czyli jedna miliardowa. Czy te fluktuacje prowadza do
jakichs widocznych efektéw? Na pewno przeszkadzajg astronomom, powodujac rozmycie obrazéw
gwiazd i galaktyk obserwowanych przez duze teleskopy. Fluktuacje w atmosferze rozpraszaja $wiatto
stoneczne, a poniewaz rozpraszanie jest bardziej efektywne dla mniejszych dtugosci fal, czyli silniej roz-
praszane jest swiatfo niebieskie, a stabiej czerwone, to w rezultacie kolor nieba jest niebieski i Storce
o zachodzie ma kolor czerwony.

Sprawdzenie wiedzy

Sprawdzenie wiedzy po tej lekcji polega na ocenie umiejetnosci ucznidéw tworzenia algorytmu i pro-
gramu oraz ich przygotowania informatycznego do tworzenia projektéw programistycznych. Bedzie
to proces ciagty — obserwacji pracy uczniéow na lekcjach.

® Obserwowanie aktywnosci uczniéw w trakcie wspdlnej pracy nad algorytmem na pierwszej lekgji.
® Obserwowanie aktywnosci ucznia w trakcie pracy nad programem na drugiej lekgji.

® Sprawdzanie postepow uczniéw w samodzielnej nauce w Akademii Khana.

® Sprawdzanie efektywnosci pracy ucznidéw na drugiej lekgji.

® Zebranie przygotowanych przez uczniéw programéw do oceny (wystarcza odsytacze).

Ocenianie
Ocena pracy ucznidow moze sktadac sie z:
® Oceny aktywnosci ucznia w trakcie wspodlnej pracy na pierwszej lekgji.

® QOceny aktywnosci ucznia w trakcie samoksztatcenia, za pomocga danych uzyskanych z panelu nauczy-
ciela Akademii Khana.
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® QOceny aktywnosci ucznia w trakcie pracy nad programem na drugiej lekgji.
® QOceny wynikéw pracy w postaci zapisanego na stronie Akademii Khana programu.

Dostepne pliki

1. Materiaty pomocnicze 3i 4

2. Film 1

Programy na stronie Akademii Khana:
1. Rozprezanie gazu - liczby czastek:
www.khanacademy.org/cs/rozgaz0/2668462465

2. Rozprezanie gazu - graficzna ilustracja zmian liczby czastek:
www.khanacademy.org/cs/rozgaz1/2707986922

3. Rozprezanie gazu - ilustracja przemieszczania czastek:
www.khanacademy.org/cs/rozgaz2/2668891134

4. Rozprezanie gazu - ilustracja liczby czastek z mozliwoscig réznych uktadéw poczatkowych:
www.khanacademy.org/cs/rozgaz3/2769556654

5. Rozprezanie gazu - ilustracja przebiegu zmian w czasie liczby czastek:
www.khanacademy.org/cs/rozgaz4/2783434734


http://www.khanacademy.org/cs/rozgaz0/2668462465
http://www.khanacademy.org/cs/rozgaz1/2707986922
http://www.khanacademy.org/cs/rozgaz2/2668891134
http://www.khanacademy.org/cs/rozgaz3/2769556654
http://www.khanacademy.org/cs/rozgaz4/2783434734

Cztowiek - najlepsza inwestycja
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