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SCENARIUSZ TEMATYCZNY
ODKRYWANIE GEOMETRII TROJKATA

OPRACOWANY W RAMACH PROJEKTU:
INFORMATYKA - MOJ SPOSOB NA POZNANIE | OPISANIE SWIATA.
PROGRAM NAUCZANIA INFORMATYKI
Z ELEMENTAMI PRZEDMIOTOW MATEMATYCZNO-PRZYRODNICZYCH

Streszczenie

Scenariusz dotyczy odkrywania wtasnosci trojkatow przy uzyciu ogélnodostepnego pro-
gramu komputerowego GeoGebra, ktéry mozna zainstalowac¢ w szkole. Kazdy uczer moze
go posiada¢ na wiasnym domowym komputerze, co utatwi wspotprace miedzy nauczycie-
lem a uczniem, a takze samodzielne studiowanie matematyki przez ucznia.

GeoGebra umozliwia tworzenie konstrukcji geometrycznych. Graficzna prezentacja ufa-
twia dostrzezenie przez uczniéw matematycznych zaleznosci w odkrywczym dochodzeniu
do twierdzen. Dzieki interaktywnym konstrukcjom GeoGebry uczern moze samodzielnie
poznawac i rozwigzywac nietypowe, problemowe, ztozone zadania, uczac sie logicznego
myslenia. Podejmowane préby utatwiaja odnalezienie heurystyki rozwigzania problemu,
co jest jednym z kluczowych zadan wspétczesnego nauczania.

Materiat opracowano w taki sposéb, by uczen mégt kontynuowac lekcje w domu, dokonu-
jac analogii, rozszerzen oraz poszukujgc odpowiedzi na pytania postawione podczas lekgji.
Rola scenariusza jest zainteresowanie ucznia matematyka, utrwalanie w nim postaw lo-
gicznego myslenia, obserwacji istotnych faktéw i wyciggania wiasciwych wnioskéw. W po-
szczegolnych lekcjach uczen prowadzony jest krok po kroku, aby samodzielnie formutowat
definicje, twierdzenia oraz odkrywat zaleznosci w tréjkatach.

Nabyte umiejetnosci uczerh moze wykorzysta¢ podczas rozwigzywania zadan przygoto-
wujacych go do egzaminu maturalnego.

Czas realizacji

5 x 45 minut

Dostepne pliki:

® Prezentacja ,Tréjkat i jego whasnosci” obejmujaca 5 jednostek lekcyjnych
® Test

® Zadania otwarte

> MATEMATYKA - POZIOM PODSTAWOWY
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® 4 filmy: FILM 1.avi, FILM 2.avi, FILM 3.avi, FILM 4.avi

® pliki_geogebry zawierajacy wszystkie konstrukcje programu GeoGebra oraz makrokonstruk-
cje GeoGebry — materiaty uzupetniajace 1

® dowody_word zawierajacy dowody twierdzen - materiaty uzupetniajace 2

Ze wzgledu na ztozonos$¢ zadan oraz rézne uzdolnienia matematyczne uczniéw, czas moze
zostac przez nauczyciela whasciwie dostosowany do tempa pracy mtodziezy. Problemy
wchodzace w sktad 5 lekgji dotycza popularnych w szkole wtasnosci tréjkata. Przygotowane
sq one w postaci polecen, wspomaganych rysunkami i plikami konstrukcyjnymi GeoGebry.

Poniewaz wszystkie lekcje sg opracowane wedtug tego samego schematu, opisy poszcze-
golnych lekdji nie zawierajg celéw poznawczych, celéw ksztatcenia i doktadnego opisu spo-
sobu realizowania. Pozostawiono swobode nauczycielowi zamieszczajac jedynie uwagi
natury dydaktycznej do wybranych lekgiji.

Podstawa programowa
Etap edukacyjny: IV, przedmiot: matematyka (poziom podstawowy)

Cele ksztatcenia - wymagania ogédlne

lIl. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentadji.

Uczen uzywa prostych, dobrze znanych obiektéw matematycznych.
IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Uczen stosuje strategie, ktdra jasno wynika z tresci zadania.

Tresci nauczania - wymagania szczegéfowe

8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Uczen:
8.2. bada réwnolegtosc i prostopadtosé prostych;
8.4. oblicza wspétrzedne punktu przeciecia dwdch prostych (Srodkowych);
8.7. znajduje obrazy niektérych figur geometrycznych w symetrii sSrodkowej i osiowej.
Etap edukacyjny: IV, przedmiot: informatyka (poziom podstawowy)

Cele ksztatcenia - wymagania ogdine

IV. Wykorzystanie komputera oraz programéw i gier edukacyjnych do poszerzania wiedzy i umiejetno-
$ci z réznych dziedzin oraz do rozwijania zainteresowan

[Il. Rozwigzywanie probleméw i podejmowanie decyzji z wykorzystaniem komputera, z zastosowa-
niem podejscia algorytmicznego.

Il. Wyszukiwanie, gromadzenie i przetwarzanie informacji z r6znych zrédet; opracowywanie za pomoca
komputera: rysunkéw, tekstéw, danych liczbowych, motywdw, animacji, prezentacji multimedialnych.

Tresci nauczania - wymagania szczegéfowe

5. Rozwigzywanie probleméw i podejmowanie decyzji z wykorzystaniem komputera, stosowanie po-
dejscia algorytmicznego. Uczen:
5.2. formutuje specyfikacje dla wybranych sytuacji problemowych;

5.3. projektuje rozwigzanie wybiera metode rozwigzania, odpowiednio dobiera narzedzia kompu-
terowe, tworzy projekt rozwigzania.



Ponadto uczen:

I 2
-
L 4
I 2
-
I 2
-
L 4
I 2
-
L 4

poznaje modelowanie matematyczne,

poznaje nowe pojecia zwigzane z tréjkatem (tzw. punkty charakterystyczne trojkata),
odkrywa nieznane mu twierdzenia matematyczne,

wykorzystuje znane pojecia geometryczne do okreslania nowych poje¢,
samodzielnie studiuje matematyke i uczy sie jej studiowania,

przygotowuje sie do egzaminu maturalnego z dziatu geometria pfaska,

nabywa umiejetnosci dostrzegania waznych faktéw, wyciggania z nich wnioskow,
uczy sie strategii,

uczy sie poprawnego rozumowania i logicznego myslenia,

uczy sie poprawnie formutowac odkryte i udowodnione twierdzenia,

uczy sie rozumowania i argumentacji.

Stowa kluczowe

punkty charakterystyczne, ortocentrum, spodki wysokosci, punkt Toricelliego, Srodek okregu opisanego,

wpisanego, trojkat spodkowy, okrag i prosta Eulera, twierdzenie Napoleona

Co przygotowac

® Prezentacja ,Trojkat i jego wtasnosci”

® Nalezy zainstalowac¢ program GeoGebra na stanowiskach komputerowych, jesli lek-

cja odbywa sie w pracowni komputerowej, lub na stanowisku komputerowym w sali
lekcyjnej z tablicg interaktywna albo rzutnikiem multimedialnym

Pliki GeoGebry wywotywane z pokazu Power Point za pomoca odpowiednich hiper-
taczy lub bezposrednio z platformy

Filmy instruktazowe oraz ukazujace niektére wtasnosci tréjkata




— Lekcja 1
L TEMAT: ORTOCENTRUM TROJKATA <

A

(slajdy 1-24)

Uczen poznaje pojecie ortocentrum, jako punktu przeciecia sie wysokosci tréjkata. Poniewaz w podsta-
wie programowej nie ma pojecia rzutu prostokatnego punktu na prosta, nalezy tu odwotac sie do intuicji
ucznia. Pojecie to jest bardzo wazne, gdyz stosuje sie rowniez w trakcie poszukiwania wartosci argumentu
funkgiji, dla ktérego funkcja przyjmuje wartosci dodatnie lub ujemne. Dokonujemy wéwczas rzutu prosto-
katnego czesci dodatniej lub ujemnej wykresu na os Ox. Pojecie rzutu jest réwniez wazne przy wykony-
waniu rzutéw figur przestrzennych i rysowaniu ich na kartce papieru, lub na tablicy.

s 0lortocentrumil.ggb — poruszajgc dowolnym wierzchotkiem tréjkata uczen dostrzega, ze wyso-
kosci tréjkata zawsze sie przecinaja. Punkt ich przeciecia moze znajdowac sie wewnatrz trojkata,
na jego boku lub na zewnatrz tréjkata,

s 02ortocentrum2.ggb - pokazuje to samo w rozmaitych sytuacjach,
s 03ortocentrum3.ggb - prezentuje tréjkat spodkowy utworzony w ten sposéb, ze jego wierzchot-
kami sa spodki wysokosci tréjkata bazowego,

s 04ortocentrum4.ggb - teraz uczen poszukuje takiego trojkata o wierzchotkach K, L, M, slizgaja-
cych sie po bokach trojkata ABC, ktéry ma najmniejszy obwdd. Plik zawiera wskazéwke, utatwia-
jaca odnalezienie rozwigzania. Uczen powinien postawic hipoteze, ze tréjkat KLM powinien by¢
tréjkatem spodkowym.



— Lekcja 2
- TEMAT: SRODEK CIEZKOSCI TROJKATA

A

(slajdy 25-35)

To wazne dla fizykéw, mechanikéw i konstruktoréw zagadnienie wprowadzone jest w sposéb odkrywczy.
Uzyto dwéch plikéw GeoGebry:

s 05srodek_ciezk1.ggb - ilustruje konstrukcje srodka ciezkosci. Uczniowie powinni zna¢ geome-
tryczna konstrukcje tego punktu w trdjkacie. To punkt przeciecia srodkowych tréjkata. Wazne jest,
aby uczniowie zwrdcili uwage na to, ze punkt ten nigdy nie wychodzi poza tréjkat. W tym celu
w konstrukgcji GeoGebry poruszamy wierzchotkami trojkata rozwazajac rézne jego konfiguracje,

m 06srodek_ciezk2.ggb - pokazuje wtasnosc srodka ciezkosci. Ta znana wtasnos¢ srodka ciezkosci
tréjkata to informacja, ze dzieli on kazda srodkowa w stosunku 2:1. Dodatkowo mozna pokazac
uczniom, ze $rodek ciezkosci ma wspotrzedne bedace srednimi arytmetycznymi wspotrzednych
wierzchotkéw tréjkata.

Film 1 ilustruje konstrukcje srodka ciezkosci tréjkata i czworokata [MS1] — na podstawie tego filmu ucznio-
wie powinni skonstruowac srodek ciezkosci czworokata. Przekatna czworokata dzieli go na dwa tréjkaty.
Tworzymy odcinek, ktéry faczy srodki ciezkosci obu tych tréjkatéw. Potem to samo powtarzamy dla dru-
giej przekatnej tego czworokata. Utworzone odcinki przecinaja sie w punkcie, ktéry wyznacza srodek
ciezkosci czworokata.

Jedli przeksztatcimy ortocentrum trojkata w symetrii wzgledem jego bokéw i sSrodkéw tych bokéw, to oka-
zuje sie, ze wszystkie te punkty lezg na okregu opisanym na tréjkacie. llustrujg to pliki GeoGebry: 290b-
razy ortocentrumi.ggb, 30obrazy ortocentrum2.ggb.

Jesli pofaczymy otrzymane poprzednio sze$¢ punktéw z ortocentrum i wierzchotkami tréjkata, to na
ekranie pojawi sie rzut pewnego prostopadtoscianu, a w szczegdlnym przypadku szescianu. Jest to bar-
dzo proste do odkrycia, niemal widoczne gotym okiem. Pliki GeoGebry do przeprowadzenia tej lekcji to:
31obrazy ortocentrum3.ggb, 32obrazy ortocentrum4.ggb.




— Lekcja 3
L TEMAT: SYMETRALNE | DWUSIECZNE TROJKATA <

(slajdy 36-47)

Symetralne i dwusieczne dowolnego tréjkata pozostaja ze sobg w Scistej relacji, z ktdrej wynika wiele inte-
resujgcych whasnosci trojkata. Szesé plikow GeoGebry umozliwia odkrycie tych zaleznosci, niektére z nich
udowodniono. Oto pliki GeoGebry:

m 07dwusymi.ggb - uczen odkrywa, ze dwusieczne z symetralnymi przecinaja sie w punkcie leza-
cym na okregu opisanym na tréjkacie,
m» 08dwusymz2.ggb - punkty te sg wierzchotkami nowo utworzonego tréjkata

Uczen dostrzega kolejne whasnosci tréjkata manipulujac obiektami w plikach: 09dwusym3.ggb, 10dwu-
sym4.ggb, 11dwusym5.ggb.



— Lekcja 4

TEMAT: TROJKATY ROWNOBOCZNE NA BOKACH
e DOWOLNEGO TROJKATA <«

A

(slajdy 48-62)

Napoleon znany z historii wojen byt dobrym matematykiem i odkryt bardzo proste do sformutowania,
cho¢ trudne do udowodnienia, twierdzenie. W pierwszej potowie XX wieku uogélnit je na pewne przy-
padki wioski matematyk Barlotti.

Dwa pliki GeoGebry: 13napoleoni.ggb i 14napoleon2.ggb umozliwiajg dos¢ tatwe odkrycie tego twier-
dzenia.

Tutaj proponuje sig, by sprowokowac ucznia do uogélnienia tego twierdzenia na czworokaty, szesciokat,
przy czym na ich bokach warto sprébowac tworzy¢ nie tylko tréjkaty, ale inne wielokaty. A co sie dzieje
w przypadku, gdy tréjkaty napoleonskie dorysujemy do wnetrza trojkata?

Film nr 2 przedstawia sposéb tworzenia makrokonstrukgji tréjkata rownobocznego oraz makrokonstruk-
¢ji ortocentrum dowolnego trojkata.

Nazwiska Torricellego i Fermata powigzane zostaty ze soba jednym punktem charakterystycznym tréjkata,
ktéry przyjmuje inne wtasnosci jako punkt T, a inne jako punkt F. W ujeciu historycznym byto podobnie.
Jeden z uczonych nie wiedziat o problemie postawionym przez drugiego. Oprécz czterech plikéw Geo-
Gebry uczenn moze na filmie obejrze¢ konstrukcje i rozumowanie Fermata w poszukiwaniu punktu, dla
ktérego suma odlegtosci od wierzchotkdw trojkata jest minimalna.

Pliki GeoGebry: 15Punkt_TF1.ggb, 16Punkt_TF2.ggb, 177Punkt_TF3.ggb, 18Punkt_TF4.ggb, 19Punkt_

TF5.ggb pokazuja kolejno krok po kroku odkrycie obu twierdzen. Film nr 3 przedstawia rozwigzanie Fer-
mata.
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— Lekcja 5
L TEMAT: PROSTA | OKRAG EULERA <

A

(slajdy 63-72)

Te znang prosta odkryt matematyk szwajcarski Leonard Euler. Prosta ta przechodzi przez trzy punkty cha-
rakterystyczne tréjkata: ortocentrum, $rodek okregu opisanego i srodek ciezkosci. Ten ostatni punkt nigdy
nie wychodzi poza tréjkat i rowniez zawsze znajduje sie pomiedzy pozostatymi dwoma punktami. Zawsze
jest dwukrotnie blizej jednego z nich niz drugiego. Uczniowie podobnie jak wszystkie inne problemy od-
krywaja rowniez to twierdzenie. Zwigzki miarowe odczytujemy w plikach GeoGebry uzywajac narzedzi:
dtugos¢, odlegtosc i miara kata. W tej czesci lekcji postugujemy sie plikami GeoGebry: 25prostaEuleral.
ggb, 26.prostaEulera2.ggb.

Okrag Eulera to okrag przechodzacy przez srodki bokéw trojkata, spodki jego wysokosci oraz srodki od-
cinkéw taczacych ortocentrum z wierzchotkami tréjkata. Promien tego okregu jest dwukrotnie mniejszy
od promienia okregu opisanego na trojkacie. Na lekcji nie nalezy uprzedza¢ ucznia, co odkryje, lecz da¢
mu szanse pracy samodzielnej. Upewni go to w przekonaniu, ze matematyka nie jest taka trudna, skoro
on sam potrafi jg odkrywac i uczy¢ sie samodzielnosci w jej poznawaniu. W tej czesci lekcji postugujemy
sie plikami GeoGebry: 27okragEuleral.ggb, 28.okragEulera2.ggb.
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