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CZWOROSCIAN FOREMNY

Czworoscian foremny podobnie jak trojkat rownoboczny na ptaszczyznie jest w prze-
strzeni tréjwymiarowej simpleksem, tzn. obiektem n-wymiarowym, ktéry ma minimal-
ng liczbe elementéw (n-1) wymiarowych. Znajomos¢ wlasnosci tréjkgta moze spro-
wokowac ucznidow do przeniesienia ich na czworoscian foremny (tetrahedron) hotdu-
jac zasadzie poszukiwania analogii.

W praktyce okazuje sie, ze w przestrzeni 3-wymiarowej bardziej popularnym i le-
piej znanym wieloscianem jest szescian. Potraktujmy go wiec jako baze do badania

czworoscianu. By¢ moze taka droga okaze sie fatwiejsza.

PROBLEM 1
Czy w szescianie mozna umiesci¢ czworoscian tak, by jego wierzchotki byty réowno-

czes$nie wierzchotkami szescianu? lle rozwigzan ma zadanie?

Podpowiedz 1:
Jesli wydaje Ci sie, ze odpowiedz na pytanie postawione w problemie 1 jest pozy-
tywna, to sprébuj naszkicowac¢ na kartce odpowiedni rysunek.

Podpowiedz 2:
Jesli masz trudnosci z wykonaniem rysunku, to pomysl, jak umiesci¢ czworoscian
w szescianie tak, aby ilos¢ pewnych jego elementéw byta rowna ilosci odpowiednich

elementéw szescianu.

Podpowiedz 3:

lle $cian ma szescian, a ile krawedzi czworoscian?

Rozwigzanie:
Czworoscian ma tyle krawedzi, ile Scian ma szescian. Wobec tego krawedzie te po-
winny zawierac¢ sie w Scianach szescianu. Poniewaz jednak majg wspdlne wierzchot-

ki, to muszg by¢ przekatnymi $cian szescianu.
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rys. 1 rys. 2

Czworoscian mozna umiesci¢ w szescianie na dwa rézne sposoby (patrz rysunki

1i2).

PROBLEM 2
Oba czworosciany umieszczone w szescianie przenikajg sie wzajemnie. Czy potra-

fisz ustali¢, co jest czescig wspolng tych czworosciandw? Naszkicuj oba czworoscia-

ny w jednym szescianie i sprébuj odnalez¢ ich cze$¢ wspodina.

Rozwiazanie:

DI

cl
Al

D

c
A
B
rys. 3 rys. 4

Jak widac¢ czescig wspolng obu czworoécianéw jest osmioscian foremny, ktérego

wierzchotki sg srodkami $cian szescianu. Zastandw sie, jak obliczysz objetosé tego

osmioscianu?
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A jaki wielo$cian jest sumg obu czworoscianow?

Sumg obu czworosciandw jest ,rogaty” wieloscian (rys.
5). Po raz pierwszy udato sie go skonstruowaé¢ w 1609
roku niemieckiemu matematykowi Johannesowi Keple-
rowi (1571-1630).

Nazwat on ten wieloscian stella octangula, czyli
osmioscian gwiazdzisty. Jest on reprezentantem cate- rys. 5

go zbioru wielosciandéw zwanych gwiazdzistymi.

PROBLEM 3
Narysuj na kartce dowolny czworoscian o krawedzi dtugosci b i bez wykonywania

rachunkow oblicz odlegtos¢ dwdch jego skosnych krawedzi.

Podpowiedz:

Wykorzystaj rozwigzanie problemu 1.

Rozwiazanie:

Dl

A Cc

rys. 6 rys. 7

Narysowanie samego czworoscianu nie daje pomystu na obliczenie odlegtosci jego
skosnych krawedzi np. AC i B'D’. Umieszczenie go w szeScianie, tak jak omowiono

to w problemie 1, daje natychmiastowg odpowiedz (rys. 7):
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Odlegtos¢ skosnych krawedzi czworoscianu jest rowna diugosci krawedzi
szescianu, w ktérym czworoscian zostal umieszczony tak, aby jego wierzchotki

byly rownoczesnie wierzchotkami szescianu.

Jezeli krawedz czworoscianu wynosi b = a2, to odlegtos¢ jego sko$nych krawe-

) ) 1
dzi wynosi a=—=b.
i 2

PROBLEM 4
Czy istnieje taki przekrdj czworoscianu, ktory jest kwadratem? Jesli tak, to ile jest

takich przekrojow? Jakie jeszcze inne przekroje moze posiada¢ czworoscian?

Rozwiazanie:
Problem pomogg Ci rozwigza¢ konstrukcje przekrojow czworoscianu wykonane
w programie Cabri Il Plus lub Cabri 3D, ktérych ilustracje przedstawiajg rysunki 8, 9.
101 11. Na rysunkach 8 i 9 zamieszczone sg przekroje czworoscianu ptaszczyznami
dzielagcymi krawedzie CB i CA oraz DA i DB w tym samym stosunku. Suwaki umiesz-
czone obok konstrukcji pozwalajg zmienia¢ potozenie ptaszczyzn przekroju. Jak wi-
dac¢ przekrojem tym moze byc¢ trojkat rownoboczny (ptaszczyzna przekroju zawiera

wowczas sciane czworoscianu), prostokat, a nawet kwadrat.

D D
B B
c c
A
cuwak 1 A suwak 1
suwak 2
suwak 2
rys. 8 rys. 9
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Inng grupe przekrojow otrzymamy, gdy ptaszczyzna przekroju bedzie zawierac jedng
z wysokos$ci czworoscianu — rys. 10. Wowczas przekrojem bedzie pewien trojkat. Czy

moze on by¢ réwnoramienny? A réwnoboczny?

D

obrot
ptaszczyzny

c \ B
\ ¥
A
rys. 10

Nie mniej ciekawe przekroje posiada czworoscian, gdy przetniemy go ptaszczyzng
zawierajgcq prostg przechodzaca przez $rodki skosnych krawedzi czworoscianu.
Moga nimi by¢ trojkat rownoramienny, deltoid, a w najlepszym przypadku kwadrat.
Konstrukcja umozliwia obracanie ptaszczyzny wokét osi KL oraz obrét czworoscianu

suwakiem M.
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rys. 11

PROBLEM 5

Odnalazte$ juz kwadratowy przekrdj czworoscianu. Przyjrzyj sie uwaznie ksztattom

dwoch wielosciandw, ktore otrzymates w wyniku tego przekroju. Jaka relacja zacho-

dzi pomiedzy nimi? (rys. 12)

AT 7N

obrot

. .puwigkszenie

‘0BROT 1

‘0BROT 2

rys. 12

obrot
laszcz

Konstrukcja umozliwia obserwacje
obu tych wielo$cianéw poprzez ich
obracanie wokét osi przechodzacej
przez Srodki skosnych krawedzi czwo-
roscianu.

Oba majag po pie¢ Scian i sg oczywi-
Scie przystajace. Przyjrzyj sie uwaznie
i zaprojektuj siatke kazdego z nich.
Nastepnie sklej dwa takie pieciosciany
i daj swoim kolegom do zilozenia

z nich czworos$cianu.
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Jezeli zaprojektowates te siatke, to sprawdz, czy jest ona taka sama jak przedsta-

wiona na rysunku 13.

rys. 13

PROBLEM 6
Wiesz juz, ze istnieje kwadratowy przekroj czworoscianu foremnego.

Czy mozna ustawi¢ czworoscian wzgledem zrédia swiatta tak, aby jego cieh byt
kwadratem?

Czy kierunek promieni wydaje Ci sie przypadkowy? Okresl go.

Czy potrafisz znalez¢ jeszcze inny kierunek, dajacy tez kwadratowy cieh czworo-
Scianu?

lle jest takich kierunkow w przypadku danego czworoscianu foremnego?
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Rozwiazanie:
Zadanie to mozna sformutowac tez w inny sposoéb: czy istnieje tunel kwadratowy,

przez ktory czworoscian mozna przemiesci¢ tak, by wypetniat catkowicie ,,0kno” tune-

lu?

Ogladanie figury przestrzennej utatwia dokonanie jej rzutéow Monge’a. Gaspard
Monge (1746-1818) — francuski matematyk i inzynier — byt prekursorem wspotcze-
snej geometrii wykresinej i konstrukcji inzynierskich. Wprowadzit do geometrii prze-
strzennej trzy wzajemnie prostopadte osie OX, OY, i OZ i na kazdg z ptaszczyzn wy-
znaczonych przez dwie osie zrzutowat prostopadle figure. Rysunek 161 ilustruje troj-
katne rzuty Monge’a czworoscianu foremnego. Rysunek 162 ilustruje natomiast takie

jego potozenie wzgledem rzutni, ze rzutem na ptaszczyzne XY jest kwadrat.
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rys. 14 rys. 15

Zwro¢ uwage, ze kierunek rzutowania (0§ OZ) przechodzi przez srodki sko$nych

krawedzi czworo$cianu foremnego.
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W trakcie obracania tego czworoscianu w ta- z
Ne | '/1
kim ustawieniu wokot osi przechodzacej przez 1 i // I:
srodki tych krawedzi rzut na ptaszczyzne XY r,’/'." : ’ |
. . % B :
bedzie zachowany. Obréémy teraz ten czworo- Y, / N

I
ILI

Scian wzgledem ptaszczyzny XY wokot osi po-

~

kazanej na rysunku 15. W pewnym momencie !/ ~
uzyskamy takie potozenie czworoscianu ‘
wzgledem rzutni Monge’a, w ktérym pozostate /,ﬂ'{"—""‘;:.—-/::'
.--":<'.,’ ’
dwa rzuty tez bedg kwadratami — rysunek 16. £ Fanrn o L e
rys. 16

Tak wiec istnieje takie potozenie czworoscianu, ze nie tylko jeden rzut, ale
wszystkie trzy sg kwadratami. Zauwaz, Zze kierunki rzutowania sg w tym przypadku
réwnolegte do kazdej z osi rzutni Monge’a. To znow jest potwierdzeniem tego, co juz
poznaliSmy wczesniej. Skoro czworoscian mozna odpowiednio umiesci¢ w szescia-
nie, to jego trzy rzuty pokrywajg sie ze $cianami szescianu, czyli sg kwadratami row-
nolegtymi do ptaszczyzn uktadu wspotrzednych.

Program CABRI Il pozwala utworzy¢ konstrukcje rzutni Monge’a i umiesci¢ w niej
szescian oraz czworoscian foremny. Jest ona nieco skomplikowana i nie ma tu miej-
sca na jej objasnianie. Obracajgc kazdg z bryt za pomocg przygotowanych i odpo-
wiednio oznaczonych pokretet mozesz obserwowac jak dynamicznie zmieniajg sie
ich rzuty Monge’a.

Rysunek 17 ilustruje trzy takie rzuty czworoscianu: czotowy (od przodu), z gory
i z boku. Cienie wieloscianu nie mozna utozsamiac z jego rzutami, ale stanowig one
ich obrys. Jak wida¢ mozna tak ustawi¢ czworo$cian foremny wzgledem ptaszczyzn
rzutni Monge’a, aby przynajmniej jeden z rzutdéw czworoscianu byt kwadratem. Ustaw

go tak, by wszystkie trzy byty kwadratami.
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obrit
szedcianu

Bi EC rzut z boku EAED

AI

rys. 17

PROBLEM 7
Umies¢ w znany Ci sposéb czworoscian foremny w szescianie i zauwaz, ze reszte

szesScianu wypetniajg cztery przystajgce do sobie ostrostupy.

rys. 19

rys. 18
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Oznacz krawedz szescianu jako ,a”, a czworoscianu jako ,b”.
Jaka relacja zachodzi pomiedzy ,a” i ,b™?
Sprobuj bez wykonywania rachunkéw obliczyé, ile razy objeto$¢ szescianu jest

wieksza od objetosci czworoscianu w nim umieszczonego.

Podpowiedz:
Zauwaz, ze kazdy z ostrostupow ma jedng Sciane przystajacg do Sciany czworoscia-
nu. Ztéz ze sobg dwa takie ostrostupy stykajac je scianami nieprzystajgcymi do $cia-
ny czworoscianu (rys. 18, 17). To samo zréb z pozostatg dwojkg ostrostupow. Jakag

bryte otrzymates? Oblicz jej objetosc.

rys. 20 rys. 21

Rozwigzanie:

Przyjmujac za a dtugos¢ krawedzi szescianu, a za b

o . . . b
czworo$cianu wiesz, ze b =a/2, czylia=—

V2

Cztery ostrostupy uzupetniajgce czworoscian do sze-

Scianu mozna ztozy¢é w prawidtowy ostrostup czworo-

katny o krawedzi podstawy b=av2 i wysokosci a

(rysunek 22). aﬁ

rys. 22
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Ich objeto$¢ wynosi zatem:

Vi :%-a\/i-a\/z-a: -a’

wI|N

co oznacza, ze objeto$¢ czworoscianu umieszczonego w szescianie stanowi 3 obje-

tosci tego szescianu.

Wobec tego objetos¢ czworoscianu o krawedzi b wynosi:

3 3
VCZWZE‘aSZE[ij :b_
3 3WV2) 642

PROBLEM 8
W szescianie ABCDA'B’C’D’, ktérego sciang przednig jest $ciana ABB’A’ scinamy
naroza przy wierzchotkach B, D, A’i C’ prowadzac ptaszczyzny prostopadte do prze-

katnych wychodzacych z tych wierzchotkéw w jednakowej odlegtosci od nich.

&
-I"--- \'\

,.--"‘ LLLLT Y T

suwak

rys. 23

Gdy ptaszczyzny te bedziemy zbliza¢ do srodka szescianu, wowczas dojdziemy do
takiego momentu, ze przetng sie one ze sobg zamykajgc w przestrzeni pewien wie-

loscian. Naszkicuj ten wieloscian wykreslajgc wczesniej kolejne fazy scinania narozy.

33333333333333333322222222222222222222222222222222222222222222222222
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Rozwiazanie:
Rozwigzujgc to zadanie na kartce papieru kreslisz kilkanascie takich przekrojow. Ry-
sunek jest zbyt zamazany i trudno z niego odczytaé rozwigzanie. Wykonaj jedna

konstrukcje dynamiczna scinanie wybranych narozy szescianu (patrz rys. 23).

Teraz masz mozliwos¢ w sposob ciggty D

kreowania tych przekrojéw. W etapie konco-

Al
wym cztery trojkatne przekroje zamykajq sie w
jedng catos¢ — czworoscian foremny umiesz-

czony w szescianie w sposob opisywany w

poprzednich problemach — rys. 25.

Jest to wiec pewna forma tworzenia czworo- A

Scianu foremnego z szescianu.

rys. 24

W kolejnej ksigzce z serii CABRISTA poswieconej rowniez stereometrii dowiesz sie,

ze takimi metodami mozna generowac z jednych wielosciandéw inne.

PROBLEM 9
W szescianie ABCDA’B’C’D’ $cinamy wszystkie naroza ptaszczyznami prostopadty-
mi, kazdg do odpowiedniej przekatnej wychodzgcej z wierzchotka tego naroza.

Gdy zaczniemy przesuwac te ptaszczyzny w kierunku $rodka szescianu, wow-
czas w pewnym momencie zamkng one pewien okreslony obszar przestrzeni. Jaki
wieloscian wyznaczyt ten obszar?

Naszkicuj na kartce szescian i kolejne etapy $cinania narozy az do uzyskania

wspomnianego wieloscianu.
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Rozwiazanie:
Zadanie to zawiera w sobie elementy poprzedniego. Tu zamiast czterech narozy Sci-
namy wszystkie osiem. Jest to wiec rozszerzenie poprzedniego problemu. Tutaj kre-

Slenie przekrojéw na kartce daje jeszcze mniej klarowny obraz niz poprzednio.

suwak

rys. 25

W pierwszym etapie $cinania narozy szescianu dochodzimy do momentu, w ktorym
trojkatne przekroje odcinajg na kazdej Scianie szescianu osmiokat foremny. Tak
utworzony wieloscian posiada osiem scian bedacych trojkatami foremnymi i szesc
Scian bedacych osmioscianami foremnymi. W matematyce nazywamy go szescia-
nem scietym —rys. 25.

W drugim dochodzimy do sytuacji, w ktorej trojkatne przekroje schodzg sie wierz-
chotkami zamykajgc swoimi bokami kwadraty. Wieloscian tak otrzymany skfada sie
z o$miu $cian bedacych tréjkatami rownobocznymi i szesciu Scian kwadratowych.
W nomenklaturze matematycznej nosi on nazwe szescioosmioscianu lub rzadziej
czternastoscianu (z uwagi na tgczng liczbe wszystkich scian)

Oba tak otrzymane wielosciany zaliczamy w matematyce do grupy wielosciandéw
pofforemnych Archimedesa.

Na tym jednak nie koniec. Suwak mozna porusza¢ dalej i okazuje sie, ze ptasz-
czyzny przekrojow zaczynajg sie przenika¢ tworzac obiekt wklesty. Po zamknieciu
pewnego wieloscianu wklestego okazuje sie, ze jest to znany juz oSmioscian gwiaz-
dzisty (stella octangula) — bryta odkryta przez Johannesa Keplera w 1609 roku.
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Na rysunku widac, jak powstaje ten wieloscian. Sktada sie on z dwéch wzajem-
nie przenikajgcych sie czworoscianéw, ktorych czes¢ wspolna jest osmioscianem

foremnym dualnym z szescianem, w ktérym umieszczone sg wszystkie te obiekty.

rys. 27 rys. 28

| tu jak wida¢, suwak zakonczyt swojg droge
i wydawatoby sie, Zze juz nie mozna nic wiecej
zrobi¢. Okazuje sie, ze to jednak jeszcze nie
koniec. Ptaszczyzny przekroju mozna przesu-

wac dalej. Czynnos¢ te wykonat autor niniejsze;j

. - . . . I ¢ ‘ R ‘N
ublikacji w innym programie pozwalajgcym W# TN
P ) ym Prog P ey OGP NN
rowniez animowaé obiekty przestrzenne i pta- . Nl g

skie. Jest to program Davida Parkera ze Stanéw

Zjednoczonych, a jego popularna nazwa to

DPGRAPH.
rys. 29

Obiekt ten (patrz rys, 29) mozna odnalez¢é w internecie pod adresem
www.dpgraph.com w dziale GALLERY.

PROBLEM 10
Dany jest czworo$cian foremny ABCD. Scinamy jego naroza ptaszczyznami prosto-

padiymi do jego wysokosci w réwnych odlegtosciach od wierzchotkdw. Przesuwamy
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ptaszczyzny scie¢ w kierunku srodka czworo$cianu do momentu, az ptaszczyzny te
zamkng pewien obszar przestrzeni.

Naszkicuj otrzymany wieloscian.

Rozwiazanie:
| tym razem warto postuzy¢ sie dynamiczng konstrukcjg CABRI Il.

Suwakiem tworzymy kolejne trojkatne przekroje czworo$cianu, az w pewnym
momencie wytng one z kazdej sciany czworoscianu szesciokaty foremne. Otrzymany
wieloscian ma wszystkie krawedzie rownej dlugosci a sciany sg albo trojkgtami albo
szesciokagtami foremnymi. To kolejna bryta Archimedesowska zwana czworoscianem

Scietym — rysunek 30.

suwak A
suwak

rys. 30 rys. 31

Dalsze posuwanie sie przekrojow w kierunku $rodka czworoscianu pozwala wy-

cia¢ z niego foremny wieloscian o o$Smiu $cianach tréjkgtnych — oSmioscian foremny.

PROBLEM 11
Niech punkt S bedzie punktem przeciecia sie wysokosci czworoscianu foremnego
ABCD. Utwérz odcinki AS, BS, CS, DS. Tak wyznaczone odcinki stanowig krawedzie
pewnych przystajgcych ostrostupow (gdyz AS = BS = CS = DS).

lle jest tych ostrostupéw? Czym sg ich podstawy? Jakie sg ich wysokosci? Czy
potrafisz okresli¢, bez wykonywania obliczen, w jakim stosunku dzielg sie wysokosci

czworoscianu foremnego?
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Rozwiazanie:
Aby uzyskaC punkt S, nalezy poprowadzi¢ wysokosci czworoscianu. Ich spodki na
Sciany czworoscianu wyznaczajq srodki ciezkosci tych scian. Aby w CABRI znalez¢
te spodki, warto przygotowac¢ makrokonstrukcje srodka ciezkosci.

Po potaczeniu punktu S z wierzchotkami czworoscianu foremnego otrzymujemy
odcinki, ktore sg krawedziami czterech przystajgcych ostrostupdw. Ich podstawy sg

Scianami czworoscianu foremnego.

D
. E_.- . . } / )
A I B
B
suwak “uwak
rys. 32 rys. 33

Po wyciggnieciu tych ostrostupéw z czworoscianu okazuje sie, ze ich wysokosci
to krotsza z czesci wysokosci czworoscianu na ktére podzielit ja punkt S. Skoro te
ostrostupy wypetniaty caty czworoscian, to ich objetosci stanowig 2 cze$¢ objetosci
czworoscianu. Ale ich podstawy i podstawa czworoscianu sg przystajgce, wiec ich
wysokosci stanowig 1/4 czes¢ wysokosci czworoscianu. Zatem wysokos$ci czworo-

Scianu dzielg sie w stosunku 1:3 (1/4 i 3/4 wysokosci).
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PROBLEM 12

Czy mozna wypehic¢ przestrzen uzywajac do tego tylko czworoscianéw foremnych?

Rozwiazanie:
Pierwszym pomystem, jaki przychodzi do gtowy jest
wykonanie proby na modelach kilkunastu czworo-
Sciandéw. Sktadamy je ze sobg przyktadajac do sie-
bie ich sciany. Praktyka wskazuje, ze mozna je tak
sktada¢ dysponujac piecioma czworoscianami. Szo-
sty czworoscian foremny nie miesci sie juz miedzy
nimi. Ale i te pie¢ czworosciandw nie pasuje do sie-

bie. Miedzy nimi pozostaje mata luka.

rys. 34

Czyzby wiec modele czworoscianow byty niedoktadnie wykonane?

A moze rzeczywiscie miedzy nimi wystepuje szpara? Gdyby pie¢ czworoscianow
miato stykac sie dokfadnie ze sobg, woéwczas katy dwuscienne miedzy nimi musiaty-
by mie¢ miare 72°.

A jak jest faktycznie?

Kat miedzy $cianami czworoscianu foremnego
mozna wyznaczy¢ z tréjkata rownoramiennego
utworzonego przez przekrdéj czworoscianu forem-
nego zawierajgcego wysokosci dwdch jego Scian.
Obliczenia sg tatwe:

1

=h

3 1
cosp=2—==
7= T3

gdzie h oznacza wysokos$¢ Sciany bocznej czworo-

Scianu foremnego. Mozna odczyta¢ z tablic lub rys. 35

komputera, ze wowczas ¢~ 70°.
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Drugi sposéb polega na umieszczeniu czworoscia-

nu foremnego w znany juz sposéb w szescianie.

Przyjrzyjmy sie, czy mozna wyznaczy¢ kat miedzy

jego scianami?

Zauwaz, ze:
o (£CSA)=180°- 2«

CcC’ a
Aletgog=—=—"—=+/2
g SC a+2

2
wiec a ~ 54°73561032

Stad ¢ =180° —109,4712106 ° = 70,52877937 °

Trzecia metoda, polega na odczytaniu kata | ,. B D" c'

dwusciennego na ekranie komputera. Pro-

gram Cabri pozwala tak obréci¢ szescian

wraz z czworoscianem, by moc odczytaé

faktyczng miare poszukiwanego kata dwu-

sciennego. Kierunek widzenia musi sie

pokrywac z kierunkiem B’D’.

Oznacza to, ze musimy ustawi¢ szescian w takim rzucie, by punkt B’ pokryt sie
z punktem D’. Rysunek 37 ilustruje takie potozenie szescianu i odczytang miare kata
(ok. 70.59).

Tak wiec nie da sie wypetni¢ przestrzeni czworoscianami foremnymi.
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