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WSTEP

Niniejsza publikacja stanowi prébe podsumowania dziatan projektowych w ra-
mach projektu ,Wspomaganie nauczania matematyki w Technikum w oparciu
o nowoczesne technologie informacyjne” readlizowanego w ramach Priorytetu
Il Wysoka jakoS$¢ systemu oswiaty, Dziatania 3.3 Poprawa jakosci ksztatcenia,
Poddziatania 3.3.4 Modernizacja tresci i metod ksztatcenia — projekty konkursowe,
Programu Operacyjnego Kapitat Ludzki. Projekt byt wspdtfinansowany ze srodkdw
Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego i realizowany przez
firme GroMar® Sp. z 0.0. w partnerstwie z Politechnikg t&dzkq. Publikacja zawiera
odpowiednio:

e Opis projektu —informacje o projekcie, forma wsparcia, realizacja projektu, forma
dedykowanych zajec.

e Przyktady uzycia wytworzonych materiatéw szkoleniowych w metodzie odwré-
conej klasy. Przeprowadzono tutaj studium przypadkdw dla trzech zagadnieh:
° rozwigzywanie nierobwnosci kwadratowych;
* konstruowanie wykresdw funkcii f(-x) przy danym wykresie funkciji f(x);
* podstawowe pojecia z zakresu prawdopodobienstwa.

e Przeglgd zagadnien wymienionych w programie nauczania wraz z odniesie-
niami do fragmentéw materiatdw szkoleniowych, ktdre stanowiq ich realizacje.
Podajemy tutaj zarébwno przyktady wprowadzenia zagadnienia, jak i przyktady
pomiaru zatozonych efektéw ksztatcenia.

e Testy diagnozujgce, jakie rozwigzywali uczniowie szkét biorgcych w projekcie.

e Opis przyktadowych wyktaddw prowadzonych dla ucznidow technikédw z wyko-
rzystaniem platformy komunikacyjnej przez wyktadowcodw Politechniki tédzkiej.

e Trzy artykuty w jezyku polskim przygotowane przez pracownikdw Po-
litechniki todzkiej o tematyce dydaktycznej, ktérych inspiracjg byta
praca zdalna z uczniomi technikdw biorgcych udziat w projekcie.
Tytuty artykutdw: ,,E-lekcja z matematyki”, ,,Analiza poréwnawcza lekcji interne-
towej i lekcji fradycyjnej”, ,,Rozwigzywanie zadan maturalnych z uzdolnionymi
uczniami przy uzyciu platformy e-learningowej”.

e Artykut anglojezyczny ,,The method of flipped classroom - case study” na fe-
mat wykorzystania materiatdw szkoleniowych w praktyce szkolnej, jaki byt prezen-
towany na konferencji dydaktycznej ,eTechnologie w Ksztatceniu Inzynierow”
w Politechnice Gdanskieji ukazat sie w zeszytach naukowych w/w politechniki.






OPIS PROJEKTU

2.1 Informacje o projekcie

Projekt ,, Wspomaganie nauczania matematyki w Technikum w oparciu o nowo-
czesne technologie informacyjne” byt efektem wieloletnich doswiadczen zardw-
no firmy GroMar Sp. z 0.0., jak i Politechniki tédzkiej, zebranych podczas realizacii
projektow wspodtfinansowanych ze Srodkédw Unii Europejskiej i budzetu panstwa
oraz obserwacji przemian, jakie zachodzg na rynku pracy. Zgromadzone doswiad-
czenia pokazaty, ze najistotniejszg role dla kondyciji krajowej gospodarki odgrywa
waga przedmiotéw technicznych, tymczasem z roku na rok maleje liczba absol-
wentow kierunkdw inzynieryjno — technicznych, ktérzy mogliby z powodzeniem
poprawi¢ gospodarke kraju. Uczniowie bowiem sg dobrze przygotowani do po-
dejmowania studidow w zakresie umiejetnosci o charakterze technicznym, jednak-
ze wykazujg olbrzymie trudnosci z przyswajaniem wiedzy z zakresu matematyki.
Co wiecej, jak wskazaty badania, ok. 30% studentéw rezygnuje z nauki na uczelni
wyzszej wtasnie ze wzgledu na brak odpowiednich umiejetnosci z matematyki.

Pomyst na realizacje projektu, ktéry podnidstby jako$s¢ nauczania matematyki
oraz przygotowatby mtodziez na wejscie na rynek pracy z dobrze przyswojong
wiedzqg spotkat sie z ogromnym zainteresowaniem szkdt o profilu technikum.

Projekt zaktadat wprowadzenie nowych metod w nauczaniu matematyki z wyko-
rzystaniem Innowacyjnego Programu Nauczania Matematyki w oparciu o narze-
dzia ICT oraz zajec prowadzonych na platformie e-learningowe;.

Efektem projektu miaty by¢ miedzy innymi:

¢ Podniesienie efektywnosci ksztatcenia matematyki, szybsze i tatwiejsze przyswajanie
materiatu

e Poprawa osiggnie¢ edukacyjnych, przygotowanie do matury z matematyki

e Zwiekszenie liczby ucznidw/uczennic, ktdrzy podejmq nauke na uczelniach
wyzszych

e Nabycie przez nauczycieli umiejetnosci wykorzystywania e-technologii w trakcie
prowadzenia zajed.

2.2 Forma wsparcia

W ramach projektu udostepniona zostata dedykowana platforma e-learningowa,
za pomocq ktérej mozna byto korzystac z interaktywnych ¢wiczen zarbwno pod-
czas zajec lekcyjnych, jak i po nich (w ramach zaje¢ dodatkowych). Kazdy uczenh
oraz nauczyciel otrzymat indywidualne hasto i login, za pomocqg ktérych mogli
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zalogowac sie na platforme i korzystac ze szkolenh e-learningowych na niej zamieszczo-
nych. Szkolenia dotyczyty biezgcych tematéw omawianych na zajeciach, m. in. funk-
cji kwadratowych, ciggdw geometrycznych, trygonometrii, prawdopodobienstwa,
wzordw skrdbconego mnozenia etc. — szkolenia przygotowane byty dla kazdej klasy
Technikum z przedziatu 1-4. Wszystkich szkolen byto 80.

W celu zapewnienia odpowiednich warunkdéw do redlizaciji zaje¢ za pomocq
platformy e-learningowej w trakcie oraz poza godzinami lekcyjnymi szkoty wyposa-
zone zostaty w komputer przenosny, rzutnik, tablet graficzny oraz dostep do inter-
netu bezprzewodowego, natomiast uczniowie otrzymali komplety sktadajgce sie
z kamerki internetowej oraz stuchawek z mikrofonem. Wszystko to po to, aby méc
w petni korzysta¢ z mozliwosci, jakie oferowata platforma udostepniana w ramach
projektu, w tym z narzedzia wideokonferencji (umozliwiajgcej odtworzenie wa-
runkdw sali lekcyjnej) oraz zaje¢ dodatkowych prowadzonych przez nauczyciela
w domu.

Szkolenia przygotowane zostaty w oparciu o Innowacyjny Program Nauczo-
nia Matematyki, ktéry opracowany zostat na samym poczgtku realizacji projektu.
Program, zgodny z Rozporzgdzeniem MEN z dn. 23.12.2008 r. zostat zweryfikowany
i zatwierdzony przez Kuratorium Oswiaty. Dostosowany byt do nowej podstawy
programowej w taki sposdb, aby kazda z klas mogta na nim pracowac — zardbwno
klasy I, I, jak i klasy Il i IV Technikum.

2.3 Redlizacja projektu

Rekrutacja do projektu prowadzona byta dwukrotnie — do udziatu w projekcie
w roku szkolnym 2012/2013 oraz 2013/2014.

W celu poinformowania szkdt o projekcie i zainteresowania tematem e-learnin-
gu przeprowadzono mailing. Zorganizowano réwniez konferencje rekrutacyjng, na
ktorej szczegdtowo omodwiono zatozenia projektu, warunki uczestnictwa, obowigzki
oraz korzysci z tego wynikajgce.

Kazda szkota, ktéra wyrazita che¢ wziecia udziatu w projekcie zobowigzana byta
do wypetnienia oraz przestania w wyznaczonym terminie formularza zgtoszeniowe-
go. Przy weryfikacji pod uwage brane byty miedzy innymi: infrastruktura IT w szkole,
umiejetnosci nauczycieli, zdawalnos$¢ ucznidw z matury z matematyki oraz uzasad-
nienie motywaciji uczestnictwa w projekcie.

Projekt trwat ponad 2 lata. Pierwszy rok udziatu szkét nazwany zostat ,,fazg testo-
wania produktdw”, natomiast drugi byt juz ,,fazg wdrazania”. Bardziej szczegdtowe
opisy faz przedstawione zostaty w dalszej czesci rozdziatu.

tgcznie w readlizacje zatozen projektu zaangazowanych byto 57 nauczycieli
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matematyki oraz 1 247 ucznidw/uczennic Technikum.
Faza testowania (rok szkolny 2012/2013):

Podczas roku szkolnego 2012/2013, do udziatu w projekcie przystgpito 10 szkot
o profilu technikum z terenu catej Polski. W ramach jednej szkoty Dyrekcja typowata
1 lub 2 klasy wraz z nauczycielem matematyki, ktérzy stawali sie uczestnikami pro-
jektu.

Wybrani nauczyciele wzieli udziat w 3 weekendowych szkoleniach, w czasie
ktérych nauczyli sie obstugi platformy e-learningowej, poznali szkolenia, z ktérych
mieli korzysta¢ w ramach realizacji swoich zajec oraz zapoznali sie z mozliwosciami
jakie daje narzedzie w postaci wirtualnej tablicy, réwniez wykorzystywanej w trakcie
pozalekcyjnych spotkan z uczniami. Podczas zjazddw zaprezentowany zostat takze
Innowacyjny Program Nauczania Matematyki wraz z propozycjami prowadzenia
zajec i przyktadami cwiczen.

Przez caty okres | fazy projektu nauczyciele testowali dziatanie zaproponowao-
nych rozwigzan i zgtaszali swoje uwagi, sugestie i propozycje zmian. Uwagi mogty

dotyczy¢ m.in.

Dziatania technicznego platformy e-learningowe;;

1.

2. Systemu udostepniania modutdw;

3. Mozliwosci tgczenia sie z serwerami;

4. Wygladu i zawartosci merytorycznej modutdéw szkoleniowych dostepnych na
platformie;

5. Wystepowania bteddw w dziataniu modutdw;

6. Efektywnosci nabywania wiedzy w oparciu o narzedzia IT;

7. Interfejsu uzytkownika;

8. Wgranych interakcji na platforme e-learningowq;

9. Realizacji celéw Innowacyjnego Programu Nauczania Matematyki pod kgtem

metodycznym;
Faza wdrazania (rok szkolny 2013/2014):

Faza wdrazania byta analogiczna do fazy testowania produktéw. Dotyczyta roku
szkolnego 2013/2014.

Do udziatu w projekcie, poprzez kilkuetapowy proces rekrutacji, wybrano kolejne
30 szkdt o profilu technikum z terenu catej Polski (10 szkét z fazy testowania automao-
tycznie przeszto do fazy wdrazania).

Po zakwalifikowaniu do udziatu w projekcie, nowe szkoty podobnie jak placowki
z fazy testowania, ofrzymaty wsparcie w postaci sprzetu komputerowego (laptop,

rzutnik, tablet graficzny i internet dla szkoty oraz kamerki i stuchawki dla uczniéw)
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oraz dostep do platformy e-learningowej, na ktérej zamieszczone byto 80 szkolen
e-learningowych.

Nauczyciele przeszli szkolenia z zakresu platformy e-learningowej oraz Innowacyjnego
Programu Nauczania Matemartyki.
Przez caty okres udziatu w projekcie nauczyciele ofrzymywali wsparcie ze strony Help
desku — zardbwno w obszarze merytorycznym (od ekspertow z Politechniki £édzkiej),
jak i w obszarze technicznym (wsparcie ze strony firmy GroMar).

Obszar merytoryczny help desku obejmowat miedzy innymi:

e doradztwo przy prowadzeniu zajec z uzyciem Innowacyjnego Programu Nauczania
Matematyki

e pomoc merytoryczna i metodyczna dla nauczycieli, ktérzy wdrazajg program

* zbieranie uwag od nauczycieli w zakresie Programu

* reagowanie na biezgce problemy i zapytania

Obszar techniczny help — desku dotyczyt:

e pomocy uczniom i nauczycielom w rozwigzywaniu problemdw technicznych
(btedy w dziataniu platformy, zawieszenie systemu, problemy z uruchomieniem
szkolen i innych narzedszi, etc.)

e zbierania uwag od ucznidw i nauczycieli w zakresie pracy na platformie e-lear-
ningowej

2.4 Forma dedykowanych zajeé

1. Wykorzystywanie szkolen e-learningowych podczas swoich zajeé (jako urozma-
icenie lekciji).

Nauczyciel dzieki laptopowi oraz rzutnikowi mégt korzystac ze szkolehn e-learnin-
gowych, dostepnych na platformie podczas swoich zajec lekcyjnych w szkole.
Réznorodnos$e tematdw oraz poziomu ksztatcenia dawata mozliwos¢ dobrania
szkolenia o odpowiedniej skali trudnosci i dostosowanym do potrzeb danej klasy.

Wykorzystanie materiatéw e-learningowych przez nauczycieli sprawiato, ze lekcje
stawaty sie urozmaicone, ciekawe i motywowaty ucznidéw do pracy.

Szkolenia udostepnione na platformie opracowane zostaty w oparciu o tech-
nologie flash, animacje i interaktywne zadania, angazujgc wszystkie modalnosci
zmystowe ucznidéw i uczennic. Zostaty dodatkowo wzbogacone o profesjonalne
udzwiekowienie, co angazowato zmyst stuchu uzytkownika. Wszystko to miato na
celu doprowadzenie do efektywniejszego przyswojenia abstrakcyjnych pojec
i zagadnien matematycznych.



2. Prowadzenie zaje¢ dodatkowych po godzinach, tqczqgc sie z uczniami z domu za
posrednictwem platformy e-learningowej (tzw. webinaria).

Webinaria, czyli wirtualne spotkania ucznidéw z nauczycielem realizowane byty
w ramach zaje¢ pozalekcyjnych, podczas ktérych uczniowie rozwigzywali zadania
i omawiali biezgce zagadnienia.

W zajeciach dodatkowych brali udziat wszyscy uczniowie zakwalifikowani do udziatu
w projekcie, w ustalonym wczesniej z nauczycielem terminie.

3. Pracowanie z grupq ok. 5 najzdolniejszych uczniéw, wybranych przez nauczycie-
la nad trudniejszymi zadaniami (w ramach zajeé dodatkowych).

W ramach klasy, ktéra zostata zakwalifkowana do udziatu w projekcie, nauczyciel
wybierat ok. 5 najzdolniejszych ucznidw, ktdrzy tworzyli zespdt projektowy i pracowali
nad rozszerzong partiq materiatu.

Spotkania odbywaty sie na platformie e-learningowej za posrednictwem wideokon-
ferencji. Dodatkowo, zespoty spotykaty sie na platformie z Ekspertami z Politechniki
todzkiej, ktoérzy przygotowywali zadania dla ucznidw, pracowdli nad rozwigzaniem
skomplikowanych zadan, a nastepnie oceniali ich prace.

Na zakonczenie kazdej z faz, to jest na zakonczenie roku szkolnego, sporzqgdzone
zostaty rankingi zespotdw, ktére najlepiej pracowaty, rozwigzywaty poprawnie naj-
szybciej i najwiecej zadan. Trzy szkoty reprezentowane przez najlepsze zespoty projek-
towe ofrzymaty nagrody IT (w postaci np. tabletdéw, myszek, pen drive’dw).

4.tgczenie sie w czasie zajeé stacjonarnych z Ekspertami z Politechniki Lédzkiej
za pomocgq interaktywnej tablicy - videokonferenciji (specjalista prowadzi zajecia
w formie wyktadu oraz przygotowuje czesé éwiczeniowq dla ucznidéw) - 10 go-
dzin w roku szkolnym.

Zespdt Ekspertéw e-zaje¢ dodatkowych i e-zespotdw projektowych stanowili
pracownicy naukowi Politechniki todzkiej, posiadajgcy znaczny dorobek naukowy
oraz osiggniecia w zakresie nauczania przedmiotu. Kazdy z nich opracowat prezen-
tacje wprowadzajgcg w dane zagadnienie wraz z Ewiczeniami sprawdzajgcymi.
Fakt, ze spotkanie odbywato sie za posrednictwem wirtualnej tablicy, umozliwiat
interakcje ucznidow z Wyktadowcg, co czynito zajecia ciekawszymi i angazujgcymi
ucznidow do wspobtpracy.

5. E-olimpiada matematyczna

Na zakonhczenie kazdego roku szkolnego zorganizowano e-olimpiade matema-
tyczng dla wszystkich ucznidw, ktérzy brali udziat w projekcie. Zadania do olimpiady

opracowane byty w taki sposdb, aby wszyscy uczniowie, zardwno z klasy | jak i z IV
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mieli rbwne szanse i mogli zosta¢ laureatami.

Olimpiada sktadata sie z 3 etapdw: dwa pierwsze organizowane byty na platfor-
mie e-learningowej, natomiast ostatni etap odbyt sie w formie stacjonarnej w todzi.
Uczniowie, ktdrzy zajeli 3 pierwsze miejsca zostali nagrodzeni, otrzymujac nagrody IT.

Olimpiada byta jednym z elementdéw ewaluacji projektu. Miata za zadanie zwe-
ryfikowac nie tylko wiedze jakqg posiada uczen, ale réwniez stopien jego zaangazo-
wania w wykorzystanie szkoleh oferowanych w projekcie.



METODA ODWROCONEJ KLASY

W ramach projektu ,, Wspomaganie nauczania matematyki w Technikum w oparciu
0 nowoczesne tfechnologie informacyjne” zostaty wytworzone materiaty szkoleniowe
z matematyki. W tym rozdziale przedstawimy mozliwos¢ wykorzystania szkolen
do metody odwréconej klasy. Zaprezentujemy studium przypadku dla modutéw
szkoleniowych ,,Nierownosci kwadratowe”, ,\Wykresy funkcii f(-x) i —f(x)" oraz ,,Elemen-
ty rachunku prawdopodobienstwa — wprowadzenie”.

3.1 Wprowadzenie

Idea odwrdéconej klasy polega na tym, ze uczniowie uczg sie samodzielnie
z materiatdw multimedialnych wskazanych przez nauczyciela. Podczas zajed
uczniowie uzyskujg od nauczyciela odpowiedzi na wszystkie pytania. Jesli jest taka
mozliwos¢, to warto, aby uczeh dodatkowo podczas samodzielnej pracy miat
mozliwo$¢ asynchronicznej komunikacji z wyktadowcq (zobacz na przyktadzie
»e-pogotowie matematyczne”), [1].[2].[3].

W trakcie zaje¢ uczniowie przede wszystkim uczqg sie przez zadawanie pytan,
analizowanie réznorodnosci przyktaddéw, a takze stawianie hipotez i budowanie
innych strategii rozwigzan.

Oczywiscie, powodzenie procesu nauczania z zastosowaniem metody odwrdconej
klasy zalezy przede wszystkim od duzego zaangazowania sie ucznidéw. Ta metoda
nigdy nie odniesie zamierzonych skutkéw, jesli uczniowie bedqg mato zainteresowani
danym tematem.

W nastepnym paragrafie zaprezentujemy propozycje uzycia wytworzonych
materiatdw szkoleniowych w praktyce szkolnej w modelu odwrdconej klasy.

3.2 Studium przypadku
3.2.1 Nieréwnosci kwadratowe

Przebieg samodzielnego procesu przygotowania sie przez ucznia do modutu:
»Nierbwnosci kwadratowe”



&

Wspomaganie nauczania matematyki
w Technikum w oparciu
o nowoczesne technologie informacyjne

Nierownosci kwadratowe

Cztowiek - najlepsza inwestycja

KAPITAL LUDZKI UNIA EUROPEISKA
INARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoffir vy ze $rodkéw Unii Europejskiej w ramach E jskiego Funduszu Spok

Rysunek 1 - Rozpoczecie pracy z nierdwnosciami kwadratowymi

1. Uczenh zapoznaije sie z definicjg nierdbwnosci kwadratowej:

\ ﬁi;;i;ltnoéci kwadratowe - wprowadzenie P v

Nieréwnoscig kwadratowg nazywamy kazdg nierownosé, ktéra po uporzgdkowaniu
mozna zapisa¢ w postaci:

lub ax?+bx+c<0
lub ax’+bx+c=0
lub ax’+bx+c>0

ax’+bx+ c=0
gdzie a# 0

Jest to zatem nieréwnos$¢, po ktérego lewej stronie znajduje sie funkcja kwadratowa
f(x)=ax’+bx+c za$ po prawej zero.

Rysunek 2 - Definicja nierébwnosci kwadratowej

2. System  sprawdza, czy uczenh zrozumiat  sformutowanie  definicji.
Uczenh ofrzymuje po kolei kikka nierbwnosci i ma odpowiedzie¢ na pytanie,
czy sqg to nieréwnosci kwadratowe.



Nierownosci kwadratowe - wprowadzenie v

Czy nierownos$c¢
xX2+5x-3=2
jest nieréwnoscig kwadratowg?

Rysunek 3 - weryfikacja zrozumienia definicji

3. Uczen, otrzymuje petne uzasadnienie dlaczego nierdwnos¢ jest bgdz nie jest
kwadratowa. Zaréwno w przypadku poprawnej jak i btednej odpowiedzi poja-
wia sie uzasadnienie. Daje to mozliwos¢ ugruntowania zrozumienia definicji.

Nieréownosci kwadratowe - wprowadzenie Q

Czy nieréwnosc

X2 +5x-3=2
jest nierownoscig kwadratowg?

TAK

Oczywiscie!

x?+5x—3=2 JEST nieréwnoscig kwadratowa, bo po uporzadkowaniu daje sie zapisaé
w postaci x?+5x—5=() (po uporzadkowaniu x° NIE znika).

Czy jest to nierowno$¢ el V.S czy W\ i{Zely 5.\ 7

Rysunek 4 - uzasadnienie spetnienia/braku spetnienia warunkéw definicji



4. Uczen zapoznagje sie z metodq rozwigzania nieréwnosci kwadratowej na przy-
ktadach. Rozwazane sq dwa przyktady nierdbwnosci z intuicyjnym rozwigzaniem
i interpretacjg geometryczng.

Nierownosci kwadratowe — wprowadzenie - geometrycznie v

Przyktad

Rozwazmy nieréwnos¢ kwadratowg
xX’-2x-8=0

Wykres lewej strony nieréwnosci ma postac:

Rysunek 5 - nieréwnosé kwadratowa - przyktad - cz.1

Nierownosci kwadratowe — wprowadzenie - geometrycznie w

Przyktad

Rozwazmy nieréwnos¢ kwadratowg
x>-2x-8=0

Wykres lewej strony nieréwnosci ma postac:

Rozwigzujac nieréwnosé x’—~2x—8 = () pytamy wiec, kiedy parabola
lezy POWYZEJ osi OX (patrz czerwona czes¢ wykresu)

Jak widzimy na wykresie odpowiada to argumentom z przedziatu
zaznaczonego na zielono, czyli dla x&(-00,-2> U <4,;+00)

Odpowiedz
Nierownos¢ x’—2x-8=0 jest spetniona dla x € (~00,;-2> U <4,;+00)

Uwaga

Zauwazmy, ze INTERESUJA nas réwniez punkty lezace na
przecieciu wykresu z osig OX, bo tam warto$¢ funkcji jest ROWNA
zero, a rozwazana nierowno$¢ jest NIE ostra (pytamy, kiedy
wartosci po lewej stronie nierownosci sg wieksze badz ROWNE
ZERO (,=0").

Rysunek é - nieréwnosé kwadratowa - przyktad - cz.2



5. W oparciu o rozwazone przyktady uczeh otzymuje algorytm rozwigzywania
nierdbwnosci kwadratowych. Jest on wynikiem uvogdlnienia spostrzezen,
jakie uczeh moégt poczyni¢ analizujgc wczesniej przedstawione przyktady. Algo-
rytm powstaje wiec niejako na oczach ucznia.

Nierownosci kwadratowe — wprowadzenie - geometrycznie Q

Z powyzszych rozwazan wynika, ze rozwigzujgc nieréwnos$¢ kwadratowg mozemy stosowac np.
nastepujgcy algorytm:
1. Porzgdkujemy nieréwnos$¢ zostawiajgc po prawej stronie 0.

2. Szukamy miejsc zerowych funkcji kwadratowej znajdujgcej sie po lewej stronie nieréwnosci
(oile istniejg) — czyli rozwigzujemy odpowiednie réwnanie kwadratowe (szczegétowe uwagi
na ten temat w module dotyczacym réwnan kwadratowych).

3. Szkicujemy parabole uwzgledniajgc informacje o ewentualnych miejscach zerowych (punkty
przeciecia z osig OX) i znaku wspoétczynnika a (,u$miechnigta” badz ,smutna”).

4. Na podstawie szkicu wykresu odczytujemy, kiedy nieréwnos¢ jest spetniona.

DALEJ p

NeromarR

www.gromar.eu

Rysunek 7 - algorytm rozwigzywania nieréwnosci kwadratowych - cz.1

Nieréownosci kwadratowe — wprowadzenie - geometrycznie v
Jezeli rozwigzujemy nieréwnosé: Jezeli rozwigzujemy nieréwnos¢:

o ax’+bx+c<0 o ax’+bx+c>0
to patrzymy, kiedy (dla jakich argumentéw) to patrzymy, kiedy (dla jakich argumentow)
parabola lezy PONIZEJ osi OX. parabola lezy POWYZEJ osi OX.

W przypadku odpowiednich nieréwnosci nieostrych interesujg nas dodatkowo argumenty, dla
ktérych parabola ma punkty wspdlne z osig OX.

Dalej rozwazymy to rozwigzujgc w podany sposéb kilka nieréwnosci. Pamietaj, aby wczesniej
zapoznac sie z modutem dotyczacym rozwigzywania réwnarn kwadratowych.

4 WSTECZ

Neromar

www.gromar.eu

Rysunek 8 - algorytm rozwigzywania nieréwnosci kwadratowych - cz.2



6. Uczen przechodzi do analizy rozwigzan kolejnych nieréwnosci kwadratowych
w oparciu o podany algorytm. Do dyspozycji ucznia jest kilka zadan z petnym
rozwigzaniem $cisle wedtug sformutowanego wczesniej algorytmu. Zadania sqg
uporzgdkowane wedtug stopnia trudnosci: od najtatwiejszych po najtrudniej-
sze. Poszczegdline elementy rozwigzania pojawiajg sie sukcesywnie, aby uczen
miat szanse réwniez na samodzielng analize.

N:réwnoéci kwadratowei:rozwiqzywanier:rrliqiprostsze przypadki v

Zadanie
Rozwigz nieréwnos$¢ kwadratowg

-16x°+24x<9
Rozwigzanie
1. Porzadkowanie
-16x2+24x-9<0

2. Miejsca zerowe funkcji kwadratowej znajdujacej sie po lewej stronie nieréwnosci (o ile istniejg)
f(x)=-16x’+24x-9
fx)=0
-16x?+24x-9=0
A =(24)-4+(-16)+(-9)=0
-24 S

Rysunek 9 - nieréwnosé kwadratowa - zadanie z rozwigzaniem - cz.1

Waznym elementem rozwigzania nieréwnosci jest interpretacja geometryczna.

\ Nierownosci kwadratow;;il'bzwlqzywaiﬁie = na}p}ostsze przypadki Q

3. Szkic wykresu
» a=-16<() zatem parabola ,smutna”,

e 3
* miejsca zerowe: x= 772

Wystarczy szkic wykresu pokazujgcy jak parabola jest
usytuowana wzgledem osi OX.

3
4

Rysunek 10 - nierownosé kwadratowa - zadanie z rozwigzaniem - cz.2

20



W oparciu o interpretacje geometryczng uczen odczytuje rozwigzanie nieréwno-
sci. Odpowiedz na pytanie: ,kiedy spetniona jest nierbwnosc?e” sprowadzamy do
odpowiedzi na pytanie: , kiedy wykres funkcji znajdujgcej sie po lewej stronie nierdw-
nosci lezy odpowiednio ponizej badz powyzej osi OX (prostej y=0 opisanej przez pra-
wq strone nierdwnosci)”. Wtasciwa cze$¢ wykresu zaznaczana jest na czerwono.
Odpowiedni zakres argumentéw — rozwigzanie nierdwnosci — rysuje sie na zielono.

Nieréwnos’ci kwadratowe — rozwigzywanie — najprostsze przypadki v

3. Szkic wykresu
* a=-16<() zatem parabola ,smutna”,

= 3
* miejsca zerowe: x= 4_

Wystarczy szkic wykresu pokazujgcy jak parabola jest
usytuowana wzgledem osi OX.

3
4

4. Odczytanie rozwigzania z wykresu.
Rozwigzujagc nieréwnosé -16x’+24x-9<0 pytamy wiec,
kiedy parabola lezy PONIZEJ osi OX (patrz czerwona cze$é
wykresu).

Odpowiada to wszystkim argumentom rzeczywistym za wyjatkiem

3
4

xX=

Odpowiedz
Nieréwnos¢ -16x’+24x-9<( jest spetniona dla .\'E(-OO.'73)U(73.'+°°)

NeromaR

www.gromar.eu

Rysunek 11 - nierdwnosé kwadratowa - zadanie z rozwigzaniem - ¢z.3

7. Uczeh przechodzi do ostatniej fazy: system sprawdza czy omdwiony materiat
zostat opanowany.
Weryfikacja wiedzy i umiejetnosci nie ogranicza sie tylko do sprawdzenia poda-
nej przez niego odpowiedzi. W pierwszym kroku uczeh musi ocenic, ile miejsc
zerowych posiada funkcja znajdujgca sie po lewej stronie uporzgdkowanej nie-
réownosci kwadratowe;.

21



Nierownosci kwadratowe — rozwigzywanie — najprostsze przypadki Q

Zadanie
Dana jest nierownos$¢ kwadratowa

Ix’—12x=0
lle miejsc zerowych posiada funkcja kwadratowa f{x) znajdujaca sie po lewej stronie nieréwnosci?

o ] 1 ] 2

Rysunek 12 - nierdwnosé kwadratowa - zadanie do samodzielnego rozwiqzania - cz.1

Dalej uczeh musi podad, jakie miejsca zerowe posiada funkcja z lewej strony nie-
rownosci (o ile uznat, ze istniejq).

Nieréwnosci kwadratowe — rozwigzywanie — najprostsze przypadki w

Zadanie
Dana jest nieréwnos$¢ kwadratowa

4x>—12x=0

lle miejsc zerowych posiada funkcja kwadratowa f{X) znajdujaca sie po lewej stronie nieréwnosci?

Oczywiscie!

= =[]

Miejsca zerowe funkji f{x) to:

ekran
22 /3

Rysunek 13 - nieréwnosé kwadratowa - zadanie do samodzielnego rozwigzania - cz.2

Waznym elementem jest rozpoznanie ksztattu paraboli bedgcej wykresem rozwa-
zanej funkcji kwadratowe.
22



Nieréwnosci kwadratowe — rozwigzywanie — najprostsze przypadki w

Zadanie
Dana jest nierownos¢ kwadratowa

4x2—12x=0

lle miejsc zerowych posiada funkcja kwadratowa f{X) znajdujaca sie po lewej stronie nieréwnosci?

Miejsca zerowe funkgii f{X) to: Oczywisciel
»=[0] »=[3] SPRAWDZ
Oczywiscie!

Wskaz szkic wykresu funkcji kwadratowej znajdujacej sie po lewej stronie nieréwnosci:

Rysunek 14 - nieréwnosé kwadratowa - zadanie do samodzielnego rozwigzania - cz.3

Na koniec pozostaje wybdr wtasciwej odpowiedszi. System proponuije cztery moz-
liwosci:

1. Caty zbidr liczb rzeczywistych
2. Przedziat, ktérego krancami sg znalezione wczesniej miejsca zerowe
3. Sume przedziatdw, ktdrej krancami wtasciwymi odpowiednie miejsca zerowe
4. Ibior pusty
Nierownosci kwadratowe — rozwiazywanie — najprostsze przypadki v
Zadanie

Dana jest nierowno$¢ kwadratowa
4x-12x=0

lle miejsc zerowych posiada funkcja kwadratowa f{X) znajdujaca sie po lewej stronie nieréwnosci?

Miejsca zerowe funkgiji f{x) to: Oczywiscie!
»=[0] x= SPRAWD?Z
Oczywiscie!

Wskaz szkic wykresu funkcji kwadratowej znajdujacej sie po lewej stronie nierownosci:

Oczywiscie!
Nieréwnosé 4x°—12x = () jest spetniona dla

Rysunek 15 - nierébwnosé kwadratowa - zadanie do samodzielnego rozwigzania - cz.4
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Poprawno$¢ kazdej z udzielonych odpowiedzi — w szczegdInosci rozwigzanie nie-
rownosci — jest weryfikowana przez system.

i\\ Nierownosci kwédratowe — rozwigzywanie — najprostsze przypadki <\v

Zadanie
Dana jest nierownosc¢ kwadratowa

4x>—12x=0

lle miejsc zerowych posiada funkcja kwadratowaf(x) znajdujaca si¢ po lewej stronie nierownosci?

e
Miejsca zerowe funkgji f{X) to: Oczywisciel
=[0] ==[3] SPRAWDZ
Oczywiscie!

Wskaz szkic wykresu funkcji kwadratowej znajdujacej sie po lewej stronie nieréwnosci:

Oczywiscie!
Nieréwnosé¢ 4x°—12x= () jest speiniona dla

XE(-00;()>U<3;+00)
Oczywiscie!

cROMAR

'www.gromar.et‘l
Rysunek 14 - nierébwnosé kwadratowa - zadanie do samodzielnego rozwigzania - cz.5

Funkcjonujgcy na platformie system raportowania pozwala ledzi¢ aktywnosé
ucznia. W szczegdlnosci pozwala monitorowac jego poczynania w zakresie rozwig-
zywania zadan sprawdzajgcych. Zadania do samodzielnego rozwigzania znajdujg-
ce sie w czesci sprawdzajgcej modutu mogqg by¢ zatem z powodzeniem wykorzy-
stywane np. jako praca domowa.

24



3.2.2 Wykresy funkcji f(-x) i —f(x)

System wprowadza ucznia w konstrukcje funkciji f(-x), majgc dang funkcje f(x).

Wykres funkcji f(-x),-f(x) v

Niech f(x) bedzie dowolna funkcja (ktérej dziedzina i wartosci zawierajq sie w zbiorze liczb rzeczywistych).
Wykres funkgji  g(X) danej wzorem:
g(x) = f{-x)

powstaje z wykresu funkgji f{Xx)

przez jego symetrie wzgledem osi OY.

Przykiad.

Narysujmy funkcje: g(x) = f(-x)

Neromar
www.g rom& r.eu : ‘ 4

—

Rysunek 17 - wykres funkciji f(x) - cz. 1

Wykres funkcji f(-x),f(x) v

Niech | f(x) bedzie dowolna funkcja (ktorej dziedzina i wartosci zawierajq sie w zbiorze liczb rzeczywistych).

Wykres funkgji  g(x) danej wzorem:
g(x) = f{-x)

powstaje z wykresu funkgji f{x)

przez jego symetrie wzgledem osi OY.

Przykiad.

Narysujmy funkcie: g(x) = f{-x)

Rysunek 18 - wykres funkciji f(-x) - cz.2

System pokazuje kolejny przyktad konstrukcji funkciji.

25



Wykres funkcji f(-x),-f(x) &v

Przykiad

Dana jest funkcja f{x)

Narysuj wykres funkcji g(x) = f{-x)

1 23456789 X

www.gromar.eu

‘ Neromar

Rysunek 19 - wykres funkcji f(-x) cz.1

Wykres funkcji f(-x),-f(x) &v

Przykiad

Dana jest funkcja f{x)
Narysuj wykres funkcji g(x) = f{-x)

Wykres funkgji f{x)
przeksztatcamy przez symetrie
wzgledem osi OY.

1 2 3 45 6.2 X

ekran

43

Rysunek 20 - wykres funkcji f(-x) cz.2

System sprawdza zrozumienie konstrukciji wykresu funkciji f(-x). Uczeh otrzymuje

odpowiednie wykresy i odpowiada na pytanie, czy prawidtowo przeksztatcono
wykres funkcji.
26



Wykres funkcji f(-x),-f(x).

Cwiczenie
Dana jest funkcja f{x)

oraz funkcja g(X)
Czy prawidtowo przeksztatcono

wykres funkcji , jesli

g(x) = f{-x)

cROMAR

www.gromar.eu

Rysunek 21 - przeksztatcenia wykresu - pytanie

Jesli uczen odpowiedziat btednie, system informuje dlaczego odpowied? jest nie-

prawidtowa.

-~ Wykres funkcji £(-x),f(x)

Cwiczenie
Dana jest funkcja f{x)

oraz funkcja g(x)

Czy prawidtowo przeksztatcono

wykres funkcji , jesli
gx) = ft-x)
TAK

Niestety, to nie jest
prawidtowa odpowiedz.

Wykresy nie sg symetryczne wzgledem osi OY.

‘ Neromar
www.g romar.eu

—

Rysunek 22 - przeksztatcenia wykresu - weryfikacja odpowiedzi

Uczen przechodzi do rozwigzywania ¢wiczen. Uczenh ma mozliwos$¢ przesuwanic

i obracania wykresu. Jego zadaniem jest odpowiednie jego przeksztatcenie.

27



Wykres funkcji f(-x),-f(x)

Cwiczenie
Dana jest funkcja f{x).
Przeksztat¢ ja, aby otrzymac funkcje

g(x) = f-x)

SPRAWDZ

‘ Neromar

www.gromar.eu

Rysunek 23 - sposdb uvdzielania odpowiedszi - cz.1

Wykres funkcji f(-x),-f(x)

Cwiczenie
Dana jest funkcja f{x).
Przeksztal¢ ja, aby otrzymac funkcje

g(x) = ftx)

SPRAWD?Z

‘ NeromaR

www.gromar.eu

Rysunek 24 - sposéb udzielania odpowiedzi - cz.2

System sprawdza czy wykres zostat prawidtowo przeksztatcony.
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Wykres funkcji f(-x),-f(x)

Cwiczenie
Dana jest funkcja f{x).

Przeksztal¢ ja, aby otrzymac funkcje

g(x) = f(-x)

SPRAWD?Z

Oczywiscie!

Rysunek 25 - sposéb udzielania odpowiedzi - cz.3

System wprowadza ucznia w konstrukcije funkciji -f(x), majgc dang funkcje f(x).

Wykres funkcji f(-x),-f(x) Qv

Niech f{x) bedzie dowolna funkcja AY

(ktorej dziedzina i wartosci zawierajq

sie w zbiorze liczb rzeczywistych).
Wykres funkgji g(x) danej wzorem:
g(x) = -f{x) powstaje z wykresu

funkji _f{x) przez jego symetrig
wzgledem osi OX.

Neromars

www.gromar.eu

Rysunek 26 - wykres funkcji -f(x) wprowadzenie - cz.1
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Wykres funkcji f(-x),-f(x) &v

Narysujmy funkcje: g(x) = -f(x)

X

9 8 7 -6 -5 -4 -3 2 23456789

Rysunek 27- wykres funkcji -f(x) wprowadzenie - cz.2

System pokazuje kolejny przyktad konstrukcii funkcji.

Wykres funkciji f(-x),-f(x) &v

Przyktad

Dana jest funkcja f{x)

Narysujmy wykres funkcji g(x) = -f(x)

1 23 456 789 X

Rysunek 28 - wykres funkciji -f(x) wprowadzenie - cz.1



Wykres funkcji f(-x),-f(x)

Przyktad

Dana jest funkcja f{x)

Narysujmy wykres funkcji g(x) = -f{x)
Wykres funkdii f{x)

przeksztatcamy przez symetrie
wzgledem osi OX.

Rysunek 29 - wykres funkciji -f(x) wprowadzenie - cz.2

System sprawdza, zrozumienie konstrukcji funkciji -f(x). Uczen otrzymuje odpowied-
nie wykresy i odpowiada na pytanie, czy prawidtowo przeksztatcono wykres funkcji.

Wykres funkcii f(-x),f(x) Qv

Cwiczenie

Dana jest funkcja f{x)

oraz funkcja g(x)
Czy prawidtowo przeksztatcono
wykres funkcji , jesli

8(x) = +ftx)

987654321,

Rysunek 30 - przeksztatcenia wykresu - pytanie
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Jesli uczen odpowiedziat btednie, system informuje dlaczego odpowied? jest nie-
prawidtowa.

Wykres funkcji f(-x),-f(x) &v

Cwiczenie

Dana jest funkcja f{x)

oraz funkcja g(x)
Czy prawidtowo przeksztatcono
wykres funkgji , jesli

g(x) = -f(x)
TAK

987654321,

Niestety, to nie jest
prawidtowa odpowiedz.

Wykresy nie sa symetryczne wzgledem osi OX.

Neromar SEEED
www.gromar.eu 1 9 /32

Rysunek 31 - przeksztatcenia wykresu - weryfikacja odpowiedzi

Uczeh przechodzi do rozwigzywania ¢wiczeh. Uczeh ma mozliwose przesuwania
i obracania wykresu. Jego zadaniem jest odpowiednie jego przeksztatcenie.

-~ Wykres funkcii f(-x),-f(x)

Cwiczenie

Dana jest funkcja f{x).
Przeksztal¢ ja, aby otrzymaé funkcje

gx) = +f(x)

SPRAWDZ

‘f‘ GROMAR
www.gromar.eu

Rysunek 32 - sposéb vdzielania odpowiedszi - cz.1
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System sprawdza czy wykres zostat prawidtowo przeksztatcony.

Wykres funkcji f(-x),-f(x)

Cwiczenie
Dana jest funkcja f{x).
Przeksztatc ja, aby otrzymac funkcje

g(x) = -f(x)

SPRAWDZ

NeromarR

www.gromar.eu

Rysunek 33 - sposob udzielania odpowiedzi - cz.2

33



3.2.3 Prawdopodobienstwo

Na zagadnienia zwigzane z rachunkiem prawdopodobienstwa w kontekscie
metodyki odwrdconej klasy popatrzmy przez pryzmat modutu: Elementy rachunku
prawdopodobienstwa — wprowadzenie.

Celem tego modutu jest ptynne wprowadzenie ucznia w zagadnienia zwigzane
z rachunkiem prawdopodobienstwa. Uczeh na modelowych przyktadach pozna-
je/ugruntowuje takie pojecia jak:

e zdarzenie elementarne

e zbidr zdarzeh elementarnych

e zdarzenie losowe (krotko: zdarzenie)

e prawdopodobienstwo zdarzenia (def. klasyczna)
e zdarzenie pewne

e zdarzenie niemozliwe

Zaczynamy od osadzenia zagadnieh zwigzanych z rachunkiem prawdopodo-
bienstwa w rzeczywistosci, z ktérg uczeh ma do czynienia na co dzien. Sprzyja to
zainteresowaniu podejmowang tematykg.

Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie ﬁ

Wprowadzenie

W zyciu codziennym mamy ciagle do czynienia z sytuacjami, ktérych efekt NIE jest
pewny — jest obarczony pewng losowoscia. Np. idziemy na lekcje i zastanawiamy czy
nauczyciel wywota nas do odpowiedzi, gramy w karty i myslimy jaka jest szansa
otrzymania w rozdaniu czterech asow itp.

Rachunek prawdopodobienstwa jest czesciqg matematyki, ktora wprowadza metody
pomagajace odpowiedzie¢ na pytanie na ile uzasadnione jest spodziewanie sie jakiego$
niepewnego rezultatu do$wiadczenia — czyli jakie jest jego prawdopodobienstwo.

Oczywiscie oszacowanie prawdopodobienstwa w sytuacjach praktycznych jest czesto

bardzo trudne. My postaramy sige przyblizy¢ podstawowe zagadnienia zwigzane
z rachunkiem prawdopodobienstwa na modelowych prostych przyktadach.

‘ NeromaR
www.gromar.eu

Rysunek 34 - rachunek prawdopodobienstwa - wstep

Na bazie modelowego przyktadu (rzut kostkg szeScienng do gry) uczen przypo-
mina sobie pojecie zdarzenia elementarnego oraz zbioru zdarzen elementarnych,

jakie pojawity sie juz na poprzednim etapie edukacyjnym.
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Elementy rachunku p;wdopodobieﬁstwa - wprowadzenie v

Przyktad
Rozywaimy doswiadczenie polegajace na jednokrotnym rzucie szescienng kostkg do gry. Mamy
oczywiscie szes¢ mozliwych wynikéw tego doswiadczenia:

e wypadio 1 oczko

e wypadly 2 oczka

e wypadly 3 oczka

e wypadly 4 oczka

e wypadio 5 oczek

e wypadio 6 oczek

W rachunku prawdopodobieristwa kazdy pojedynczy wynik realizacji danego doswiadczenia jest
nazywany zdarzeniem elementarnym.

Zbior wszystkich zdarzen elementarnych zwigzanych z danym doswiadczeniem oznaczamy zwykle
duza grecka litera omega ). W przypadku wspomnianego doswiadczenia zapiszemy wiec

0={1,2,3,4,5,6}

Rysunek 35 - zdarzenia elementarne - na przyktadzie

Aby moéwi¢ o klasycznej definicji prawdopodobienstwa konieczne jest postugi-
wanie sie m.in. takim pojeciem jak liczba wszystkich zdarzeh elementarnych zwig-
zanych z danym doswiadczeniem. Uczenh przypomina sobie to zagadnienie i zwig-
zang z nim symbolike zapiséw formalnych.

- Elementy rachunku;awdopodobieﬁstwa - wprowadzenie w

Ze wzgledu na dalsze zastosowania istotna bedzie dla nas liczba wszystkich zdarzen
elementarnych. Dla zbioru omega z poprzedniego przyktadu

Q={1,2,3,4,5.6}

liczba wszystkich jego elementow wynosi oczywiscie 6, co zapiszemy

Q=6

Generalnie, ujmujac symbol zbioru skoriczonego w nawiasy proste (modutowe) bedziemy
mieli na mysli miare tego zbioru — czyli liczbe jego elementow.

Rysunek 36 - licznosé zbioru zdarzen elementarnych

Czas na proste zadanie (z przyktadowym rozwigzaniem), na ktérym uczen wery-
fikuje i utrwala rozumienie przypomnianych pojec. Postugujemy sie tutaj kolejnym
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modelowym dos$wiadczeniem — rzutem dwoma monetami. Oczywiscie na po-
czgtek pojawia sie samo sformutowanie zadania — bez rozwigzania. Chodzi o to,
aby uczen miat mozliwo$¢ samodzielnego zmierzenia sie z problemem.

Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wpllowadzenie w

Zadanie
Wypisz zbiér wszystkich zdarzen elementarnych dla zdarzenia polegajacego na rzucie dwoma
monetami.

ROZWIAZANIE

Rysunek 37 - zbiér zdarzeh elementarnych - sformutowanie zadania

Celem weryfikacji rozwigzania uczniowskiego po nacisnieciu przycisku pojawia
sie petne rozwigzanie. Rozwigzania pisane sq bardzo elementarnym jezykiem. Kaz-
dy formalny zapis poprzedzony jest wyczerpujgcym komentarzem:

\ Elementy rachunkd prawdopodobier'\stwar- \;vprowadzenie w

Zadanie
Wypisz zbiér wszystkich zdarzer elementarnych dla zdarzenia polegajacego na rzucie dwoma
monetami.

Rozwiazanie

Mamy nastepujace mozliwosci

© na pierwszej monecie wypadt orzet i na drugiej réwniez orzet — oznaczmy taka mozliwosé¢ przez OO
© na pierwszej monecie wypadt orzet a na drugiej reszka — oznaczmy taka mozliwo$é przez OR

© na pierwszej monecie wypada reszka a na drugiej orzet — oznaczmy takg mozliwosé przez RO

e na obu monetach wypadty reszki — oznaczmy taka mozliwo$é przez RR

Formalnie zapiszemy
Q=/00,0R,RO,RR}

Zauwazmy, ze liczba wszystkich zdarzenn elementarnych w tym przypadku jest réwna 4, co
zapiszemy

Q=4

Rysunek 38 - zbidr zdarzen elementarnych - zadanie z rozwigzaniem
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Dalej uczen napotyka nastepne zadanie z analogicznym poleceniem. Tym razem
bazujemy na losowaniu cyfr i tworzeniu z nich liczb o ustalonej liczbie cyfr. Z racji,
ze jest to kolejne zadanie z serii moze ono postuzy¢ np. do poruszenia omawianych
zagadnieh na lekcji.

Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie w

Zadanie

Niech w urnie znajdujq sie kule oznaczone cyframi: 1, 5, 7, 9.

Losujemy po kolei 2 kule (bez zwrotu) i tworzymy ze znajdujacych sie na nich cyfr liczby 2-cyfrowe:
cyfra z pierwszej kuli to cyfra dziesigtek, cyfra z drugiej kuli to liczba jednosci. Wypisz zbior
wszystkich zdarzen elementarnych dla tego doswiadczenia.

ROZWIAZANIE

Rysunek 39 - zbiér zdarzen elementarnych - tworzenie liczb z cyfr - fresé zadania

Uzyteczne bedzie zatem i w tym kontekécie odseparowanie tre$ci od petnego roz-
wigzania zadania.

Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie w

Zadanie

Niech w urnie znajduja sig¢ kule oznaczone cyframi: 1, 5, 7, 9.

Losujemy po kolei 2 kule (bez zwrotu) i tworzymy ze znajdujacych si¢ na nich cyfr liczby 2-cyfrowe:
cyfra z pierwszej kuli to cyfra dziesigtek, cyfra z drugiej kuli to liczba jednosci. Wypisz zbiér
wszystkich zdarzen elementarnych dla tego doswiadczenia.

Rozwigzanie
Mamy nastepujace mozliwosci

® Najpierw wylosowano 1, wiec jako drugg cyfre mozemy uzyskac: 5, 7 badz 9. Czyli mamy
liczby: 15, 17, 19.

® Najpierw wylosowano 5, wiec jako drugg cyfre mozemy uzyskac¢: 1, 7 badz 9. Czyli mamy
liczby: 51, 57, 59.

® Analogicznie dla 7 i 9 na pierwszym miejscu.

Formalnie zapiszemy

0={15,17,19,51,57,59,71,75,79,91,95,97}
Zauwazmy, ze liczba wszystkich zdarzen elementarnych w tym przypadku jest réwna 12, co
zapiszemy

1Q|=12

Rysunek 40 - zbiér zdarzen elementarnych - tworzenie liczb z cyfr - rozwiqzanie zadania
37



Uczenh otfrzymuje definicje zdarzenia losowego. Definicja jest oczywiscie poparta
przyktadem bazujgcym na oméwionym wczesniej doswiadczeniu. Dodatkowo po-
jawia sie pojecie liczby zdarzeh elementarnych sprzyjajgcych zajsciu danego zda-
rzenia losowego.

< 7EIementy rachunku prawdopodobier‘lstwai-i ;vprowadzenie v

Zdarzeniem losowym (krotko: zdarzeniem) A nazywamy dowolny podzbiér zbioru zdarzen
elementarnych Q.
Przyktad
Wréémy do zdarzenia polegajacego na jednokrotnym rzucie szescienng kostkg do gry. Wiemy juz,
Ze zbior wszystkich zdarzen elementarnych

0=(1,2,3,4,5,6)
Niech
A - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu liczby oczek wigkszej niz 4
Widzimy, ze zdarzenie to bedzie miato miejsce, gdy wyrzucimy 5 lub 6 oczek. Zapiszemy

A={5,6}

Mowimy, ze zdarzenia elementarne: ,wyrzucono 5", ,wyrzucono 6” sprzyjajg zajsciu zdarzenia
losowego 4.
Zauwazmy, ze liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A wynosi 2, co
zapiszemy:

|4|=2

Neromas

WWW.gromar.

Rysunek 41 - zdarzenie losowe

W kontekscie tego samego doswiadczenia uczen otrzymuje zadanie z analogicz-
nym poleceniem do tego, ktére pojawito sie we wczesdniejszym przyktadzie.

g5 Elementy rachunku}r}:wdopodobieﬁstwa - wprowadzenie w

Zadanie
Rozwazmy doswiadczenie polegajace na jednokrotnym rzucie szescienng kostka do gry. Jakie
zdarzenia elementarne sprzyjaja zaj$ciu zdarzen losowych (krétko: zdarzen):

A — wyrzucono nieparzystg liczbe oczek

B — wyrzucono liczbe oczek podzielng przez 3

ROZWIAZANIE

GROMAR

www.gromar.eu

Rysunek 42 - zdarzenie losowe - zadanie - fresé
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Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie w

Zadanie

Rozwazmy doswiadczenie polegajace na jednokrotnym rzucie szescienng kostkg do gry. Jakie
zdarzenia elementarne sprzyjajg zajsciu zdarzen losowych (krétko: zdarzen):

A — wyrzucono nieparzystg liczbe oczek

B — wyrzucono liczbe oczek podzielng przez 3

Rozwigzanie

Wiemy juz, ze zbiér wszystkich zdarzen elementarnych zwigzany z tym doswiadczeniem to

0={1,2,3,4,5,6

Zatem:
A={135}
Odpowiednio
B={3,6}
Widzimy, ze

|4|=3 - liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A wynosi 3
|B|=2 - liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia B wynosi 2

www.gromar.eu

Rysunek 43 - zdarzenie losowe - zadanie - rozwigzanie

Dalej mamy jeszcze 2 podobne zadania. Do kazdego z nich jest dostepne petne
rozwigzanie z komentarzem. Jedno z nich moze by¢ uzyte na lekcji do weryfikacji
zrozumienia przedmiotowych zagadnien.

Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie w

Zadanie
Rozwazmy doswiadczenie polegajace na jednokrotnym rzucie dwoma monetami. Jakie zdarzenia
elementarne sprzyjajq zajsciu zdarzen losowych (krétko: zdarzen):
A — na obu monetach uzyskano ten sam wynik
B —wyrzucono co najmniej jednego orta
C - wyrzucono dwie reszki
Rozwiagzanie
Wiemy juz, Ze zbior wszystkich zdarzen elementarnych zwigzanych z tym doswiadczeniem to

Q={00,0R,RO,RR}

Zatem:
A={OO,RR)
Odpowiednio
B={OR,R0O,00)
C={RR}
Widzimy, ze

|A|=2 - liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A wynosi 2
|B|=3 - liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajéciu zdarzenia B wynosi 3
|C|=1 - liczba zdarzen elementarych sprzyjajacych zajéciu zdarzenia C wynosi 1

Rysunek 44 - zdarzenie losowe - zadanie 2- tre$é + rozwigzanie

39



Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie v

Zadanie
W urnie znajduja sie kule oznaczone cyframi: 1, 5, 7, 9.
Losujemy po kolei 2 kule (bez zwrotu) i tworzymy ze znajdujacych sig na nich cyfr liczby 2-cyfrowe: cyfra
z pierwszej kuli to cyfra dziesiatek, cyfra z drugiej kuli to liczba jednosci. Jakie zdarzenia elementarne
sprzyjajq zajsciu zdarzen losowych (krotko: zdarzen):

A — utworzono liczbe mniejszg od 20

B — utworzono liczbe podzielna przez 3

Rozwigzanie
Wiemy juz, ze zbior wszystkich zdarzen elementarnych zwigzanych z tym doswiadczeniem to

Q={15,17,19,51,57,59,71,75,79,91,95,97}

Zatem:
A={15,17,19}
Odpowiednio
B={15,51,57,75)}
Widzimy, ze

|4|=3 - liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A wynosi 3
|B|=4 - liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajéciu zdarzenia B wynosi 4

www.gromar.eu

Rysunek 45 - zdarzenie losowe - zadanie 3- tres¢ + rozwiqzanie

Uczenh ofrzymuje klasyczng definicje prawdopodobienstwa. Jest ona sformuto-
wana w oparciu o pojecia, ktérych definicje oraz odpowiednie przyktady i zadania
pojawity sie wczesnie] w omawianym module.

Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie v

Niech:
Q) - zbiér wszystkich zdarzen elementarnych
AcQ) - zdarzenie losowe (krétko zdarzenie)
| Q| - liczba wszystkich zdarzen elementarnych
|A| - liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A
Klasyczna definicja prawdopodobieristwa
Prawdopodobienstwem zaj$cia zdarzenia A nazywamy stosunek liczby zdarzen elementarnych
sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A do liczby wszystkich zdarzen elementarnych, co zapisujemy

4]
P(A)=—-
Q)
Zaktadamy, ze zbior wszystkich zdarzer elementarnych jest skoriczony (ma skonczong liczbe
elementow):
Q<o

Rysunek 46 - klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Od razu pojawia sie modelowe zadanie na wykorzystanie klasycznej definicji
prawdopodobienstwa. ,,Tradycyjnie” uczen widzi na poczatek samo sformutowa-

nie zadania.
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Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie w

Zadanie
Rozwazmy doswiadczenie polegajgce na jednokrotnym rzucie szescienng kostkg do gry. Oblicz
prawdopodobienstwa zdarzen:

A — wyrzucono nieparzysta liczbe oczek
B — wyrzucono liczbe oczek podzielng przez 3

ROZWIAZANIE

www.gromar.eu

Rysunek 47 - klasyczna definicja prawdopodobienstwa - zadanie - tresé¢

Rozwigzanie pojawia sie na zyczenie.

Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie w

Zadanie
Rozwazmy doswiadczenie polegajgce na jednokrotnym rzucie szescienng kostkg do gry. Oblicz
prawdopodobienstwa zdarzen:

A - wyrzucono nieparzysta liczbe oczek
B — wyrzucono liczbe oczek podzielng przez 3
Rozwigzanie
Wiemy juz, ze:
0={1,2,3,4,5,6} oraz |Q|=6<x»
A={1,3,5} oraz |A|=3
B={3,6} oraz |B|=2

Korzystajac z klasycznej definicji prawdopodobienstwa uzyskujemy odpowiednio

_l4 _3_1
PA)=4l=2>-1
(4) Q6 2

Bl _2_1
B)=121 =< —
P(B) Q6 3

ekran

12 132 b

Rysunek 48 - klasyczna definicja prawdopodobienstwa - zadanie - rozwigzanie

Dalej dostepne sq jeszcze dwa analogiczne zadania sformutowane w kontekscie
omawianych wczeséniej modelowych doswiadczen (oczywiscie z petnym rozwigza-

niem na zyczenie). Jedno z nich mozna np. wykorzysta¢ na lekcji.
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Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie w

Zadanie
Rozwazmy doswiadczenie polegajace na jednokrotnym rzucie dwoma monetami. Oblicz
prawdopodobienstwa zdarzen:

A - na obu monetach uzyskano ten sam wynik

B — wyrzucono co najmniej jednego orta

C - wyrzucono dwie reszki

Rozwiazanie

Wiemy juz, ze:
Q={00,0R,RO,RR} oraz |Q|=4<»
A={OO,RR) oraz |A|=2
B={OR,RO,00) oraz |B|=3
C={RR)} oraz |C|=1

Korzystajac z klasycznej definicji prawdopodobienstwa uzyskujemy odpowiednio

P)=M4l-2 1 P@)=2l-3 Po)=1-1

o 4 2 Q4 Q) 4

Rysunek 49 - klasyczna definicja prawdopodobienstwa - zadanie 2 - fresé¢ + rozwigzanie

Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie w

Zadanie

W umnie znajduja sie kule oznaczone cyframi: 1,5,7,9.

Losujemy po kolei 2 kule (bez zwrotu) i tworzymy ze znajdujacych sie na nich cyfr liczby 2-cyfrowe: cyfra
z pierwszej kuli to cyfra dziesiatek, cyfra z drugiej kuli to liczba jednosci. Oblicz prawdopodobieristwa
zdarzen:

A - utworzono liczbe mniejsza od 20
B - utworzono liczbe podzielng przez 3
Rozwiazanie
Wiemy juz, ze:
0={15,17,19,51,57,59,71,75,79,91,95,97} oraz |Q|=12<®
A={15,17,19} oraz |4|=3
B={15,51,57,75) oraz |B|=4

Korzystajac z klasycznej definicji prawdopodobienstwa uzyskujemy odpowiednio
|4} -3 Bl _4 _ 1
MR =D = 7 P(B)= =7 =1
Q 12 4 ( Q@ 12 3

P(4)=

‘ Neromar

www.gromar.eu

Rysunek 50 - klasyczna definicja prawdopodobienstwa - zadanie 3 - fresé + rozwigzanie

Uczen otrzymuje definicje zdarzenia pewnego oraz zdarzenia niemozliwego.
Pojecia te pojawiajg sie zarobwno w kontekscie liczby zdarzeh elementarnych
sprzyjajgcych zajsciu tych zdarzen jak i w kontekscie wynikajgcego z tego praw-
dopodobienstwa zdarzen.
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Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie w

Zdarzeniem pewnym nazywamy zdarzenie losowe A, ktéremu sprzyjajg wszystkie

zdarzenia elementarne (4=Q).
Zauwazmy, ze dla zdarzenia pewnego mamy
Q] 1Q]

Czyli prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego wynosi 1.

Rysunek 51 - zdarzenie pewne - definicja

Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie w

Zdarzeniem niemozliwym nazywamy zdarzenie losowe A4, ktoremu NIE sprzyja zadne
zdarzenie elementarne (4= ().

Zauwazmy, ze dla zdarzenia niemozliwego mamy

www.gromar.eu

Rysunek 52 - zdarzenie niemotzliwe - definicja

Dwa nastepne przyktady ilustrujg uczniowi sformutowane definicje. Caty czas poru-
szamy sie w obrebie wczesnie] omdwionych modelowych doswiadczen.
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Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie Q

Przyktad
Wréémy do zdarzenia polegajgcego na jednokrotnym rzucie szescienng kostkg do gry. Wiemy juz,
Ze zbior wszystkich zdarzen elementarnych

0={1,2,3,4,5,6}
oraz |Q|=6.
Niech
A - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu liczby oczek mniejszej niz 10
Widzimy, ze zdarzenie to bedzie miato miejsce, gdy wyrzucimy 1,2,3,4,5 lub 6 oczek. Zapiszemy
A={1,23,4,5,6}=Q
Czyli zdarzeniu A sprzyjaja wszystkie zdarzenia elementarne. Jest to zatem zdarzenie pewne.
Zauwazmy wiegc, ze

|4|=1Q|=6
Prawdopodobienstwo tego zdarzenia wynosi 1, bo

_l_10|_6_
PA)=2LL=22_9
Q] Q) 6

www.gromar.eu

Rysunek 53 - zdarzenie pewne - przyktad

Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie w

Przyktad
Wréyémy do zdarzenia polegajacego na jednokrotnym rzucie szescienng kostkg do gry. Wiemy juz,
Ze zbidr wszystkich zdarzen elementarnych

0=/{1,2,3,4,5,6}
oraz |Q|=6.
Niech
B - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu liczby oczek podzielnej przez 7.
Widzimy, ze ZADNA z mozliwych do wyrzucenia liczba oczek NIE jest podzielna przez 7.
Zapiszemy

B=Q

Czyli zdarzeniu B NIE sprzyja ZADANE zdarzenie elementarne. Jest to zatem zdarzenie

niemozliwe.
Zauwazmy wiec, ze
|B|=0
Prawdopodobieristwo tego zdarzenia wynosi 0, bo
Bl_0
P(B =|_=_=()
AT

Rysunek 54 - zdarzenie niemozliwe - przykiad

Nie moze oczywiscie zabrakng¢ zadan, w ktérych pojawiajq sie wprowadzone/
przypomniane pojecia.
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— Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie w

Zadanie

Rozwazmy doswiadczenie polegajace na jednokrotnym rzucie dwoma monetami.
Niech

A — zdarzenie polegajace na wyrzuceniu co najmniej trzech ortéw.

Podaj prawdopodobienstwo tego zdarzenia.

Rozwiazanie
Wiemy juz, Ze zbior wszystkich zdarzen elementarnych zwigzanych z tym doswiadczeniem to

Q=/00,0R,RO,RR}
|Q|=4<o0
A —wyrzucono co najmniej trzy orty
Widzimy, ze zadne ze zdarzen elementarnych NIE sprzyja zajsciu zdarzenia A.

Zatem A= ¢ - zdarzenie niemozliwe.

P(4)=0

Rysunek 55 - zdarzenie niemotzliwe - zadanie z rozwiqzaniem

Elementy rachunku prawdopodobierstwa - wprowadzenie v

Zadanie

Rozwazmy dos$wiadczenie polegajace na jednokrotnym rzucie dwoma monetami.
Niech

A - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu co najwyzej dwdch reszek.

Podaj prawdopodobienstwo tego zdarzenia.

Rozwigzanie
Wiemy juz, ze zbior wszystkich zdarzen elementarnych zwigzanych z tym do$wiadczeniem to

Q={00,0R,RO,RR}

|Q|=4<e0

A — wyrzucono co najwyzej dwie reszki — czyli dwie reszki (RR), jedna reszke (RO, OR) lub wcale
NIE wyrzucono reszki (czyli wyrzucono dwa orly: QO).

Widzimy zatem, ze wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjaja zajsciu zdarzenia A.

Czyli A=Q - zdarzenie pewne.

P(A)=1

www.gromar.eu

Rysunek 56 - zdarzenie pewne - zadanie z rozwigzaniem

W czesci sprawdzajgcej uczenh weryfikuje swojg wiedze i umiejetnosci w zakre-
sie poruszanym w tym module. Pojawiqjqg sie tutaj zadania analogiczne do tych,
z ktérymi uczen zetkngt sie w czesci wprowadzajgcej. Tym razem jednak system
nie serwuje petnego rozwigzania, ale oczekuje na wpisanie poszczegdinych czesci
rozwigzania przez ucznia. W pierwszym typie zadania uczeh musi podac licznose
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zbioru zdarzen elementarnych oraz wyspecyfikowac jego elementy. Poprawnos$c
udzielonych odpowiedszi jest weryfikowana przez system.

Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie v

Zadanie

W urnie znajdujg sie kule oznaczone cyframi: 2, 8, 9.

Losujemy po kolei 2 kule (bez zwrotu) i tworzymy ze znajdujacych sie na nich cyfr liczby
2-cyfrowe: cyfra z pierwszej kuli to cyfra dziesigtek, cyfra z drugiej kuli to liczba jednosci.

lle jest wszystkich zdarzen elementarnych zwigzanych z tym do$wiadczeniem?

=]

SPRAWD?Z

www.gromar.eu

Rysunek 57 - zadanie sprawdzajgce - licznosé zbioru zdarzen elementarnych

Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie w

Zadanie

W urnie znajdujg sie kule oznaczone cyframi: 2, 8, 9.

Losujemy po kolei 2 kule (bez zwrotu) i tworzymy ze znajdujgcych sie na nich cyfr liczby
2-cyfrowe: cyfra z pierwszej kuli to cyfra dziesiatek, cyfra z drugiej kuli to liczba jednosci.

lle jest wszystkich zdarzen elementarnych zwigzanych z tym doswiadczeniem?
01-(6]

SPRAWDZ

Oczywiscie!

Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne

- OO0

' Neromar

www.gromar.eu

Rysunek 58 - zadanie sprawdzajgce - specyfikacja zbioru zdarzen elementarnych

Drugi typ zadania sprawdzajgcego to zadania 3-etapowe. W kontekscie opisa-
nego w zadaniu dos$wiadczenia i zdarzenia losowego uczen podaje najpierw liczbe

zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zajsciu zdarzenia losowego.
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Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie Q

Zadanie

W urnie znajdujq sie kule oznaczone cyframi: 2, 8, 9.

Losujemy po kolei 2 kule (bez zwrotu) i tworzymy ze znajdujacych sie na nich cyfr liczby 2-cyfrowe:
cyfra z pierwszej kuli to cyfra dziesigtek, cyfra z drugiej kuli to liczba jednosci.

Niech

A - zdarzenie polegajgce na utworzeniu liczby parzystej.

lle jest wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A?

=) I

ekran
24 3

Rysunek 59 - zadanie sprawdzajqce - liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu

losowemu

Dalej uczen specyfikuje zdarzenia elementarne sprzyjajace zajsciu danego zda-

rzenia. Oczywiscie kolejno$¢ wypisywanych zdarzeh elementarnych nie ma zna-
czenia.

Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie w

Zadanie
W urnie znajdujg sie kule oznaczone cyframi: 2, 8, 9.
Losujemy po kolei 2 kule (bez zwrotu) i tworzymy ze znajdujgcych sie na nich cyfr liczby 2-cyfrowe:

cyfra z pierwszej kuli to cyfra dziesigtek, cyfra z drugiej kuli to liczba jednosci.
Niech

A - zdarzenie polegajace na utworzeniu liczby parzyste;.

lle jest wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A?

1= (4]

Oczywiscie!
Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zajsciu zdarzenia A

P [ !

ekran

< 24 3

Rysunek 60 - zadanie sprawdzajqgce - specyfikacja zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu

losowemu
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Na koniec, w oparciu o wczesniej podane informacje wzbogacone jeszcze o licz-

nos¢ zbioru wszystkich zdarzen elementarnych uczen liczy prawdopodobienstwo
podanego zdarzenia. Oczywiscie odpowiedzi ucznia sg automatycznie weryfiko-
wane przez system.

gementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie v

Zadanie

W urnie znajduja sie kule oznaczone cyframi: 2, 8, 9.

Losujemy po kolei 2 kule (bez zwrotu) i tworzymy ze znajdujacych sie na nich cyfr liczby 2-cyfrowe:
cyfra z pierwszej kuli to cyfra dziesiatek, cyfra z drugiej kuli to liczba jednosci.

Niech

A - zdarzenie polegajace na utworzeniu liczby parzyste;.

lle jest wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A?

1= (4]

Oczywiscie!
Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zajsciu zdarzenia A

Oczywiscie!

Prawdopodobienstwo zdarzenia A

REL

Oczywiscie!

Rysunek 61 - zadanie sprawdzajgce - prawdopodobienstwo zdarzenia losowego

W zakresie kursu prawdopodobienstwa zostaty przygotowane nastepujgce moduty

szkoleniowe:

1. Elementy rachunku prawdopodobienstwa — wprowadzenie

2. Rachunek prawdopodobienstwa, dziatania na zdarzeniach — wtasnosci

3. Rachunek prawdopodobienstwa, dziatania na zdarzeniach — rachunki — rézne
4. Rachunek prawdopodobienstwa, dziatania na zdarzeniach - zdarzenie przeciwne
5. Dziatania na zdarzeniach - zdarzenia przeciwne do zdarzen ztozonych

6. Elementy rachunku prawdopodobienstwa — zastosowanie kombinatoryki

Wszystkie wymienione moduty realizujg koncepcje metodyczng opisang na przy-

ktadzie modutu wprowadzajgcego.
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PROGRAM NAUCZANIA - PRZYKLADY
POMIARU EFEKTOW KSZTALCENIA

4.1 Zbiér liczb rzeczywistych

1. Rozpoznaije liczby: naturalne, catkowite, wymierne i niewymierne.

- SRS e = z -
\” Dziatania na liczbach rzeczywistych \v

Cwiczenie.

Oblicz.
(4-\3)+(3+\3)

Rozwigzanie.

4N3)-3+\V3) = (J+( )3

2. Wymienia wtasnosci poteg i pierwiastkéw.

i\ Dziatania na liczbach r;é;:ii/wistych - : T Z\v

Definicja.

Dla dowolnegon € N\ {0} i a#0

1

a "= —  Zauwazmy, ze dlan =1 mamy a = —

a a
Przykiad g2 1 _ 1
& 64

Definicja.

Dla dowolnych nk € N\{0}i k22orazaz=0

n

I k 1

k= n  Zauwazmy, zedlan=1mamy % I"]
a a a

Przyktad
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3. Wykonuje dziatania na liczbach rzeczywistych: dodawanie, odejmowanie, mno-
zenie, dzielenie, potegowanie, pierwiastkowanie.

Dziatania na liczbach rzeczywistych w

Cwiczenie.
Oblicz.

V15\20-8\3

Rozwiazanie.

Vi5\20-8\3 =13

SPRAWDZ

N
' NGrRomA
www.gromar.eu

4. Przeksztatca wyrazenia wymierne.

Dziatania na liczbach rzeczywistych v

Cwiczenie.
Oblicz. 2

2\3

Rozwigzanie.

2 _ _2:2+\3)
23 23213

N3+4
- 4+2\3

1

NeromaR

www.gromar.eu
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5. Wykonuje praktyczne obliczenia.

Procenty - zadania tekstowe c.d. Qv

Cwiczenie.

Rowerzysta przejechat 18 kilometréow trasy. Jaki procent trasy pozostat mu jeszcze do przejechania,
jesli cata droga liczy 90 kilometrow.

Rozwigzanie

Niech x — szukany procent diugosci catej trasy jaki pozostat do przejechania rowerzyscie.

Powyzsze zadanie rozwigzemy uktadajgc odpowiednig proporcje. Dokonajmy analizy tresci zadania:
Dtugosc catej trasy rowerzysty wynoszaca 90 kilometrow traktujemy jako 100%.

Wobec powyzszego rowerzyscie pozostato do przejechania (90-18)=72 kilometréw,

co stanowi szukane x % catej diugosci trasy

Zapiszemy zatem proporcjg:

90 —— 100%
12— —————= %%
X = % X = 80%

Odpowiedz
Rowerzyscie pozostato jeszcze do przejechania 80% trasy.

6. Wyznacza btgd bezwzgledny i btgd wzgledny.

Prayblizenia, bledy Qv

Cwiczenie

www.gromar.eu

Oblicz biad bezwzgledny, jesli warto$¢ dokladna wynosi 8,34 a warto$¢ pomiaru 7,99.

Rozwigzanie

Bfad bezwzgledny wynosi: [:]
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7. Zaznacza na osiliczbowey: liczby, przedziaty.

Dziatania na zbiorach. Zbiory liczbowe. w

Zadanie
Zaznacz podany zbiér na osi liczbowej.

(-00:0)U {4} U (6; 8>

X

. -9-8-7-6-5-4-3-2-1 0123456789
X

-9-8-7-6-5-4-3-2-10123456789
X

. -9-8-7-6-5-4-3-2-10123456789
X

-9-8-7-6-5-4-3-2-10123456789

www.gromar.eu

8. Odczytuje z osi liczbowej: liczby, przedziaty.

Dziatania na zbiorach. Zbiory liczbowe. Q

Zadanie
Dane sg zbiory A=(-5;3> oraz B=<-1;+). Wyznacz A\B.

Z ktoregos z wezesniejszych zadan wiemy, ze:

A

-9-8-7-6-5-4-3-2-10123456789

AlB= I:]L_J Lu[:]

SPRAWDZ

SROMAR

Wwww.gromar.eu
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9. Wykonuje obliczenia procentowe.

Zadanie

O ile procent nalezy zwigkszy¢ liczbe 60, aby otrzymac liczbe 81.

10. Postuguje sie procentem sktadanym.

Zadanie
Liczbe 40 zmniejszono o 35%, a nastepnie zwigkszono o 10%. Jaka liczbe uzyskano?

ROZWIAZANIE

ekran
| . :
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11. Wylicza podatki, podatek Vat.

Procenty - zadania tekstowe &v

Cwiczenie.

Cena netto ksigzki wynosi 30 zt. Jesli do ceny netto doliczymy 5% podatku VAT, to dostaniemy ceng

ROZWIAZANIE

brutto. Jaka jest cena brutto ksigzki?

Neromar

www.gromar.eu

4.2 Wyrazenia algebraiczne

1. Stosuje wzory skrobconego mnozenia (a + b)?, (a + b)?, a?- b2

Wzory skréconego mnozenia w

Zadanie
Oblicz:

(4x-2)?

Rozwigzanie

(4x-2)?=(4x)?-2-(4x)-2+2?=16x2-16x+4
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4.3 Rownania i nierownosci

1. Rozwigzuje rownania i nierdwnosci pierwszego stopnia.

Réwnania liniowe i nieréwnosci Q

Zadanie
Rozwigz réwnanie

Sx+12=5x+4.

Rozwigzanie.

Ox=-8

Roéwnanie sprzeczne. Rozwigzaniem jest zbior pusty.

www.gromar.eu

2. Wykorzystuje rownania i nieréwnosci do opisu modelu matematycznego.

Uktady rownan — zadania tekstowe Q

Zadanie

Dysponujemy roztworami wodnymi pewnej substancji o stezeniu odpowiednio: 15% i 25%. lle

kilograméw kazdego z tych roztworéw musimy uzy¢, aby uzyskac 10 kilograméw roztworu o stezeniu
21%?

N
‘ = 3
www.gromar.eu
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3. Rozwigzuje uktad rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Uktady réwnan. Metoda podstawiania. Metoda przeciwnych wspétczynnikow. w

Zadanie
Dany jest uktad réwnan

3x-2y=20
-x+4y=-30
Chcemy zastosowa¢ metode podstawiania do rozwigzania powyzszego ukiadu. Najtatwiej

wyznaczy¢ niewiadoma [ (] x (Jy1z[ (] pierwszego (] drugiego ] réwnania.
Uwaga: staramy sie dziata¢ na wspoétczynnikach catkowitych.

SPRAWDZ

www.gromar.eu

‘ Neromer

4. Interpretuje geometryczng postac uktadu rdwnan pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi.

Ukiady réwnan. Wprowadzenie.

Zadanie
Dana jest interpretacja geometryczna ukfadu dwoch réwnan liniowych
z dwoma niewiadomymi

a) Rozpoznaj typ uktadu;

b) Podaj zbiér rozwigzarn;

c) Podaj zapis algebraiczny uktadu.

Neromar

www.gromar.eu
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5. Rozwigzuje rownania i nieréwnosci kwadratowe.

Nierownosci kwadratowe — rozwigzywanie — najprostsze przypadki Q

Zadanie
Rozwiagz nieréwnos¢ kwadratowg

-16x’+24x<9
Rozwigzanie
1. Porzagdkowanie

-16x°+24x-9<0

2. Miejsca zerowe funkcji kwadratowej znajdujgcej sie po lewej stronie nieréwnosci (o ile istniejg)
f(x)=-16x"+24x-9
fx)=0
-16x°+24x-9=0
A=(24)"-4+(-16)*(-9)=0

www.gromar.eu

6. Rozwigzuje podstawowe réwnania trzeciego stopnia.

Nierownosci kwadratowe — rozwigzywanie — najprostsze przypadki w

3. Szkic wykresu
» a=-16<() zatem parabola ,smutna”,

o 3
* miejsca zerowe: x= 4_

Wystarczy szkic wykresu pokazujgcy jak parabola jest
usytuowana wzgledem osi OX.

3
)




7. Rozwigzuje rownania wymierne.

58

Zadanie
Rozwigz rownanie wielomianowe:

(x%-25)(x3-27)=0

Rozwigzanie

0. Porzadkowanie — juz uporzadkowane.

1. Postac iloczynowa — juz jest.

2. lloczyn jest zerem wtedy i tylko wtedy kiedy przynajmniej jeden z czynnikéw réwna sie
zero.

x2-25=0 lub x3-27=0

i = « < UFR

Rozwazmy kazde z powyzszych réwnan oddzielnie:

- x2-25=0

Stosujac wzér skréconego mnozenia na réznice kwadratéw uzyskujemy:
(x+5)(x-5)=0

Zatem: x=-5lub x=5

- x3-27=0

x3=27
Korzystajac z definicji pierwiastka uzyskujemy:

x=327
Czyli: x=3 (bo 320 i 3%=27).

Odpowiedz
Réwnanie (x2-25)(x3-27)=0 ma trzy rozwigzania: x=-5, x=3, x=35.

ekran
L Nemomes s < >



4.4 Funkcje

1. Przedstawia definicje funkcii.

Réwnania wymierne Qv

Zadanie.
Rozwigz réwnanie:

Rozwigzanie.

www.gromar.eu

2. Opisuje kilkoma sposobami funkcije.

= <y

Pytanie:

Czy to przyporzadkowanie jest funkcja?

Tak Qi NIE ]

NeromaR

Wwww.gromar.eu
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3. Wyznacza dziedzine, zbidr wartosci funkcii.

Zbiory, v

Okreslamy przyporzadkowanie:
Kazdemu firmowemu samochodowi przyporzadkowujemy jego numer
rejestracyjny

Pytanie:

#YZU3ss2| Czy to przyporzadkowanie jest funkcja?

TAK [l NIE

www.gromar.eu

4. Szkicuje wykres funkcii.

Funkcja wyktadnicza - wprowadzenie w

Zadanie
Opisz wiasnosci funkgji: f{x)=3".

Y

www.gromar.eu
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5. Odczytuje wtasnosci funkcji: miejsca zerowe, monotonicznos$e, znak, warto$e naj-
mniejsza i najwieksza.

Funkcja wyktadnicza - wprowadzenie w

Zadanie
Naszkicuj wykres funkcji f{x)=2".

ROZWIAZANIE

www.gromar.eu

6. Przeksztatca wykresy funkcji: y=f(x+a), y=f(x)+a, y=-f(x), y=f(-x).

Kiedy funkcja ujemna?

Okresl w jakich przedziatach
funkcja jest ujemna.

ROZWIAZANIE

www.gromar.eu
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7. Szkicuje wykres funkciji liniowej.

Wykres funkciji f(-x),-f(x)

Cwiczenie
Dana jest funkcja f{x).

Przeksztal¢ jg, aby otrzymac funkcje

&(x) = +ft-x)

SPRAWDZ

Neroman

www.gromar.eu

8. Interpretuje wspdtczynnik kierunkowy funkcii liniowe.

Wykres funkcjiy = ax + b

Cwiczenie.

Przesun odpowiednio wykres funkcji
8(x)=-x,
aby otrzymac wykres funkciji

Jx)=-x-2.

Neroman

Wwww.gromar.eu
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9. Szkicuje wykres funkciji kwadratowe.

Wykres funkcjiy = ax + b

Przykiad.
Wyznacz wspétczynnik kierunkowy prostej przedstawionej na rysunku.

Gl
BE R
...... 2-
...... bl
A O A O
T T 1
54321,

10. Przeksztatca funkcje kwadratowe na rézne postacie: ogdlna, kanoniczna, iloczy-
nowa (o ile istnieje).

Funkcja kwadratowa w postaci ogélnej i kanonicznej v

Zadanie

Dana jest funkcja kwadratowa w postaci kanonicznej: f(x) = -?1( x+5)2-2
Naszkicuj wykres.
ROZWIAZANIE
NeromaR

www.gromar.eu
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11. Wykorzystuje rézne postacie funkciji kwadratowej.

Funkcja kwadratowa w postaci ogélnej i kanonicznej w

Zadanie
Dana jest funkcja kwadratowa w postaci ogolnej:

f(x)=x’-10x+12

Znajdz posta¢ kanoniczna.

ROZWIAZANIE

' Neromas

www.gromar.eu

12. Buduje modele matematyczne w zjawiskach fizycznych i chemicznych z uzyciem
funkciji.

Funkcja kwadratowa w postaci ogdlnej i kanonicznej Q

Zadanie
Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej z poprzedniego zadania.

Rozwigzanie
Przypomnijmy, Ze funkcja kwadratowa z poprzedniego zadania jest opisana wzorem

_f(X) =x2-10x+12 (posta¢ ogéina)
_f(x) =(X—5)2-13 (postaé kanoniczna)

Z postaci kanonicznej odczytujemy wspotrzedne wierzchotka (3,-13).

Wspotczynnik a=1>() zatem parabola jest ,usmiechnieta”.

Zauwazmy, ze punkt przecigcia paraboli z osig OY (warto$¢ naszej funkcji kwadratowej w punkcie
0) jest w sposéb natychmiastowy widoczny z postaci ogdinej — jest to po prostu wyraz wolny

c=12
i i

www.gromar.eu
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4.5 Ciqgi

1. Przedstawia definicje ciggu.

Funkcje - zastosowanie fizyka, chemia Q

Cwiczenie.
Ze wzoru na okres drgan wahadta matematycznego.

T=2m/L

wyznacz diugos¢ wahadta |.

Rozwigzanie.
wybierz| v | | wybierz| v 2
I'=
wybierz| v * | wybierz| v 4
SPRAWDZ
NeromAR

www.gromar.eu

2. Rysuje szkic wykresu ciggu.

Ciag geometryczny

Czy na rysunku przedstawiono wykres ciggu
geometrycznego?

Neromas

www.gromar.eu
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3. Interpretuje wtasnosci ciggu na podstawie jego wzoru.

Ciag geometryczny

Zadanie
Na rysunku przedstawiono fragment wykresu
pewnego ciggu geometrycznego.

Kliknij w odpowiednie miejsce na rysunku, aby
uzupetnic¢ drugi wyraz tego ciggu.

NeromaR

www.gromar.eu

4. Definivje cigg arytmetyczny.

Ciag arytmetyczny &v

Czy na rysunku przedstawiono
wykres ciggu arytmetycznego?

XN S
6
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5. Wymienia wtasnosci ciggu arytmetycznego.

Ciag arytmetyczny &v

Ciag (an) nazywamy

arytmetycznym, jedli dla dowolnej .:.g .
liczby naturalnej n wiekszej od A I EEEE . . .
zera spetniony jest warunek: SO i 00 - I 1 o o
An+l -QAn = Fr 6 :

. 1l g deod ot oodsdodisfalodbr
gdzie r jest liczba stata. s .__ .............
prpiad cingusrymeyeaneso. | -0 iheeal 0
Liczbe 7 nazywamy g e ¥

roznicq ciggu arytmetycznego.

www.gromar.eu

6. Stosuje wtasnosci ciggu arytmetycznego.

Ciag arytmetyczny Qv

Zadanie.
Uzasadnij, ze liczby 4,6, 10 w podanej w kolejnosci nie tworza ciggu arytmetycznego.

ROZWIAZANIE

Ne

www.gromar.eu
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7. Wyznacza sume ciggu arytmetycznego.

Ciag arytmetyczny

Zadanie.

Na rysunku przedstawiono fragment :
wykresu pewnego ciagu 7
arytmetycznego... Kliknij w :

odpowiednie miejsca, aby uzupetnic¢ 6
pierwszy i drugi wyraz tego ciggu. .5
4
SPRAWDZ HA

!

i

‘ NeromaR
www.gromar.eu

8. Znajduje wzér ciggu arytmetycznego na podstawie réznych informacii.

Ciag arytmetyczny &v

Zadanie
W ciggu arytmetycznym «a; = 3, r = 2 .Wyznacz sume oémiu poczatkowych wyrazéw ciggu.

ROZWIAZANIE
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9. Buduje model matematyczny z wykorzystaniem ciggu arytmetycznego.

Wﬁ——_v

Zadanie.
W ciggu arytmetycznym a; = 4, a3 = 8 . Wyznacz wzér na n -ty wyraz tego ciggu .

ROZWIAZANIE

ekran
i Smcere . < >

10. Definiuje cigg geometryczny.

R LTI —— -

Zadanie
Wyznacz x, aby liczby (3, x+2, 9) w danej kolejnosci tworzyly cigg arytmetyczny.

)

ekran
i Mo . < :
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11. Wymienia wtasnosci ciggu geometrycznego.

Giag geometryczny Qv

Ciag (as) nazywamy geometrycznym, jesli dla dowolnej liczby naturalnej n wigkszej od
zera spetniony jest warunek:

An+1i

a, | 14

gdzie q jest liczba stata.

Neroman

www.gromar.eu

12. Stosuje wtasnosci ciggu geometrycznego.

Ciag geometryczny Qv

Na wykresie przedstawiono cigg geometryczny. Wyznacz wzor na n-ty wyraz tego ciggu.

Zauwazmy, ze a;=4

lloraz ciggu: g= %

12314567 189X
Podstawiajgc:
a,=a; .qn-l
otrzymujemy wzor na n-ty wyraz tego ciggu.
a"=4.(§)n-l=22 .2-n+1=2-n+3= %
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13. Wyznacza sume ciggu geometrycznego.

Ciag geometryczny Qv

Zadanie

Uzasadnij, ze jesli suma n-poczatkowych wyrazow ciggu wyraza sie wzorem S,=2n+4,
to cigg nie jest geometryczny.

14. Inajduje wzdr ciggu geometrycznego na podstawie réznych informacii.

Ciag geometryczny &v

Zadanie
Dany jest ciag geometryczny a,=5. Wyznacz sume dziesieciu poczatkowych wyrazow
ciggu.
Rozwigzanie
Wyznaczmy a; i q.
a
a;=5; q= a; —L

Korzystajgc ze wzoru na sume n-poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego mamy:

S,=n+a,;
mamy:

S/()=10'5=50
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15. Buduje model matematyczny z wykorzystaniem ciggu geometrycznego.

Ciag geometryczny Qv

Na wykresie przedstawiono malejgcy cigg geometryczny. Wyznacz warto$¢ pierwszego
wyrazu i jego iloraz.

4.6 Trygonometria

1. Przedstawia definicje funkciji frygonometrycznych: sinus, cosinus i tangens kgtéw
o miarach od 0° do180°.

Ciag arytmetyczny i geometryczny Z v

Zadanie
Wyznacz x, aby liczby (-2, x, -8) w danej kolejnosci tworzyly ciag geometryczny.

Neroman

www.gromar.eu
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2. Wyznacza wartosci funkciji trygonometrycznych dla tréjkgta prostokgtnego.

Trygonometria &v

Rozszerzenie funkcji y=sin(x) dla katow x przedziatu (0°, 180°).
Dla tych wartosci katow wykres przedstawia sie nastepuiaco:

Y

10 20 30 40 S 6 70 8 9 10 M0 120 130 140 150 160 170 180 X
Uwaga!

Wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw wiekszych niz 90° nie sq definiowane na
trojkacie prostokatnym.

Ne

3. Oblicza wartosci funkcji trygonometrycznych dla kgtéw: 30°, 45°, 60° wykorzystu-
jac wtasnosci trojkata rownobocznego i kwadratu.

Trygonometria &v

Zadanie
Oblicz dtugos¢ odcinka |4B|, jesli < A=45° oraz |AC|=4.

C

<A <B
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4. Odczytuje wartosci funkcji frygonometrycznych na podstawie Tablic matema-
tycznych lub kalkulatora.

Trygonometria &v

Zadanie
Wyznacz sin 30°.

Rozwiazanie
Korzystajac z rysunku trojkata rownobocznego mamy:

. o_|DC|_ 1
sin 30 BCl 2

Neromar

www.gromar.eu

5. Odczytuje miare kgta na podstawie wartosci funkciji trygonometrycznych z uzy-
ciem Tablic matematycznych lub kalkulatora.

Trygonometria v

Zadanie

Odczytaj z tablic matematycznych z doktadnoscig do dwoch miejsc po przecinku
wartos¢: ctg<47°.

ROZWIAZANIE

Nemomar

www.gromar.eu
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6. Wymienia zalezno$ci miedzy funkcjami trygonometrycznymi.

——— Qv

Zadanie
Odczytaj z tablic matematycznych z doktadnoscig do jednego stopnia wartos¢ kata O,
jesli sin< a.=0,29.

ROZWIAZANIE

7. Stosuje zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi.

Tozsamosci trygonometryczne &v

Wykazmy, ze dla dowolnego <CA z przedziatu (0°, 90°) zachodzi wiasnosc:

- €oS<frA
ciggd = sin <X A
Dowod
. | BCI l4cl lacl
sin<x A =W cos<X A =W cig<Ld = m
Zatem c
lAC| %90
cosx A _ |4B| _ |acl _ chal A
sinxA — |pcl  IBC] Wz (52 ]
|AB|
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8. Na podstawie znanej jednej wartosci funkcji trygonometrycznej wyznacza warto-
Sci pozostatych funkcji frygonometrycznych.

Trygonometria &v

Zadanie O
Wiadomo, ze tg<A=6, wyznacz sin<A. @

XA <B

ROZWIAZANIE

Neroman

www.gromar.eu

9. W modelach matematycznych wykorzystuje funkcje frygonometryczne.

Tozsamosci trygonometryczne Qv

Zadanie

Wiadomo, ze Sin<XA = 0,83.
oblicz cos( 90°-X A).

ROZWIAZANIE

www.gromar.eu

‘ Neromar
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4.7 Planimetria

1. Definiuje kgt srodkowy i wpisany.

Graniastostup - zastosowanie trygonometrii w

Cwiczenie.

Na ponizszym rysunku przedstawiono graniastostup, ktérego podstawg jest szesciokat foremny. Diugos$c
krawedzi podstawy wynosi 8, a miara kata a wynosi 30°. Punkt O jest $rodkiem okregu opisanego na
podstawie. Oblicz pole powierzchni bocznej graniastostupa.

Mot mmanbaia

T
|

Neromar

www.gromar.eu

2. Stosuje zalezno$¢ dla kgta srodkowego i wpisanego.

Kat srodkowy, kat wpisany i inne w

Definicja
Kat wpisany to kat, ktorego wierzchotek lezy na okregu, a ramiona sg potprostymi
wychodzgcymi z wierzchotka, ktdre zawierajg cigciwy.
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3. Rozpoznaje okregi styczne wewnetrznie i zewnetrznie.

Kat srodkowy, kat wpisany i inne

Cwiczenie
Oblicz miare kata o, jesli B=180°.

4. Definiuje podobienstwo trojkagtdw.

Wzajemne potozenie okregow &v

Cwiczenie
Dane sg okregi: O; i O..

Przesun odpowiednio okrag o srodku w punkcie A tak, aby okregi O; i O, byly styczne
zewnetrznie.

SPRAWDZ
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5. Stosuje podobienstwo trojkatdw w sytuacjach praktycznych.

Podobienstwo figur w

Cechy podobienstwa trojkatow
Twierdzenie

Jezeli trzy boki danego trojkata sg odpowiednio proporcjonalne do trzech bokéw drugiego tréjkata, to
te tréjkaty sg podobne.

www.gromar.eu

6. Stosuje funkcje tfrygonometryczne w obliczeniach geometrycznych.

Podobieristwo figur Qv

Cwiczenie
Sprawdz, czy trojkat ABC jest podobny do tréjkata A'B'C, jesli |[AB|=4, |AC|=12, |BC|=10),
|4'B'|=12, |A'C"|=36, |B'C'|=30.

Trojkat ABC @ jest, @ NIE jest, podobny do tréjkata A'B'C".
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4.8 Geometria na ptaszczyinie kartezjanskiej

1. Definiuje robwnanie prostej w postaci ogdine;.

Wykres funkcjiy =ax + b w

Funkcje f:.R—R okreslong wzorem:
f(x)=ax+b

gdzie a,hER nazywamy funkcjq liniowa,

Przyktad.
Wykres funkgiji: f(x)=x+3

‘ Nesomas

www.gromar.eu

2. Wyznacza rdwnanie prostej przechodzgcej przez dwa punkty.

Odcinek, rownanie prostej w uktadzie wspoétrzednych w

Zadanie

Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty 4 = (1,3) , B = (4,9)

Odpowiedz

=+ 7]

SPRAWDZ

‘ Neromars

www.gromar.eu
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3. Rozpozndje proste réGwnolegte i prostopadte.

Odcinek; rownanie prostej w ukiadzie wspétrzednych

Réwnanie prostej rownolegtej do prostej o réwnaniu y = ax + b ma postac:

y=ax+ b
Przyktad.
Napisz réwnanie prostej rownolegtej do prostej o rownaniu y = 3x + /

przechodzacej przez punkt A=(1,4).

Rozwigzanie
Wzér na réwnanie prostej rownolegtej do prostej o réwnaniu y = 3x + /

przechodzacej przez punkt A=(1,4).

.V=3.\‘+b1

e i
www.gromar.eu

4. Wyznacza wzdr prostej rdwnolegtej i prostopadte;.

Odcinek, rownanie prostej w uktadzie wspétrzednych

Zadanie

Napisz réwnanie prostej réwnolegtej do prostej o réwnaniu y = -2x +
przechodzgcej przez punkt 4 = (0),2)

y= [+ O

Odpowiedz

SPRAWDZ
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5. Zapisuje wzory (np. z uzyciem tablic matematycznych) na wspdtrzedne srodka
odcinka i odlegto$¢ dwdch punktow.

Symetria Srodkowa v

Wiasnosé
Jesli punkt A=(x,y) jest obrazem punktu 4'=(x"y’) w symetrii srodkowej wzgledem

+ ’ + { )
punktu S, to S=(%, yz—y)

www.gromar.eu

6. Wyznacza wspdtrzedne $rodka odcinka i odlegtos¢ dwdch punktdw.

Odcinek, rownanie prostej w ukfadzie wspoétrzednych

Zadanie
Oblicz dtugo$é odcinka AB

Odpowiedz : : : : :
14B1=]
1 i i 1
LI )
== WE-WE- A ¥l
...................... 2
NeromaR

www.gromar.eu
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7. Wyznacza wspdirzedne punktdw w symetrii osiowe], symetrii sSrodkowe;.

Symetria srodkowa Q

Cwiczenie
Wyznacz wspotrzedne punktu 4=(5,-1) w symetrii srodkowej wzgledem punktu S=(0,0).

=~

8. Wyznacza réwnanie prostej bedgcqg osig symetrii.

Symetria srodkowa i symetria osiowa. Zlozenie symetrii. w

Cwiczenie

Wyznacz wspétrzedne obrazu punktu A=(8,4) w ztozeniu dwéch symetrii osiowych
a) najpierw wzgledem osi QY a nastepnie wzgledem osi OX,
b) najpierw wzgledem osi OX, a nastepnie wzgledem osi OY.

Na podstawie wynikéw podaj wniosek.

ROZWIAZANIE
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4.9 Stereometria

1. Rozpoznaje graniastostupy, ostrostupy.

Graniastostup «q

Definicja

Powiemy, ze graniastostup jest prosty, jezeli jego $ciany boczne sg prostokatami. Jezeli
$ciany boczne graniastostupa nie bedg prostokgtami , to graniastostup nazwiemy
pochytym.

Przyktad graniastostupa prostego Przyktad graniastostupa pochytego

e

RN lema e

Zauwazmy, ze jego krawedzie boczne sg  Zauwazmy, ze jego krawedzie boczne NIE sg
prostopadte do podstawy. prostopadte do podstawy.

2. Wyznacza pola i objetosci graniastostupdw, ostrostupow.

P———— Qv

Cwiczenie

Rozwazmy graniastostup, ktérego podstawg jest tréjkat prostokatny o przyprostokatnych
dtugosci 7 i 10. Oblicz objeto$¢ graniastostupa, jesli dlugos$¢ jego wysokos$ci wynosi 8.

Pole podstawy graniastostupa:

Objeto$¢ graniastostupa:

‘ www.gromar.eu
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3. Rozpoznaje walec, stozek.

Definicja
Stozkiem nazywamy bryle powstatg przez obrét tréjkata prostokgtnego wokot prostej
zawierajacej jedng z przyprostokatnych.

1
1
Wiasnosci
1. Pole powierzchni bocznej stozka wyraza sie wzorem: Pp=TUrl
2. Pole powierzchni catkowitej stozka wyraza sie wzorem:
P=Ttrl+Ttr? !
. z . . 1 3 h
3. Objetos¢ stozka dana jest wzorem: V= T‘Itr h.
Uwaga:
Zauwazmy, ze objetos$¢ stozka stanowi 3L objetosci walca o tym ——F
1
1

samym promieniu podstawy i takiej samej wysokosci.

Neromar T
' www.gromar.eu ‘ ‘ 2 / 32 >

4. Rysuje siatki walca, stozka.

Siatka stozka.

NeromaR i
' www.gromar.eu ‘ 4 3 I 32
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5. Wyznacza pola i objetodci walca, stozka.

= &y

Cwiczenie

Pole powierzchni catkowitej stozka jest rowne 21m. Wyznacz jego objetos¢, jesli dlugosé
promienia jest o jeden mniejsza od dtugosci tworzacej.

Rozwigzanie

Y

6. Dostrzega kgty miedzy ptaszczyznami i odcinkami w przestrzeni.

86

Ostrostup - zastosowanie trygonometrii. Q

Cwiczenie
Na ponizszym rysunku przedstawiono ostrostup prawidtowy szesciokgtny.

Oblicz pole powierzchni bocznej ostrostupa, jesli wysoko$¢ ostrostupa ma dtugosé 12,
a miara zaznaczonego kgta 0L wynosi 60°.

Dlugos¢ krawedzi podstawy a= D

Pole powierzchni bocznej P= D \E

www.gromar.eu



4.10 Elementy statystyki opisowej.
Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka

1. Oblicza $redniq, srednig wazong, odchylenie standardowe.

Elementy statystyki - wartos¢ srednia. &v

Zadanie
Oblicz $rednig arytmetyczng /50 liczb, z ktérych pierwsza jest réwna 4, a kazda nastepna jest
o 3 wigksza od poprzedniej.

ROZWIAZANIE

' NesomaR

www.gromar.eu

2. Interpretuje $redniq wazongq, odchylenie standardowe.

Elementy statystyki - warto$¢ srednia. &v

Zadanie
Oblicz $rednig arytmetyczng 135 liczb, z ktdrych pierwsza jest rowna 2, a kazda nastepna

jest 3 razy wieksza od poprzedniej.

-+ x,+xg+...+xD .
X = D SPRAWDZ

ROMAR

www.gromar.eu
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3. Opisuje sytuacje z uzyciem $redniej, Sredniej wazonej, odchylenia standardowego.

Elementy statystyki - wartosé srednia. : Q

Zadanie

Wsrdd kierowcow w pewnej firmie zbadano liczbe posiadanych kategorii prawa jazdy.
Wyniki przedstawiono w tabeli (x; - liczba posiadanych kategorii, k; - liczba kierowcow
posiadajacych x; kategorii). Oblicz $rednig warto$¢ badanej cechy.

ey | B

www.gromar.eu

4. Zlicza ilo$¢ obiektdw w prostych sytuacjach kombinatorycznych.

Elementy rachunku prawdopodobienstwa — zastosowanie kombinatoryki w

Cwiczenie
Wypisz wszystkie permutacje zbioru {2, 4, 7).

ROZWIAZANIE
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5. Przedstawia klasyczng definicje prawdopodobiehstwa.

Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie w

Niech:
Q) - zbior wszystkich zdarzen elementarnych
AcQ) - zdarzenie losowe (krétko zdarzenie)
| Q| - liczba wszystkich zdarzen elementarnych
|A| - liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia 4
Klasyczna definicja prawdopodobienstwa
Prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia A nazywamy stosunek liczby zdarzer elementarnych
sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A do liczby wszystkich zdarzen elementarnych, co zapisujemy

||
P(4)=—=
(4) Ql

6. Stosuje klasyczng definicje prawdopodobienstwa.

Elementy rachunku prawdopodobienstwa - wprowadzenie Q

Zadanie
Rozwazmy dos$wiadczenie polegajace na jednokrotnym rzucie szescienng kostkg do gry. Oblicz
prawdopodobienstwa zdarzen:

A — wyrzucono nieparzysta liczbe oczek
B — wyrzucono liczbe oczek podzielng przez 3

ROZWIAZANIE




7. Poréwnuje prawdopodobienstwa.

Dziatania na zdarzeniach — rachunki - rézne w

Zadanie

Wiadomo, ze P(A")= % P(B)= % P(ANB)= % Oblicz P(AUB).

Rozwigzanie cz.1

P(4)=

SPRAWDZ

8. Opisuje sytuacje z uzyciem rachunku prawdopodobienstwa.

Zadanie

W urnie znajdujg sie kule oznaczone cyframi: 2, 8, 9.

Losujemy po kolei 2 kule (bez zwrotu) i tworzymy ze znajdujacych sie na nich cyfr liczby
2-cyfrowe: cyfra z pierwszej kuli to cyfra dziesiatek, cyfra z drugiej kuli to liczba jednosci.

Niech
A={87,42}

Prawdopodobienstwo zdarzenia 4

P~

NeromaR

www.gromar.eu
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BADANIE ILOSCIOWE
| JAKOSCIOWE

5.1 Metodologia i wyniki

W szkotach uczestniczgcych w projekcie w proces nauczania matematyki wspo-
maganego wytworzonymi materiatami dydaktycznymi zamieszczonymi na platfor-
mie e-learningowej zostaty wtqczone testy diagnostyczne. Ich celem byt pomiar
przyrostu wiedzy ucznidw. Schemat postepowania byt nastepujgcy:

1. Test diagnostyczny - przed przystgpieniem do realizacji danej tematyki.

2. Proces uczenia - zajecia prowadzone z wykorzystaniem wytworzonych materio-
téw e-learningowych.

3. Ponowny test diagnostyczny (ten sam, co przed zajeciami).

W fazie testowania, grupa projektowa wykazata sredni wzrost wiedzy ok. 46% (uzy-
skujgc Srednio 27% punktéw w badaniu pre-testem oraz srednio 50% punktow w ba-
daniu post testem). Grupa kontrolna, ktéra nie brata udziatu w projekcie uzyskata
srednio 28% punktdw, wypetniagjac analogiczny test co grupa projektowa. W fazie
testowania uzyskano Sredni wzrost wiedzy Uczestnikdw/Uczestniczek projektu o 64%
(préba 1170 Ucznidw/Uczennic).

Nauczyciele biorqcy udziat w projekcie pozytywnie ocenili swe zadowolenie z wy-
korzystania platformy on-line. Na pytanie ,,Prosze zaznaczy< na skali na ile jest Pan/
Pani zadowolona z udziatu w projekcie?” 93% uczestnikdw badania ocenito swe za-
dowolenie na 5 lub wiecej punktdéw na skali 7 stopniowej (gdzie 1 oznacza bardzo
niski stopien zadowolenia, 4 — ani niski, ani wysoki stopien zadowolenia, 7 — bardzo wy-
soki stopien zadowolenia). Na pytanie ,,Czy uwaza Pan/Pani, iz udostepnione narze-
dzie/narzedzia wptywajg na poprawe efektywnosci nauczania matematyki w Pana/
Pani szkole?2" 34 osoby (na 55 badanych) udzielity odpowiedzi ,Raczej Tak” a 19 oséb
»Ldecydowanie TAK". Jak wida¢ az 96% Nauczycieli wypowiedziato sie pozytywnie
na temat przydatnosci opracowanego narzedzia, w trakcie nauczania matematy-
ki. Zakres merytoryczny tresci on-line zostat pozytywnie oceniony przez 87% respon-
dentdw, 9% nie miato zdania a 4% przyznaty ocene 3 na skali 7 stopniowej. Podob-
nie oceniona zostata szata graficzna platformy, ktéra zostata pozytywnie oceniona
przez 85% badanych. 87% Nauczycieli pozytywnie ocenito uzyteczno$¢ narzedzia w
frakcie lekcji, a 95% stwierdzito, iz obstuga platformy nie sprawia im wiekszych frud-
nosci. Uzyteczno$¢ narzedzi dodatkowych zamieszczonych na platformie (wirtualna
tablica, testy, ankiety, chat, zadania, materiaty), zostata pozytywnie oceniona przez
85% badanych, 13% nie umiato sie jednoznacznie wypowiedzie¢ na ten temat a 2%
przyznato ocene 3 na skali 7 stopniowej. Rbwniez wysoko oceniona zostata uzytecz-
nos$¢ webinaridw (spotkan on-line) ze specjalistami z uczelni wyzszych, w procesie

21



nauczania matematyki. 89% Nauczycieli ocenito jg na 5 lub wiecej punktéw na skali
7 stopniowej, 9% nie miato zdania, a dla 2 % uzyteczno$¢ byta ponizej oczekiwan
(ocena 3). Wsparcie Help-desk pozytywnie ocenito prawie 70% badanych, a 87%
respondentow stwierdzito, iz organizacja olimpiady matematycznej byta bardzo do-
brym motywatorem dla Ucznidw/Uczennic.

5.2 Testy

W kolejnych podrozdziotach zamieszczamy przyktadowe zadania, ktére stanowity
podstawe diagnozy w zakresie tematyki: ,,Procenty”, ,Logarytmy, funkcja wyktadni-
cza", ,Uktady rownan, rownania liniowe", ,,Przeksztatcenia wykresow”, ,,Kombinatory-
ka", ,Prawdopodobienstwo”, ,Stereometria”.

5.2.1 Test 1
Procenty

ZADANIE 1
Oblicz 32% z liczby 80.

ZADANIE 2
lle procent liczby 12 stanowi 64.

ZADANIE 3
Cene komputera obnizono o 10% a nastepnie podwyzszono o 10%. O ile procent
rézni sie cena obecna od poczgtkoweje

Zadanie 1 - 2pkt., Zadanie 2 - 2pkt., Zadanie 3 - 3pkt.
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522Test2
Logarytmy, funkcja wyktadnicza

ZADANIE 1
Narysuj wykres funkcji f(x)=2%-2 i zapisz trzy jego wtasnosci.

ZADANIE 2
Rozwiqz réwnanie: (/,)*2=3

ZADANIE 3
Oblicz: log,8+l0g,, 5 27+1

Zadanie 1 - 2pkt., Zadanie 2 - 2pkt., Zadanie 3 - 3pkt

523 Test3
Uktady réwnan, rownania liniowe
ZADANIE 1

‘e 2X+y =4
Rozwiqz uktad metodq graficzng: -y =-1

ZADANIE 2
Napisz rGwnanie prostej

a) Rownolegtej
b) Prostopadtej

do prostej o rownaniu y=2x+1 przechodzgcej przez punkt A=(0,3).
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2X+y=4

Xx+ay=2

ZADANIE 3
Przedyskutuj rozwigzanie uktad: {

Zadanie 1- 2pkt., Zadanie 2 - 2pkt., Zadanie 3 - 3pkt
524 Test4
Przeksztatcenia wykresow

ZADANIE 1
Dana jest funkcja f(x)=2x-1. Narysuj wykres funkciji g(x)=f(x)+1.

ZADANIE 2
Dana jest funkcja f(x)=-x-1. Napisz wzér funkcji g(x)=f(x-2).

ZADANIE 3
Dana jest funkcja f(x)=x?-1. Napisz wzdr funkcji g(x)=f(x-1)+2.

Zadanie 1 - 2pkt., Zadanie 2 - 2pkt., Zadanie 3 - 3pkt
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5.25Test5
Kombinatoryka

ZADANIE 1

W urnie znajdujq sie cztery rézne cyfry (bez zera). lle mozna z nich utworzy¢ réznych
frzycyfrowych liczb:

a) jesli cyfry sie powtarzajg

b) jesli cyfry sie nie powtarzajg

ZADANIE 2
Rzucamy dwiema sze$ciennymi kostkami do gry. lle jest mozliwosci, takich aby suma
oczek na dwdch kostkach byta wieksza niz 9.

ZADANIE 3
Jest pieciu zawodnikéw. Kazdy gra z kazdym jeden raz. lle meczy zostanie rozegra-
nych?

Zadanie 1: a)l pkt., b) 1 pkt.; Zadanie 2 - 2 pkt.; Zadanie 3 - 2 pkt.
5.2.6Test b

Prawdopodobienstwo

ZADANIE 1

W urnie znajduje sie siedem kul czarnych i pie¢ biatych. Jakie jest prawdopodobien-
stwo wylosowania kuli czarnej?
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ZADANIE 2
W urnie znajdujg sie dwie kule czarne i trzy biate. Losujemy jednoczesnie dwie kule.
Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania kul o jednakowych kolorach?

ZADANIE 3
Rzucamy trzema sze$ciennymi kostkami do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze iloczyn wyrzuconych oczek jest podzielny przez 92

Zadanie 1 - 2 pkt., Zadanie 2 - 2 pkt., Zadanie 3 - 2 pkt.

5.2.7Test7
Stereometria

ZADANIE 1

Suma wszystkich krawedzi prostopadtoscianu jest rowna 88. Dtugosc jest dwa razy
wieksza od szerokosci, a wysokos¢ jest trzy razy mniejsza od dtugosci. Oblicz pole
i objetos$¢ prostopadtoscianu.

ZADANIE 2
Wysoko$¢ walca zwiekszyta sie dwukrotnie, a promien zmniejszyt sie dwukrotnie.
Jak zmieni sie objetos¢ walca?
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ZADANIE 3

Dany jest prostopadtoscian o wymiarach: 3,4, 10. Oblicz sinus kgta nachylenia prze-

katnej prostopadtoscianu do ptaszczyzny podstawy. (Podstawa to prostokgt o wy-
miarach 3 na 4).

Zadanie 1 - 2 pkt., Zadanie 2 - 2 pkt., Zadanie 3 - 2 pkt.
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WYKtADY PROWADZONE
DLA UCZNIOW

DR KRZYSZTOF LISIECKI
6.1 Procent sktadany i jego konsekwencje

W trakcie wyktadu przypomniane zostaty podstawowe wiadomosci dotyczqce
procentdw, a takze podane podstawowe pojecia z zakresu finanséw i bankowosci
takie jak stopa procentowa, okres odsetkowy, procent prosty i procent sktadany,
kapitalizacja. Stosujgc te pojecia uczniowie rozwigzywali nastepujgce zadania.

ZADANIE 1
Lokujemy w banku 100 ztotych przy stopie procentowej p = 5i oprocentowaniu we-
dtug procentu sktadanego. Obliczcie jakg kwote otrzymamy:

a) po 3 latach,
b) po 10 latach?

lle lat musimy oszczedzac¢ w tym banku, aby nasz kapitat byt nie mniejszy niz 150
ztotych?

ZADANIE 2
Obliczymy ile da 100 ztotych zainwestowane na 1 rok w przypadku zastosowania
procentu sktadanego przy kapitalizacii:

a) roczne;j,

b) pdtroczne;,

c) kwartalne;,

jezeli roczna stopa procentowa wynosi p=35.

ZADANIE 3

Obliczymy ile da 100 ztotych zainwestowane na 10 lat w przypadku zastosowania
procentu sktadanego przy kapitalizacji:

a) rocznej,

b) pdtroczne;,

c) kwartalnej,

jezeliroczna stopa procentowa wynosi p=5
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Uczniowie poznali tez pojecie kapitalizacji ciggtej i na tej podstawie definicje oraz
zastosowania liczby e.

6.2 Stozek, powierzchnia stozkowa, krzywe stozkowe

W trakcie wyktadu przypomniane zostato pojecie stozka, jak powstaje stozek.
Przypomniano takze podstawowe wzory zwigzane z obliczaniem pola i objetosci.
Pokazane i przeanalizowane zostaty rézne przekroje stozka. Podano pojecie po-
wierzchni stozkowej, sposéb jej tworzenia. Uczniowie wskazywdali i analizowali rdzne prze-
kroje powierzchni stozkowej. Poznali elipse, parabole i hiperbole, a takze ich wtasnosci.
Uczniowie zapozndli sie tez z analitycznym opisem tych krzywych stozkowych. Szkicowdali
tez w uktadzie wspditrzednych wybrane stozkowe znajgc ich rownania.

Jako zastosowanie, podane zostaty tez prawa Keplera, w ktérych kluczowq role
odgrywa elipsa.

6.3 Grafy i ich wybrane zastosowania cz. 1icz. 2

W frakcie wyktadu omdwiono poczgtki historii teorii graféw, podane zostaty
podstawowe pojecia z nimi zwigzane. Uczniowie podawali przyktady problemdow,
ktére mozna rozpatrywac uzywajgc grafdw. Rysowali niektére z tych graféw.
| odwrotnie, majgc dany graf prébowali wymyslaé modelowy problem, ktéry moze
taki graf reprezentowad.

Nastepnie uczniowie zapoznani zostali z pojeciem macierzy kwadratowej i ma-
cierzy sgsiedztwa grafu. Rozwigzywali zadania polegajgce na napisaniu macierzy
sgsiedztwa danego grafu oraz rysowali graf majgc dang jego macierz sgsiedztwa.
W ftrakcie dyskusji ustalono, ze macierz sgsiedztwa jest bardzo wygodnym, szcze-
gdinie dla grafdow duzego wymiaru, opisem. Wygodna jest woéwczas komputerowa
,obrébka” takiego grafu. Uczniowie zostali tez zapoznani z najwazniejszymi proble-
mami praktycznymi, w ktérych stosuje sie teorie grafdw, takimi jak znajdowanie dro-
gi/cyklu Eulera, znajdowanie drogi/cyklu Hamiltona, znajdowanie najkrétszej drogi
tqgczgcej dane dwa wierzchofki.
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PUBLIKACJE

7.1 E-lekcja z matematyki - dr Monika Potyrata

7.1.1 Wstep

Zajecia przez Internet to nowos¢ zardwno dla ucznidw jak i dla prowadzgcych.
7 pewnoscig stanowig urozmaicenie typowych lekcji, ale sg réwniez wyzwaniem

dla nauczycieli. Wyktadowca jest daleko, a ucznidw trzeba zmobilizowaé do dzia-
tania, rysunek 1.

Rysunek 1. E-lekcja

Podstawqg do przeprowadzenia e-lekcji jest dostep do odpowiednigj platformy
e-learningowej, rysunek 2.

Wspomaganie nauczania matematyki w Technikum 4}
w oparciu o nowoczesne technologie informacyjne
onc

Zslogowany: Monika Potyrala  Dsta: 13 Wrzednia 2014

fi

BRI )

Witaj na szkeleniu
@ Szkobenie — Politechnika Lidziks - Potyrals (Pt-Potyrats)
g J -

nalesy zaliceyé e
_ s , ) Erakc materiaidn do zaliczenia

L prowd counl

o SRR Opis szkolenia "

p i
-

Rol

‘|t ' ostatnio widziany na szkolesiu
N

Rysunek 2. Okno szkolenia

100



Po zalogowaniu sie i przejsciu do okna fransmisji wyktadowca widzi przytqczo-
nych uczestnikdw i moze rozpoczgc¢ transmisje oraz umozliwi¢ uczniom odpowiedz
ustng, pisanie wiadomosci jak i korzystanie z tablicy wirtualnej, rysunek 3.

Wykhadowea

Wirtualna
tablica = = 0 -
Tablica Swroma 21
Wpomaganic nouczania matematyki w Technikum w oparciu o
] technologic informacyjne
Odpowiadajacy
E-ZAJECIA DODATKOWE: SZANSE W KARTACH
Mon I L
Ucrestmicy (1)
( N a Ma E I Eul,
" v N 7 Fec o

Rysunek 3. Okno transmisji video

Aby przeprowadzi¢ lekcje przez Internet niezbedne jest dobre tgcze internetowe.

ldealnq sytuacjq jest, kiedy obie strony: uczniowie i prowadzqgcy widzg sie i styszg
w czasie bliskim rzeczywistemu. Wtedy pytania nauczyciela szybko docierajg do
ucznidw i mozliwa jest ptynna reakcja wyktadowcy na odpowiedzi ucznidw. Lekcja
ma fempo, a uczniowie ,nie odptywajq”, bo np. przez chwile nic nie styszq.

Zdarza sie jednak tak, ze tgcze nie jest wystarczajgco dobrej jakosci i aby nie
powodowac opdznien lepiej np. nie wtgczac kamery. Wtedy pozostaje nadal do
dyspozyciji tablica wirtualna i jej narzedzia oraz komentarz stowny.

Najbardziej dokuczliwym problemem jest brak styszalnosci, bgdz dzwiek przery-
wany. Jesli nauczyciel nie styszy ucznidw — moze po prostu prowadzi¢ wyktad, ale
wtedy spada aktywnos¢ ucznidw. Jesli to jednak uczniowie nie styszq, jedyng fak-
tyczng pomocg moze by¢ komentarz nauczyciela obecnego w klasie (oczywiscie
jesdli formuta zaje¢ takg obecnos$¢ zapewnia). Wyktadowca ma jeszcze mozliwose
porozumiewania sie z grupg poprzez wiadomosci tekstowe. Ja jednak uzywatam
tej formy wytgcznie w celu ustalenia czy i na ile dobrze mnie stychac. Ewentualnie
uzgadniatam co zrobi¢ aby poprawic¢ sytuacje, rysunek 4.

Odpowiadajacy

Uczestnicy (1)

B %[ 2\NOo0 k2B Bo "1 e o @ oH

Wiadomosci tekstowe

Monika Potyrata (10:18:50)
D dobryl

Wyslij

Rysunek 4. Okno wiadomosci tekstowych
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Istotnym elementem jest funkcjonalno$¢ tablicy wirtualnej: narzedzia edytorskie,
czeste ods$wiezanie, mozliwos¢ udostepnienia plikdw oraz pulpitu, rysunek 5.

e Wirtualna ¢
B 2 |
tablica = & @D =
Gt S o ) 1003 | @
Tablica 0 setzr O 08

Uczestnicy (1)

DO A @ We BT e o ® o

Wiadomosci tekstowe

Rysunek 5. Wykorzystanie narzedzi wirtualnej tablicy

Ogromnym udogodnieniem dla uczniéw jest tablica interaktywna. Wtedy mogg
nie tylko oglgdac¢ co przedstawia wyktadowca, ale réwniez zapisywac swoje od-
powiedzi, tak by od razu byty widoczne dla prowadzgcego. Dobre dziatanie tych
wszystkich elementdw réwniez zalezy od jakosci tgcza, rysunek é.

Rysunek 6. Tablica interaktywna

102



7.1.2 Przyktadowa e-lekcja

E-lekcja, ktérg chce opisac¢ dotyczyta rachunku prawdopodobiehstwa. Jednym
z gtdwnych moich celdw byta mozliwie wysoka aktywizacja ucznidéw. Stanowi to nie
lada wyzwanie, zwtaszcza, ze kontakt jest tylko wirtualny. Dlatego tez na wszystkich
zajeciach prositam o wybdr mojego asystenta. Jego zadaniem byto przedstawia-
nie ustalonych przez grupe odpowiedzi oraz wykonywanie opisanych przeze mnie
do$wiadczen np. losowanie kart. Kiedy udato sie omawiane zdarzenie zrealizowac
asystent miat prawo wyboru swojego nastepcy, rysunek 7.

Rysunek 7. Praca asystentki

Konspekt budowatam tak, aby najpierw intuicyjnie za pomocq przyktaddw wpro-
wadzi¢ ucznidw w zagadnienie, a potem dokona¢ podsumowania teoretyczne-
go. Celem moim byto jedynie zasygnalizowanie bgdz przypomnienie wybranych
kwestii z rachunku prawdopodobienstwa. Oczywiscie nie mogto zabrakngé ele-
mentow zabawy.

Przygotowatam odpowiednie plansze (rysunek 8) na ktérych mozna byto wpisy-
wac prawdopodobienstwa omawianych zdarzen.

DOSWIADCZENIE: LOSUJEMY JEDNA KARTE
Z TALII 52 KART:

A-aspik P(A)=
B-as P(B)=
C -kier P(C)=
D - karta czerwona P (D) =
E - czerwony pik P (FE) =
Rysunek 8. Opis omawianych zdarzen
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Przygotowatam sobie réwniez plansze do omdwienia elementdw teorii, rysunek 9.

Q i [JL'Z(‘H[.I'K(‘H zdarzen l‘}.(‘lLLl‘J'.l!-i‘l['lll\_f"('h

A B, ... - zdarzenia losowe (dowolne podzbiory przestrzeni zda-
rzen elementarnych €2)

Definicja klasyczna prawdopodobienstwa (Pierre-Simon de
Laplace, 1812)
Jezeli przestrzen sklada sie z 0 (Q < oo) Jjednakowo mozliwych

zdarzeni elementarnych i zdarzenie A sktada sie z A zdarzen ele-
mentarnych, to liczhe

P(4) =

][l I T

nazywamy prawdopodobienstwem zajs$cia zdarzenia A.

Rysunek 9. Elementy teorii

Omawiane zagadnienia stawaty sie coraz bardziej ztozone i wspdlnie ustalalismy
oraz zapisywalismy odpowiedyzi, rysunek 10.

LOSUJEMY KOLEJNO DWIE KARTY Z TALII 52 KART
BEZ ZWRACANIA:

A-dwaasy P(A) =
B - krol i dama w jednym kolorze P (B) =
C' - za pierwszym razem dama, za drugim kel P (C) =

D - conajmniej 1 as P (D) =

Rysunek 10. Kolejne zagadnienia

Na koniec nawigzalismy do... pokera, rysunek 11.

LOSUJEMY PIEC KART Z TALII 52 KART:
A AK.Q.J.10 w jednym kolorze
HiAy=

B — 5 kart po kolei w jednym kolorze

P(B) =

C' — cztery karty o tej same] wartodci

P(C) =

D — trojka i para

P)=

E — pie¢ kart w jednym kolorze

B{E)—

Rysunek 11. Najmniej prawdopodobne (,,najcenniejsze”) zdarzenia w pokerze.
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W celu urozmaicenia lekcji wykorzystatam mozliwo$¢ udostepnienia pulpitu
przedstawiajgc wczesdniej przygotowane aplety, rysunek 12.

Q

Rysunek 12. Wykorzystanie apletéw

7.1.3 Podsumowanie

W moim odczuciu e-lekcje stanowig znakomite uzupetnienie tradycyjnych lekcji.
Jest to nowa forma pozwalajgca na wykorzystanie materiatdw multimedialnych,
dajgca tym samym mozliwos¢ niekonwencjonalnego przedstawiania zagadnien.

Prowadzenie e-zaje¢ byto dla mnie bardzo ciekawym doswiadczeniem i jedno-
czednie przyjemnosciq. Dziekuje nauczycielom i uczniom za wspobtprace.
7.1.4 Literatura/materiaty
https://www.youtube.com/watch2v=KljyLkiIQgbw - Film Videokonferencja w ZSP 2

w Tomaszowie Mazowieckim przygotowany przez ucznidéw klasy Il TE.
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7.2 Analiza porownawcza lekcji internetowej
i lekcji tradycyjnej - dr Krzysztof Kisiel

7.2.1 Wstep

We wspdtczesnym Swiecie frudno, zwtaszcza mtodemu pokoleniu, wyobrazi¢ sobie
zycie bez telefondw komadrkowych, komputeréw, tabletdw, programdw kompute-
rowych itp. Mtodziez zdecydowanie czesciej korzysta z nowoczesnych technologii
informacyjnych. Nie dziwi wiec fakt, ze technologie informatyczne wkraczajg takze
do edukacji. Nie jest tez tajemnicq, ze coraz wiekszym zainteresowaniem cieszy
sie zdalne nauczanie. Wptyw ma na to miedzy innymi  rozwdj technologii informa-
cyjnych, szybszy tryb zycia oraz stata potrzeba podnoszenia kwadalifikacji. W ramach
zdalnego nauczania na Pt realizowany byt projekt ,,E-matura” i ,,E-pogotowie ma-
tematyczne”. Projekty te byty adresowane do mtodziezy ze szkdt ponadgimnazjal-
nych [1]. W artykule chcemy pokazaé, ze wirtualne metody nauczania sg cennym
uzupetnieniem tradycyjnych metod edukacyjnych. Oczywiscie nie da sie catkowicie
wyeliminowac¢ nauczania fradycyjnego z naszej edukacji bo w procesie nauczao-
nia - uczenia sie wazna jest tez bezposrednia wymiana informaciji uczen-nauczyciel.
Jedna i druga metoda nauczania ma swoje wady i zalety oraz zwolennikdw i prze-
ciwnikéw. W niniejszym opracowaniu skoncentrujemy sie na lekcjach interneto-
wych, ktére byty prowadzone wramach projektu finansowanego ze srodkdw unij-
nych w ramach Europejskiego Funduszu Rozwoju, ktdry miat na celu wyréwnanie
szans edukacyjnych uczniéw mieszkajgcych w réznych regionach kraju. Uzasadnimy
przewage lekcji internetowych nad lekcjami tradycyjnymi.

7.2.2 Wspolne cechy tradycyjnego i zdalnego nauczania’

1. W irakcie jednego jak i drugiego nauczania uczniowie widzg nauczyciela. W czasie
lekcjiinternetowej odbywa sie to dzieki kamerze infernetowe.

Wykladowea

Wirtualna = = @ =

/-\ tablica = .
?
' Tablica srona 272
-) Zadanie 31. (6 pkn) L,= oJuic
W astroslupie prawidfowym  téjkgtnym lmw:.é-e boczne 501!2!] diuzsze od krawgdzi

podsiawy,
) Wyzmacz sinus kit nachylenks &eiany bocsmej osirostupa do plasscryzny jego podstawy.
Odpowiadajacy ) Wyznacz dlugosé krawgdzi pod@gy. tak sby objgtoé ostrostupa wynosita 411,

Rysunek 1. Proces rozwigzywania zadnia stereometrycznego. Opracowanie wiasne.
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2. Uczniowie styszg nauczyciela - o ile oczywiscie posiadajg mikrofon i stuchawki.
Ten dodatkowy i niedrogi sprzet (ok. 20 zt) umozliwia sprawniejszqg i szybszg
komunikacje miedzy uczniem a nauczycielem.

3. Uczniowie widzqg zapisy wzordw na ekranie (matematyka, fizyka) lub obrazy
(np.: uktad nerwowy cztowieka) doktadnie tak jak na tablicy szkolnej.

Wirtualna .

Wykdadowea é
tablica D =
@ v @
' .) Tablica 01 swomezs (0 L0010
‘Odpowiadajacy

Uczestricy (1)
[rres—r—

| an/@x LT

8 =

YV R PNOQ E LD B P
‘Wiadomaosci tekstowe
vidae
Matgorasta Folcavks (14:40:46)
ey g
Malgorzata Foltanska (14:45:49)
o

Rysunek 2. Prezentacja typowego zadania planimetrycznego. Opracowanie wtasne.

4. Uczniowie tak jak i nauczyciel mogg pisac na ekranie - przy uzyciu myszki,
doktadnie tak jak ma to miejsce na szkolnej tablicy tyle, ze bez uzycia kredy.

Wirtualna £
tablica Bl 5 o
@ coaiereamun |
Tablica O swmuzne O OO

Uczesticy (1)

Adrian Weredycki

Carsmx -1

YV 2@ NDo A sE B E e o e
ek

Adkian Weredycd (82111
ko nic nie styszymy

liiets Galewnka (062135)
wrlogujeny sic

Rysunek 3. Rozwiqzywanie zadania dotyczgcego okregu opisanego na fréjkqcie rownobocznym.
Opracowanie wtasne.

5. Uczniowie mogqg zabierac gtos naciskajgc odpowiedni przycisk (w czasie trady-
cyjnej lekcji dzieje sie to przez podniesienie reki) zas nauczyciel daje prawo gto-

su zaznaczajgc odpowiednie pole na liscie ucznidw, ktdra to lista jest widoczna
PO prawej stronie.

INarys. 1, rys. 2, rys. 3, rys. 4, rys. 5, rys.6 prezentujemy wybrane zadnia rozwigzywane na platformie
e-learningowe.
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6.

7.

108

Przebieg rozmowy miedzy danym uczniem a nauczycielem styszg takze inni
uczniowie czyli doktadnie tak jak w klasie.

LarsBx

Andraej Kopiee yo 32 lNOO kK2 Es B P T c e G
Tomasz Stawarz. ‘Wiadomaosei tekstowe

T smEx L Bis

[ —— sz Noga (31:14:1)

Car #EX ") prabi 1 serwezem

bukast Noga (212044
i

[ v |

Rysunek 4. Wyznaczanie prawdopodobienstwa sumy zdarzenh losowych. Opracowanie wiasne.

Uczestik tukasz Noga praylacayt sig

5 tablica cJ 1O T ™

/\ g o @
' .) Tablica 0 swizz O 00
‘Odpowiadajacy

Uezestnicy (6)

Ak Barsiska
asmx
Matsuns Zina
s mEx
Marcn Latosiici
LA 13 o
Tomass Seawrs Yy 2 BlNOO0 ks B B P e e o
arsmx
Lukasz Noga ‘Wiadomosci tekstowe
(O Fd -1 B 5,
sz Noga (113535)
35 mtiwota
Loz Noga (212505)
s

[ v ]

Rysunek 5. Zadanie z rachunku prawdopodobienstwa i szybka metoda jego rozwigzania .
Opracowanie wiasne.

Nauczyciel moze udzieli¢ indywidualnych konsultaciji uczniowi, wowczas inni
uczniowie tej rozmowy nie styszg. Na lekcji tradycyjnej nauczyciel réwniez pod-
chodzi do ucznia i ftumaczy mu zadanie. W tym czasie inni uczniowie rozwigzujq
problem. Ci sami uczniowie mogg pracowac samodzielnie nad zadaniem zapi-
sanym na ekranie zamiast na tablicy.

Lekcja wirtualna rozpoczyna sie od sprawdzenia obecnosci czyli tak samo
jak ta tradycyjna. W przypadku nieobecnosci wyktadowca dzwoni do ucznia
celem wyjas$nienia nieobecnosci.

Jedli zajecia z przyczyn losowych nie dojdg do skutku (np.: niewtasciwe dziata-
nie serwera), zostang one przesuniete na inny termin tak by uczniowie nie byli
w zaden sposdb poszkodowani.



10. Jesli uczeh ma awarie komputera lub sg inne przyczyny jego nieobecnosci ko-
ordynator projektu nie moze za to odpowiadac. Ale cata lekcja bedzie nagro-
na i uczen bedzie o kazdej porze miat do niej wglgd.

11. Narzedzia platformy. Platforma e-learningowa wyposazona jest w liczne narze-
dzia, ktére utatwiajg przeprowadzenie lekcji nie tylko z matematyki:

e Umozliwia rysowanie figur geometrycznych (odcinek, tréjkat, okrgg, gumke
co zastepuje tradycyjny cyrkiel, linijke i ggbke)

 Umozliwia otwarcie plikdw, ktdrych zawarto$é widzg uczniowie na ekranie
(obwdd elektryczny, obraz bitwy pod Cedynig, mapa hipsometryczna, ta-
blica Uktadu Okresowego Pierwiastkdw itp.)

W trybie wirtualnym tresci lekcji mogqg by¢ nawet lepiej zaprezentowane niz na
lekcji fradycyjnej. Mozna wtgczy¢ animacje, pokazad np.: rytm pracy serca na za-
tgczonym filmie lub pokazac inne ruchome obrazy. Reasumujgc: przeprowadzajgc
lekcje internetowe wykorzystujemy bardziej nowoczesne metody nauczania niz w
frakcie tradycyjnej lekcji.
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Rysunek 6. Rozwigzywanie zadania z geometrii analitycznej. Opracowanie wtasne.

W Internecie pojawia sie wiele materiatdw edukacyjnych, pojawiajg sie nawet
gotowe lekcje matematyki, gdzie widac¢ jak nauczyciel rozwigzuje zadanie przy
tablicy. Jednak jest to tylko metoda podajgca, nie ma tu zadnej wymiany mysli
miedzy uczniem a nauczycielem. Regularne kursy internetowe motywujg uczniow
do nauki. Uczniowie mogqg wéwczas zapytac o dany problem, sprawdzi¢ wspdlnie
prace domowq itp.

Schemat lekcji wirtualnej. Lekcja internetowa przebiega wg nastepujgcych etapow:
e sprawdzenie listy obecnosci

e sprawdzenie pracy domowej
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potgodzinne wprowadzenie w nowq tematyke

rozwigzywanie problemow z danego bloku tematycznego, uczniowie tydzien
przed lekcjg otrzymujqg plik z materiatami edukacyjnymi

praca domowa

Caty proces nauczania przebiega w frybie rzeczywistym.

W ciggu catego procesu nauczania uczniowie bedq uczestniczy¢ takze w kilku
fradycyjnych lekcjach z tym samym wirtualnym nauczycielem.

Celem kurséw internetowych jest wyréwnanie szans edukacyjnych mtodziezy
z poza wielkich aglomeracji, gdzie dostep do edukacji czasami jest bardzo
ufrudniony i kosztowniejszy. W wielu wysoko rozwinietych krajach np.: w USA, Au-
stralii gdzie odlegtosci miedzy oSrodkami edukacyjnymi sg ogromne e-learning
stat sie niezwykle popularng i skuteczng formg nauczania.

Zalety zdalnego nauczania. Nauczanie na odlegtosc staje sie na $wiecie coraz
bardziej popularniejsze. Przemawia za tym kilka faktow:

oszczedno$¢ czasu (nie trace czasu na dojazd)

oszczedno$¢ finansowa (nie trace pieniedzy na dojazd i ewentualne optaty,
korepetycjel)

warunki atmosferyczne nie stanowiq przeszkody

wygoda i przyjemnos¢ (nie ruszam sie z domu).

wypoczynek (dojazd na zajecia tradycyjne + zajecia + powrdt powodujg
ogromne zmeczenie)
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7.3 Rozwiqzywanie zadan maturalnych z uzdolnionymi
uczniami przy uzyciu platformy e-learningowej -
dr Krzysztof Kisiel, dr Joanna Kucner, dr Elzbieta Galewska

7.3.1 Wstep

Dzisiaj juz nikogo nie trzeba przekonywac do tego, ze stosowanie technologii
informacyjnych w procesie nauczania i uczenia sie jest koniecznoscig. Korzystanie
bowiem miedzy innymi z nauczania na odlegto$¢ pozwala i pomaga uczniom,
w coraz wiekszym stopniu, uzupetniac wiedze zdobywang w szkole. Szkota co
prawda stara sie wychodzi¢ naprzeciw oczekiwaniom ucznidw, jednak ogranicze-
nia czasowe wynikajgce z siatki godzinowej przypadajgcej na realizacje danego
przedmiotu czesto nie sq wystarczajgce do petnego przygotowania ucznia np. do
matury. Aby jednak nalezycie przygotowac ucznidw do egzaminu maturalnego
oprocz obowigzkowych lekcji oraz dodatkowych zajec uzupetniajgcych takich jak
np. fakultety nalezy proces edukacyjny poszerzy¢ o nauczanie na odlegtosc. Tym
bardziej, ze dwczesna mtodziez, w celu rozwigzywania konkretnych zadan i proble-
mow, korzysta juz w duzym stopniu z réznorakich technologii informacyjnych. Idea
nauczania na odlegtos¢ jest niezwykle atrakcyjng metodg nauczania. Pozwala ona
na przeprowadzenie wideokonferencji w godzinach pozaszkolnych i we wtasnym
domu, co niewgtpliwie zwieksza wydajnos¢ pracy ucznia. W artykule skoncentruje-
my sie na nauczaniu matematyki w szkole ponadgimnazjalnej oraz zaprezentujemy
metody pracy z uzdolniong mtodziezq. Z kazdej szkoty biorgcej udziat w projek-
cie wybrana zostata jedna, konkretna klasa. Z kolei, z tej jednej, konkretnej klasy
nauczyciel wybrat pieciu najzdolniejszych ucznidw, z ktérymi razem w godzinach
pozalekcyjnych tgczy sie z platformg e — learningowq, w ramach wideokonferenciji.
Na kazdej takiej zdalnej lekcji prezentowany jest cykl zadan maturalnych, najcze-
Sciej o podwyzszonym stopniu trudnosci. Poszczegdlne zadania sq prezentowane na
panelu platformy. Uczniowie mogg pisac¢ specjalnym pisakiem fragmenty swoich
rozwigzanh. Kazdy z ucznidw moze by¢ w kazdej chwili wywotany przez nauczyciela,
co umotzliwiajg odpowiednie narzedzia w jakie platforma zostata wyposazona.

Taka forma nauczania jawi sie przed uczniem bardzo czesto jako niezwykte do-
Swiadczenie edukacyjne, przez co staje sie atrakcyjniejszg od tradycyjnej lekcji.
1 pewnosciqg zaletq jest tutaj zmniejszenie dystansu miedzy uczniem a nauczycielem
oraz mata liczno$¢ grupy. Uczniowie mogq tez zgtaszac nauczycielowi zadania,
ktére sprawiajg im frudnosci, a ktére to zadania sg rozwigzywane pdzniej wspol-
nymi sitami. Bardzo czesto wywigzuje sie ciekawa i tworcza dyskusja. Podkresimy,
izzadaniem nauczyciela nie jest podanie od razu petnego rozwigzania. Jest to pro-
ces w wyniki, ktérego uczniowie sami dochodzg do poprawnego rozwigzania. Rola
nauczyciela ogranicza sie tu do roli moderatora spotkania, udzielajgcego tylko od-
powiednich wskazdwek. Taki model edukacyjny ma sens, czyni ucznia odkrywcg
rozwigzania a to niewqgftpliwie podwyzsza jego samoocene. Pomyst lekcji interneto-
wych wychodzi naprzeciw oczekiwaniom ucznidw jak i rodzicow. Caty projekt jest
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finansowany ze srodkdw unijnych w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego
i ma na celu wyrbwnanie szans edukacyjnych uczniéw, ktdérzy nie mogg korzystac
z tzw. korepetycji. Bardzo istotnym czynnikiem jest tez odlegtos$c. Jedli wezmiemy
pod uwage liczne miejscowosci potozone na rubiezach naszego kraju, to istota
problemu staje sie jasniejsza. Niestety w tych regionach z uwagi na zdecydowanie
wiekszg pauperyzacje spoteczenstwa dostep do edukaciji jest znacznie utrudniony.
Wptyw na to majg takze odlegtosci oraz staba infrastruktura. Stgd nauczanie na
odlegtosc jest poteznym narzedziem wyrdwnujgcym szanse edukacyjne mtodziezy
uczgcej sie w réznych zakgtkach naszego kraju.

O tym jak skuteczne jest nauczanie na odlegtos¢ mielismy okazje przekonac sie
prowadzgc zajecia na platformie e —learningowej w ramach projektu E-pogotowie
matematyczne, w ktdérym to przygotowywalismy ucznidw do matury zmatematyki.
O tym, ze projekt ten zakonczyt sie sukcesem niech Swiadczy niniejszy cytat:

One can find a number of websites offering payable services for solution tasks of
mathematics. Students take advantage of this questionable form of assistance
even more frequently. They receive ready-made solutions without understanding
them. The former Polish Minister of Education prof. Zbigniew Marciniak had an idea
of infroducing ‘state tutoring’ that ought to solve the problem of private lessons in
primary schools for the class range IV-VI. State tutoring includes obligatory classes
of two main subjects: Polish and Maths. In other words, the government wanted fo
equalize the chances of education and aftenuate the common problem of priva-
te tuition. Unfortunately, many parents send their children for private lessons, since
they are not certain whether school provides their children with appropriate educa-
fion or not. It results from the fact that school fails to live up to their increasingly high
expectations. The problem of private tuition is also increasing in secondary and high
schools, with regard to mathematics and foreign languages in particular. Being em-
ployees of Technical University of Lodz, we have been familiar with this problem
since 2009. From that time we have been working on the project Mathematical
Emergency E-services , which is entirely financed by the EU funds. The goal of the
project is to provide a real-time, immediate assistance in the field of mathematics
for students of secondary schools. Every week from Sunday to Thursday, from 5 PM
fo 10 PM four teachers provide assistance using a special computer system. The stu-
dent, who has a problem with the solution of his homework in mathematics or does
not understand some issues, may connect to the teacher using the Internet. The
student will not get the ready solution, he must actively take part in the discussion
with the teacher. In the are of Lodz 30 schools are covered by this program, from
which more than 1000 students can get the assistance. The project will come to an
end in September, 2011. Every day teachers are faced with many problems which
their students come across. In this chapter we will present some of them. They are
authentic conversations provided in real fime. Thanks fo the sound on the platform,
the conversations are not fully quoted but saved as a comment.
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7.3.2 Rozwiqzywanie zadan maturalnych z zastosowaniem platformy

Oprécz zaje¢ z nauczycielem uczniowie majq takze zajecia z wyktadowcami
z Politechniki todzkiej. Zajecia te,z uwagi na pewne doswiadczenie w ich przepro-
wadzaniu, chcielibySmy szczegdtowo opisac. Na lekcjach tego typu prezentuje-
my zadania maturalne o ustalonym stopniu trudnosci. Na panelu umieszczamy
w frakcie wideokonferencji odpowiednie ilustracje do zadania wykonane np.
w programie GeoGebra. Jest to niezwykle przydatne narzedzie, zwtaszcza w zada-
niach planimetrycznych bgdz stereometrycznych. Uczniowie widzqg rzetelnie wyko-
nany rysunek np. ostrostupa lub prostopadtoscianu co w znacznym stopniu uta-
twia im rozwigzanie zadania. Wyktadowca petni w tym przypadku role moderatora
spotkania e -learningowego, w trakcie ktérego jest takze obecny nauczyciel kon-
frolujgcy proces nauczania. Uczniowie biorg czynny udziat w dyskusji nad danym
zadaniem. Wyktadowca dzieki narzedziom platformy, zaznaczajgc odpowiednie
opcje, moze wywotac¢ kazdego ucznia z osobna, moze da¢ mu pozwolenie na wy-
powiedz, na pisanie na panelu. Najbardziej aktywni uczniowie, na koniec lekciji, sg
wyrdznieni przez nauczyciela ocenq.

Oprécz zalet takiego nauczania nalezy wspomniec takze o pewnych wadach
pracy na platformie, sg to niestety rézne problemy natury technicznej. Zdarza sie,
ze w trakcie wideokonferencii uczniowie ,,znikajqg” z platformy i muszqg sie logowac
ponownie a to bardzo komplikuje proces edukacyjny. Jednym z powodéw takiego
stanu rzeczy moze byc: przecigzenie serwerdw, stabe tgcze internetowe ale row-
niez korzystanie z WF. Na szczescie problemy te pojawiajqg sie dos¢ sporadycznie.

Przedstawimy kilka modelowych zadah maturalnych jakie rozwigzywali§my z gru-
pQ pieciu uzdolnionych ucznidw, nie ograniczajgc sie tylko do jednej szkoty:
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Rysunek 1. Rozwigzywanie zadania maturalnego z zastosowaniem platformy e -learningowej. Opraco-
wanie wilasne.
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Na rys. 1 prezentujemy fragment lekcji internetowej z grupg wybranych ucznidw i
z klasg. Wyktadowca zamieszcza odpowiedni rysunek dzieki narzedziom platformy
takim jak pisak elektroniczny z mozliwoscig doboru koloréw z dostepnej palety itp.
Poniewaz klasa dysponuje w szkole tablicq interaktywnq, to w caty proces rozwig-
zywania zadnia mozna zaangazowad ucznidw, ktérzy poszczegdine kroki rozwig-
zania zadania zapisujg na tej tablicy. Wyktadowca udziela stosownych wskazdwek,
podaje uwagi w trakcie rozwigzywania zadania ale nie podaje petnego rozwigza-
nia. Zadaniem wyktadowcy i nauczyciela w klasie jest odpowiednio zmotywowac
ucznidw do tworczej pracy. Wowczas proces edukacyjny przebiega optymalnie.
Uczniowie podczas tak zwanej ,,burzy mdzgdw" podajg rdézne pomysty na rozwig-
zanie zadania. Nastepnie wyktadowca po drugigj stronie platformy weryfikuje po-
prawnos$¢ zastosowanej metody. Uczniowie w tym przypadku sq autorami rozwig-
zania. Na rys. 1 mozemy zauwazy¢ jak jeden z ucznidéw oblicza pole powierzchni
catkowitej prostopadtoscianu oraz kgt nachylenia przekgtnej sciany bocznej do
ptaszczyzny podstawy tego prostopadtoscianu. Jest to etap finalny zadania. Zanim
to nastgpi uczniowie w grupach dyskutujg nad zadaniem i w trakcie takiej wspdt-
pracy jedna z grup podaje prawidtowy wynik, ktéry jest ogtoszony przez lidera takiej
grupy. Jeszcze raz podkresimy, ze to nie wyktadowca po drugiej stronie platformy
i nie nauczyciel w klasie rozwigzujq zadanie ale to wtasnie uczniowie kreujq proces
rozwigzania zadania. Rola wyktadowcy i nauczyciela ogranicza sie do udzielania
wskazowek tylko wtedy, gdy uczniowie napotykajg na pewne trudnosci lub kieru-
nekich dziatan nie jest poprawny. Taki proces edukacyjny mozemy nazwac proce-
sem kreatywnego myslenia. Ponadto wprowadzony jest system nagréd w postaci
oceny dla najbardziej aktywnych uczestnikéw spotkania.
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Rysunek 2. Rozwigzywanie zadania maturalnego z rachunku prawdopodobienstwa z zastosowaniem
platformy e -learningowej. Opracowanie wtasne.

Na rys. 2 mozemy zaobserwowac lekcje dla grupy pieciu uzdolnionych ucznidw.
Uczestnicy wideokonferencji sg widoczni po lewej stronie panelu. Nalezy podkre-
114



§li¢, iz spotkania z grupq pieciu najzdolniejszych ucznidw w danej klasie odbywajg
sie w godzinach popotudniowych. Uczniowie tgczg sie z platformq ze swoich do-
mowych komputerdw. Wyktadowca kazdego z nich moze wywota¢ do odpowie-
dzi lub poprosi¢ o napisanie rozwigzania na tablicy zamieszczonej na platformie.
Bardzo wazna jest ciggta kontrola pracy ucznidw. To powoduje, ze kazdy z nich
stara sie aktywnie a nie biernie uczestniczy¢ w spotkaniu. Kazdy z ucznidw stara
sie rozwigzac samodzielnie zadanie przed ekranem swojego komputera. Na tabli-
cy obserwujemy jak uczniowie obliczajg odpowiednie prawdopodobienstwa po-
szczegdlnych zdarzen losowych. Nie jest to dla nich sprawa frywialna, gdyz muszg
wpas¢ na pomyst jak sprytnie i szybko zadanie to rozwigza¢. W tym celu muszg
uzupetni¢ dwie tabelki. Okazuje sie, ze zadanie nie byto az tak skomplikowane jak
wydawato sie to uczniom na poczgtku. Na uwage zastuguje fakt, Zze uczniowie
czesto komunikujq sie nie tylko fonicznie ale podajg wiadomosci na czacie np. do-
tyczgce wyniku zadania. Niejednokrotnie problemy techniczne sprawiaqjqg, ze nagle
dzwiek zanika i czat jest jedyng mozliwg formag komunikacii.

Wyslij

Rysunek 3. Rozwigzywanie zadania maturalnego z rachunku prawdopodobienstwa z zastosowaniem
plaiformy e -learningowej. Opracowanie witasne.

Tym razem na rys. 3 zamieszczone jest zadanie z rachunku prawdopodobienstwa.
Najpierw uczniowie poprawnie zapisujg moc przestrzeni zdarzeh elementarnych a
nastepnie jeden z ucznidéw oblicza odpowiednie prawdopodobienstwo. Takze i tu
widzimy komunikacje na czacie dotyczgcg wynikdw, ktérych poprawnosc¢ potwier-
dza wyktadowca. Nalezy zwrdci¢ uwage, ze czesto po obu stronach rezygnujemy
Z tfransmisji wideo, ktéra przecigza serwer (widzimy na slajdzie stosowny komunikat
uczennicy ). Lepiej zrezygnowac z tego narzedzia, bo i tak w catym procesie naj-
istotniejsza jest fonia. Jesli komputery w danej szkole lub komputery poszczegdinych
ucznidw sqg podtgczone do Internetu o zbyt stabej przepustowosci, to fransmisja
video w tym przypadku moze powodowac szereg nieprzyjemnych sytuacji jak np.
»wyrzucanie" uczestnika z platformy.
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Rysunek 4. Rozwigzywanie ukiadu réwnan liniowych metodq wyznacznikowq z zastosowaniem
platformy e -learningowej. Opracowanie wtasne.

Na rys. 4 widzimy kolejne zadanie, ktére mimo swej prostoty sprawito uczniom
pewne problemy. Dlatego w takich sytuacjach, zanim uczniowie zaczng rozwiqzy-

wac zadania, warto im przedstawi¢ wczesniej cykl prezentacji wprowadzajgcych
ich w dany zakres wiedzy.

Ponizej zaprezentujemy kilka zadan jakie rozwigzano z uzyciem platformy e-lear-
ningowe;.
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Rysunek 5. Obliczanie promienia okregu wpisanego w tréjkat rownoboczny. Opracowanie wiasne.
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Rysunek 6. Przykladowe zadanie planimetryczne. Oprqcowqﬁié vw;lasne:

 Wirtualna 5, : %
! tablica =1 - D =

‘_ et 5p 2 (1 293 @ |
Tablica O =12 OO0

[T s = ._’_*

s mx LTS

A Ex B

o a _— LRy RN ERE = A T

T © Wiadomosci tekstowe.

A AmX B e

Krzysmof Matusiewicz Anna Sroka (20:237)

) Proprasmam anéw mnic wyrzucito T pladarmy wyrucia

‘ LarsmEx Anna Sroka (20:35:12)

| nie obowigage

| —T—

Rysunek 7. Przykladowe zadanie na obliczanie prawdopodobienstwa catkowitego.
Opracowanie wiasne.

Na rys. 7 mozemy zaobserwowadl proces rozwigzywania zadania z rachunku
prawdopodobienstwa. Uczniowie wpadajg na ciekawy pomyst wyznaczenia od-
powiedniego prawdopodobienstwa przy wykorzystaniu wzoru na prawdopodo-
bienstwo catkowite.
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Rysunek 8. Rozwigzywanie zadania maturalnego z zastosowaniem platformy e -learningowej.
Opracowanie wtasne.

Kolejne zadanie prezentowane na rys. 8 dotyczy nieréwnosci z modutem. Dzieki
tablicy interaktywnej uczniowie jak i wyktadowca obserwujg kolejne etapy jego
rozwigzywania. Okazuje sie, ze skomplikowang nierdbwno$¢ modutowqg mozna
znacznie szybciej rozwigzac metodqg graficzng.

7.3.3 Wnioski

Koncepcja uzupetniania wiedzy matematycznej poprzez platforme e - learnin-
gowqg wychodzi naprzeciw oczekiwaniom wszystkich ucznidéw a zwtaszcza tych
najzdolniejszych. Czesto zdarza sie, ze uczen trafia na trudne i problematyczne za-
danie, ktérego nie potrafi samodzielnie rozwigzacd. Jesli nie ma pomocy, to najcze-
Sciej zniecheca sie do jego rozwigzania. Alternatywg mogq by¢ wtedy spotkania
na platformie e -learningowej, gdzie mozna nie tylko przedyskutowac konkretne
zadania, ale takze mozna zapytac o sposdb jego rozwigzania. Uczniowie bardzo
chetnie korzystajqg z tej nowoczesnej formy nauczania i aktywnie uczestniczg w pa-
nelu dyskusyjnym. Nie tylko komunikujg sie z wyktadowcqg ale takze wymieniqjqg sie
miedzy sobg cennymi uwagami. Czas spotkan na platformie jest dos¢ elastyczny
i dostosowany do wszystkich uczestnikdw spotkania a mata liczno$¢ grupy daje
wyktadowcy wiecej czasu na omdwienie pewnych zagadnien indywidualnie z
kazdym uczestnikiem kursu. Poza tym uczen nie traci czasu na dojazdy na kurs
pozalekcyjny a nauczanie tego typu moze przebiegac nawet w przypadku ekstre-
malnych warunkéw pogodowych. Tak wiec za tym modelem przemawiajqg nie tylko
wzgledy czasowe, geograficzne ale i ekonomiczne. Nalezy przypuszczad, iz ten
model nauczania bedgcy uzupetnieniem tradycyjnego modelu, bedzie zyskiwat

coraz bardziej na popularnosci.
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7.4 THE METHOD OF FLIPPED CLASSROOM - CASE STUDY -
Grzegorz KUSZTELAK, Dorota KRAWCZYK-STANDO, Jacek
STANDO

Abstract: Within the project of ,,Supporting feaching mathematics at the Technical
School based on modern information technology”, which is carried out in coopera-
fion between Gromar Company and Lodz University of Technology, we have pro-
duced fraining materials in Mathematics. In this article we will present the possibility
of how to use the training in the flipped method. We wiill also present the case study
of the training module ,,Quadratic inequalities”.

Keywords: flipped classroom, e-learning, teaching of mathematics.

1. INTRODUCTION

The idea of a flipped classroom assumes that the students learn individually assisted
by multimedia materials given by the teacher before the proper classes. During the
classes the students get the answers to all the questions from the teacher. If it is pos-
sible, it is important for the student to keep asynchronous contact with the teacher
during his individual work. (see example ,Mathematical Emergency E-services Proj-
ect”), [1-3].

During classes the students learn mainly by asking questions, analyzing a variety of
examples as well as posing hypotheses and building other strategies of solutions.
Certainly the success of the teaching process with the use of the flipped classroom
method depends on how much the students get involved. The method will never
prove to be successful if the students will be little interested in a given topic.

In the next paragraph we will suggest how to use the created fraining materials in
teaching practice within the flipped classroom method.

2. QUADRATIC INEQUALITIES — CASE STUDY

Before they begin, it is important for the teacher to answer himself the question:
— Are you prepared?
— Have there ever been any models like this in teaching process?
— How students prepare themselves individually for the ,,Quadratic inequalities” Mod-
ule?¢

e The student getfs acquainted with the definition of quadratic inequality (fig. 1)
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i\i Eieiéwnoéci kwadratovﬁe - wprowadzenie <\v

Nieréwnoscig kwadratowg nazywamy kazdg nierowno$¢, ktéra po uporzadkowaniu

mozna zapisa¢ w postaci:

lub ax?+bx+c<0
lub ax’+bx+c<0
lub ax’+bx+c>0
ax’+bx+ c=0
gdzie a#0

Jest to zatem nierowno$¢, po ktérego lewej stronie znajduje sie funkcja kwadratowa

f(x)=ax’+bx+c za$ po prawej zero.

‘ Neroman
Www.g romar.eu

Figure 1 - The definition of quadratic inequality

* The system checks if the student has understood the content of the definition.
The student gets a few inequadlities in furn and has to answer the question if they are

quadratic inequdlities (fig. 2).

i\\ﬂ E@ﬁnos’ci";;aiaratowe - wprowadzenie Z v

Czy nieréwnoscé

x2+5x-3=2

jest nierownoscig kwadratowg?

Figure 2 - Verification of definition understanding

The student gets a full justification why the inequality is or is not quadratic.

There appears a justification in the case of the right as well as the wrong answer
It gives an opportunity to establish the understanding of the definition (fig. 3).
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Nierownosci kwadratowe - wprowadzenie v

Czy nieréwnos$¢

X’ +5x-3=2
jest nieréwnoscig kwadratowg?

TAK
Oczywiscie!

x?+5x—3=2 JEST nieréwnoscig kwadratowa, bo po uporzadkowaniu daje sie zapisaé

w postaci x°+35x—3=() (po uporzadkowaniu x° NIE znika).

Czy jest to nierowno$¢ e V.8 czy B i (e H 5 V. ?

Figure 3 - Justification of fulfillment / lack of fulfilled conditions of the definition

e The student gets acquainted with the method of solving the quadratic inequality
by examples.

They consider two examples of inequality with an intuitive solution and geometric
interpretation (figs. 4, 5).

\ Nierownosci kwadratowe — wprowadzenie - geometrycznie v

Przyktad
Rozwazmy nieréwnos$¢ kwadratowg

xX>-2x-8=0
Wykres lewej strony nieréwnosci ma postac:

Figure 4 - Quadratic inequality - example - part 1
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\ Nierownosci kwadratowe — wprowadzenie - geometrycznie

Przyktad

Rozwazmy nierownos$¢ kwadratowg
x-2x-8=0

Wykres lewej strony nierdwnosci ma postac:

Rozwiazujac nieréwnosé x’—2x—8= () pytamy wiec, kiedy parabola
lezy POWYZEJ osi OX (patrz czerwona czes¢ wykresu)

Jak widzimy na wykresie odpowiada to argumentom z przedziatu
zaznaczonego na zielono, czyli dla x& (~00,-2> U <4,+00)

Odpowiedz
Nierownos¢ x’-2x—8=() jest spetniona dla x € (~00;-2> U <4,+00)

Uwaga

Zauwazmy, ze INTERESUJA nas réwniez punkty lezgce na
przecieciu wykresu z osig OX, bo tam warto$é funkcji jest ROWNA
zero, a rozwazana nierowno$¢ jest NIE ostra (pytamy, kiedy
wartosci po lewej stronie nieréwnosci sa wigksze badz ROWNE
ZERO (,=0").

Figure 5 - Quadratic inequality - example - part 2

* Taking the examples into consideration, the student is given an algorithm of solv-
ing quadratic inequalifies. It results from generalized observations made by the
student while analyzing the previously presented examples. The algorithm is cre-
ated, so to say, in front of the student’s eyes (figs. 6, 7).

« Nieréwnosci kwadratowe — wprowadzenie - geometrycznie v

Z powyzszych rozwazan wynika, ze rozwigzujgc nierownos¢ kwadratowg mozemy stosowac np.
nastepujgcy algorytm:

1. Porzadkujemy nieréwno$¢ zostawiajgc po prawej stronie 0.

2. Szukamy miejsc zerowych funkcji kwadratowej znajdujgcej sie po lewej stronie nierownosci
(o ile istniejg) — czyli rozwigzujemy odpowiednie réwnanie kwadratowe (szczegdtowe uwagi
na ten temat w module dotyczacym réwnan kwadratowych).

3. Szkicujemy parabole uwzgledniajgc informacje o ewentualnych miejscach zerowych (punkty
przeciecia z osig OX) i znaku wspéitczynnika a (,usmiechnigta” badz ,smutna”).

4. Na podstawie szkicu wykresu odczytujemy, kiedy nieréwnosc¢ jest spetniona.

DALEJ )

Figure 6 - Algorithm of solving quadratic inequalities - part 1

122



\ Nieréwnosci i&lgdratowe — wprowadzenie - geometrycznie /\ v

Jezeli rozwigzujemy nieréwnosc: Jezeli rozwigzujemy nieréwnosc:

e ax’+bx+c<0 o ax’+bx+c>0
to patrzymy, kiedy (dla jakich argumentow) to patrzymy, kiedy (dla jakich argumentéw)
parabola lezy PONIZEJ osi OX. parabola lezy POWYZEJ osi OX.

W przypadku odpowiednich nieréwnosci nieostrych interesujg nas dodatkowo argumenty, dla
ktérych parabola ma punkty wspdine z osig OX.

Dalej rozwazymy to rozwigzujgc w podany sposéb kilka nieréwnosci. Pamigtaj, aby wczesniej
zapoznac si¢ z modutem dotyczgcym rozwigzywania réwnarn kwadratowych.

<4 WSTECZ
OMAR

ANGR j
www.gromar.eu

Figure 7 - Algorithm of solving quadratic inequalities - part 2

e The student moves on to analyzing the solutions of subsequent quadratic inequal-
ifies based on the given algorithm.

The student can use a few tasks with complete solutions strictly according to the
previously created algorithm. The tasks are ordered by level of difficulty: from the
easiest fo the most difficult ones. The particular elements of the solutions appear sub-
sequently for the student to give him a chance of individual analysis (fig. 8).

<\\ 2 _Niérrré;fmﬁci kEdratowe — rozwigzywanie — najprostsze przypadki <\v

Zadanie
Rozwigz nieréwnos¢ kwadratowg

-16x2+24x<9

Rozwigzanie
1. Porzadkowanie

-16x°+24x-9<0

2. Miejsca zerowe funkcji kwadratowej znajdujgcej sie po lewej stronie nieréwnosci (o ile istniejg)
fx)=-16x"+24x-9
f(x)=0
-16x°+24x-9=0

A=(24)*4+(-16)(-9)=0

GROMAR

www.gromar.eu

Figure 8 - Quadratic inequality - task with a solution - part 1
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The geometric interpretation is a very important element of solving a quadratic
inequality (fig. 9).

N B !iero'wnos’ci kwadratowe — rozwigzywanie — najprostsze przypadki v

3. Szkic wykresu
* a=-16<() zatem parabola ,smutna”,

* miejsca zerowe: x= %

Wystarczy szkic wykresu pokazujacy jak parabola jest
usytuowana wzglgdem osi OX.

Figure 9 - Quadratic inequality - task with a solution - part 2

The student reads the solution of the fask on the basis of the geometric interpre-
tation. We boil the answer to the question ,When is the inequality fulfilled2” down
to the answer to the question ,, When the graph of the function is on the left of the
inequality and lies respectively above or below OX axis (the straight line described by
the right-hand side of the inequality)”. The relevant part of the graph is highlighted
in red. The appropriate set of arguments - the solution of the inequality - is drawn in
green (fig. 10).

Nierownosci kwadratowe — rozwigzywanie — najprostsze przypadki \ v

w

. Szkic wykresu
» a=-16<() zatem parabola ,smutna”,

e 3
* miejsca zerowe: x= i

Wystarczy szkic wykresu pokazujgcy jak parabola jest
usytuowana wzgledem osi OX.

3
4

IS

. Odczytanie rozwigzania z wykresu.
Rozwigzujgc nieréwno$é -16x°+24x-9<(0 pytamy wiec,
kiedy parabola lezy PONIZEJ osi OX (patrz czerwona czesé
wykresu).

Odpowiada to wszystkim argumentom rzeczywistym za wyjatkiem

=3
]

Odpowiedz
Nieréwnos¢ -16x’+24x-9<( jest spetniona dla x& (-00; 73) U (73;*100)

Figure 10 - Quadratic inequality - task with a solution - part 3
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¢ The student moves on to the final stage: the system checks if the realized material
has been mastered.

The verification of the knowledge and skills does not only boil down to marking the
given answer. First, the student must determine how many zeros the function, whichis
located on the left of the ordered quadratic inequality has (fig. 11).

i\\ g Niel;éw:;s";i kwadratowe — rozwiazywanie — najprostsze przypadki \ v

Zadanie
Dana jest nierownos$¢ kwadratowa

4x—12x=0

lle miejsc zerowych posiada funkcja kwadratowa f{x) znajdujaca sie po lewej stronie nierownosci?

Neromar

www.gromar.eu

Figure 11 - Quadratic inequality - task for individual work part 1

Next, the student must give what zeros the function on the left of the inequality has
(provided they have found any) (fig.12).

b = = PTESRRES ATy - R ’"7
\\ Nierownosci kwadratowe — rozwigzywanie — najprostsze przypadki \\v

Zadanie
Dana jest nierowno$¢ kwadratowa

4x2—12x=0

lle miejsc zerowych posiada funkcja kwadratowaﬂ.\') znajdujgca sie po lewej stronie nieréwnosci?

Oczywiscie!

= =]

Miejsca zerowe funkciji f{X) to:

Figure 12 - Quadratic inequality - task for individual work part 2
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Itis important to recognize the shape of the parabola, being the graph of the qua-
dratic function in point.

In the end, the student must choose the right answer. The system suggests four op-
fions:
—the whole set of real numbers;
—the range, whose limits are the previously found zeros;
—the sum of ranges whose proper limits are appropriate zeros;
—empty set.

The correctness of each given answer - especially solving the inequality - is verified
by the system (fig. 13).

Nierownosci kwadratowe — rozwigzywanie — najprostsze przypadki

Zadanie
Dana jest nierownos$¢ kwadratowa

4x>-12x=0

lle miejsc zerowych posiada funkcja kwadratowa f{x) znajdujaca sie po lewej stronie nieréwnosci?

e
Miejsca zerowe funkcji f{x) to: Oczywiscie!
x=[0] x=[3] SPRAWDZ
Oczywiscie!

Wskaz szkic wykresu funkcji kwadratowej znajdujacej sie po lewej stronie nieréwnosci:

321 456 X i >

Oczywiscie!
Nierownosé 4x”—12x = () jest spetniona dla

XE(-0;0)>U<3;+0)

Oczywiscie!

N‘GH‘DFHFIH‘ . ekran
www.gromar.eu ‘ 4 22 132 »

Figure 13 - quadratic inequality - task for individual work - part 3

The system of reporting on the platform allows for tracking the students activities
and, particularly, monitoring their activities when they are solving evaluation tasks.
The tasks for individual work which are included in the evaluation part of the module
and, therefore, can be successfully used as homework.
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3. CONCLUSIONS

The omnipresent revolution of ICT has fremendously affected education. Computers
and the Internet are widely available, which results in rapid development of new
methods and forms of feaching. E-learning, which means computer-aided distance
learning, is gaining more and more popularity. The e-learning platform made by Gro-
mar is a typical tool for distance learning. It has many functions: to manage the par-
ficipants of the trainings, run the chats, forum, provide didactic materials, carry out
surveys etc. The material prepared for learning Mathematics put on this platform en-
ables the students to use modern learning methods such as flipped classroom and
many others.
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ZAKONCZENIE

Informatyczna rewolucja, ktérej od kilkunastu lat jestesmy swiadkami, nie omija
takze edukaciji. Powszechna dostepnos$¢ komputerdw oraz Internetu spowodowa-
ta btyskawiczny rozwdj nowych metod nauczania. E-learning, czyli komputerowo
wspomagane zdalne nauczanie, zdobywa coraz wiekszg popularnosé. Platforma
e-learningowa LearnWay firmy Gromar jest typowym narzedziem do zdalnej edu-
kaciji. Zawiera wiele funkcjonalnosci do zarzgdzania uczestnikami szkoler, prowa-
dzenia czatdw, forum dyskusyjnego, udostepniania materiatdw dydaktycznych,
przeprowadzania ankiet itd. Przygotowany materiat do nauczania matematyki
osadzony na tej platformie umozliwia stosowanie nowoczesnych metod nauczania,
takich jak odwrdécona klasa i wiele innych.
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Komisji Egzaminacyjnej w todzi. Autor kilkudziesieciu publikaciji
naukowych, autor zbiordw zadan, podrecznikdw szkolnych.
Pomystodawca pierwszej w Polsce i na skale Europy e-matury
z matematyki, koordynator merytoryczny w projekcie E-pogo-
tfowie matematyczne i zgdowym projekcie E-podreczniki do
ksztatcenia ogdlnego w zakresie matematyki i informatyki.

DR DOROTA KRAWCZYK-STANDO

Wyktadowca Cenfrum Nauczania Matematyki i Fizyki Politech-
niki £o&dzkiej. Doktor nauk matematycznych w zakresie metod
numerycznych, posiadajgca dwa fakultety: z matematyki i in-
formatyki. Petni funkcje przewodniczgcej zespotu egzaminato-
row przy Okregowej Komisji Egzaminacyjnej w todzi. Autorka
kilkkunastu publikacji naukowych i dydaktycznych. Zastepca
koordynatora merytorycznego w projekcie E-pogotowie mate-
matyczne, odpowiedzialna za multimedia w rzgdowym projek-
cie E-podreczniki do ksztatcenia ogdinego w zakresie matema-
tyki. General Chair té6dzkiej Akademii Geogebry.
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