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SZUKAJAC EINSTEINA

Szansa dla wszystkich

Rozpoczynamy walke o przyszios¢ Polskil Ta walka rozegra sie na
miedzynarodowych rynkach, ale zacznie sie w instytutach, laboratoriach
i w fabrykach. Mogg jg wygra¢ nie wodzowie i bohaterscy Zotnierze, a odkrywcy,
wynalazcy i inzynierowie. Dzi$ liczg sie $Swiatte umysty. O sukcesie narodow
decyduje wyksztatcenie.

Albert Einstein miat problemy w nauce i z trudem dostat sie na Politechnike. Genialny
polski matematyk, profesor Stefan Banach nigdy nie ukonczyt Zzadnej uczelni.
Odkrywca elementarnego tadunku elektrycznego, Robert Millikan w miodosci
studiowat greke. Fizyki nauczyt sie, gdy miat poprowadzi¢ zajecia na Kkursie
przygotowawczym.

Julius Robert Oppenheimer, szef ,projektu Manhattan” (budowa bomby jadrowej) byt
wszechstronnie uzdolniony, ale miat zamiar specjalizowa¢ sie¢ w chemii, a nie w
fizyce. Urodzony w Strzelinie (wowczas Strehlen w Niemczech) Paul Ehrlich miat
ktopoty z pisaniem wypracowan. Byt takze bardo nieporzadny i roztargniony, a mimo
to otrzymat w 1908 r. Nagrode Nobla za badania nad odpornoscig organizmu
(wedtug ,Uczeni w anegdocie” Andrzej. K. Wréblewski, Wydawnictwo Prészynski
i S-ka)

Przed Tobg szansa!

Moze nie jestes w szkole prymusem i nie masz samych piatek, ale nam to nie
przeszkadza. Ty tez masz ukryte zdolnosci. Mozesz osiggna¢ wiele i zadziwic
Rodzicéw oraz kolegéw. Projekt ,Szukajac Einsteina — Akademia Umystéw Scistych”
to szansa dla Ciebie. Wybierz to, co Ci najlepiej odpowiada. Liczy sie ciekawo$¢
Swiata. Wyktady, jakie przygotowali naukowcy z Politechniki Warszawskiej pomoga
Ci w wyborze najbardziej pasjonujgcej drogi zyciowe;.

Czy mozna cate zycie mie¢ ciekawg prace? Kiedy samemu decyduje sie o swoim
zyciu? Jak zosta¢ stawnym? Takie pytania zadaje sobie kazdy, kto wkrétce stanie sie
dorosty. Mamy przed sobg tylko jedno zycie. Chcielibysmy, by byto piekne
i dostatnie. By¢ KIMS!

Od kilkuset lat prawie na catym Swiecie najwyzej cenieni sg twdrcy, naukowcy,
odkrywcy, wynalazcy. Zostan jednym z nich! Przy Twoich zdolnosciach jest to
mozliwe.

Nowe osrodki, parki technologiczne i inkubatory przedsiebiorczosci czekajg na
wyksztatconych, mtodych ludzi, ktérzy majg pomysty i chcg osiggng¢ sukces. To
w Gdyni powstat najlepszy na swiecie syntezator mowy, to w todzi przygotowywane
sg najlepsze kamizelki kuloodporne, a w Krakowie projektuje sie metalowe odlewy
dla najlepszych firm amerykanskich.
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Proponujemy obejrzenie przygotowanych wyktadoéw w charakterze inspiracji. Jak
wida¢ wykorzystanie zdobytej wiedzy jest mozliwe juz dzis, takze w Polsce.

Na jednym z prezentowanych wyktadéw dowiesz sie wiele na temat nowych Zrodet
Swiatta. To wstep do wielu praktycznych zastosowan. Popatrz na tzw. sSwietléwke
energooszczedng. Szklana rurka pokryta jest od wewnatrz biatg substancjg. Pod
wptywem pradu elektrycznego rozrzedzony gaz, znajdujacy sie w rurce, wytwarza
niewidoczne dla oka promieniowanie ultrafioletowe. To promieniowanie pada na biatg
substancje, ktéra zaczyna swieci¢. Naukowcy z Wroctawia pracujg nad tym, by to
Swiecenie byto przyjemniejsze i lepiej przystosowane do naszego oka. Z kolei
naukowcy z jednego z instytutbw w Warszawie pracujg nad nowymi, nieznanymi
dotgd zrodtami Swiatta. Projekt wspoffinansowany z Europejskiego Funduszu
Spotecznego w ramach Programu Operacyjnego Kapitat Ludzki 3.

Inny, proponowany wyktad dotyczy ognia i palenia. To temat fascynujacy szczegodlnie
mtodych chemikéw. Niewiele osob wie, ze kilka lat temu polski chemik uzyskat patent
na nowy sposob gaszenia pozardw przy uzyciu znikomych ilosci wody.

Jak wiadomo, w kazdym przenosnym urzgdzeniu elektronicznym najstabszym
elementem jest bateria. Gdyby tak mogta zapewni¢ nam dtuzszy czas pracy telefonu
lub przenosnego komputera... Na Politechnice Warszawskiej prowadzone sg badania
nad nowymi typami baterii, ktére powinny by¢ tansze i bardziej pojemne. Tego
tematu dotyczy inny z przygotowanych wyktadow.

Gruby pancerze chroni zycie czotgistow. Niestety, przeciwnicy budujg pociski, ktore
przebijajg wielowarstwowe blachy. Czasem wystarczy jednak stosunkowo cienka
ptytka ceramiczna, by pancerz stat sie odporny na uderzenia pociskow.

Talerze, kubki i wazony. Kazdy z nas codziennie korzysta z ceramiki. Dachowki
i cegly, ale takze filtry i kule do mtynéw kulowych oraz implanty sg niezbedne
w domu, medycynie lub w przemysle. Na jednym z wykladéw dowiemy sie o wielu
wspoétczesnych zastosowaniach ceramiki.

Nowe materiaty, nowe technologie, nowe urzadzenia, to wszystko wymaga
znajomosci fizyki i matematyki. Wtasnie dlatego zrealizowane nagrania dotyczg tych
wiasnie dziedzin. ChcieliSsmy, by daly one szanse zapoznania sie nie tylko
Z najnowszymi kierunkami badan. Naukowcy starali sie przyblizy¢ zagadnienia, ktore
majg znaczenie praktyczne.

Jak korzysta¢ z nagranych wyktadéw? Najpierw wybierz te, ktérych tytuty sg
najciekawsze. Najciekawsze dla Ciebie. Nie musisz od razu oglada¢ catosci wykfadu.
Jesli cos cie zainteresuje, przerwij odtwarzanie i poszukaj dodatkowych informaciji.
W Internecie lub w ksigzkach. Potem mozesz wrdci¢é do wyktadu. Pewnie warto
bedzie przerwa¢ wyktad nawet kilka razy. Wyjasnienia i uzupetnienia znalezione
w sieci warto sobie zanotowac.

W kolejnych dniach dobrze jest obejrze¢ wyktad jeszcze raz! Tym razem w catoSci.
Moze warto na ten temat napisaC witasng rozprawke lub prezentacje dla kolegow.
Masz juz przeciez dodatkowe materiaty o ktérych nie wspomniat wyktadowca!
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A gdyby tak sprobowac opisa¢ zastosowania zdobytej wiedzy? Nie jest wykluczone,
ze wpadniesz na pomyst, ktorego nie zauwazyli uczeni. Warto go sobie zapisac. Jesli
mamy mozliwosci, dobrze jest sprébowaé przeprowadzi¢ proste doswiadczenia.
O pomoc mozna poprosi¢ nauczyciela. Niektore uczelnie zapraszajg do swoich
laboratoriéw. Tam mozna dowiedziec sie, jak sprawdzi¢ swoje pomysty.

Zachecamy do zapoznania sie takze z innymi tematami. Najlepiej z tymi, ktére sg
zwigzane z ulubiong dziedzing wiedzy. By¢ moze to w nich kryje sie cos, co zmieni
Twoje zycie!

Bytoby znakomicie, gdybys obejrzat takze wykfady, ktérych tytuty nic Ci nie moéwia.
Nauka obejmuje obszary wiedzy o ktorych pewnie jeszcze nie styszateS. Te nowe
lady kryja zagadki i prawdziwe skarby. Ich odkrywcy majg najwieksze szanse na
Nagrode Nobla. To najbardziej przysziosciowe obszary badan. To szansa takze dla
Ciebie!

Pamietaj, Einstein, Millikan i Banach nie od razu zostali uczonymi.

Sprobuj. Czekamy takze na Twoje osiagniecia w przysztosci. Dzi$ patriotyzm to takze
tworzenie nowych technologii i konstrukcji, wynalazki i odkrycia, ktdre poprawig
pozycje Polski na swiecie.
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MATEMATYKA
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PARADOKSY RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA

dr Krzysztof Brys

Zadanie 1. Rzucamy dwiema identycznymi kostkami. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze suma oczek wynosi a) 7, b) 8.

ROZWIAZANIE

Zgodnie z tym co zostato wyjasnione w trakcie wyktadu, aby skorzysta¢ z klasycznej
definicji prawdopodobienstwa trzeba zatozyé, ze kostki sg rozréznialne (np. biata
i czarna). Nie zmienia to poszukiwanych prawdopodobienstw (bo niezaleznie od tego
czy obserwator rozréznia kolory czy nie beda one takie same). Zatem zbidr
wszystkich zdarzen elementarnych Q ma liczno$¢ 6 « 6 = 36 (dla kazdego
z 6 mozliwych wynikoéw rzutu biatg mamy 6 mozliwych wynikéw rzutu czarng kostka.
Kazde zdarzenie elementarne jest uporzgdkowang parg postaci(b, c), gdzie b =
liczba oczek na biatej kostce, ¢ = liczba oczek na czarnej kostce.
a) Niech A - zdarzenie polegajgce na wyrzuceniu na obu kostkach w sumie 7 oczek.
Wypiszmy wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace temu zdarzeniu
Jest ich 6, Zatem szukane prawdopodobienstwo wynosi:
HM=i=i
36 6
b) NiechB - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu na obu kostkach w sumie 8 oczek.
Wypiszmy wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajgce temu zdarzeniu
A ={(2,6), (6,2), (3,5), (5,3), (4,4)}.
Jest ich 5, Zatem szukane prawdopodobienstwo wynosi:
i 5
Prawdopodobienstwo wyrzucenia w sumie 7 oczek jest wieksze niz
prawdopodobienstwo wyrzucenia 8 oczek,

Zadanie 2. (Paradoks hazardzisty) Rzucamy sze$¢ razy symetryczng moneta. Jakie
jest prawdopodobienstwo wyrzucenia orta za széstym razem jesli

1. w pierwszych pieciu rzutach za kazdym razem wypadt orzet?

2. w pierwszych pieciu rzutach za kazdym razem wypadta reszka?
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ROZWIAZANIE:

Wbrew temu co moze sugerowac intuicja w obu przypadkach prawdopodobienstwa
wyrzucenia orta sg takie same i wynoszg Jest tak bo kolejne rzuty monetg sg
doswiadczeniami niezaleznymi a ich wyniki zdarzeniami niezaleznymi czyli wynik
kolejnego rzutu nie zalezy od wynikbw poprzednich. Sprobujmy przekonac
nieprzekonanych uzasadniajgc tg odpowiedz obliczeniami. Wprowadzmy
nastepujgce zdarzenia 05 - wypadty same orty w pierwszych pieciu rzutach, R5 -
wypadly same reszki w pierwszych pieciu rzutach, O - orzet wypadt w szdstym
rzucie.

Zauwazmy, ze zdarzenie O n R5 modwi, ze w pieciu pierwszych rzutach wypadty
same reszki a w szostym wypadt orzet. Zdarzenie to sktada sie z jednego zdarzenia
elementarnego - ciggu ztozonego

Dla doswiadczenia polegajgcego na pieciokrotnym rzucie monetg zbior wszystkich
zdarzen elementarnych ma liczno$¢ 2 « 2 « 2 « 2 « 2 = 2° = 32, gdyz za kazdym razem
mamy dwie mozliwosci (wypada orzet albo reszka) zatem przy kazdym kolejnym
rzucie liczba zdarzen elementarnych powieksza sie dwukrotnie (do kazdego ciagu
ztozonego z wynikow poprzednich rzutow doktadamy albo orta albo reszke a tym
samym podwajamy liczbe tych ciggdéw). Latwo zauwazy¢, ze podobnie jak zdarzenie
05 (ciag samych ortow) tak i zdarzenieR5 (ciag samych reszek) sktada sie z jednego
zdarzenia elementarnego. Zatem

1
PIO3) = PIRE) = —
s = )= ey

a) Mamy obliczy¢ prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia O wiedzgc, ze zaszio
zdarzenie 05 czyli nalezy wyznaczy¢é prawdopodobienstwo warunkowe P(O|O5).
Korzystajac ze wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe otrzymujemy

P{ONO5)

PO 05 = A
(0105 P(O5)

Zauwazmy, ze zdarzenie O n 05 moéwi, ze w pieciu pierwszych rzutach oraz
w szostym wypadt orzet. Zdarzenie to sktada sie z jednego zdarzenia elementarnego
- cigg szesciu ortow. Wszystkich zdarzen elementarnych w przypadku szesciu rzutéw
monetq jest 2° = 64. Zatem P(0 N 05) =1/64. Wstawiajac do wzoru otrzymujemy:

, . Plonosy 41

32

e

b) Analogicznie mamy obliczy¢é prawdopodobienstwo zajScia zdarzenia O wiedzac,
ze zaszto zdarzenie R5, czyli nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo warunkowe
P(O|R5). Korzystajac ze wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe otrzymujemy
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{0 ™ R5)
P(RB)

N g

P{O|RS) =

Zauwazmy, ze zdarzenie O N R5 mowi, ze w pieciu pierwszych rzutach wypadty
same reszki a w szostym wypadt orzet. Zdarzenie to sktada sie z jednego zdarzenia
elementarnego - ciggu zlozonego z pieciu reszek i orta na koncu. Wszystkich
zdarzen elementarnych w przypadku szesciu rzutéw monetg jest 2° = 64, Zatem
P(0nR5) =1/64. Wstawiajgc do wzoru otrzymujemy:
PONRS) &

( )‘!" =17 "7/ 54
P{O|R5) PS)

&

| =

-]

Zadanie 3. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana liczba naturalna
jest podzielna przez 6 lub przez 9.

ROZWIAZANIE

Niech As oznacza zdarzenie polegajgce na tym, ze losowo wybrana liczba naturalna
jest podzielna przez 6, a Ag , ze jest podzielna przez 9. Mamy obliczyé
prawdopodobienstwo zdarzenie As U Ag . Zwrémy uwage na to, ze sg liczby, ktore
sq podzielne i przez 6 i przez 9, Sa to liczby podzielne przez najmniejszg wspdlng
wielokrotnos¢ tych liczb czyli 18. Aby nie liczy¢ szans wystgpienia takich liczb
podwojnie nalezy od sumy prawdopodobienstw zdarzen Ag oraz Ay odjgé
prawdopodobienstwo wystgpienia obu tych zdarzen rownoczesnie czyli zdarzenia
AsNAg = Asg polegajgcego na tym, ze losowo wybrana liczba naturalna jest podzielna
przez 18.

W celu obliczenia potrzebnych prawdopodobienstw nie mozemy skorzystac
z klasycznej definicji prawdopodobienstw bo zbior wszystkich zdarzeh elementarnych
czyli zbior liczb naturalnych jest nieskonczony. W takim przypadku jako
prawdopodobienstwo wystgpienia danego zdarzenia mozna przyjaé czestosc
wystepowania danego zdarzenia.

Zwréémy uwage na to, ze co k-ta liczba naturalna jest podzielna przez k. Stad

| =

N N VU
I(fl{j) — 6, P(fl()) = 5 P{\‘4]81} - _lL’

Otrzymujemy zatem

P(44[5U449) - P(-q-(]}’i'in(_"‘lqJ""P(:"lﬁfj_’qr)) = P(_4())+P(.4(])"P(.418) = -t = =
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Zadanie 4. Wiadomo, ze srednio co piaty uczen nie umie rozwigza¢ poprawnie tego
zadania. Prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybranemu uczniowi wydaje sie, ze
umie rozwigza¢ to zadanie, jesli rzeczywiscie potrafi je rozwigza¢ wynosi 0.75.
Prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybranemu uczniowi wydaje sie, ze umie
rozwigza¢ to zadanie, jesli w rzeczywistosci nie potrafi rozwigza¢ go poprawnie,
wynosi 0.25. Losowo wybranemu uczniowi wydaje sie, ze umie rozwigzac to zadanie.
Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze rzeczywiscie umie je rozwigzac?

ROZWIAZANIE

Okreslmy wpierw model matematyczny zwigzku przyczynowo-skutkowego.
Przyczyny determinujg skutki zatem przyczyny to fakty (nieznane - uczen
w rzeczywistosci albo potrafi albo nie potrafi poprawnie rozwigza¢ tego zadania)
a skutki to wyobrazenia ucznia o tych faktach (wydaje mu sie, ze umie albo wydaje
mu sie, ze nie umie poprawnie rozwigza¢ to zadanie). To fakty wptywajg na
wyobrazenia o nich a nie odwrotnie.

PRZYCZYNY to fakty czyli nastepujace zdarzenia:
U - losowo wybrany uczen umie rozwigza¢ poprawnie to zadanie ,
NU - losowo wybrany uczen nie umie poprawnie rozwigzac tego zadania.

Poniewaz z tresci zadania wynika, ze Srednio co pigty uczen nie umie rozwigzac tego
zadania, to mozemy przyja¢, ze P(U) =4/5=0.8, P(NU)=1/5=0.2

SKUTKI - to wyobrazenia ucznia o faktach czyli nastepujagce zdarzenia:

WU - losowo wybranemu uczniowi wydaje sie, ze umie poprawnie rozwigzac¢ to
zadanie,

WNU - losowo wybranemu uczniowi wydaje sie, ze nie umie poprawnie rozwigzaé
tego zadania.
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PONVUIU) = 0.75 PIWNUINTT) = 0.75

POV NI = 0.25

WU WNKNU WU WKNU

Z tresci zadania wynika, ze zaszedt skutek WU a szukamy prawdopodobienstwa
tego, ze spowodowata to przyczyna U. Zatem powinniSmy obliczy¢
prawdopodobienstwo warunkowe P(U|WU). Jest to prawdopodobienstwo zajscia
przyczyny U pod warunkiem, ze zaszedt skutek WU. Zatem nalezy skorzystac ze

wzoru Bayesa:
PIIn Wiy Py - POV UL

POWUY P PIWUIU) + PINUY - PIWUINU)

PUIWI =

Z tresci zadania wynika, ze prawdopodobienstwo tego, ze uczniowi wydaje sie, ze
umie poprawnie rozwigzac¢ to zadanie jesli w rzeczywistosci potrafi wynosi P(WU|U)
= 0.75 a jesli w rzeczywistosci nie potrafi, to prawdopodobienstwo to wynosi
P(WU|NU) = 0.25

Podstawiajgc wyznaczone prawdopodobienstwa do zapisanego powyzej wzoru
otrzymujemy:

0.60 060 12

]’(("Hi 1y = 0.8-0.75 _ _ _
' ' 0.8-0.75+ 0.2-0.25 (.60 + (.05 (.65 13

Zatem w sytuacji opisanej w tresci zadania srednio w 12 przypadkach na 13 uczen,
ktoremu wydaje sie, ze potrafi poprawnie rozwigza¢ to zadanie, rzeczywiscie to
potrafi. Tylko Srednio jednemu na 13 Zle sie wydaje w takim przypadku.
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Zadanie 5. Wiadomo, ze $rednio jeden na 10 000 uczniéw jest uzalezniony od
rozwigzywania zadan z rachunku prawdopodobienstwa. Badanie profilaktyczne
wykrywa uzaleznienie u 99 % badanych osob, ktére rzeczywiscie sg uzaleznione
oraz u 1% badanych osob, ktére nie sg uzaleznione. U losowo wybranego ucznia
badanie wykryto uzaleznienie. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze jest on
w rzeczywistosci uzalezniony?

ROZWIAZANIE

Okresimy wpierw model matematyczny zwigzku przyczynowo-skutkowego.
Przyczyny determinujg skutki zatem przyczyny to fakty (nieznane - po to robi sie
badanie by dowiedzieC sie jakie one sg) dotyczace schorzenia (uzaleznienia) a skutki
to wyobrazenia o tych faktach bedace wynikiem badania. To fakty determinujg
wyobrazenia o nich a nie odwrotnie. To czy ktos w momencie badania cierpi na jakas
przypadtos¢ nie zalezy od tego jaki bedzie wynik badania. Za to wynik badania
zalezy od stanu faktycznego.

PRZYCZYNY to fakty czyli nastepujgce zdarzenia:
U - losowo wybrany uczen jest uzalezniony w rzeczywistosci,
NU - losowo wybrany uczen nie jest uzalezniony w rzeczywistosci.

Poniewaz srednio jeden na 10000 uczniéw jest uzalezniony zatem mozemy przyjac,
ze P(U) = 0.0001, P(NU) = 0.9999

SKUTKI - to wyobrazenia o faktach czyli nastepujgce zdarzenia:
BU - badanie wykazato, Zze losowo wybrany uczen jest uzalezniony,

BNU - badanie wykazato, ze losowo wybrany uczen nie jest uzalezniony.

Z tre$ci zadania wynika, ze zaszedt skutek BU a szukamy prawdopodobienstwa
zajscia w takiej sytuacji przyczyny U. Zatem powinniSmy obliczy¢
prawdopodobienstwo warunkowe P(U|BU). Jest to prawdopodobienstwo zajscia
przyczyny U pod warunkiem, ze zaszedt skutek BU zatem nalezy skorzystaé ze

wzoru Bayesa:
Py = P NBU P - PIBUL)
CEYS U PpBUY P - P(BUT) 4+ P(NU) - P(BU

NI

Z tresci zadania wynika, ze prawdopodobienstwo wykrycia uzaleznienia u ucznia
uzaleznionego wynosi P(BU|U) = 0,99 a ucznia nieuzaleznionego P(BU|NU) = 0,01.

Podstawiajgc te prawdopodobienstwa do powyzszego wzoru otrzymujemy:
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PUUBUY = (.0001 - 0,99 . (.0006099 _ 0000099 991
AL = (L0001 - 0,99 -+ 0.9999 - 0,01 0.000099 + 0.009999  0.010098 10098 102

czyli szanse, ze uczen u ktérego wykryto uzaleznienie jest w rzeczywistosci
uzalezniony sg mniejsze niz 1%. Mimo, ze test ten wykrywa uzaleznienie u 99%
uzaleznionych!

Warto zauwazy¢, ze analogicznie mozna rozumowac w przypadku badania jakosci
dowolnych testow medycznych. Ale nie tylko. Powyzszy schemat rozwigzania
znajduje zastosowanie w kryminalistyce ale i w edukacji ! Wystarczy uswiadomié
sobie, ze klasowka jest swego rodzaju testem, badaniem majgcym na celu wykrycie
czy uczen sie nauczyt.

) = 0.0001 PINTS = (L9099

\ PIBNUD =00 \ PUONE NI Z (004

PRI .89

\ PLBEINT ) = 001
3
ol ol
U BAU Bl DNU

Zadanie 6. W pewnym miescie mieszka 100 000 mieszkancow. Tylko jeden sposrod
nich jest matematykiem. Wiadomo, ze 90% matematykéw nie odnosi tacki przy
odejsciu od stolika w restauracji typu fast food,. W przypadku ludzi, ktérzy nie sg
matematykami, tylko 10% nie odnosi tacki, W restauracji typu fast food policja
odnalazta przy stoliku tacke, ktéra nie zostata odniesiona. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze sprawcg tego czynu jest matematyk ?

ROZWIAZANIE

Stworzmy wpierw model matematyczny zwigzku przyczynowo-skutkowego, W tym
wypadku zwigzek ten wynika z chronologii wydarzeh. Przyczyny to nieznane fakty
dotyczace sprawcy tego czynu a skutki to zajscie lub niezajscie "przestepstwa"
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opisanego w tresci zadania. Warto zwréci¢ uwage na to, ze analogiczne obliczenia
powinny byC¢ przeprowadzone w sytuacji gdy poszukujgc sprawcy przestepstwa
zastanawiamy sie czy nalezy on do okreslonej grupy spotecznej, o ktérej wiadomo,
ze czesciej niz reszta spoteczenstwa dopuszcza sie danych przestepstw.
PRZYCZYNY to nastepujace zdarzenia:

M - sprawcg czynu jest matematyk,

NM -sprawcg czynu nie jest matematyk.

Poniewaz z tresci zadania wynika, ze wsréd 100000 mieszkahcow miasta tylko jeden
jest matematykiem, to

PMY = —— = 0.00001, P(NM) =229 _ (5,99999

. : HEHIO0 TO0008

SKUTKI - to nastepujgce zdarzenia:

O - tacka zostata odniesiona,

NO - tacka nie zostata odniesiona.

Z tresci zadania wynika, ze miato miejsce "przestepstwo" polegajgce na tym, ze
tacka nie zostata odniesiona zatem zaszedt skutek NO a szukamy
prawdopodobienstwa tego, ze spowodowat to matematyk czyli wywotata to przyczyna
M. Zatem powinnismy obliczy¢ prawdopodobienstwo warunkowe P(M\NO). Jest to
prawdopodobienstwo zajscia przyczyny M pod warunkiem, ze zaszedt skutek NO,
Zatem nalezy skorzystaé ze wzoru Bayesa:

Z tresci zadania wynika, ze prawdopodobienstwo tego, ze tacka nie zostanie
odniesiona wynosi w przypadku matematyka P(NO|M) = 0.9 a w przypadku osoby,
ktéra nie jest matematykiem P(NO\NM) = 0.1.

0.00001 0.99999

P(O|M) = 0.1 \ POl =09 PINOINM) =01

\ P(O|NM) = 0.9

@ o
0

O NO NO
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Podstawiajgc wyznaczone prawdopodobienstwa do zapisanego powyzej wzoru
otrzymujemy:

0.00001 - 0.9 (.0000049 L0000 V. 1

P(M|NO) = — — — S
"7 000001 - 0.9+ 0.99999 - 0.1~ 0.000009 4 0.099999 — 0.100008 — 100008 ~ 11112

Otrzymane prawdopodobienstwo nie jest wcale tak wysokie jak mogtoby sie
wydawac przy pobieznej analizie sytuacji opisanej w tresci zadania. Wynika to
z faktu, ze informacja o zajsciu czynu odwraca sytuacje. Nie pytamy o to jak czesto
matematycy dopuszczajg sie danego czynu ale o to jakie sg szanse, w przypadku
zaistnienia danego czynu, ze spowodowat to matematyk. Rzadkie wystepowanie
matematyka w przyrodzie powoduje, ze prawdopodobienstwo iz to on jest sprawcg
staje sie niewielkie. Szanse na to, ze jest on sprawcg czynu jest wiele razy mniejsze
niz na to, ze zrobit to ktos sposrdd reszty mieszkancow miasta,

Zadanie 7. (Paradoks pudetek Bertranda) Dane sg 3 pudetka. Jedno zawiera
2 czarne kule, drugie zawiera 2 biate kule a trzecie zawiera jedng czarng i jedng biatg
kule, Z losowo wybranego pudetka wyciagnieto jedng losowo wybrang kule. Okazato
sie, ze wylosowana kula jest czarna. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze druga
kula w tym pudetku jest czarna?

ROZWIAZANIE

Jest to tak naprawde inna wersja paradoksu Monty Halla o czym mozna sie
przekonac¢ analizujgc doktadnie tres¢ zadania.

Okresimy wpierw schemat zwigzku przyczynowo-skutkowego, W tym wypadku
zwigzek ten wynika z chronologii wydarzen,

PRZYCZYNY - to oczywiscie fakty ktore miaty miejsce wpierw czyli nastepujgce
zdarzenia:

C2 - wylosowano pudetko z dwiema czarnymi kulami,

BC - wylosowano pudetko z jedng biatg i jedng czarng kula,

B2 - wylosowano pudetko z dwiema biatymi kulami. Wylosowanie kazdego z tych
trzech pudetek jest jednakowo prawdopodobne.

Zatem P(C2) = P(BC) = P(B2) =1/3

SKUTKI - to w przypadku tego zadania zdarzenia, ktére mogg mie¢ miejsce po
wylosowaniu pudetka czyli:

B - wylosowano kule biata,

C- wylosowano kule czarna.

Z tresci zadania wynika, ze zaszto zdarzenie C (wyciggnieto kule czarng) a pytamy
o prawdopodobienstwo, ze spowodowato to zajScie zdarzenia C2 (kula zostata
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wyciagnieta z pudetka, w ktéorym obie sg czarne). Zatem powinniSmy obliczy¢
prawdopodobienstwo warunkowe P(C2\C). Jest to prawdopodobienstwo zajscia
przyczyny C2 pod warunkiem, ze zaszedt skutek C zatem nalezy skorzystaC ze
wzoru Bayesa:

PNy P(C2) - P{C|1C2)
Py P{C2)- PICIC2) + P(BCY - P(C|BCY + P{B2) - P(C'|B2)

PC2|C) =

W przypadku gdy losujemy z pudetka, w ktorym jest jedna kula biata i jedna czarna
prawdopodobienstwo wyciagniecia czarnej wynosi P(C|BC) =1/2.

W  przypadku gdy losujemy =z pudetka, w ktorym sg dwie Kkule Dbiate
prawdopodobienstwo wyciggniecia czarnej wynosi 0 Czyli P(C|B2) = 0.

W  przypadku gdy losujemy 2z pudetka, w ktorym sg dwie kule czarne
prawdopodobienstwo wyciggniecia czarnej wynosi P(C|C2) = 1,

Podstawiajgc te prawdopodobienstwa do powyzszego wzoru otrzymujemy:

—

PIC2/C) = | =1

31+

Lol b

G || e =
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Zadanie 8. (Paradoks wieznia). Spos$rod trzech wieznidow, Augusta, Bernarda
i Czesia, dwoch ma by¢ straconych, August nie wie jednak, ktérzy to beda. Zwrdcit
sie zatem do straznika:

-Z pewnoscig Bernard, lub Czesio bedzie stracony, tak wiec jesli podasz mi imie

Jednego sposrod nich, ktory bedzie stracony, to nic mi nie powiesz o moim losie.
Po chwili namystu straznik odpowiedziat:

-Bernard bedzie stracony.
Wtedy August poczut sie spokojniejszy gdyz uznat, ze prawdopodobienstwo jego
stracenia zmalato z 2/3 do 1/2 . Czy miat racje? Uzasadnij odpowiedz,

ROZWIAZANIE

Oczywiscie nie miat racji. Pokazemy to stosujac wzér Bayesa,

PRZYCZYNY - to oczywiscie fakty (nieznane Augustowi ale znane straznikowi) czyli
nastepujace zdarzenia:

AP - August przezyje,

BP - Bernard przezyje,

CP - Czesio przezyje.

Poniewaz dla kazdego z nich jest jednakowo prawdopodobne, Zze przezyje
(zaktadamy, ze ten ktory przezyje jest wybierany losowo) wiec P(AP) = P(BP) =
P(CP) =1/3.

SKUTKI - to w przypadku tego zadania decyzje podjete przez straznika (ktory, jak
wynika z tresci zadania, zna fakty):
B - straznik powie, ze Bernard zostanie stracony,
C- straznik powie, ze Czesio zostanie stracony,
Z treSci zadania wynika, ze zaszto zdarzenie B, Zatem powinnismy obliczy¢
prawdopodobienstwo warunkowe P(AP|B). Jest to prawdopodobienstwo zajscia
przyczyny AP pod warunkiem, ze zaszedt skutek B zatem nalezy skorzysta¢ ze
wzoru Bayesa:
P(APN B) P{AP) - P(R|AP)

P(B)  P(AP)- P(BAP) + P(BP)- P(B|BP) + P(CP) - P(B|CP)
W przypadku gdy przezy¢ ma August straznik informuje, ze stracony zostanie losowo
wybrany je-den z dwoch pozostatych wiezniéw zatem P(B|AP)=1/2.
W przypadku gdy przezy¢é ma Bernard straznik informuje, Zze stracony zostanie
Czesio zatem prawdopodobienstwo, ze powie w takiej sytuacji, ze stracony bedzie
Bernard wynosi 0. Czyli P(B|BP)=0.
W przypadku gdy przezy¢ ma Czesio straznik informuje, ze stracony zostanie
Bernard zatem P(B|CP)=1

P{AP|B) =
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Podstawiajgc te prawdopodobienstwa do powyzszego wzoru otrzymujemy:
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Zatem prawdopodobienstwo, ze August przezyje nie zmienito sie i dalej wynosi
1/3 a tym samym prawdopodobienstwo, ze zostanie stracony wynosi wcigz 2/3.

Aby rozwigzaé poprawnie to zadanie wystarczy zauwazyé, ze jest to inna wersja
(starsza historycznie) paradoksu Monty Halla. Zamiast bramek sg wiezniowie.
Nagrodg jest przezycie. Straznik ujawniajgc informacje o wiezniu, ktory zostanie
stracony podaje informacje analogiczng do odstoniecia jednej z dwoch niewybranych

przez gracza bramek (takiej za ktorg nie ma ukrytej nagrody) w paradoksie Monty
Halla.
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SKRZYNKA Z NARZEDZIAMI MLODEGO KOMBINATORYKA

Pawef Naroski

ZADANIA

1.

(o0}

Ze zbioru {1,..., 2n} wybieramy n+1 réznych liczb. Pokazac¢, ze zawsze wsréd
tych liczb znajduje sie para liczb, ktérych suma wynosi 2n + 1.

Ze zbioru {1,..., 2n} wybieramy n+1 réznych liczb. Pokaza¢, ze zawsze wsrod
tych liczb znajduje sie para liczb wzglednie pierwszych.

W pewnym sklepie znajduje sie szes¢ stojow wypetnionych galaretkami w o$miu
kolorach. Jest dokfadnie dwadziescia galaretek w kazdym kolorze. Wykaz, ze
istnieje stdj, ktéry zawiera co najmniej dwie galaretki w kolorze x i co najmniej
dwie galaretki w kolorze y dla pewnych dwoch réznych koloréw x i y.

Niech p bedzie liczbg naturalng dodatnig. Wezmy dowolnych p liczb catkowitych
ai, . . . ,ap. Pokazac, ze suma pewnych sposrod tych liczb jest podzielna przez p.

Niech ay, . . ., ag bedg nieujemnymi liczbami naturalnymi takimi, ze Xai= 90, czyli
po prostu dziewiecioma liczbami, ktére sumujg sie do 90. Wykazac, ze pewne
trzy sposrod tych liczb sumujg sie do co najmniej 30, a pewne cztery sposrod
nich sumuja sie do co najmniej 40.

Robin Hood strzelit z tuku siedem razy do okragtej tarczy o promieniu jednego
tokcia. Lady Marion ogladajac popisy Robina stwierdzita, ze kazde dwie strzaty
sposrod tkwigcych w tarczy sg oddalone od siebie o co najmniej tokie¢. Wykazac,
ze Robin jedng ze strzat trafit w sam srodek tarczy. (Oczywiscie pewnikiem w tym
zadaniu jest, ze Robin kazdg wystrzelong strzatg trafit w tarcze.)

Na tescie wyboru ztozonym z 20 pytan obowigzywatly takie zasady, ze za
zaznaczenie w danym pytaniu poprawnej odpowiedzi otrzymuje sie 1 punkt, za
zaznaczenie btednej odpowiedzi otrzymuje sie -1 punkt, a za pozostawienie
pytania niezaznaczonego otrzymuje sie 0 punktéw. Pewien student zaznaczyt
jaka$ odpowiedz w kazdym pytaniu, po sprawdzeniu wynikéw okazato sie, ze
otrzymat 15 punktéw. Wykaz, ze przy sprawdzaniu testu musiat wystgpi¢ jakis
btad.

Grupa ucznidéw usiadta wokot okragtego stotu tak, ze po obu stronach kazdej
dziewczyny siedzg chiopcy, a po obu stronach kazdego chtopca siedzg
dziewczyny. Pokaza¢, ze w rozwazanej grupie liczba dziewczyn jest réwna
liczbie chtopcéw.
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9.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

Wykazaé, ze jest niemozliwym, aby konik szachowy startujgc z danego pola
przebyt wszystkie pola szachownicy wymiaru n x n, kazde z nich odwiedzajgc
doktadnie raz oraz wracajgc na koniec na pole, z ktérego startowat w przypadku,
gdy n jest nieparzyste i wieksze niz 1.

Zbadac czy istniejg liczby niewymierne x i y takie, ze x’ jest liczbg wymierna.

W grupie 15 o0sob jest 7, ktore gra na skrzypcach, 10, ktére gra na altowce i 6,
ktére gra na wiolonczeli. Wsrod tych osob 3 umie gra¢ zarbwno na skrzypcach
i wiolonczeli. Tyle samo oséb gra zardwno na skrzypcach, jak i altéwce. W koncu
2 osoby grajg na tych wszystkich trzech instrumentach. lle osob w tej grupie umie
gra¢ na altéwce i wiolonczeli? Zaktadamy, ze kazda osoba z rozwazanej grupy
gra na co najmniej jednym z wymienionych instrumentow.

lle jest liczb naturalnych dodatnich mniejszych od 70, ktére sg wzglednie
pierwsze z 70?

Na ile sposobéw mozna otrzymac piec kart z talii dwudziestu czterech tak, aby
wsréd nich byt co najmniej jeden as, co najmniej jeden krél, co najmniej jedna
dama i co najmniej jeden walet?

Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w cigg cyfry 0,...,9 tak, aby pierwsza z nich byta
wieksza od 2, a ostatnia mniejsza od 9?

lle jest liczb czterocyfrowych takich, ktére zawierajg przynajmniej jedno O,
przynajmniej jedng 1 i przynajmniej jedng 27?

ROZWIAZANIA

Uwaga! Zaglagdanie na nastepne strony grozi zepsuciem zabawy z rozwigzywania
zadan zawartych w tym zeszycie ¢wiczen :).
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1. Ze zbioru {1,..., 2n} wybieramy n+1 r6znych liczb. Pokaza¢, ze zawsze wsrod tych
liczb znajduje sie para liczb, ktérych suma wynosi 2n + 1.

Wybieramy ze zbioru {1,..., 2n} dowolne n+1 réznych liczb as,.. .,an+1

Rozwazmy n szufladek S;dlai=1,..., n. Na szufladce S; napiszmy dwie liczby: i oraz
2n + 1 — i. Te dwie liczby sg rézne, gdyz pierwsza z nich jest nie wieksza od n,
a druga jest wieksza od n. Zauwazmy tez, ze kazda liczba ze zbioru {1,..., 2n} jest
napisana na dokfadnie jednej szufladce.

Umiescmy teraz wybrane liczby ay,..., an+1 W szufladkach w ten sposob, ze kazda
liczba trafia do tej szufladki, na ktorej jest napisana. Liczb jest n + 1, a szufladek n,
wiec z zasady szufladkowej otrzymujemy, iz w pewnej szufladce Sj znajdujg sie dwie
liczby. Zgodnie z regutg umieszczania liczb w szufladkach te liczby toji2n+1 —|, a
przeciez j+ (2n + 1 -j) = 2n+1.

2. Ze zbioru {1,..., 2n} wybieramy n+1 réznych liczb. Pokaza¢, ze zawsze wsrod tych
liczb znajduje sie para liczb wzglednie pierwszych.

Wybieramy ze zbioru {1,..., 2n} dowolne n+1 réznych liczb a;,.. .,an+1.

Rozwazmy n szufladek S; dla i = 1,... ,n. Na szufladce S; napiszmy dwie liczby: 2i —
1 oraz 2i. Napisane liczby sg rézne i kazda liczba ze zbioru {1,..., 2n} jest napisana
na doktadnie jednej szufladce.

Umiesémy teraz wybrane liczby w szufladkach w ten sposéb, Zze kazda liczba trafia
do tej szufladki, na ktorej jest napisana. Liczb jest n + 1, a szufladek n, wiec z zasady
szufladkowej otrzymujemy, iz w pewnej szufladce Sj znajdujg sie dwie liczby.
Zgodnie z reguta umieszczania liczb w szufladkach te liczby to
2j-1i 2.

Pokazemy, ze te liczby sg wzglednie pierwsze. Niech b bedzie dowolnym wspdolnym
dzielnikiem obu liczb 23-1 oraz 2J. Skoro tak, to D dzieli réwniez réznice tych liczb,
czyli D dzieli 23 - (23 - 1) = 1. Jedynym dzielnikiem liczby 1 jest ona sama, a wiec D =
1. Ale D byto dowolnie wybranym dzielnikiem liczb 2j-1 oraz 2j, a wiec 1 jest jedynym
dzielnikiem tych liczb i tym samym sg one wzglednie pierwsze. (Zauwazmy, ze
powyzszy argument bedzie dziatat rowniez wtedy, gdy rozwazane dwie liczby bedag
postaci 2j i 2j + 1, po prostu prawdziwe jest ogolniejsze twierdzenie, ze kazde dwie
kolejne liczby naturalne sg wzglednie pierwsze.)

3. W pewnym sklepie znajduje sie szesS¢ stojow wypetnionych galaretkami w oSmiu
kolorach. Jest doktadnie dwadziescia galaretek w kazdym kolorze. Wykaz, Ze istnieje
stoj, ktéry zawiera co najmniej dwie galaretki w kolorze X i co najmniej dwie galaretki
w kolorze v dla pewnych dwdch réznych kolorow xi v.

Stojow jest szes$¢, a galaretek w dowolnym, ustalonym kolorze K jest dwadzie$cia,
wiec z zasady szufladkowej istnieje taki stdj, ktory zawiera co najmniej dwie galaretki
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w kolorze k. Niech Cy oznacza numer stoja, ktéry zawiera co najmniej dwie galaretki
w kolorze k. (Takich stojéw moze by¢ wiecej niz jeden, w takim wypadku Cy oznacza
dowolny z nich.)

Mamy osiem liczb Cy - kazda dla innego koloru. Ale mozliwych wartosci dla tych liczb
jest jedynie szesc, gdyz tyle jest stojow, a wiec korzystajac ponownie z zasady
szufladkowej otrzymujemy, iz dwie sposrdd tych liczb sg sobie rowne, czyli istniejg
dwa takie kolory x i Y, X# Y, Zze Cx = Cy =: J. A to oznacza, ze w jednym stoju, tym
0 numerze J, znajdujg sie co najmniej dwie galaretki w kolorze X i co najmniej dwie
galaretki w kolorze v.

(Dodatkowe zadanie: dla obu zastosowan zasady szufladkowej w powyzszym
rozwigzaniu, wskaz, ktore obiekty byty szufladkami, a ktére skarpetkami.)

4. Niech p bedzie liczbg naturalng dodatnig. Wezmy dowolnych P liczb catkowitych
ai, . ..,ap . Pokazac, ze suma pewnych sposrod tych liczb jest po dzielna przez p.

Wezmy P sum Ag, A1+Ag,...,Art...+As czyli sumy pierwszych | sposrod wybranych liczb,
gdzie |1 =1,... ,,. Rozwazmy reszty z dzielenia tych sum przez p. Jesli taka reszta
Z dzielenia przez p ktorejkolwiek z nich jest réwna 0, to oznacza, ze dana suma jest
podzielna przez p. Zatézmy zatem, iz kazda taka reszta jest r6zna od 0. To oznacza,
ze kazda z nich nalezy do zbioru {1,... ,, — 1}. Poniewaz sum jest p, a mozliwych
reszt P — 1, zatem z zasady szufladkowej otrzymujemy, iz pewne dwie sumy,
powiedzmy a; + ... +a oraz a; + ... + a;, gdzie i < j, dajg takg sama reszte a przy
dzieleniu przez p. To oznacza, ze te sumy daje sie przedstawi¢ w postaci a; + ... +a;=
ki*p + a oraz a; +... + a; = ki*p + a, gdzie kiik; sg pewnymi liczbami catkowitymi. A tym
samym
ai1t...a=(ar+...a)-(ar+...+a)=(kj*p + a)-(ki* p + a)=(ki-ki)*p
CO 0znacza, Ze suma a1 + ... + ; jest po dzielna przez p.

5. Niechay, . . ., ag bedg nieujemnymi liczbami naturalnymi takimi, ze, 2a;= 90 czyli
po prostu dziewiecioma liczbami, ktére sumujg sie do 90. Wykazac, ze pewne trzy
sposrdd tych liczb sumujg sie do co najmniej 30, a pewne cztery spos$rod nich
sumujg sie do co najmniej 40.

Kazda liczbe naturalng n mozemy sobie wyobrazac¢ jako pojemnik, w ktorym znajduje
sie doktadnie n piteczek. Sume danych liczb otrzymujemy wtedy wsypujac piteczki
reprezentujgce sktadniki do jednego pojemnika.

Rozwazmy w ten sposob trzy pojemniki odpowiadajgce liczbom a; + a; + a3, a4 + as
+ ag | a; + ag +ag w sumie w tych pojemnikach znajduje sie doktadnie 90 piteczek.
Gdyby w kazdym z rozwazanych pojemnikéw byto mniej niz 30 piteczek, to tacznie
we wszystkich trzech pojemnikach byto by co najwyzej 29 + 29 + 29 = 87 piteczek,
a jest przeciez 90. Zatem w co najmniej jednym pojemniku znajduje sie co najmniej
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30 piteczek (ostatni argument nazywa sie uogolniong zasade szufladkowg), a to
oznacza, ze pewne trzy sposrod dziewieciu danych liczb (i to jeszcze trzy kolejne!)
sumujg sie do co najmniej 30.

Aby rozwigza¢ drugq czesc¢ zadania rozwazymy nastepujgca tabelke:

Ay | o | Uy | Qg | A5 | A | A7 | Gg | Qo

o | Az | Qg | A5 | U | U7 | g | g | @1

g | Ug | Ay | g | A7 | g | g | 4 | (2

Aq | dg | A | A7 | s | Ao | Gy | (e | O3

Znowu mozemy sobie wyobrazac, ze tabelka ta jest skrzynka, do ktorej przegrodek
wsypano taka liczbe piteczek, jaka liczba naturalna jest wpisana w danym miejscu
tabelki.

Kazdy wiersz tabelki sumuje sie do 90, wiec w catej naszej skrzynce znajduje sie
doktadnie 360 piteczek. Gdyby w Zzadnej kolumnie naszej wyimaginowanej skrzynki
nie byto co najmniej 40 piteczek, to w catej skrzynce byto by co najwyzej 9 « 39 = 351
piteczek. Stad otrzymujemy, iz jest kolumna, w ktorej znajduje sie co najmniej 40
piteczek (znowu uogdlniona zasada szufladkowa), a to oznacza, ze sumujac liczby
stojace w tejze kolumnie tabelki otrzymujemy w wyniku co najmniej 40.

6. Robin Hood strzelit z tuku siedem razy do okragtej tarczy o promieniu jednego
tokcia. Lady Marion ogladajac popisy Robina stwierdzita, ze kazde dwie strzaty
sposrod tkwigcych w tarczy sg oddalone od siebie o co najmniej tokie¢. Wykazacé, ze
Robin jedng ze strzat trafit w sam $rodek tarczy. (Oczywiscie pewnikiem w tym
zadaniu jest, ze Robin kazdg wystrzelong strzatg trafit w tarcze).

Podzielmy koto stanowigce tarcze na siedem czesci. Jedng z nich stanowi¢ bedzie
pojedynczy punkt - Srodek tarczy. Nastepnie wybierzmy na okregu bedacym
brzegiem tarczy sze$¢ punktow, ktore stanowig wierzchotki pewnego szesciokata
foremnego wpisanego w tenze okrag. Pozostate szeS¢ czesci, na ktdre dzielimy
tarcze, stanowi¢ beda wycinki kota zawarte miedzy kolejnymi promieniami kota
konczacymi sie w wybranych wierzchotkach, przy czym jedynie pierwszy (liczac
zgodnie ze wskazéwkami zegara) z tych dwdch promieni bedzie nalezat do danego
wycinka (oczywiscie nie liczac punktu bedacego s$rodkiem kota - on stanowi
oddzielng czes$¢). Sposob podziatu tarczy przedstawiony jest na rysunku.
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Zauwazmy, ze w zadnej z tych czesci nie ma dwoch punktéw, ktérych odlegtosé od
siebie bytaby wieksza lub réwna 1 tokciowi.

Gdyby Robin nie trafit zadng strzatg w Srodek tarczy, to siedem strzat utkwito by
w pozostatych czesciach, na ktore podzielilismy tarcze. Tych czesci jest sze$¢, wiec
z zasady szufladkowej dwie strzaty znalazly by sie w jednej czesci. Tym samym
odlegtos¢ tych strzat od siebie bytaby mniejsza od 1 tokcia, a to stoi w sprzecznosci
z pomiarami Lady Marion, a zatem Robin musiat trafi¢ jedng ze strzat w Srodek
tarczy.

7. Na tescie wyboru ztozonym z 20 pytah obowigzywaty takie zasady, ze za
zaznaczenie w danym pytaniu poprawnej odpowiedzi otrzymuje sie 1 punkt, za
zaznaczenie btednej odpowiedzi otrzymuje sie -1 punkt, a za pozostawienie pytania
niezaznaczonego otrzymuje sie 0 punktdw. Pewien student zaznaczyt jakas
odpowiedz w kazdym pytaniu, po sprawdzeniu wynikéw okazato sie, ze otrzymat 15
punktow. Wykaz, ze przy sprawdzaniu testu musiat wystapic¢ jakis btad.

Zatbézmy, ze student odpowiedziat poprawnie na doktadnie i pytan, gdzie i jest pewng
liczbg ze zbioru {0, ...,20}. Poniewaz zaznaczyt odpowiedz w kazdym pytaniu, to
odpowiedzi nieprawidtowych byto 20 — i. Tym samym liczba punktéw zdobytych
przez studenta wyniosta i — (20 — i) = 2i — 20 = 2(i — 10), czyli jest liczbg parzysta,
a zatem niezaleznie od liczby poprawnych odpowiedzi wynik 15 punktéw nie jest
mozliwy.

8. Grupa ucznidéw usiadta wokét okragtego stotu tak, ze po obu stronach kazdej
dziewczyny siedzg chtopcy, a po obu stronach kazdego chtopca siedzg dziewczyny.
Pokazac, ze w rozwazanej grupie liczba dziewczyn jest réwna liczbie chtopcéw.

Niech kazdy chtopiec naleje soku kolezance, ktéra siedzi po jego prawej stronie.
Zauwazmy, ze kazdy chtopiec nalat soku pewnej dziewczynie, gdyz po prawej stronie
kazdego chtopca siedzi dziewczyna z zatozenh naszego zadania. | to doktadnie jedna.
Matematycznie moéwigc zdefiniowaliSmy pewng funkcje. Nie byto rowniez tak, ze
jedng dziewczyne obstugiwato dwdch lub wiecej chtopcow, bo tylko jeden chtopiec
moze mie¢ dang dziewczyne po swojej prawej stronie, czyli nasza funkcja jest
réznowartosciowa. W koncu kazda dziewczyna jest przez kogos obstugiwana, gdyz
po lewej stronie kazdej dziewczyny siedzi z zatozenia chtopiec, a z jego perspektywy
rozwazana dziewczyna siedzi po jego prawej stronie. A wiec do tego nasza funkcja
jest funkcjg ,na". Miedzy dwoma zbiorami istnieje roznowartosciowa funkcja z ,na
wtedy i tylko wtedy, gdy te zbiory majg tyle samo elementéw, a wiec w naszej
rozwazanej grupie musi by¢ tyle samo chtopcéw co dziewczyn.
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9. Wykaza¢, ze jest niemozliwym, aby konik szachowy startujgc z danego pola
przebyt wszystkie pola szachownicy wymiaru n x n, kazde z nich odwiedzajac
doktadnie raz oraz wracajgc na koniec na pole, z ktérego startowat w przypadku, gdy
n jest nieparzyste i wieksze niz 1.

Zauwazmy, iz kazdy dozwolony ruch konika szachowego jest pomiedzy polami
o roznym Kkolorze. Wyobrazmy sobie, ze kazde czarne pole na szachownicy
reprezentuje jakiegos chtopca, a biate dziewczyne. Zatézmy, ze konik moze przebyc¢
catg szachownice w opisany w zadaniu sposob. Posadzmy ludzi reprezentowanych
przez pola szachownicy przy okragtym stole zgodnie z tg trasg konika. Tzn. osobe
reprezentowang przez pole, z ktérego konik startuje sadzamy jako pierwsza,
nastepnie osobe reprezentowang przez pole, ktére konik odwiedza jako drugie,
sadzamy po prawej stronie osoby posadzonej przy stole jako pierwsza. Z kolei
z prawej strony tej drugiej osoby sadzamy osobe reprezentowang przez trzecie pole
odwiedzane przez konika itd. W koncu osobe, ktorg reprezentuje pole odwiedzane
przez konika jako ostatnie przed powrotem na pole startowe sadzamy po prawej
stronie osoby przedostatniej, ale ze stét jest okragly to osoba ta bedzie siedziata
réwniez po lewej stronie osoby, ktora zostata posadzona przy stole jako pierwsza.
Bioragc pod uwage wtasnos¢ ruchow konika, ktorg rozwazylisSmy na poczatku, to
kazdy tak usadzony chtopiec ma po obu swoich stronach dziewczyne, a kazda
dziewczyna po obu stronach chiopca. Z poprzedniego zadania otrzymujemy, ze
chtopcéw i dziewczyn jest tyle samo, co by¢ nie moze, gdyz na szachownicy
nieparzystego wymiaru pél jednego koloru jest wiecej niz drugiego.

10. Zbadac czy istniejg liczby niewymierne x i y takie, ze x” jest liczbg wymierna.

—'2
Jesli liczba V2 jest wymierna, to odpowiednie liczby istniejq (x =y=\2).

—y 2
Jesli ta liczba jest niewymierna, to podstawiajac x=v2" " oraz y=\2 dostajemy

(\/ﬁv’?)\,ﬁ _ \/52 _ 2’

a to oznacza ponownie, ze zadane liczby niewymierne istnieja.

11. W grupie 15 0sbb jest 7, ktére gra na skrzypcach, 10, ktére gra na altéwce i 6,
ktére gra na wiolonczeli. Wsréd tych osob 3 umie gra¢ zaréwno na skrzypcach
i wiolonczeli. Tyle samo 0s6b gra zaréwno na skrzypcach, jak i altébwce. W koncu 2
osoby grajg na tych wszystkich trzech instrumentach. lle oséb w tej grupie umie gra¢
na altéwce i wiolonczeli? Zakladamy, ze kazda osoba z rozwazanej grupy gra na co
najmniej jednym z wymienionych instrumentéw.
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Oznaczmy przez S zbidér os6b w naszej grupie, ktére umiejg gra¢ na skrzypcach.
Niech A i W beda analogicznymi zbiorami dla altowki i wiolonczeli odpowiednio.
Z danych zawartych w zadaniu otrzymujemy
ISUAUW|=15,|S|=7, |A| =10, |W| =6,
ISNAW|=3,|SnA|=3oraz
ISNANW|=2.
Szukamy |A N W]|.
Z zasady wigczen i wytgczen mamy

SUAUW| = |S|+|A|+|W|=|SNA| - |SNW|—=|ANW|+|SNANW].
Podstawiajgc odpowiednie wartosci liczbowe dostajemy rownanie, w ktérym jedyng
niewiadoma jest nasza szukana

5=7T+10+6—-3 -3 —|ANW | +2,
a stad otrzymujemy rozwigzanie |A " W| = 4.
12. lle jest liczb naturalnych dodatnich mniejszych od 70, ktére sg wzglednie

pierwsze z 70?

Zauwazmy, ze 70 ma trzy dzielniki pierwsze - 2, 5 7. Niech Ai = {x €{1,...,70} : i|x},
czyli Ai jest zbiorem tych liczb naturalnych ze zbioru {1,..., 70}, ktoére dzielg sie przez
I. Zbior A, U As U A7 jest zbiorem liczb, ktore nie sg wzglednie pierwsze z 70. Zatem
jesli od liczby wszystkich liczb naturalnych nie wiekszych niz 70 odejmiemy licznosc¢
zbioru A; U As U Ay, to dostaniemy szukana liczbe.

Z zasady wiaczen i wytgczen mamy

| Ay U A5 U A7| =

AT| — |Agﬂfl§| —

= |AQ| + }15| + Ao ﬂ447| — |,J15 ﬂf].?| + |»J1Q M As ﬂ447|.

Co druga liczba jest podzielna przez 2, a zatem |A,| = 70/2 = 35. Co piata liczba jest
podzielna przez 5, a wiec |As| = 70/5 = 14. Na tej samej zasadzie |A7| = 70/7 = 10.

Do zbioru A; N As nalezg te liczby, ktére sg podzielne i przez 2, i przez 5, a zatem te
liczby, ktére sg podzielne przez 10. Tym samym |A, N As| = 70/10 = 7. Analogicznie
|A2 N A7l = 70/14 = 5 oraz | As n Aj| = 70/35 = 2. W koncu tylko 70 dzieli sie
jednoczesnie przez 2, 51 7 wsrdd liczb nie wigkszych niz 70, wiec|Az N Asn A7] = 1.
Podstawiajgc znalezione warto$ci do wzoru otrzymujemy

AUASUA| =35+14+10-7-5-2+1=46.

Stad liczb naturalnych dodatnich mniejszych od 70, ktére sg wzglednie pierwsze z 70
jest 70 — 46 = 24.
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13. Naile sposobéw mozna otrzymac pie¢ kart z talii dwudziestu czterech tak, aby
wsrdd nich byt co najmniej jeden as, co najmniej jeden krél, co najmniej jedna dama
i co najmniej jeden walet?

Niech A bedzie zbiorem tych uktadéw pieciu kart sposréd dwudziestu czterech,
w ktérych nie ma Zadnego asa. Niech zbiory K, D i W bedg analogicznie
zdefiniowane jak zbiér A dla kréli, dam i waletéw odpowiednio. Zbiéor AUK UD U W
sklada sie z tych uktaddéw, ktére nie zawierajg przynajmniej jednej z figur, a tym
samym jesli od liczby wszystkich mozliwych uktadéw - (%s*) - odejmiemy licznosé tego
zbioru, to otrzymamy szukang liczbe.

Z zasady wigczen i wytaczen mamy

AUKUDUW|=|A|l+ |K|+ |D|+ |[W|-
—JANK|—|AND|—|[ANW|—|KND|— |KNW|—|DNW|+
+HKNDNW|+|ANDNW|+|[ANKNW|+|ANKnND|-

—[ANKNnDNW|.
Licznos¢ kazdego ze zbioréw A, K, D 1 W wynosl! , gdyz niezaleznie od tego, ktdrg
figure rozpatrujemy, to mamy do dyspozycji 20 kart, z ktérych mozemy juz wybraé
dowolny uktad. .
Podobnie licznos¢ czesci wspolnej dwdch sposrdd naszych zbioréw wynosi (16)

5

niezaleznie od tego ktorg czes¢ wspodlng rozwazamy. W kazdym wypadku mamy
dwie ,zakazane" figury i tym samym odpada nam osiem kart.
Dalej, licznosci czesci wspolnych trzech z naszych zbiorow wynoszg (lf) :

ol
a czterech ( 5)

e *

o

Podstawiajgc te liczby do wzoru otrzymujemy

9 - %
AukuDUW] =4- () Z6- (1) 14 (1) = (®) = 38020

| ostatecznie uktaddw, ktdre zawierajg co najmniej jednego asa, co najmniej jednego
krola, co najmniej jedng dame i co najmniej jednego waleta jest

5

24 o
— 38920 = 46088.
14. Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w cigg cyfry 0,...,9 tak, aby pierwsza z nich
byta wieksza od 2, a ostatnia mniejsza od 97?

Niech A bedzie zbiorem tych ustawien cyfr, w ktérych pierwsza cyfra jest nie wieksza
niz 2, a B zbiorem tych ustawien cyfr, ktérych ostatnia cyfra jest niemniejsza niz 9.
Zbidér AUB jest zbiorem tych ustawien cyfr, ktére nie spetniajg naszego warunku. Tym
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samym szukang przez nas liczbe otrzymamy odejmujgc od liczby wszystkich
mozliwych ustawien cyfr, czyli 10!, licznos¢ zbioru AUB.

Z zasady wiaczen i wytgczen mamy |A U B| =|A| + |B| — |A n BJ|. A biorgc pod
uwage, ze |A|= 3*9! (na pierwszg pozycje wstawiamy jedng z cyfr 0, 1 lub 2,
a pozostate dziewieC cyfr ustawiamy dowolnie), |B| = 9! (tu na koncu musi stac cyfra
9, pozostate dowolnie), a |A n B| = 3 « 8! (na kohcu musi by¢ 9, a na poczatku jedna
z cyfr 0, 1 lub 2, pozostate dowolnie) otrzymujemy odpowiedz 10! —4 — 9! + 3 - 8! =
8! (90 — 36 + 3) = 40320 « 57 = 2298240.

15. lle jest liczb czterocyfrowych takich, ktdére zawierajg przynajmniej jedno O,
przynajmniej jedng 1 i przynajmniej jedng 27?

Niech Ai, gdzie i = 0,1,2, bedzie zbiorem tych liczb czterocyfrowych, ktore nie
zawierajg cyfry i. Zbior Ap U A1 U Az jest zbiorem tych liczb czterocyfrowych, ktére
nie zawierajg przynajmniej jednej z cyfr, o ktére nam chodzi, zatem odejmujac jego
licznos¢ od liczby wszystkich liczb czterocyfrowych otrzymamy odpowiedz na nasze
pytanie.

Policzmy najpierw wszystkie liczby czterocyfrowe. Na pierwszym miejscu takiej liczby
moze sta¢ kazda cyfra poza 0, a na pozostatych trzech miejscach juz zupetnie
dowolna cyfra. Tym samym wszystkich liczb czterocyfrowych jest 9 « 10° = 9000.

Z zasady wiaczen i wytagczen mamy:

‘j—‘lg U AU Ayl =
Ao — Ao N Ay| —

= |.—i10| + }11|—|— floﬂflg‘ — |_-i11 I'—1442| + |.—iloﬁ}11 ﬂflg‘.

Rozumujgc analogicznie jak przy zliczaniu wszystkich liczb czterocyfrowych
otrzymujemy, iz |Ao| = 9% = 6561, |A1| = |As] =8 « 9° = 5832, |Ag A1 = |Acn Ay = 8°

= 4096, |A1 N Ay = 7 « 8% = 3584 oraz |Ag N A1 N Ay = 7* = 2401. Podstawiajac te
liczby do wzoru otrzymujemy

AgU Ay U Ag| = 6561 -2 - 5832 — 2- 4096 — 3584 + 2401 = 8850.

Tym samym liczb spetniajgcych warunki naszego zadania jest 9000 — 8850 = 150.
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KOMPLETNY CHAOS JEST NIEMOZLIWY

Jarostaw Grytczuk

ZADANIA

1. Mamy 82 kolorowe kredki. Wykazac¢, ze mozna wybra¢ sposrod nich 10 kredek
tego samego koloru, lub 10 kredek, z ktérych kazda jest innego koloru.

2. Na prostej zaznaczono 10 odcinkéw. Wykazac, ze mozna wybra¢ 4 odcinki, ktore
majg punkt wspdlny, lub 4 odcinki parami roztgczne.

3. Brzeg trojkata rownobocznego pomalowano dowolnie uzywajgc dwdch kolorow.
Wykazac, ze istniejg trzy punkty w tym samym kolorze bedace wierzchotkami
trojkata prostokatnego.

4. Wykazac, ze w dowolnym kolorowaniu wszystkich punktow ptaszczyzny trzema
kolorami istniejg dwa punkty w odlegtosci 1 w tym samym kolorze.

5. Na przyjeciu spotkato sie szes¢ osoéb. Okazato sie, ze kazda z nich ma wsrod
pozostatych doktadnie trzech znajomych. Wykazaé, ze pewne cztery z tych osob
moga usigs¢ przy okragtym stole w taki sposob, aby kazda z nich siedziata
pomiedzy swoimi dwoma znajomymi.

ROZWIAZANIA

1. Pogrupujmy kredki tego samego koloru. Przypusémy, ze w kazdej grupie jest
co najwyzej 9 kredek. Jezeli réznych koloréow (grup) bytoby réwniez co najwyzej 9, to
mielibysmy tgcznie co najwyzej 81 kredek. Ale kredek jest 82. Zatem, albo jest co
najmniej 10 kredek tego samego koloru, albo liczba réznych koloréw wynosi co
najmniej 10.

2. Na poczatku wszystkie odcinki sg szare. Rozwazmy odcinek A, ktérego lewy
koniec jest najdalej wysuniety na prawo. Pomalujmy ten odcinek na czerwono.
Pomalujmy takze na czerwono wszystkie odcinki, ktére przecinajg odcinek A. Te
czerwone odcinki majg punkt wspdlny (jest nim na przyktad lewy koniec odcinka A).
Jezeli czerwonych odcinkéw mamy co najmniej 4, to koniec zadania. Przypuscmy
wiec, ze sg co najwyzej 3 czerwone odcinki i zapomnijmy o nich na chwile. Niech B,
bedzie odcinkiem, ktérego lewy koniec jest najdalej na prawo wysuniety sposrod
wszystkich szarych odcinkéw. Pomalujmy odcinek B i wszystkie szare odcinki, ktore
go przecinajg na niebiesko. Podobnie jak poprzednio, albo mamy 4 niebieskie
odcinki i koniec zadania, albo jest ich co najwyzej 3. Woéwczas rozwazmy szary
odcinek C, ktérego lewy koniec jest wysuniety najdalej na prawo sposréd pozostatych
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szarych odcinkédw i pomalujmy ten odcinek na zielono, wraz ze wszystkimi
odcinkami, ktére go przecinajg. Jezeli mamy 4 zielone odcinki, to koniec zadania.
Przypusémy wiec, ze jest ich co najwyzej 3. Zostat wobec tego co najmniej jeden
szary odcinek D. Wystarczy teraz zauwazyC, ze odcinki A, B, C, D sg parami
roztaczne, co konczy dowdd.

3. Rozwazmy dziewie¢ punktéw na brzegu trojkata — trzy wierzchotki A, B, C,
i sze$¢ punktow P, Q, X, Y, U, V tworzacych sze$ciokat foremny (rysunek 1a, 1b).
Nietrudno przekonac sie, ze istniejg jedynie dwa istotnie rozne sposoby pomalowania
tego szesciokata tak, aby unikng¢ trojkata prostokatnego (rysunki 1a, 1b). Na
przyktad punkty PQUV tworzg prostokat, zatem zadne trzy z nich nie moga by¢ tego
samego koloru. Podobnie rzecz sie ma dla PVXY i QUXY. Jednak w obu tych
sytuacjach, pomalowanie punktu A dowolnym kolorem utworzy jednobarwny trojkat
prostokatny — APU lub AQV.

C
0

e/ \o
S\,
VAAN

Rys. la

Vi

A
B® C

-

Rys. 1b

4. Rozwazmy figure sktadajgcq sie z czterech trojkatow réwnobocznych
0 bokach jednostkowych, potozonych tak aby odlegtos¢ miedzy punktami B i C
wynosita doktadnie 1 (rysunek 2). Dysponujgc jedynie trzema kolorami nie uda nam
sie pomalowaé tych pieciu punktow tak, aby unikngé¢ odcinka jednostkowego
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o jednobarwnych koncach. W istocie, kazdy z tréjkatéw musi by¢ tréjkolorowy, ale
wtedy punkty B i C dostang ten sam kolor.

A C
C—
0
D B
Rys. 2
5. Wyobrazmy sobie, ze te szes¢ o0sOb znajduje sie w wierzchotkach

szedciokata. Potgczmy znajomych odcinkiem niebieskim a nieznajomych odcinkiem
czerwonym. Skoro kazda osoba zna doktadnie trzy inne osoby, to z kazdego
wierzchotka wychodzg trzy niebieskie i dwa czerwone odcinki. Istniejg tylko dwie
mozliwosci rozmieszczenia czerwonych odcinkow — albo w ksztatt petnego
szesciokata, albo w dwa trojkaty (rysunki 3a i 3b). W obydwu przypadkach
wierzchotki A, B, C, D tworzg cykl na niebieskich odcinkach czynigcy zadosc¢
warunkowi zadania.

A D
O

Rys. 3a
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SZCZESCIE, CALKA I NIESKONCZONOSC

prof. Tadeusz Rzezuchowski

1. Catka zostata okreslona jako graniczna wartosc ciggu przyblizen.

Sprecyzujmy ogolne pojecie granicy dla ciggu liczb a,. Na przyktad dla ciggu a,=1/n
jego granica jest O - te liczby a, wraz ze wzrostem n sg coraz mniejsze, przyblizajg
sie do zera, cho¢ zadna z nich nigdy nie jest rowna 0.

Definicja 0.1 Liczba g nazywa sie granicq ciggu an, jesli dla dowolnej liczby € > 0
przedziat [g — ¢,g+&] zawiera prawie wszystkie wyrazy tego ciggu, to znaczy
wszystkie oprocz skonczonej liczby.

Mowi sie wtedy tez, Zze cigg a, jest zbiezny do liczby g, a zapisuje w taki sposéb
g=Ilim_.an

a) Sproébuj zinterpretowaé graficznie znaczenie definicji granicy ciggu:
i. Interpretujac cigg jako kolejno pojawiajgce sie punkty na osi liczbowej.
ii. Interpretujgc ciag jako funkcje, ktorej argumentami sg liczby naturalne,
a wartosci lezg na prostej liczbowej. Zastandw sie jaki charakter ma wykres tej
funkciji, jesli ciag jest zbiezny.
b) Podaj przyktad ciggu, ktory nie ma granicy.

c) Zastanow sie, czy jesli ciag an jest zbiezny do liczby g i dla pewnej liczby € > 0
jakis wyraz tego ciggu nalezy do przedziatu [g —¢ ,G + €], to wszystkie nastepne
wyrazy tez muszg do tego przedziatu nalezec.

d) Zastanow sie, czy zaprzeczeniem stwierdzenia, ze ciag a, jest zbiezny do liczby
g jest zdanie, ze ciag a, jest zbiezny do liczby réznej od g.

e) Sprébuj uzasadnic, ze jesli ciag a, jest zbiezny do a, cigg b, jest zbiezny do b, to
cigg an + by, jest zbiezny do a + b.

f)  Sprdobuj uzasadni¢ stwierdzenie, ze jesli ciag a, + b, jest zbiezny, to ciagi a, i by
niekoniecznie sg zbiezne.
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2. Zastanow sie jak mozna zdefiniowa¢ zbieznos¢ ciggu do +«. A jak zbieznos$c¢
do -?

a) Zastanow sie czy zaprzeczeniem zdania ,Ciag jest zbiezny do +«" jest zdanie
,Ciag jest zbiezny do -«"

b) Jak uzasadnic, ze jeSli ciag jest zbiezny do +«, to cigg odwrotnosci wyrazow
tego ciagu jest zbiezny do 07

C) Czy jest prawdziwe, ze jesli wyrazy ciggu sg rézne od zera i cigg ten jest
zbiezny do 0, to ciag odwrotnosci jest zbiezny do +«?

3. Dodawanie nieskonczenie wielu liczb ul,u2,u3, ... polega na tym, ze tworzy sie
coraz dtuzsze sumy

S = wy
So = wuy+us
-(_:;3 = U —|— Uo —|— Usq
i jesli ciag tych sum S1, S2, S3, . .. ma granice, to te granice uwazamy za sume

wszystkich liczb.
Mowi sie tez, ze jest to suma szeregu o wyrazach ul, u2, us, . ...

(a) Uzasadnij, ze suma liczb

1-2+2-3+3-4+”'

istnieje i podaj jej wartosc.
Wskazdéwka. Sprobuj roztozy¢ utamek frac1n - (n + 1) na réznice dwoch utamkow
i znajdz prosta reprezentacje skonczonej sumy poczatkowych wyrazow.

(b) Uzasadnij, ze suma

142 +2+1+
234"

jest nieskonczona (suma odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych.
Wskazéwka. Uzasadnij nierownosc¢

S SRR 1 1
k41 22 Qe+l 7 QR T )

i wykorzystaj ja grupujac wyrazy badanej sumy w taki sposob.
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(c) Znajdz dziedzine funkcji okreslonej w nastepujacy sposéb
f)=1+x+X+xX+...

Jakim wzorem mozna te funkcje opisac?

Czy naturalna dziedzina funkcji danej tym wzorem jest taka sama jak dziedzina

funkciji f?

(d) Dlax € (—1, +1) znajdz wzér na sume
8]
Z nx"
n=1

X+ 2+ 3 +4x + ...

czyli

Wskazowka. Skorzystaj z takiej formy przedstawienia tej sumy

r —+

x? + 72 +

1?3 + :{.‘3 + :{.‘3 +

e I T I R

I wyznacz najpierw sumy w kolumnach.

4. Tak zwana funkcja Dirichleta jest okreslona w nastgpujacy sposob
f(@) — { 0 dla x wymiernych

1 dla x niewymiernych
Zastanéw sie dlaczego ta funkcja nie moze mie¢ catki na zadnym przedziale [a, b].

5. Stwierdzanie réwnolicznosci dwoch zbioréw A, B, czyli fgczenie ich elementéw
w pary, mozna interpretowac jako okreslanie odwzorowania

f:A =B

Zastanéw sie jakie wlasnosci ma to odwzorowanie.

6. Zastanow sie jak uzasadnic, ze jesli zbidr A jest rownoliczny ze zbiorem B, a zbidr
B jest rownoliczny ze zbiorem C, to zbior A jest rownoliczny ze zbiorem C.

7. Zastanow sie jak uzasadnié, ze jeSli kazdy ze zbiorow A, jest skonczony, to zbior

U 44 n

=1

Projekt wspotfinansowany z Europejskiego Funduszu Spotecznego w ramach Programu Operacyjnego Kapitat Ludzki

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI q(r) EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

Mazowiecki Kurator Oéwiaty
‘AL Jerozomakie 32 00-624 Warseawa




Zeszyt ¢wiczen

do ktorego nalezg wszystkie punkty nalezgce do chociaz jednego ze zbiorow A, jest
przeliczalny lub skonczony.
Czy rzeczywiscie moze sie zdarzy¢, ze jest on skonczony?

8. Zastanow sie jak uzasadniC, ze zbior punktow szescianu jest rownoliczny ze
zbiorem punktéw dowolnej ze swoich krawedzi.

Wskazowka. Sprobuj podobnego sposobu jak przy dowodzeniu réwnolicznosci kwa-
dratu i boku.
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LICZBY WOKOL NAS

dr Barbara Roszkowska-Lech

LICZBY FIBONACCIEGO

Ciag Fibonaciego
fi=fo=1,f,=f1 +fro, dla n>2,

1. Na ile sposobéw mozna utozy¢ mozaike na chodniku dtugosci 1xn, gdy
mamy do dyspozycji ptytki kwadratowe 1x1 oraz prostokatne 1x2 (patrz
rysunek)

Rozwigzanie. Oczywiste jest, ze jesli nasz chodnik ma dtugos¢ 1, to mamy tylko
jedng mozliwos¢. (uzywamy ptytki 1x1), a jesli nasz chodnik ma diugos¢ 2, to mamy
2 mozliwosci: mozemy uzy¢ dwoch ptytek 1x1 (1 sposdb) lub jednej ptytki 1x2.
Oznaczmy liczbe mozliwych utozen chodnika dtugosci n przez C,. Mamy C;=1,
Co=2. Zatézmy, ze mamy chodnik dtugosci n >2. Zobaczmy jaka jest ostatnia
ptytka. Mamy dwie mozliwosci: jesli jest to ptytka 1x1, to mozliwych utozen jest Cp4,
a jesli ptytka 1x2 to takich utozen jest C,.,. Zatem chodnik dtugosci n mozna utozyé
na C, = C1 + Cno. (Poréwnajmy cigg C,z ciggiem Fibonacciegof,. Wida¢, ze dla
n>1, C, = fn+1).

2. Udowodnié, ze f,.3 =1 +fy +f+....+f, +f,.; dla n>0.

Rozwigzanie Z poprzedniego zadania wynika, ze liczba f,:; jest liczba mozliwych
utozen chodnika 1xn z ptytek kwadratowych i prostokatnych. Zatem f,.3 to liczba
mozliwych utozeh chodnika dtugosci n+2. Wsrdd tych utozen jest tylko jedno
sktadajgce sie z samych kwadratow. W kazdym innym utozeniu jest co najmniegj
jeden prostokat 1x2. Jesli taki prostokat jest ostatnig ptytkg na naszym chodniku to
takich utozen jest tyle ile wynosi C,, czyli f,+1. Wybierzmy prostokat, ktéry znajduje
sie na naszym chodniku dtugosci n+2 najbardziej na prawo (to znaczy na lewo od
niego sg tylko kwadraty) i policzmy ile jest mozliwych utozen naszego chodnika. Za
kazdym razem liczba ta jest rowna liczbie mozliwych utozen chodnika z ptytek
lezgcych na lewo od naszego prostokata. Sumujemy teraz wszystkie mozliwe liczby
utozen i dostaniemy nasz wzér.
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3. Udowodni¢ ze f.« = fyfhe1 + fiafn dlan>0i k>1.

Rozwigzanie. Znowu przyjrzyjmy sie naszemu chodnikowi. Liczba f.. to liczba
sposobdéw utozenia chodnika dtugosci n+k-1. Podzielmy nasz chodnik w na dtugosci
n. mozliwe sg dwa przypadki:

e Linia podziatu nie przebiega przez prostokat. Wtedy po lewej stronie linii
podzialu mamy chodnik dlugosci n, a po prawej diugosci k-1. Takich
mozliwych utozen jest fifn+1

e Linia podziatu przebiega przez kostke prostokatna. Wtedy po lewej stronie linii
podzialu mamy chodnik dlugosci n-1, a po prawej dlugosci k-2. Takich
mozliwych utozen jest fi.1f,.

Suma liczb uzyskanych w obu przypadkach jest rowna f.x.

PODZIELNOSC

(3n +1:II:I13 - 3n?

12

+ 2n)

4. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n, liczba jest

liczbg naturalna.

[ (n® - 3n° n). .
(Bn+1)ln = 30" * 2n)iest liczbg naturalng wtedy tylko wtedy gdy

12 J

Rozwigzanie. Liczba

12 dzieli (3n+1)(n®-3n? +2n). Oznaczmy L, = (3n+1)(n* -3n% +2n). Zauwazmy, ze L,
= (3n+1)n(n-1)(n-2). Zauwazmy ponadto, ze liczba n(n-1)(n-2) jako iloczyn trzech
kolejnych liczb naturalnych jest zawsze podzielna przez 6. Ponadto, jesli n jest liczbg
parzystg to liczba ta jest podzielna przez 4, a wiec L, jest podzielna przez 12.
Zatézmy wiec, ze n jest liczbg nieparzystg. Wtedy liczba 3n+1 jest parzysta a wiec
znowu L, jest podzielna przez 12.

5. Niech n bedzie liczba catkowita wieksza od 1. Udowodnij, ze
a. 2" jest suma dwoch kolejnych liczb nieparzystych,
b. 3" jest suma trzech kolejnych liczb catkowitych.

Wskazdéwki a) Dwie kolejne liczby nieparzyste sg postaci 2k -1 oraz 2k +1, dla
dowolnego k.. Zatoz, ze 2" = (2k-1) + (2k+1) i oblicz k. Zawsze daje sie obliczy¢!

b) Podobnie, trzy kolejne liczby catkowite to k-1, k, k+1, dla dowolnego k. Oblicz k,
jesli 3" =(k-1) +k + (k-1).

6. Niech k bedzie liczba parzysta. Czy mozliwe jest przedstawienie 1 jedynki za
pomoca sumy odwrotnosci k nieparzystych liczb catkowitych?

Rozwigzanie. Pytamy, czy istnieje k nieparzystych liczb naturalnych nj, ny, ...,ng
takich, ze 1=ni+ +nL . Zatézmy, ze takie liczby istniejg. Oznacza to, ze

M4, ..M, =5y + ..+ 5, gdzie wszystkie liczby s; sa nieparzyste. Jest ich
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parzyscie wiele (k), a wiec ta suma jest parzysta. Lewa strona tej rownosci jest liczbg
nieparzystg. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze nie mozna przedstawiC jedynki
w zgdany sposoéb.

7. Jas wybrat pie¢ liczb ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7}, obliczyt ich iloczyn i podat
Zosi. Zosia chciata wiedzie¢, czy suma wybranych liczb jest parzysta czy
nie. Okazatlo sie, ze znajomos¢ iloczynu nie wystarczyta do rozstrzygniecia
tego problemu. Jaki jest iloczyn pieciu wybranych przez Jasia liczb?

Rozwigzanie. = Zauwaz, ze znajomo$¢ iloczynu pieciu wybranych liczb jest

rbwnowazna ze znajomoscig iloczynu dwoch pozostatych liczb. Jakie liczby mozna

przedstawi¢ na wiecej niz jeden sposob jako iloczyn liczb z naszego zbioru? Sg dwie

takie liczby 12 = 3-4=2-6, oraz 6=1-6=2-3. W drugim przypadku suma

dwoch niewybranych liczb jest nieparzysta, a wiec suma wybranych jest rowniez

nieparzysta. Zatem zachodzi pierwszy przypadek, czyli zatem iloczyn pieciu
12 Feans 7

wybranych liczb jest rowny ——— = 420.

8. Smok ma 1000 gtéw. Rycerz moze jednym cieciem obcigaé¢ 21 lub 33 lub 14
lub 1 glowe. Smokowi odrasta natychmiast odpowiednio 51, 0 , 11 lub 103
gtowy. Smok zostaje zabity gdy wszystkie glowy zostajg Sciete. Czy rycerz
moze zabi¢ smoka?

Rozwigzanie Nie. Po kazdej akcji rycerza liczba gtéw smoka nie zmienia reszty
z dzielenia przez 3. (Sprawdz sam) Rycerzowi udato by sie zabi¢ smoka, gdyby
reszta z dzielenia przez 3 liczby 1000 byta rowna 0. A tak nie jest.

9. Udowodnié, ze liczba n= 10a+b jest podzielna przez 7 wtedy i tylko wtedy
liczba a -2b jest podzielna przez 7. Stosujac udowodniong wilasnos¢
sprawdzié, czy liczba 648186 jest podzielna przez 7.

Rozwigzanie Zauwazmy, ze liczba (10a +b) + 4(a-2b) = 14a -7b jest zawsze
podzielna przez 7. Jesli oznaczymy m= a-2b to zawsze liczba k = n+4m jest liczbg
podzielng przez 7. Jesli teraz 7 dzieli m to 7 dzieli n=k-4m. Podobnie jesli 7 dzieli
n to dzieli tez 4m = k-n, a poniewaz 4 i 7 sg wzglednie pierwsze to 7 dzieli m. Aby
sprawdzi¢ podzielnos¢ przez 7 liczby 648186 obliczamy: 64818 -2-6 = 64806,
6480- 2- 6 = 6468, 646 -2-8 = 630. Liczba 630 = 7-90, a wiec 648186 jest réwniez
podzielna przez 7.

LICZBY PIERWSZE

10.*Udowodnié, ze jest nieskonczenie wiele liczb pierwszych postaci 4k-1, czyli
dajacych reszte 3 z dzielenia przez 4.

Projekt wspotfinansowany z Europejskiego Funduszu Spotecznego w ramach Programu Operacyjnego Kapitat Ludzki

5 UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI W(O k EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

39




Zeszyt ¢wiczen

Rozwigzanie (szkic). Zauwazmy, ze taka liczba pierwsza istnieje (3 jest taka liczbg)
Sprébujmy powtérzyC z lekkg modyfikacjg rozumowanie Euklidesa. Przypusc¢my, ze
A ={p1, p2, -..,.px} beda wszystkimi liczbami pierwszymi dajgcymi reszte 3 z dzielenia
przez 4. Niech M = 4p1p,...px-1. Liczba M daje reszte 3 z dzielenia przez 4 i liczba ta
ma jakis dzielnik pierwszy. Dowolna liczba pierwsza daje reszte 1 lub 3 z dzielenia
przez 4 (Dlaczego?). Gdyby wszystkie pierwsze dzielniki liczby M miaty reszte
1 z dzielenia przez 4 to liczba M rowniez databy przy dzieleniu przez 4 reszte 1.
(Dlaczego?) Whniosek: liczba M ma dzielnik pierwszy p, ktéry przy dzieleniu przez
4 daje reszte 3. Ale liczba p nie nalezy do zbioru A, bo zadna z liczb ze zbioru A nie
dzieli liczby M. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze jest nieskonczenie wiele liczb
pierwszych postaci 4k-1.
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KRZYWIZNA NA PEASZCZYZNIE I W PRZESTRZENI

dr Mariusz Zajac

ZADANIA

1. Pasazer pociggu jadacego ze statg predkoscig 120 km/h zauwazyt, ze w ciggu
minuty i 30 sekund kierunek jazdy zmienit sie¢ z pdétnocnego na potnocno-
wschodni. Zaktadajgc, ze ten odcinek toru jest tukiem okregu, obliczy¢ jego
promien.

Rozwiazanie.
Pociag przejechat droge | =vt = 3 km. W tym czasie kierunek jazdy zmienit sie
0 45°, czyli a = m/4rad. Poniewaz | = Ra, to

R = é = ? km = 3820 m.

2. Obliczy¢ przyspieszenie odsrodkowe dziatajgce na pocigg, o ktdérym mowa
w poprzednim zadaniu.

Rozwiazanie.

Stosujemy wzor
2 12
vt 333

:A’.?E:—_
=T R 3320[

(m/s)?

] ~ 0,202
m 5=

3. Przyspieszenie ziemskie na poziomie morza wynosi na rowniku okoto 9,78
m/s2, a na biegunie okoto 9, 832 m/s2. Jakg czes¢ tej rdznicy stanowi przy-
spieszenie odsrodkowe zwigzane z ruchem obrotowym Ziemi? Jaki inny czynnik
wywotuje te réznice?

Rozwiazanie.

Dla punktu P potozonego na réwniku skorzystamy ze wzoru a = v2/R. Predko$é
v tatwo oszacowaé, pamietajgc ze w ciggu jednej doby punkt P pokonuje caty
obwdd Ziemi, co daje przyblizong warto$é

N 40000 km .m

R o 463 —.

21 h 8
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5.

Korzystajac z tablic podajgcych doktadniejsze wartosci promienia réwnika (6378,2
km), jego obwodu (40075 km) i okresu obrotu Ziemi wokét osi (86164,1 s),
otrzymamy:

40075 km m
)R8 ————— A& 465, 1—,
"™ 3616415 s

N

“= T ~ 373200

v 465,12 [(m/s)?
m

] ~0,0339—.

Widac¢ wiec, ze przyspieszenie odsrodkowe odpowiada za 2/3 omawianej réznicy.
Drugim istotnym czynnikiem jest sptaszczenie Ziemi - nie jest ona w
rzeczywistosci kulg, a punkt na rowniku znajduje sie okoto 20 km dalej od srodka
Ziemi niz biegun.

Oszacowac, z jakg predkoscig musiatby poruszaé¢ sie po powierzchni Ziemi
pojazd, aby mdgt sie od niej oderwac w wyniku dziatania sity odsrodkowej.

Rozwiazanie.

Zatbézmy, ze pojazd porusza sie po rowniku. Gdyby Ziemia nie obracata sie wokot
wtasnej osi, przyspieszenie ziemskie na rowniku wynositoby zgodnie z wynikiem
poprzedniego zadania g = 9, 78 + 0, 034 = 9, 814 m/s?.

v?
R~

Aby przyspieszenie odsrodkowe zrownowazyto sie z ziemskim, musi zachodzi¢
réownosc
m
v=1/g-R~T912—.

=

s,

Wynik ten odpowiada standardowo podawanej wartosci tzw. pierwszej predkosci
kosmicznej, czyli najmniejszej predkosci, ktorg trzeba nadac ciatu, aby stato sie
satelita Ziemi. Zauwazmy jednak, ze dokonaliSmy tu pewnych uproszczen,
w szczegolnosci zaniedbalismy ruch obrotowy ziemi. W zwigzku z tym faktyczna
predkos¢ potrzebna do oderwania sie pojazdu od Ziemi bedzie mniejsza
0 465 m/s od powyzszej wartosci przy starcie w kierunku wschodnim, a wieksza
przy starcie w kierunku zachodnim. Bedzie ona tez wieksza na biegunie, gdyz
zarowno przyspieszenie g (o czym byla mowa w poprzednim zadaniu), jak
i promien R (ze wzgledu na sptaszczenie Ziemi) sg tam wieksze niz na réwniku.

W potudnie pewnego stonecznego dnia okazato sie, ze cien metrowego preta
ustawionego pionowo w Gdansku osiggnat dtugosé 75,4 cm, po czym zaczat sie
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ponownie wydtuzaé. Dokfadnie w tej samej chwili w potozonych 450 km na
potudnie Gliwicach minimalna dlugos¢ cienia takiego samego preta wyniosta
64,9 cm. Na podstawie tych danych obliczy¢é promien Ziemi.

Rozwiagzanie.
Stosunek wysokos$ci preta do diugosci cienia jest tangensem wysokosci Stonca
nad horyzontem. Zatem

1
L Qg = 0 751 ~ 1.326.
g = 52,987,
1
tg g = 0.649 = 1,541,

Réznica ag) — acg jest zarazem rdznicg szerokosci geograficznych omawianych
punktow, gdyz zgodnie z warunkami zadania lezg one na jednym potudniku,
a wiec

agr—0ga _ d
360° - 21R

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymujemy
R = 6393 km.

. (zadanie eksperymentalno-problemowe)

a) Znalez¢ szkote znajdujacg sie w odlegtosci kilkuset kilometrow, w miare
mozliwosci doktadnie w kierunku potnocnym lub potudniowym, i przeprowadzic
wspolny eksperyment opisany w zadaniu 5.

b) Przy wspotudziale nauczycieli (matematyki i fizyki, by¢ moze réwniez
geografii) zastanowic sie, jak doktadny jest wynik uzyskany tg metoda.

Rozwazy¢ np. nastepujgce czynniki:

niedoktadnos¢ pomiaru dtugosci preta,

niedoktadnos¢ pomiaru dtugosci cienia,

trudno$¢ dokfadnego ustalenia, kiedy cien jest najkrotszy,

réznice miedzy prawdziwym potudniem stonecznym a godzing 12 czasu
urzedowego,

trudnos¢ doktadnego wyznaczenia kierunku potudniowego,

odchylenie preta od pionu,

Projekt wspotfinansowany z Europejskiego Funduszu Spotecznego w ramach Programu Operacyjnego Kapitat Ludzki

E KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

43



Zeszyt ¢wiczen

odchylenie powierzchni, na ktérg pada cien, od poziomu,

przesuniecie na linii wschdéd-zachéd pomiedzy szkotami - punktami
pomiarowymi,

niedoktadnos¢ pomiaru odlegtosci miedzy tymi punktami,

réznice w wysokosci nad poziomem morza pomiedzy szkotami,

odchylenie ksztattu Ziemi od idealnej kuli (sptaszczenie),

e inne (jakie?)

Ktore z powyzszych czynnikbw sg nieistotne lub pomijalne, a ktore szczegdinie
wazne? Jak (jesli to mozliwe) je zredukowac lub uwzglednic¢ ich wptyw?

7. Rozwazmy nastepujace dwa punkty na kuli ziemskiej:

A -0 szerokosci geograficznej 60° N i dtugosci geograficznej 30° E (okolice
Petersburga w Ros;ji);

B - 0 szerokosci geograficznej 60° N i dlugosci geograficznej 150° W (okolice
Anchorage na Alasce).
Obliczy¢ odlegtos¢ miedzy A i B:

a) droga lotnicza, jesli samolot porusza sie stale na zachod;

b) droga lotnicza, jesli samolot porusza sie stale na wschod;

C) najkrétszg mozliwg drogq lotnicza.

Rozwiazanie.

a) i b) Oba omawiane punkty lezg na rownolezniku 60°, a rdéznica ich dtugosci
geograficznych to 180°. Zatem niezaleznie od kierunku (na wschod lub na zachdéd)
przelecie¢ nalezy potowe obwodu tego réwnoleznika. Obwdd réwnika to okoto
40000 km, obwdd réwnoleznika 6 wynosi cos 60° < 40000 = 20000 km,
ostatecznie wiec odlegtos¢ AB réwna jest 10000 km.

c) Zauwazmy (np. uzywajac globusa), ze srodek ziemi O, biegun pétnocny N oraz
punkty A i B lezg na

jednej ptaszczyznie, ktéra dzieli Ziemie na potowy wzdtuz kota wielkiego
ograniczonego potudnikami 30°E i 150°W. Wynika stad, ze najkrotsza droga
taczgca po powierzchni Ziemi punkty A i B prowadzi przez biegun N, a jej dlugosé
to 1/6 catego obwodu Ziemi, czyli 1/6 »+ 40000 = 6667 km.

8. Zatbzmy, ze jest technicznie mozliwe przewiercenie przez Ziemie tunelu fgczacego
w prostej linii punkty A i B, o ktdérych mowa w poprzednim zadaniu.
a) Jaka bytaby dtugos¢ takiego tunelu?
b) Jak gteboko pod powierzchnig ziemi znajdowatby sie jego srodek?

Rozwigzanie.

a) Analizujac przekrdj, o ktdrym mowa w rozwigzaniu zadania 7c), widzimy bez
trudu, ze trojkat OAB (O - $rodek Ziemi) jest réwnoramienny, a kat przy
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wierzchotku O to 60°. OAB jest wiec tréjkgtem réwnobocznym, wiec AB=OA=R
=40000/ 211 = 6366 km.

b) Odlegtos¢ srodka odcinka AB od $rodka Ziemi O wynosi sin 60 « R = V3/2¢R,

V3

¥

R~ 853 km.

zatem jego odlegtos¢ od powierzchni to
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KOLOROWANIE JAKO NARZEDZIE UNIKANIA KONFILKTOW

dr Konstanty Junosza — SzaniawskKi

ZADANIA

1. Zualezd liczbe chromatvezna podanyeh grafow:
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2. Wykaza¢, ze w planarnym grafie bez trojkatow o n > 3 wierzchotkach jest co
najwyzej 2n — 4 krawedzi.

3. Pokazad. ze jesli w grafie plaskim o n wierzcholtkach najkrotszy eykl
wynosi b > 3 to ¢(() € k(f:?'_;].

4. Wykazac, ze dwa ostatnie grafy z zadania 1 nie sg planarne.

5. Wykaza¢, ze w grafie planarnym bez tréjkatdw minimalny stopieh nie
przekracza 3.

6. Wykazac (nie korzystajac z twierdzenia o czterech kolorach), ze jeSli planarny
graf G nie zawiera trojkata to x(G) < 4.

Wskazowki

1. Znalez¢ pokolorowanie graféw na najmniejszg mozliwg liczbe koloréw oraz podaé
argument, dla ktérego mniej kolorow nie wystarcza.

2. Skorzysta¢ z Formuly Eulera: n — e + f = 2 i faktu, ze kazda Sciana jest
ograniczona przez cykl dtugosci co najmniej cztery czyli 2e > 4f.

3. Skorzysta¢ z Formuty Eulera i faktu, ze 2e > k « f.

4. Poréwnac liczbe krawedzi z ograniczeniami z zadania 1 i 2.

5. Skorzysta¢ z nierdéwnoset z zadania 11 wzoru 2e = >, - deg e,
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6. Znalez¢ ograniczenie na liczbe koloréw uzytych przez algorytm zachfanny
zastosowany do ciggu wierzchotkdw, ktory mozna skonstruowaé dzieki
nierownosci z zadania 4.

Odpowiedzi

1.4,3,2,4,3, 2.

2. Kazda $ciana jest ograniczona przez co najmniej 4 krawedzie, przy czym kazda
krawedz lezy na brzegu co najwyzej dwodch scian. Zatem podwojona liczba
krawedzi wynosi co najmniej 4 razy liczba $cian: 2e > 4f. Je$li z formuty Eulera n
— e + f = 2 wyznaczymy liczbe Scian f = 2 — n + 2, wstawimy do poprzedniej
nierébwnosci i uproscimy, to otrzymamy e <2n — 4.

3. Zadanie mozna rozwigza¢ podobnie do poprzedniego z tg rdznicg, ze kazda
Sciana jest ograniczona przez przynajmniej k krawedzi. Zatem mamy nierdwnos¢
2e > k « f. Po wstawieniu f =2 — n + e, z formuty Eulera otrzymujemy

() < M2,

4. Pierwszy graf nie zawiera trojkatéw, zatem mozna skorzysta¢ z nieréwnosci z
zadania 1. Graf planarny o 6 wierzchotkach moze miec¢ co najwyzej 2 + 6 — 4 =
8 krawedzi. Rozwazany graf ma 9 krawedzi, wiec nie jest planarny.
Drugi graf ma talie (dtugos¢ najkrétszego cyklu) réowng 5. Graf planarny o talii 5
i 10 wierzchotkach ma co najwyzej

5(10 — 2)/3 = 134
krawedzi. Graf z rysunku ma 15 krawedzi wiec nie jest planarny.

5. Szacujemy sume stopni z dwoéch stron, Z jednej strony jest co najmniegj
rbwna minimalnemu stopniowi pomnozonemu przez liczbe wierzchotkdw.
Z drugiej strony jest réwna podwojonej liczbie krawedzi. Korzystamy
z nierbwnosci na liczbe krawedzi w planarnym grafie bez trojkatow
i otrzymujemy:

nd(G) < ) dege < dn — 8.
vl
0 <4 ——.
n
Minimalny stopien jest liczbg catkowitg, zatem ostatecznie 6(G) < 3.

6. Dzieki nierbwnoéci z zadania 4 wiemy, ze w grafie planarnym bez tréjkatow
istnieje wierzchotek stopnia co najwyzej 3. Usunmy go z grafu. Otrzymamy nowy
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graf planarny bez tréjkatow. Ten graf rowniez bedzie zawierat wierzchotek stopnia
co najwyzej 3, Usunmy go. Postepujemy tak dalej az usuniemy caty graf
wierzchotek po wierzchotku. Teraz pokolorujmy poczatkowy graf w kolejnosci
odwrotnej do usuwania, przydzielajac kazdemu wierzchotkowi najmniejszy
mozliwy kolor. Kazdy wierzchotek w momencie usuwania byt stopnia co najwyzej
3to znaczy, ze gdy go kolorujemy ma co najwyzej trzech pokolorowanych
sgsiadow, czyli co najwyzej 3 kolory nie dozwolone. Jesli mamy do dyspozycji
cztery kolory to jeden z nich jest dostepny i mozemy ten wierzchotek
pokolorowaé, W ten sposob wszystkie wierzchotki grafu mozemy pokolorowac.
Zatem liczba chromatyczna grafu planarnego bez trojkatow nie przekracza 4.
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INWERSJA NA PLASZCZYZNIE

Andrzej Fryszkowski
Wydziat Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechnika Warszawska

Literatura:
H.S.M. Coxeter, Wstep do Geometrii Dawnej i Nowej, PWN 1967.
V. Prasolov, Problems in Plane and Solid Geometry (Internet).

Zadania:
1. Opisa¢ analitycznie inwersje .

2. Zbadad, jakie moga by¢ obrazy okregu i prostej do niego stycznej w inwers;ji
wzgledem okregu O(S, r).

3. Wykaza¢, ze okregi styczne O; i O, przechodzg w inwersji wzgledem okregu
O = O(S, r) albo na okregi styczne albo na okrag i prostg do niego styczng albo
na pare prostych réwnolegtych.

4. Wykazaé, ze jezeli proste k i | przecinajg sie pod katem o, to obrazy tych
prostych w inwersji wzgledem okregu O(S, r) tez przecinajg sie pod katem o.

5. Wykaza¢, ze jezeli okregi O; i O, przecinajg sie pod katem «, to obrazy tych
okregdw w inwersji wzgledem okregu O (S, r) tez przecinajg sie pod katem o.

6. Wykazac, ze jezeli okregi O;1 i O, przecinajg sie pod katem 90°, to ich obrazy
w inwersji wzgledem okregu O (S, r) tez przecinajg sie pod katem 90°.

7. Niech okregi O; i O, bedg do siebie prostopadte. Wykaza¢, ze wtedy okrag
O, przechodzi na siebie w inwersji wzgledem O;.

8. Woykorzystujac pojecie inwersji wykazac¢ twierdzenie Ptolemeusza: Niech PQRS
bedzie czworokatem wpisanym w okrag. Wtedy
[Pz - QS| = [PQ|- [ItS[+ QR - |SFI.

9. Okregi Oy,..., O, sg styczne do roztgcznych okregdbw S; i S,. Ponadto O; jest
styczny do O, w punkcie A;, O, jest styczny do Oz w punkcie Ay, ... , On1 jest
styczny do O, w punkcie A,.i. Wykazac, ze punkty A; ..., An1 lezg na jednym
okregu.
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10. Wykazac¢ nastepujace twierdzenie Feuerbacha:
Okrag przechodzgcy przez Srodki bokow trojkata jest styczny do okregu
wpisanego i do trzech okregéw dopisanych.

Rozwiagzania

1. Opisac¢ analitycznie inwersje.

Rozwiagzanie:

Rozwazmy w ukfadzie Oxy inwersje O (S, r), gdzie S = (p, ). Dowolny punkt
A = (x,y) # S przechodzi na taki punkt A' = (X',y") € Isa, ze |SA| « |SA '| = r% Istnieje
zatemt >0, takie,zex'=p+t(p—x)orazy'=q+t(q—y). Stad:

7= [SAL 84 =t ((p— )" + (4 - 0)°)

CO Ooznacza, iz:
2
-

t= . 5.
(p—=)"+{1—y)

Otrzymujemy wiec analityczny wzoér na inwersje

- r?(p—z)

=P o
r_ rlg—y)

Y =9 G te—w®

2. Zbadac, jakie moga by¢ obrazy okregu i prostej do niego stycznej w inwers;ji
wzgledem okregu O (S, r).

Rozwiazanie:
Niech dany bedzie okrag O; = O (A, R) oraz prosta k styczna do O; w punkcie P. Aby
zbadac obrazy inwersyjne O; i k musimy rozwazyc¢ 4 przypadki:

a) 5=/,
b)S#£Pise0).
c) SFPiSek
)5 ¢ (0, Uk).
Ad a). Niech B bedzie drugim koncem srednicy zawierajgcej A i P. Obrazem prostej k

jest ona sama, a obrazem okregu O; - prosta O;' przechodzgca przez B ' (jest rozny
od P) i prostopadta do AB. W takim razie O;' || k.

Ad b) Poniewaz S € k to obrazem prostej k jest taki okrag k' = O (B, R1) zawierajgcy
S i P, ze Isp Lk. Obrazem okreguO; jest prosta O;' przechodzgca przez P'
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i prostopadfa do las. Poniewaz O; n k = {P},to O ' n k' = {P}, to prosta O ' jest
styczna do okregu k' w punkcie P .

Ad c). Obrazem prostej k jest ona sama, a obrazem okregu O; - okrag O;' = O(A", R’)
przechodzacy przez P '. Poniewaz okrag O ' powstaje w jednokfadnosci o srodku S (i
odpowiedniej skali), to prosta k jest do niego styczna w punkcie P .

Ad d). Poniewaz S ¢ (O; U k) to obrazem prostej k jest taki okrag k' = O (B, Rj)
zawierajacy S i P', ze Isg L k. Z kolei obrazem okregu O; jest okrag O;' = O(A', R")
przechodzacy przez P', w jednoktadnosci o srodku S (i odpowiedniej skali) do O;
i taki, ze |sp 1 |A'p'.

3. Wykazacé, ze okregi styczne O; i O, przechodzg w inwersji wzgledem okregu O =
O (S, r) albo na okregi styczne albo na okrag i prostg do niego styczng albo na pare
prostych rownolegtych.

Rozwigzanie:

Niech P bedzie punktem stycznosci okregdw O; = O (A1, R1) i O, = O (A2, R2), a k
prostg do nich styczng . Nalezy rozpatrzy¢ kilka przypadkow.

Jesli P = S to prosta k jest prostopadta do Ia; a2 . Dlatego obrazy inwersyjne O;' i O7’
sq prostymi prostopadtymi do a1 a2, @ wiec sg do siebie réwnolegte.

JesliP=SiS e01u02 toniechnp. S € 0;1S € 0O,. Wtedy okrag O; przechodzi
na prostg O,' przechodzaca przez P’ i prostopadtg do laip , @ okrag O, na okrag O’
zawierajgcy P' i nie przechodzacy przez S. Poniewaz O1 1 02 = {P},to 01’ n 02’ =
{P'}, a wiec prosta O;’ jest styczna do okregu O,’ w punkcie P’.

Jesli S ¢ O; U O, to okrag O3 przechodzi na okrag O, zawierajacy P', ktérego
Srednica lezy na prostej Ia1s, a okrag O, na okrag O, zawierajacy P', ktérego Srednica
lezy na prostej laxs. Okregi O, i O, powstajg zjednoktadnosci wzgledem S
(w odpowiedniej skali). Poniewaz O; N O, = {P} to réwniez O;" n O, = {P'}, a wiec
okregi O;’ i O2'sg styczne w punkcie P'.

4. Wykazagé, ze jezeli proste k i | przecinajg sie pod katem «, to obrazy tych prostych
w inwersji wzgledem okregu O(S, r) tez przecinajg sie pod katem a.

Rozwiazanie:

Niech proste k i | przecinajg sie w punkcie P. Zachodzi kilka przypadkow.

Jesli P = S to obrazami inwersyjnymi prostych k i | sg one same, a wiec kat jest
zachowany. Zatézmy wiec, ze P = S.

Jesli S ek U I, to niech np. S ek oraz S ¢ |. Wtedy obrazem k jest ona sama,
a obrazem | - okrag przechodzacy przez S, bez punktu S, przy czym jego Srednica
lezy na prostej |; prostopadtej do |I. Zatem proste k i |; przecinajg sie pod katem
90° - o. Okrag I' U {S} ma z prostg k doktadnie dwa punkty wspdlne S i P '. Stad
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I'nk={P'}.Ztwierdzenia o kacie dopisanym, kat pomiedzy styczng do I' w punkcie
P ', a prostg k wynosi 90° — (90° — o) = a.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy S ¢ k U I. Niech k; i |3 bedg prostymi
prostopadtymi, odpowiednio, do k i |, przechodzacymi przez S. kat pomiedzy ki i I3
tez wynosi a. Zbiory k' U S i I' U S sg okregami przechodzacymi przez S. Oznaczmy
ich srodki, odpowiednio, K; i L;. Wtedy K; € k; oraz L; € l;. Drugim punktem
przeciecia sie okregdéw k' U SiI' U S jest punkt P'. Kgt pomiedzy stycznymi k» i |, do,
odpowiednio, k' i | ' w punkcie P' jest taki sam jak <K;P'L;. Zatem wynosi on:

AR P =<KW P S+<aSP Ly =<k SP +<aP'STq = o

5. Wykazac, ze jezeli okregi O; i O, przecinajg sie pod katem o, to obrazy tych
okregow w inwersji wzgledem okregu O (S, r) tez przecinaja sie pod katem o.

Rozwigzanie:

Jesli o = 0 tzn. okregi O1 i O, sg styczne, powiedzmy w punkcie P. Wtedy, na mocy
Zadania 3, obrazy O;i O, sg do siebie styczne, czyli przecinajg sie pod katem 0.
Niech o > 0, a okregi O; i O, przecinajg sie w punkcie P (drugim jest Q). Oznaczmy
przez ki i k, proste styczne, odpowiednio, do O; i O,. Wtedy obrazy k'; i k' sg
styczne, odpowiednio, do O1 i O2. Poniewaz k; i ky przecinajg sie pod katem «, wiec
z Zadania 4 wynika, ze ich obrazy k’; i k’; tez przecinajg sie pod katem o.

6. Wykazac, ze jezeli okregi Oy i O, przecinajg sie pod katem 90°, to ich obrazy
w inwersji wzgledem okregu O (S, r) tez przecinajg sie pod katem 90°.

Rozwiazanie:
Jest to wniosek z Zadania 5 dla « = 90°.

7. Niech okregi O; i O, bedg do siebie prostopadte. Wykaza¢, ze wtedy okrag O
przechodzi na siebie w inwersji wzgledem O;.

Rozwigzanie:
Niech O; = O (S1,r1) 1 O, = O (Sz,r2). Wtedy potega punktu S; wzgledem O, wynosi p
=r,. Obraz inwersyjny okregu O, powstaje w jednoktadnosci o srodku S; i skali

2 2
D=0 =
P i

a wiec okrag O2 przechodzi na siebie.

8. Wykorzystujac pojecie inwersji wykazac twierdzenie Ptolemeusza:
Niech PQRS bedzie czworokgtem wpisanym w okrgg. Wtedy

|PR|-|QS| = |[PQ| - |RS| + |QR| - |SP|.
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Rozwiagzanie:

Niech okrag O = O (A, r) bedzie opisany na czworokgcie PQRS. Rozwazmy inwersje
wzgledem S i o promieniu r. Wtedy obrazem okregu O jest prosta k przechodzgca
przez A'i prostopad’fa do ISA. Z definicji inwersji mamy zaleznosci:

2 2
SP| = . 1S¢ SR| =
Ponadto, z Twierdzenia 1 wynlka, iZ:
SQl _ - |P'Q|
POl = pro.158QL _ _
, (2| I Q [ stl_)[| [AS!Q/[ z |»S’P,|
S 2, R/Qll
RQ| = |R'Q'|- _ .
[1RQ 1EQ ISR| — [SQ'[- SR’
SP| 2. |R'P|
RP| = |R'P!|- !. = —
F] [ F] ISR'| ~ |SP'|-|SR|
Réwnosc, ktorg mamy udowodni¢ sprowadza sie zatem do zalezno$ci
]2 ) |R'P'| ,1.2 B 1.2 ) |plQr| 7.2 ,I.2 A |R’Q'| ,,.'2

|SP'[-ISR!| |SQ'| — |SQ'[-|SP'| |SR| " |5Q'|-|SR| |SP|
Przeksztatcajgc rownowaznie otrzymujemy réwnosc
|R'P'| = |P'Q'| + |R'Q|,
ktéra jest prawdziwa.
9. Okregi Oy, ..., O, sg styczne do roztgcznych okregow S; i S,.Ponadto O jest

styczny do O, w punkcie A;, O; jest styczny do Oz w punkcie Ay, ... , On.1 jest styczny
do O, w punkcie An.1. Wykazac, ze punkty As,..., An1 lezg na jednym okregu.

Rozwiazanie:

Z Twierdzenia 2 (z wykladu) wynika, Zze okregi S; i S, mozna przeksztatci¢
inwersyjnie na okregi wspoétsrodkowe S;' i S;’0 srodku w pewnym punkcie S. W tej
inwersji okregi O1',...,0,' sg styczne do S;' i S,’, a wiec muszg byc¢ takie same
(rysunek ponizej). W takim razie punkty stycznosci A/ ,..., An1’ lezg na pewnym
okregu O o srodku w punkcie S. Stosujac te inwersje jeszcze raz wnioskujemy, ze
punkty As,..., An1 lezg na okregu O' o srodku w punkcie S'.
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9. Wykazac¢ nastepujace twierdzenie Feuerbacha:
Okrag przechodzgcy przez $rodki bokow trojkata jest styczny do okregu
wpisanego i do trzech okregéw dopisanych.

Rozwigzanie:

Oznaczmy dtugosci bokow trojkata AABC przez a = |BC|, b = |[CA| i ¢ = |AB| oraz
niech p =(atb+c)/2. Niech A;, B; i C; bedg $rodkami bokéw BC, CA i AB,
odpowiednio. Bez ograniczania ogolnosci mozemy rozpatrze¢ tylko przypadek, gdy
okrag opisany na AA;B;C; jest styczny do okregu S wpisanego w AABC i do okregu
dopisanego S, stycznego do BC. Niech B’ i C’ bedg punktami symetrycznymi
wzgledem dwusiecznej <A, odpowiednio do, B i C. Wtedy B'C' jest drugg styczng do
okregow S i S,. Niech P i Q bedg punktami stycznosci okregdw S i S,, odpowiednio,
z prostg BC, a D i E niech bedg punktami przeciecia, odpowiednio, prostych A;B;
i A1C; z prostg lgc . Wiedy BQ = CP = p - c i dlatego AjP = A1Q = %2 |b — ¢|.
Wystarczy teraz udowodni¢, ze inwersja o srodku A; i promieniu |A1P| przeprowadza
punkty B; i C;, odpowiednio na, punkty D i E. W inwersji tej bowiem S i S; sg
przeksztatcane na siebie, a okrag opisany na AA;B;C; przechodzi na prostg Igc.
Niech K bedzie srodkiem odcinka CC'. Punkt K lezy na prostej Ia1g10raz

Ponadto

41D AK =DBC":BA=AK: 41D,
ato oznacza, ze

Al Ay = | AR = A PR
Podobnie

AE A = AP
To zas$ daje teze.
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GEOMETRIA JEST PROSTA

prof. Krzysztof Chetminski

Zadanie 1.

Na ptaszczyznie dane sg 4 parami nieréwnolegte proste I, |y, 13, 14 oraz punkt O nie
nalezacy do zadnej z tych prostych. Znajdz punkty Ai € lidla i = 1, 2, 3, 4 takie, ze
czworokat A1A,A3A, jest rownolegtobokiem, ktérego Srodkiem symetrii jest punkt O.

Rozwiagzanie

Zadane proste zawierajg boki czworokata wypuktego P1P,P3P,4. Grupujemy zadane
proste w dwie pary. Pierwsza para to proste P;P, i P3P, oraz druga para to proste
P1P4 | PoP3. Za kazdym razem bierzemy pare prostych zawierajacych przeciwlegte
boki tego czworokata. Do prostych PiP, i P3P, oraz punktu O stosujemy zadanie
z wyktadu, tzn. znajdujemy na tych prostych takie punkty A; i Az, aby punkt O byt
srodkiem odcinka A1As. W tym celu wystarczy przeksztatci¢ prostg P1P, w symetrii
srodkowej wzgledem punktu O i punkt przeciecia sie tego obrazu z prostg, P3P,
wyznacza punkt As. Punkt A; jest obrazem A; w tej symetrii. W ten sposéb
znajdujemy jedng przekatng poszukiwanego czworokata. Nastepnie postepujemy
podobnie z parg prostych PiP4, i P,P3 oraz z punktem O i znajdujemy drugg
przekatng A>A4 réwnolegtoboku. Wprost z definicji punktéw A; dlai =1, 2, 3, 4
widzimy, ze czworokat A1A,AzA, jest réwnolegtobokiem, ktérego srodkiem symetrii
jest rzeczywiscie punkt O.

Zadanie 2

Dany jest kgt wypukty « o wierzchotku P oraz odcinki o dftugo$ciach t i a.
Poprowadzi¢ prosta, ktora odetnie od kata trojkat PAB o obwodzie 2t taki, ze AB = a.

Rozwiagzanie

Konstrukcja poprowadzenia wymaganej w zadaniu prostej jest zwigzana
Z nastepujgcym dodatkowym zadaniem:

Dane sg dwa okregi roztgczne 01, 0, 0 promieniach ry < r,. Niech k i | bedq wspdlnymi
stycznymi zewnetrznymi do obu tych okregow (tzn. takimi stycznymi, ze oba okregi
lezg po tej .samej stronie stycznej). Styczne te przecinajg sie w punkcie P. Oznaczmy
punkty stycznosci prostej k z 0, 1 0, przez A i B oraz punkty stycznosci | z 01 1 03
przez C i D. Wspdlna styczna wewnetrzna m do danej pary okregow (tzn. taka
styczna, ze dane okregi lezg po roznych stronach tej stycznej) przecina K i |
w punktach K i L odpowiednio. Wykaz, ze KL = AB.
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Rozwigzanie

Oznaczmy punkty stycznosci m z okregami przez E i F. Z najmocniejszego
twierdzenia geometrii mamy KF = KB oraz KA = KE. Wystarczy wiec wykazac, ze
KE = FL. Jednakie ponownie z najmocniejszego twierdzenia geometrii mamy AB =
2KE + EF oraz CD = 2FL + EF i stad, ze AB = CD otrzymujemy teze zadania
dodatkowego.

Wracamy do zadania 2. Opierajgc sie na zadaniu dodatkowym przeprowadzamy
nastepujaca konstrukcje: na obu ramionach kata odktadamy od wierzchotka odcinki
dtugosci t i otrzymujemy punkty B i D. Z otrzymanych punktéw odktadamy w kierunku
do wierzchotka odcinki o dlugosci a (z warunkow zadania wynika, ze a < t).
Otrzymujemy punkty A i C. Rysujemy okregi styczne do ramion kata w punktach B, D
i A, C. Wspdlna styczna wewnetrzna odcina od ramion kata tréjkat o zadanych
wiasnosciach.

Zadanie 3.

Niech AB i CD bedg nieprzecinajgcymi sie cieciwami danego okregu o. Znajdz kat
pomiedzy AC i BD.

Rozwiagzanie

Zaktadamy, ze AC i BD sie przecinajg. Odpowiedz w tym zadaniu zalety od tego, czy
punkt przeciecia sie tych prostych lezy wewnatrz czy na zewnatrz okregu. Rozwalmy
pierwszy przypadek. Oznaczmy punkt przeciecia sie prostych AC i BD przez P.
Widzimy, Zze poszukiwany kat jest katem zewnetrznym w tréjkacie PBC przy
wierzchotku P. Jest wiec rowny sumie dwoch katéw wewnetrznych tego trojkata przy
wierzchotkach B i C. Stad miara tego kata jest rowna sumie katéw wpisanych
opartych na tukach AB i CD. W przypadku gdy P lezy na zewnatrz okregu rozumujac
analogicznie otrzymujemy, ze poszukiwany kat jest rowny rojnicy katow wpisanych
opartych na tukach AB i CD.

Zadanie 4.

Wykaz, ze dwusieczne katow wewnetrznych trojkata ABC sgq wysokosSciami trojkgta
0 wierzchotkach bedgcych punktami przeciecia sie dwusiecznych z okregiem
opisanym na tym trojkgcie.

Rozwiazanie

Niech A', B', C' bedg punktami przeciecia sie dwusiecznych katéw A, B, C z okregiem
opisanym na tréjkgcie ABC. Nalepy wykazaé, ze prosta AA' jest prostopadia do
prostej B 'C'. Niech P bedzie punktem przeciecia sie tych prostych. kat wewnetrzny
trojkata PA'C' przy wierzchotku C' jest katem wpisanym w okrag opartym na sumie
lukéw B'C i CA'. Natomiast kat wewnetrzny tego trojkata przy wierzchotku A' jest
katem wpisanym w okrag opartym na luku C'A. Stad, ze suma wszystkich katow
wewnetrznych trojkata wynosi 180° mamy, ze suma lukow B'C, CA' i C'A jest potowa
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okregu. Tak wiec suma katow wewnetrznych przy wierzchotkach A' i C' wynosi 90°,
co jest rownowazne stwierdzeniu, ze kat tréjkata PA'C' przy wierzchotku P jest prosty.

Zadanie 5
Wykaz, ze symediana CK dzieli postawe AB trojkata w stosunku (AC)? : (BC )?

Rozwiagzanie
Oznaczmy przez M srodek boku AB. Z twierdzenia sinuséw zastosowanego do
trojkgtow ACM oraz MBC mamy

AC AM MB C'B
sin /AMC ~— sin /ACM’ sin/MCB  sin /BMC'"
Stad, ze AM = MB oraz sin ZAMC = sin £BMC otrzymujemy rownos¢ AC sin ZACM

= CB sin £MCB. Podobnie stosujgc twierdzenie sinuséw do trojkgtow ACK oraz KBC
mamy

AK  AC KB CB
sn/ACK ~ sm/AKC’ sin/KCB  sm/BKC'

Ponownie zauwazajac, ze sin £AKC = sin «BKC oraz, ze £ACK = ZMCB, £ACM =
£BCK dostajemy

AK B AC smm /ACK B (ﬂf')z
KB CB sin/BCK \CB

Zadanie 6

Wykaz, ze jezeli AK jest symediang w tréjkgcie ABC to styczne do okregu opisanego
na tym tréjkgcie w punktach B i C oraz AK sq wspotpekowe.

Rozwiagzanie

Niech D bedzie punktem przeciecia sie stycznych do okregu opisanego na trojkacie
ABC w punktach B i C. Oznaczmy przez M $rodek odcinka BC. Na przedtuzeniu
boku AB znajdujemy taki punkt X, aby Z/DXB = ZDBX. Niech Y bedzie punktem
przeciecia sie prostych XD i AC. Z konstrukcji punktu X trojkaty ABC i AYX sg
podobne. Stad #ZDYC = ZCBA oraz trojkaty XDA i CMA sg podobne. Z tego
podobienstwa wynika, ze Z/BAD = ZCAM. Oznacza to, ze AD jest symediang i punkt
przeciecia AD z bokiem BC musi by¢ punktem K.
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PIERWSZE KROKI W SWIECIE FRAKTALI

dr Agnieszka Badenska

CWICZENIE 1. Oblicz pole tréjkata Sierpinskiego.

Konstrukcje trojkata Sierpinskiego zaczynamy od trojkata jednostkowego,
tj. rownobocznego o boku rownym 1, ktory nazwiemy To. Jego pole wynosi wiec:
gy V3
I)U(J) - T
W pierwszym kroku dzielimy trojkat jednostkowy na cztery tréjkaty dwa razy
mniejsze od wyjsciowego i usuwamy srodkowy. Powstata w ten sposéb figura T;
skfada sie z trzech trojkgtéw o boku rownym i, zatem jej pole wynosi:
sy o (1N VB3 VB
P =3 (3) T =7
W drugim kroku powtarzamy te operacje (ij. podziat na cztery mniejsze tréjkaty
i usuniecie srodkowego) dla kazdego z mniejszych tréjkatow, otrzymujgc dziewieé
trojkatow o boku réwnym 1/4. Te figure oznaczymy T,, ma ona pole:
1\? V3 32 +/3
PP — G s (=] « D —f =Y w
P(T2) =9 <1> 1 (1) 1
Zaczynamy juz dostrzegaC pewng zaleznos¢. Po wykonaniu n krokdéw, zbiér T,
bedzie sie sktadat z 3" trojkatow o boku diugosci

1
2‘?’1
zatem jego pole bedzie wynosic:
1\? V3  /3\" V3
P(T,) ‘(7) ? (‘1) {

Tréjkat Sierpinskiego T. jest efektem nieskonczenie wielu takich krokéw, zatem
musimy sie zastanowic jak zachowuje sie pole kolejnych zbioréw, kiedy n dazy do
nieskonczonosci (co oznaczamy n—«). Widzimy, ze kiedy n rosnie, wowczas
P(T,) maleje, poniewaz czynnik (3/4)" staje sie coraz mniejszy (jest to ciag
geometryczny o ilorazie mniejszym od 1), a drugi czynnik jest staty. Zatem, gdy n
dazy do nieskonczonosci, P(T,) dazy do zera, co mozemy zapisa¢ w nastepujacy
sposob:
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Z tego wynika, ze pole tréjkata Sierpinskiego wynosi zero.

CWICZENIE 2. Oblicz objeto$¢ gabki Mengera.

Aby obliczy¢ objetos¢ tego zbioru, przyjrzyjmy sie najpierw jego konstrukcji. Przez
Ko 0znaczmy szescian o krawedzi dtugosci 1. Podzielmy go teraz na trzykrotnie
mniejsze szesciany - bedzie ich dwadziescia siedem - i usunmy po jednym ze
srodka kazdej $ciany, a takze ten stanowigcy srodek catej bryty (w sumie siedem
szesciandéw). W ten sposob otrzymamy zbidr Ki skiadajacy sie z 20 szescianow
o krawedzi dtugosci 1/3. Krok drugi polega na powtérzeniu tej procedury dla
kazdego z mniejszych szescianéw, zatem K,bedzie ztozony z 20? szesciandw
0 krawedzi dtugosci 1/9. Aby uzyskaé gabke Mengera K., procedure te powtarzamy
w nieskonczonosé, przy czym w n-tym kroku zbior K,, sktada sie z 20" sze$cianow
o krawedzi dtugosci (1/3)" . Przyjrzyjmy sie objeto$ciom poszczegolnych zbiorow.

V(K =1"=1,
N 20

L /INE /2002
L-’u{g)::zoz-(a) _ (—H) |

1\3  /20\"
iy~ (L) - (2
() 3n 27

Widzimy natychmiast, ze gdy n rosnie, wowczas objetos¢ V(K,) maleje (ciag
geometryczny o ilorazie mniejszym od 1), zatem

‘/r( I\’”‘) ﬁ O

Czyli objetos¢ gabki Mengera wynosi zero.

CWICZENIE 3. Przyjrzyj sie uwaznie zbiorowi umieszczonemu na ponizszym
rysunku.

A

Dywan Sierpinskiego
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Opisz jego konstrukcje na dwa sposoby: metodg ,podziel i usun" oraz przy pomocy
rodziny funkcji - postaraj sie wypisac ich wzory.

Konstrukcje dywanu Sierpinskiego zaczynamy od kwadratu. Analizujac rysunek
widzimy, ze z poczatkowego kwadratu usuwane sg kolejno mniejsze kwadraty.
Szczegolng uwage zwraca srodkowy ,otwor", ktory jest trzy razy mniejszy niz
pierwotny kwadrat. Tym samym wytania nam sie zarys konstrukcji tego zbioru.
Wyjsciowy kwadrat dzielimy na dziewie¢ kwadratéw trzy razy mniejszych i usuwamy
srodkowy. Pozostaje nam osiem kwadratow i do kazdego z nich stosujemy naszg
procedure: dzielimy na trzy razy mniejsze kwadraty i usuwamy sSrodkowy.
Powtarzajgc te operacje nieskonczenie wiele razy otrzymujemy dywan Sierpinskiego.
Teraz, te samg konstrukcje wyrazimy przy pomocy funkcji. Z naszych rozwazan
wynika, ze w pierwszym kroku konstrukcji wyjSciowy kwadrat musimy zastgpic
oSmioma kwadratami trzy razy mniejszymi, utozonymi dookota sSrodkowego
kwadratu, ktéry zostat usuniety. Bedziemy zatem potrzebowali osmiu funkcji typu
,Zmniejsz trzy razy i przesun w odpowiednie miejsce".

Aby moc wypisa¢ wzory tych funkcji, umiescimy nasz zbior w ukladzie
wspotrzednych. Przypusémy, ze zaczynamy od kwadratu jednostkowego, lezacego
w pierwszej C¢wiartce. Jego wierzchotki bedg mialy wspoirzedne (wymieniajac
przeciwnie do ruchu wskazoéwek zegara): (0, 0), (1, 0), (1,1) i (0,1). Naszym celem
jest wypisanie wzoréw osmiu funkcji, z ktérych kazda przeksztatca nasz jednostkowy
kwadrat na jeden z matych kwadratow. Ponumerujmy te osiem matych kwadratéw,
nadajac numer 1 kwadratowi lezgcemu w lewym dolnym rogu i dalej poruszajgc sie
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.

Poszukiwane przez nas funkcje sg postaci ,zmniejsz trzy razy i przesun
w odpowiednie  miejsce. Rozwazmy wiec na poczatek funkcje, ktéra po prostu
zmniejsza trzy razy:

f(zy) = (%; %ﬁ.;) :

Zobaczmy co sie stanie z wierzchotkami naszego kwadratu pod dziataniem funkc;ji f:

£((0,0)) = (0,0), ,_f'('(l.[)}j:(%.u). f{{l.m:(%.%). f{m.l_}]:(u.%).

Zatem funkcja f przeksztatca wyjsciowy kwadrat jednostkowy doktadnie na kwadrat
oznaczony przez nas numerem 1. Tym samym znalezliSmy wzér pierwszej funkciji.
Pozostate kwadraty uzyskamy przesuwajgc kwadrat numer 1 w odpowiednie miejsce.
Wy-starczy zatem abySmy teraz sprawdzili wspétrzedne lewego dolnego rogu
wszystkich kwadratow, dowiemy sie tym samym o jaki wektor nalezy przesungc
pierwszy kwadrat, tj. jak zmieni sie wzor funkcji. Tym samym otrzymamy wzory
wszystkich o$miu funkciji:
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i) = (55 éu) |
fo((x,y)) = (%r + % %5;) -
fal(z.y)) = (%r + % %y + %) :
1 2 1 2
fs((z.y)) = (EJ‘"—E- 39T g) ;
fo((z.y)) = (%r - % %y - é) .
(. ) = (%r %g—é) .
i((w) = (32 3u+3).

CWICZENIE 4. Korzystajac jedynie z kalkulatora pozwalajacego wyznaczyé
pierwiastek kwadratowy, oszacuj z dokfadnoscig do 1/16 wymiar fraktalny krzywej
Kocha.

Przypomnijmy wzdér pozwalajgcy nam wyznaczy¢é wymiar fraktalny d zbioru
samopodobnego:

n=s"

gdzie s oznacza skale podziatu (méwigc scislej odwrotnos$¢ skali), natomiast n liczbe
elementow tego podziatu. Przypomnijmy réwniez, ze wzor ten mozemy stosowac
wowczas, gdy nasz zbior sktada sie z n podzbioréw, a kazdy jest s razy mniejszg
kopig catosci.

Krzywg Kocha konstruowaliSmy powtarzajgc nieskonczenie wiele razy nastepujacq
procedure: podziel odcinek na trzy rowne czesci, tj. odcinki trzy razy krétsze niz
wyjsciowy, a nastepnie zastgp srodkowy odcinek dwoma takimi odcinkami, tak aby
tworzyty ramiona trojkata réwnobocznego (bez podstawy). Innymi stowy, dany
odcinek zastgpilismy krzywa sktadajgcy sie z czterech odcinkow trzy razy krotszych.
Z tego wynika, ze krzywg Kocha mozemy podzieli¢ na n = 4 podzbiory, z ktérych
kazdy jest s = 3 razy mniejszg kopig krzywej Kocha. W ten sposob otrzymujemy
réwnanie

el
]_ - u))( N

ktorego rozwigzanie d jest wymiarem fraktalnym krzywej Kocha.
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Naszym zadaniem jest oszacowanie wymiaru d. Zaczniemy od zbadania miedzy
jakimi liczbami catkowitymi nalezy szuka¢ naszego wymiaru. W tym celu bedziemy
zastepowali d kolejnymi liczbami catkowitymi i sprawdzali jaka jest relacja miedzy
3d a 4.

¥ =1<4 zatem d=>0,
3 =3<4 zatem d=>1,
32=-9>4 zatem d< 2.

Z tego wynika, ze poszukiwany wymiar nalezy do odcinka (1, 2).
Aby doktadniej oszacowa¢ wartos¢ wymiaru, zbadamy czy lezy on w prawej czy
lewej potowie tego odcinka. Musimy zatem sprawdzi¢ co sie dzieje dla d = 1,5 = 3/2.

3 - . . I
3z = VP =27 =510 > 1. zatem d < 1.5,

co oznacza, ze d € (1, 1.5). Zobaczmy, ze w tym przypadku poradzilibySmy sobie
doskonale nawet bez pomocy kalkulatora. Skoro 27 > 25, zatem V27 > 5, a to juz
wystarczytoby do stwierdzenia, ze d < 1.5.

W dalszej kolejnosci bedziemy postepowali podobnie, tj. bedziemy kolejno
sprawdzali co dzieje sie dla $rodka odcinka, co pozwoli nam stwierdzi¢, w ktorej
czesci odcinka lezy poszukiwana wartos¢ wymiaru. Zaczniemy od d = 1.25 = 5/4.

B d I _
31— VWV — V213 & 3.948 < 4,

czylid > 1.25, zatem d € (1.25,1.5). Teraz d = 1.375 = 11/8.
3% — VBT — VT ~ 520 > 4,

z czego wynika, ze d < 1.375, wiec d e (1.25, 1.375).
Aby oszacowa¢ wymiar d z doktadnoscig do 1/16 wykonamy jeszcze jeden krok, {j.
zbadamy srodek powyzszego odcinka, czyli liczbe:

l.Zv,)—I—_ 1.375 13195 — 21

2 16

Musimy zatem obliczyé 3°Y*®. Chcac zrobié to jak poprzednio napotykamy pewng
trudnosc¢ - wiekszo$¢ kalkulatoréow nie dysponuje tyloma cyframi na wyswietlaczu,
aby wyswietlic¢ wartosé 3%, Trudnos$é¢ te mozemy jednak z tatwoscia pokonag,

korzystajac z wtasno$éci poteg:

— —
31 n o
3% al.gm 3. \/ V/\/ ViE 3 \,f v V243 ~ 4229 > 4,

zatem d < 1.3125. Ostatecznie wiec, wymiar fraktalny krzywej Kocha d € (1.25, 1.3125).
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CWICZENIE 5. Korzystajac jedynie z kalkulatora pozwalajagcego wyznaczyé
pierwiastek kwadratowy, oszacuj z doktadnoscig do 1/16 wymiar fraktalny gabki
Mengera.

Gabke Mengera konstruowaliSmy z szescianu o krawedzi dtugosci 1. DzieliliSmy go
na szesciany trzy razy mniejsze - jest ich dwadziescia siedem - i usuwaliSmy po
jednym ze srodka kazdej ze Scian oraz jeden ze Srodka catej bryly. Nastepnie
powtarzaliSmy te procedure nieskonczenie wiele razy, dla kazdego szescianu
pojawiajgcego sie w danym kroku konstrukcji. Wynika stad, ze gabka Mengera
sktada sie z 20 swoich wiernych kopii 3 razy mniejszych. Jej wymiar fraktalny d jest
zatem rozwigzaniem rownania
20 = 3¢

Podobnie jak w poprzednim zadaniu, zaczniemy od sprawdzenia co dzieje sie, gdy
d zastgpimy kolejnymi liczbami catkowitymi.

P =1<20. zatem d >0,

31 =3 <20, zatemm d > 1,

32— 9«20 zatem d>2

327520, zalem d< 3.
Czyli wymiaru gabki Mengera bedziemy poszukiwali w przedziale (2, 3).
Teraz bedziemy po kolei badali srodki pojawiajgcych sie odcinkow, aby stwierdzic,
w ktdrej czesci odcinka znajduje sie poszukiwany wymiar.

_A'

325-32.31=0./3~15588<20 — d>25 =— de(2.5,3),

2.31-9. V V2T~ 20516 >20 — d<275 — de¢ (2.5,2.75),

A Rt

3262 — 32 .33 —9. \ \J" U3~ 17883 <20 = d>2625 = de(2.6252.75).

- . . » 26254975 -
W ostatnim kroku, aby uzyskaé¢ dokladnoéé¢ 3z, zbadamy d = 2683 _ 9 6]TH = )l—lr.

326875 — 32. 3% = 9. \ x VVITTIAT & 19.154 < 20,
zatem d > 2.6875, czyli ostatecznie d € (2.6875, 2.75).

CWICZENIA DODATKOWE DO SAMODZIELNEGO WYKONANIA.

e Oblicz dlugosc¢ krzywej Kocha.

e  Zaproponuj wiasny fraktal. Opisz jego konstrukcje i oszacuj wymiar fraktalny.

e Sprobuj zaprojektowaé fraktal imitujgcy jakis obiekt naturalny (np. paproc,
drzewo). Opisz jego konstrukcje przy pomocy rodziny funkcji.
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FIZYKA
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OD LUCZYWA DO LASERA

dr inz. Irena Gronowska

1. Badanie widma swiatta biatego

Przyrzady: siatka dyfrakcyjna, ekran, latarka z zaréwkag, latarka z tak zwang diodg
biatg.

Po wyciemnieniu pomieszczenia oswietlamy siatke otrzymujgc widmo na ekranie.
Obserwujemy otrzymane widma. Mozemy postuzy¢ sie telefonem komdrkowym
Zz kamerg, badz aparatem fotograficznym i zarejestrowac otrzymane obrazy. Czym
sie réznig? Czy po zastosowaniu bardziej precyzyjnej siatki dyfrakcyjnej
otrzymalibySmy widmo w postaci pragzkow?

2. Badanie swiatta emitowanego przez neonéwke za pomoca siatki dyfrakcyjnej

Potrzebne: dwie siatki dyfrakcyjne o roznych znanych statych d, ekran, neondéwka,
zasilacz, spektrometr optyczny.

Po wyciemnieniu pomieszczenia oswietlamy siatke otrzymujgc widmo na ekranie.
Obserwujemy otrzymane widmo. Mozemy postuzy¢ sie telefonem komérkowym
Zz kamerag, badz aparatem fotograficznym i zarejestrowac otrzymany obraz.
Na ekranie umieszczamy podziatke milimetrowa, na ktérej zaznaczamy potozenie
prazkow. Mierzymy odlegtos¢ siatki od ekranu. Wyznaczamy dtugosci fali A dla
dobrze widocznych prazkow, korzystajac ze wzoru:

dsing=nAi
gdzie ¢ — kat pod jakim obserwujemy prazek, kat wyznaczymy majgc odlegtos¢ siatki
od ekranu i odlegto$¢ prazka od potozenia na wprost
n=1,2,... rzad widma
Jezeli dysponujemy spektrometrem optycznym, to powtarzamy pomiary.
Poréwnujemy otrzymane wyniki dla obu metod. Czy sg ze sobg zgodne? Czy zgodne
sg z wynikami tablicowymi?
Czy wyniki udato sie otrzymac dla obu siatek?

3. Badanie charakterystyk elektrycznych diody elektroluminescencyjnej

Potrzebne: diody elektroluminescencyjne LED — czerwona, zielona i niebieska,
zasilacz regulowany Z, woltomierz cyfrowy VC, miliamperomierz mA, opornik
zabezpieczajgcy R.

taczymy obwdd jak na rysunku. Diode polaryzujemy w kierunku przewodzenia.
Wykonujemy pomiary pradu diody | w funkcji napiecia U - odczyty
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z miliamperomierza i woltomierza cyfrowego. Obserwujemy Swiecenie diody. Przy
jakim napieciu pojawia sie Swiatto. Wykonujemy wykres | = f(U). Zaznaczamy
napiecie, przy ktorym nastepuje gwattowny wzrost pradu. Pomiary powtarzamy dla
kolejnych diod. Czy przy takim samym napieciu nastepuje gwattowny wzrost pradu?
Wyliczamy energie kwantow odpowiadajgcych dtugosci fali dla kolejnych diod.

. Badanie diod elektroluminescencyjnych za pomoca siatki dyfrakcyjnej

Potrzebne: diody elektroluminescencyjne LED — czerwona, zielona i niebieska,
zasilacz requlowany Z, miliamperomierz mA, opornik zabezpieczajgcy R, siatka
dyfrakcyjna, ekran, aparat fotograficzny lub telefon komorkowy z kamersq.

taczymy obwodd jak na rysunku c¢wiczenia 3, mozna nie stosowac woltomierza
cyfrowego, ale miernik pradu jest potrzebny. Diode polaryzujemy w kierunku
przewodzenia. Oswietlamy siatke dyfrakcyjng Swiattem  kolejnych  diod
elektroluminescencyjnej. Obserwujemy i rejestrujemy obraz. Jakie widmo
otrzymujemy? Czy przy zmianie odlegtosci widzimy dobrze obraz?

. Badanie dyfrakcji Swiatta emitowanego przez laser
Potrzebne: laser pofprzewodnikowy, siatka dyfrakcyjna, ekran.

Po zaciemnieniu pomieszczenia oswietlamy siatke. Obserwujemy obraz na ekranie,
zwiekszamy odlegtos¢ miedzy siatkg a ekranem. Obserwujemy obraz. Umieszczamy
podziatke milimetrowg na ekranie, zaznaczamy potozenie punktéw w widmie
i1l rzedu. Mierzymy odlegtos¢ siatki od ekranu. Wyznaczamy dtugosc¢ fali,
korzystajac ze wzoru: dsing=ni dlan=1in=2,

kat @ wyznaczamy majac odlegtos¢ punktéw od potozenia na wprost i odlegtos¢
siatka — ekran.
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Odpowiedzi

Ad 1. Obrazy widm sg rozne. Dioda biata ma przewage barwy niebieskiej, poniewaz
obecnie najczesciej wykorzystywane w latarkach diody biate emitujg widmo ciggte
luminoforu, ktéry jest pobudzany do Swiecenia przez diode niebieskg (najwieksze
energie promieniowania optycznego z zakresu widzialnego).

Nie mozna uzyska¢ widma w postaci prazkdéw, mimo kwantowego charakteru kazdej
emisji. R6znice dtugosci fali sg zbyt mate.

Ad 2. Metoda pomiaru z wykorzystaniem ekranu jest mniej doktadna, niz
z mozliwoscig stosowania spektrometru, moze by¢ obarczona znacznymi btedami
(niepewnosciami pomiarowymi).

W przypadku stosowania siatki o wiekszej statej, otrzymany obraz bardziej
przypomina widmo ciggte , odlegtosci miedzy prazkami sg bardzo niewielkie i trudno
je wyznaczy¢ na ekranie.

Ad 3. Przy najnizszym napieciu zaczyna swieci¢ dioda czerwona, a niebieska przy
najwyzszym. Najmniejszej energii odpowiadajg kwanty emitowane przez diode
czerwong, a najwyzszej — przez diode niebieska. Energie kwantéw sg zblizone do
wysokosci bariery energetycznej diody.

Ad 4. Otrzymujemy widmo pasmowe, zwigzane jest to z energetyczng strukturg
pasmowg potprzewodnikow. Przy zwiekszaniu odlegtosci obraz staje sie Zle
widoczny, poniewaz wigzka jest rozbiezna i im dalej, tym mniejsze natezenie Swiatta.

Ad 5. Otrzymujemy obraz w postaci punktéw. Laser emituje Switato spdjne o widmie
liniowym . Diugos¢ fali powinno sie bez trudu wyznaczyc¢. Jezeli zastosowano laser
czerwony, to wynik powinien by¢ ponad 0.6 um.
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FIZYKA ARYTMII CZYLI JAK FIZYCY WSPOLPRACUJA Z KARDIOLOGAMI,
KTORA GODZINA JEST NA BIEGUNIE I JAK UCZESAC JEZA?

dr inz. Teodor Buchner

1. Trygonometria.

Masz trojkat prostokatny o bokach 3, 4 i 5. Dwa katy ostre to katy o i B (dowolnie).
Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych sinus, kosinus, tangens i kotangens
(czyli 1/tangens) tych katow. Nastepnie sprawdz w tablicach matematycznych ile
wynoszg wartosci katéw o i 3.

Odp: Katy wynoszg okoto 37° (dokfadnie 36.86°) i okoto 53° (doktadnie 53.13°).

2. Rozktadanie predkosci.

Mréwka wyrusza z rogu prostokatnego stotu o wymiarze 1x2m z predkoscig 1 cm/s.
Predkos¢ mréwki tworzy kat 45° z dluzszym bokiem stotu. Po jakim czasie i w jakim
punkcie mrowka dojdzie do przeciwlegtej krawedzi stotu.

Odp: Po uptywie 1002 sekund mréwka znajdzie sie na przeciwleglym korcu —
doktadnie w pofowie szeroko$ci stotu.

3. Rybak znajduje sie na rzece, ptynacej na poétnoc, ktorej predkos¢ nurtu wynosi
w kazdym miejscu V* i jest stata. Rybak moze wiostowac z predkoscig V wzgledem
wody. Rybak obiera sobie kurs ¢, jakim zamierza ptyna¢, z przedziatu 0-360°.
Poniewaz rybaka znosi rzeka, w rzeczywistosci bedzie ptynat kursem . Wyznacz
funkcje v =f (¢), wedtug ponizszych krokow:

Wyznacz za pomoca kinematyki (sktadanie predkosci) zaleznos¢ funkcyjng
v =f (¢). Uzyj parametru V*/V.

Jaka bedzie funkcja f jesli predkos¢ rzeki wzgledem rybaka bedzie duzo wieksza
(w przypadku granicznym — nieskonczona V*/V=0 - sprawdz jak zmieni sie wzor
i narysuj przebieg tej funkcji dla ¢ od 0 do 360°.

Jaka bedzie funkcja f jesli predkosc¢ rybaka bedzie nieskonnczona V*/V= « — sprawdz
jak zmieni sie wzor i narysuj przebieg funkciji.

Czy azymut ruchu rybaka y wzro$nie czy zmaleje na skutek predkosci nurtu rzeki?
Jaki charakter ma ta zmiana dla kazdej C<¢wiartki ukltadu wspétrzednych
rozpatrywanych po kolei.
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Narysuj jak w przyblizeniu przebiega funkcja f dla posrednich wartosci V*/V (wez na
przyktad V*/V=1/2 lub V*/\VV=2).

Czy wystepuje taka wartos¢ V* dla ktorej posta¢ rozwigzania zmienia sie jakosciowo
(znaczaco rozny typ rozwigzania)?

Jak wyglada funkcja f dla réznych wartosci parametru — narysuj funkcje 2-D uzywajgc
pakietu graficznego (np. Octave) lub wykonaj model z papieru lub folii aluminiowej.

Odp: tg (w)=(sin ¢)/ (cos ¢+ V*)

e &

) \wu Vv )/-‘----J\w-o

NESWN NESWN

Rysunek 1. Kurs rybaka jako funkcja kursu zamierzonego dla dwoch przypadkow: a)
kiedy predkos¢ rzeki V* jest mniejsza od predkosci rybaka V (po lewej),

IS

b) kiedy predkosc rzeki V* jest wieksza od predkosci rybaka V (po prawej).

Liczba W to tzw liczba obrotow (winding number) , ktora mowi o ile zmieni sie
wartos$é funkcji jesli kqt (faza) ktory jest jej argumentem zmieni sie o 360°. Por.
http://en.wikipedia.org/wiki/Winding_number

Rys. Za A.T. Winfree.

4. Wykonaj z gliny, piasku lub ciasta model fali potencjatlu czynnosciowego dla
pobudzenia zatokowego (fala kulista) i model fali spiralnej — poziom ciasta jest
najwyzszy tam gdzie potencjat czynnosciowy ma wiekszg warto$¢ (kolor czerwony),
a najnizszy tam gdzie widoczny jest kolor niebieski (por. Rysunek 2). Dla fali kulistej
uwzglednij takze poprzednie pobudzenia (beda to kolejne takie fale o wiekszej
srednicy, najlepiej jesli bedzie ich kilka / wiele). Dla fali spiralnej: przediuz jej koniec
tak zeby w obszarze modelu miescito sie kilka zwojéw.

Na podstawie modelu lub na podstawie zamieszczonego rysunku odpowiedz na
pytanie: Jesli w chwili t=0 pobudzenie wygladato tak jak na rysunku 2 w dolnym
rzedzie z lewej strony to ile razy przeszto pobudzenie przez punkty znajdujgce sie na
koncu dwoch czarnych linii, widocznych na rysunku 2.
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Rysunek 2: Potencjat czynnosciowy w tkance serca cztowieka dla
pobudzenia zatokowego (gorny rzaqd rysunkow) i fali spiralnej (dolny
rzqd rysunkow). Kolory jak na mapie fizycznej: niebieski oznacza
wartos¢ spoczynkowq (najnizszq), zas czerwony najnizszq. Linia
ktorq tworzq czerwone punkty oznacza polozenie maksimum
potencjatu czynnosciowego (frontu fali pobudzenia) w danym
momencie. Wiele fal spiralnych w ruchu dla roznych modeli tkanki
miesnia sercowego mozna zobaczy¢ na stronie:
http://www.scholarpedia.org/article/Models_of cardiac_cell

5. Na wykonanym modelu potdz kotko z drutu. lle wynosi roznica faz (liczba obrotow)
liczona wzdtuz kotka jesli a) w srodku kotka znajduje sie czubek fali spiralnej, b)
w srodku kotka nie znajduje sie czubek fali spiralnej. Uwaga: liczba obrotéow jest
réwna liczbie maksiméw potencjatu czynnosciowego, znajdujgcych sie pod kotkiem.

Odp: a) 360°, b) 0.

6. Suma potencjatdéw czynnosciowych generowanych przez miesien sercowy daje sie
obserwowa¢ w formie potencjatow elektrycznych na powierzchni ciata — klatki
piersiowej lub konczyn. Jest to wykorzystywany w badaniu serca elektrokardiogram -
EKG. Nizej przedstawiona jest krzywa EKG dla pobudzenia zatokowego.
Na wykresie EKG analizuje sie:
linie izoelektryczng — linia pozioma zarejestrowana w czasie, gdy w sercu nie
stwierdza sie zadnych pobudzen (aktywnosci). Najtatwiej wyznaczy¢ jg wedtug
odcinka PQ. Stanowi ona punkt odniesienia ponizszych zmian
zalamki — wychylenia od linii izoelektrycznej (dodatni, gdy wychylony w gore;
ujemny, gdy wychylony w dot)
odcinki — czas trwania linii izoelektrycznej pomiedzy zatamkami
odstepy — faczny czas trwania odcinkdéw i sgsiadujgcego zatamka
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ZALAMEK ODCINEK  ZESPOL ODCINEK ZALAMEK  ZAEAMEK

P PQ QRS ST T U

_ "\

‘P PQ ODSTEP QT

Przyktadowy zapis EKG
Zrodto: Wikipedia; plik: EKGKomplexPL.svg

Oblicz czas trwania prawidiowego zatamka P, jezeli na wykresie EKG ta linia ma
dtugos¢ 3mm przy zapisie 25mm/s.

Odpowiedz:

Dla dociekliwych ( dla tych ktérzy nie boja sie komputera)

Tres¢ ponizszych programow nalezy wpisaC uzywajgc notatnika Windows,
Linuksowego vi lub innego prostego edytora tekstowego (tzn. nie Worda) do plikéw
rowboat.m i rowboat 3d.m — ponizej sg teksty obu plikdw. Nastepnie nalezy
uruchomi¢ skrypt rowboat 3d.m w Srodowisku Octave. Opis instalacji srodowiska
Octave (darmowy odpowiednik Matlab’a) znajdziecie Panstwo na przyktad tutaj:
http://www.neuroinf.pl/Members/danek/swps/exercises html

Znakiem procentu poprzedzone sg komentarze. Oczywiscie nie trzeba ich
przepisywac.

Matlab lub jego odpowiednik Octave to pakiet matematyczny, ktéry umozliwia na
przyktad wyliczenie wartosci funkcji i wykreslenie jej wykresu. Srodowisko Matlab jest
szeroko uzywane w nauce i technice, na przyktad w analizie sygnatu, w zwigzku
ztym warto sie z nim zapoznaé¢. Efekty akustyczne wykorzystywane w muzyce
elektronicznej lub tez transformacje obrazéw mozna projektowaé i wykonywac za
pomocg srodowiska Matlab.
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rowboat.m

function [psiprime] = rowboat(psi,v,vstar) % ten nagtéwek oznacza ze w tym pliku
zdefiniowana jest funkcja i pokazuje z jakimi parametrami bedzie wywotana.
%Funkcja wylicza nowa faze rybaka (kurs ktorym faktycznie bedzie sie poruszat)
w funkcji starej fazy (kursu ktérym chce ptyngc)
%Psi oznacza starg faze, psiprime — nowg faze.
%Ponizej podany jest opis wzoru zdefiniowanego w tej funkgciji.
%sn = sin(2 * pi * psi);
%cs = cos(2 * pi * psi);
%vv = vstar ./ v;
%denom =cS - Vv,
%frac = sn ./ denom;
%psiprime = atan(frac);
%psiprime = atan( sin (2 * pi * psi) ./ (cos(2* pi * psi) - vstar ./ v));
if(nargin==2)
% Jesli do funkcji przekazane sg dwa parametry — drugi z nich to iloraz vstar ./v. Jesli
trzy: sg to kolejno psi v i star

psiprime = atan( sin (psi) ./ (cos(psi) — Vv)); % tu nastepuje wyliczenie wartosci
psiprime w wersji z dwoma argumentami. Atan to funkcja arcus tangens — funkcja
odwrotna do funkcji trygonometrycznej. Sin i cos to funkcje sinus i cosinus.
else

psiprime = atan( sin (psi) ./ (cos(psi) - vstar ./ v)); %tu nastepuje wyliczenie
wartosci psiprime w wersji z trzema argumentami
end %zakonczenie petli if/else
end %zakonczenie procedury

rowboat_3d.m
%Zmienna vstarv = vstar ./ v;
vstarv = 0.1:0.1:2.0; %Utworz wektor ztozony z wartosci od 0.1 do 2.0 ze skokiem co
0.1.
psi = -pi:0.1:pi;% -Utworz wektor o wartosciach od - pi do pi ze skokiem co 0.1.
[Xpsi,Yvstarv] = meshgrid(psi,vstarv); % Utworz dwuwymiarowg siatke (macierz)
wszystkich mozliwych wartosci parametrow psi i vstarv
- potrzebng do wyliczenia wartosci funkgciji
Zpsiprime = rowboat(Xpsi,Yvstarv); %Wyznacz warto$¢ funkcji dla tych warto$ci
parametrow
s=surf(Xpsi,Yvstarv,Zpsiprime); %Narysuj wykres
xlabel(\phi');%Ustaw etykiete osi X
ylabel('vA{*}/v");%Ustaw etykiete osi Y
zlabel("\phi"');%Ustaw etykiete osi z
title('3-D"); %Ustaw tytut wykresu
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set(gca, XTick',-pi:pi/2:pi) %Ustaw os X od -pi do pi

set(gca, XTickLabel',{-pi','-pi/2','0",'pi/2','pI'}) % Ustaw etykiety osi X
set(gca,'ZTick',-pi/2:pi/2:pi/2)%Ustaw 0s Z od -pi /2do pi/2
set(gca,'ZTickLabel' ,{-pi/2','0','pi/2'}) % Ustaw etykiety osi Z
set(s,'EdgeColor','none"); % Usun krawedzie z wykresu.

print( "wykres.png", "-dpng");%zapisz otrzymany obrazek do pliku graficznego
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OD KWARKOW DO GROMAD GALAKTYK - BUDOWA I DZIEJE
WSZECHSWIATA

dr Krystyna Wosinska

1. Znamy trzy rodziny leptonow:
elektron i neutrino elektronowe

[l mion i neutrino mionowe

[Il taon i neutrino taonowe
Przynaleznos¢ do danej rodziny okreslajg liczby leptonowe: elektronowa, mionowa
i taonowa. Kazda czgstka ma takze swojg antyczastke. Wartosci liczb leptonowych
i tadunkéw leptonow i antyleptonéw zestawiono w tabeli:

Nazwa Symbol tadunek Liczba leptonowa
czastki lub
antyczastki elektronowa | mionowa | taonowa
Elektron e -1 1 0 0
neutrino v, 0 1 0 0
elektronowe
antyelektron o 1 1 0 0
(pozyton)
antyneutrino v 0 1 0 0
elektronowe
Mion 7. -1 0 1 0
ngutrlno v, 0 0 1 0
mionowe
Antymion U 1 0 -1 0
antyneutino —
yneut V. 0 0 1 0
mionowe
Taon T -1 0 0 1
neutrino v. 0 0 0 1
taonowe
antytaon Tt 1 0 0 -1
antyneutrino v 0 0 0 1
taonowe
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W rozpadach leptondw liczby leptonowe: elektronowa, mionowa i taonowa sg zawsze
zachowane.

Oczywiscie musi tez by¢ zachowany tadunek elektryczny.

Przeanalizuj dane zawarte w tabeli i odpowiedz, czy moze zaj$¢ nastepujacy rozpad:

a. T o> u +v,

b. T > UV, Y,

C. u —>e +v,+v,
+ + -

d. u—>et+v +v,

e. e Du +v.+v,

Odpowiedzi:

a. Nie, liczba taonowa nie jest tu zachowana - przed rozpadem liczba taonowa
réwna jest 1, po rozpadzie réwna 0.

b. Tak, liczba taonowa przed rozpadem i po rozpadzie rowna jest 1, liczba mionowa
réwna jest 0.

c. Nie, wprawdzie liczba mionowa jest zachowana (przed i po rozpadzie rowna -1),
liczba elektronowa tez jest zachowana (stale réwna 0), ale fadunek nie jest
zachowany.

d. Tak, liczby leptonowe mionowa i elektronowa sg zachowane. tadunek réwniez
jest zachowany.

e. Nie, wprawdzie liczby leptonowe i tadunek sg zachowane, ale naruszona bytaby
zasada zachowania energii. Zgodnie z tym, o czym byla mowa na wykfadzie
elektron ma mniejsza mase (a wiec i energie spoczynkowa E = mc?) niz mion,
wiec nie starczytoby energii na utworzenie mionu. Elektron jest najmniejszym
leptonem, nie ma na co sie rozpasc i dlatego jest czastkg trwata.

2. Oszacuj liczbe protondw w obserwowalnym Wszechswiecie. Promien
obserwowalnego Wszechswiata wynosi 13,7 mld lat swietinych (takg droge Swiatto
mogto przeby¢ od Wielkiego Wybuchu — czas zycia Wszechswiata wyznaczono w
eksperymencie WMAP na 13,7 mid lat z doktadnoscig 1% ). Zatdéz, ze zawartosé
Wszechswiata to wodér (zawarto$¢ ciezszych pierwiastkow pomijamy). Gestosé
materii we Wszechswiecie wynosi w przyblizeniu 1 atom na metr szescienny.
Predkosé $wiatta réwna jest 3-108 m/s.

Rozwigzanie: 1 rok =31 536 000 s = 3,1536:10" s

Promien Wszechswiata przeliczamy na sekundy swietlne wykonujgc mnozenie

R = 13,7:10%3,1536-10" s $wietinych = 4,320432-10%" s $wietlnych. Aby wyrazié
promien w metrach mnozymy otrzymang wartos¢ przez predkosc swiatta.

R = 13,7 mld lat $wietlnych = 4,320432-10"" s -3:10%m/s = 12,961296:10*°m

Objetos¢ Wszechséwiata V = 4/3 -n'R*=9,1162:10® m* = 10"° m?
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Odp.: Liczba protonéw we Wszechswiecie to okoto 107°.

3. Anihilacja to zjawisko zachodzace, gdy materia spotyka sie z antymateria.
Materia i antymateria w wyniku anihilacji znikajg, a cata ich energia spoczynkowa E =
mc? zamienia sie w energie promieniowania.

Wyobraz sobie, ze odkryte$ zrédto antymaterii i znalaztes metode zamiany energii
powstatej podczas anihilacji w energie elektryczna. lle zarobisz, gdy poddasz
anihilacji 1 kg materii i 1 kg antymaterii? 1 kWh energii elektrycznej kosztuje 0,50 zt.

Rozwiazanie:
Uzyskana energia: E = mc? = 2 kg+(3-10® m/s)? = 18:10*® J = 5-10%° kwh
Warto$é tej energii to 5:10'° kWh-0,5 zkWh = 2,5-10'° zt

Odp. Zarobek wyniesie 25 miliardow zi

4. lle kilogramow materii trzeba by anihilowaé, aby zasilac Polske przez rok
w energie elektryczng. Roczne zuzycie energii elektrycznej w Polsce wynosi okoto
150 TWh.

Rozwiazanie: Energie 150 TWh wyrazamy w J, wykonujac dziatanie:
150 TWh = 150-10** Wh = 150-10** W- 3600 s = 5,4:10'" J

_E _ 54.10"J
¢t €10°m/s >

Odp. Potrzeba tacznie 6 kg, czyli 3 kg materii i 3 kg antymaterii

=0kg

5. Ucieczka galaktyk z predkosciami wprost proporcjonalnymi do odlegtosci od
Ziemi wcale nie oznacza, ze Ziemia lezy w centrum Wszechswiata. Niedowiarek
moze sie o tym przekonaé, udowadniajgc, ze dowolne dwa punkty A i B lezgce na
rozcigganej gumie oddalajg sie od siebie z predkoscig wprost proporcjonalng do
odlegtosci miedzy nimi. (Taka guma jest bardzo uproszczonym, jednowymiarowym
modelem rozszerzajgcego sie Wszechswiata.)

Wskazdéwka: Zatoz, ze dtugo$¢ gumy w czasie At powiekszyta sie k razy

Rozwiazanie:

A r B
. .

A lll\"l' B
, *

W czasie At, gdy guma wydtuzyta sie k razy, odlegto$¢ punktu B od punktu A wzrosta
od r do k-r, czyli punkt B oddalit sie od Ao A4S = k-r-r
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Predkos¢, z jaka punkt B oddalat sie od punktu A:
AS k-r-r k-1
vV = = = r
At At At

Jesli podstawimy
p =K1
At

otrzymamy prawo Hubble’a: v = H -r stuszne dla dowolnych 2 punktéw.
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SWIATLOWODY

prof. dr hab. Mirostaw Karpierz

1. Doswiadczenie z tyzeczka w szklance

Nala¢ wode do przezroczystej szklanki z rownymi sciankami. Szklanka z wodg jest
soczewka cylindryczng o czym mozna sie przekonac spogladajac przez szklanke na
przedmioty umieszczone na zewnatrz szklanki. Wtozy¢ do szklanki tyzeczke, stomke
lub patyczek. Patrzac z boku na granicy woda/powietrze tyzeczka wydaje sie
podzielona na dwie rozsuniete czesci. Przesuniecie to zmienia sie wraz
Z przesuwaniem tyzeczki w lewo i w prawo w strone brzegu szklanki. Jest to
spowodowane zatamaniem $wiatta na granicach woda/szkfo i szkto/powietrze. Gdy
nie ma wody, zatamanie na obu powierzchniach szkta (réwnolegtych) jest takie samo
i promien swiatta ulega tylko matemu przesunieciu bez zmiany kierunku.

Po zblizeniu do brzegu szklanki, czesc tyzeczki zanurzona w wodzie zanika. Wynika
to ze zjawiska catkowitego wewnetrznego odbicia, ktére pojawig sie, gdy Swiatto
pada pod duzym katem na granice osrodkow od strony osrodka gestszego optycznie.
W doswiadczeniu mozna zmierzy¢ w przyblizeniu maksymalne rozsuniecie obrazéw
tyzeczki w wodzie i powietrzu a takze maksymalng szerokos¢ tyzeczki, ktorej nie
widac¢ (wielkos¢ obszaru z ktérego zachodzi catkowite wewnetrzne odbicie). Czy
wyniki te ulegng zmianie, jesli uzyta zostanie szklanka o innej $rednicy? Jak wyniki
doswiadczenia zmienig sie, jesli zamiast wody uzyta zostanie inna ciecz?

2. Doswiadczenie Colladona

Do doswiadczenia potrzebny jest wskaznik laserowy. W plastikowej przezroczystej
butelce nalezy zrobi¢ okragly otwdr na bocznej sciance u dotu butelki. Otwor
powinien by¢ taki, aby wyptywajgca przez niego woda tworzyta réwnomierng
cylindryczng struzke. Oklei¢ $cianke wokoét otworu nieprzezroczystym papierem.
Swiecac wskaznikiem laserowym z drugiej strony butelki zaobserwowaé prowadzenie
Swiatta w struzce wylewajacej sie wody. Doswiadczenie jest bardziej efektowne
W zaciemnionym pomieszczeniu.

3. Doswiadczenie z ugieciem swiatta na ptytach CD i DVD

Do doswiadczenia potrzebny jest wskaznik laserowy. Oswietlic wskaznikiem
laserowym rowki na ptycie CD. Zaobserwowa¢ na $cianie lub kartce papieru
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powstate ugiete promienie swiatta. Zmierzy¢ odlegto$¢ pomiedzy dwoma sasiednimi
promieniami. W takich samych warunkach dokona¢ pomiarow dla ptyty DVD.
Stosunek zmierzonych odlegtosci jest rowny stosunkowi odlegtosci pomiedzy
rowkami na obu ptytach. Na ptycie CD rowki sg w odlegtosci 1,6 mikrometra a na
ptycie DVD odpowiednio 0,74 mikrometra.

4. Doswiadczenie z bankami mydlanymi

Obserwowaé pod $wiatto puszczane banki mydlane lub cienkie btonki mydlane.
Patrzac na banki mydlane, wida¢, ze niektore z nich mienig sie réznymi barwami.
Widoczne kolory sg wynikiem interferencji Swiatta odbitego od dwdch scianek btony.
Fale, ktorych dtugosc jest zblizona do podwdjnej grubosci btony nie ulegajg odbiciu.
Natomiast fale, ktorych dtugosc jest zblizona do potowy grubosci btony sg silnie
odbijane. Poniewaz swiatto widzialne ma fale o dtugosci od okoto 0,4 mikrometra
(Swiatto fioletowe) do okoto 0,7 mikrometra (Swiatto czerwone), to btony o grubosci
kilku dziesigtych mikrometra przepuszczajg selektywnie swiatto. Dla bton zbyt
cienkich i zbyt grubych nie zachodzi taki efekt i sg one wtedy przezroczyste.

5. Zadanie z predkoscig Swiatta

Po jakim czasie Swiatto obiegnie kule ziemska? lle razy moze to zrobi¢ w ciagu
1 sekundy?

Predkos¢ swiatta to 300 000 km/s. Obwod Ziemi to okoto 40 000 km. Aby przebyc¢
takg odlegtos¢ swiatto potrzebuje 4/30 sekundy (czyli okoto 0,13 s). W ciggu
1 sekundy Swiatto moze zatem obiegna¢ Ziemie 30/4=7,5 razy.

Sygnat elektryczny w drucie porusza sie z predkosScig taka jak fala
elektromagnetyczna. Podobnie jak dla swiatta w osrodku materialnym, predkosc¢
sygnatu w drucie jest mniejsza od predkosci swiatta w prozni, ale z nig
poréownywalna. Dlatego rozmawiajgc przez telefon nie styszymy duzych opdznien
(sygnat telefoniczny dociera do nas czesciowo po kablu metalowym a czesciowo
Swiattowodem, przy czym na duzych odlegto$ciach gtownie jest to Swiattowdd).
Pojawiajgce sie opdznienia sg bardziej spowodowane réznymi elementami toru
telekomunikacyjnego (w tym liniami opozniajacymi), a nie dtugoscig kabla
i Swiattowodu.
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HOLOGRAFIA? JAKIE TO PROSTE

dr hab. Maciej Sypek

(we wspoéipracy z dr inz. Jarostawem Suszkiem)

Cwiczenie 1: Obserwacja rozszczepienia $wiatta biatego.
Potrzebne: Zzrodfo Swiatta biatego, pryzmat.

Zadanie polega na zaobserwowaniu rozszczepienia Swiatta biatego poprzez
przepuszczenie wigzki przez pryzmat. Nalezy zwroci¢ uwage na kolejnos¢é barw
powstatych w wyniku rozszczepienia. Powinna zosta¢ zaobserwowana kolejnos¢
taka jak w teczy.

Rys. 1

Cwiczenie 2: Budowa uktadu optycznego stuzacego do generowania (tworzenia) fali
ptaskiej

Potrzebne: mata zaroweczka (koniecznie bez odbtysnika) o krotkim Zzarniku, bgdz
mata dioda o duzej jasnoSci (zrodto powinno by¢ pseudo-punktowe), soczewka
o ogniskowej ok. 25cm (czyli o mocy 4D), ekran.

Zadanie polega na ustawieniu uktadu zgodnie ze schematem:

soczewka ruchomy ekran

1k
» '\
zrodio Swiatta

P
<«

v

Rys. 2
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Nalezy zmierzy¢ Srednice wigzki Swiatta powstatej na ekranie. Pomiar nalezy
powtdrzy¢ dla réznych potozen ruchomego ekranu wzgledem soczewki. Jezeli
Srednica zmienia sie znaczgco nalezy skorygowac ustawienie soczewki wzgledem
zrodta swiatta. Jezeli sSrednica nie zmienia sie istotnie na réznych odlegtosciach cel
zadania zostat osiggniety — otrzymano dobre przyblizenie fali ptaskiej.

Cwiczenie 3: Budowa uktadu obrazujgcego wykorzystujacego soczewke sferyczng

Potrzebne: Zarowka, soczewka o ogniskowej ok. 25cm (czyli o mocy 4D), ekran.

W ¢wiczeniu trzeba zbudowac ukfad przedstawiony na schemacie
ponizej.

A
v
A

v,

Rys. 3

Nalezy wréci¢ uwage aby odlegtosci x oraz y byty nie mniejsze niz ogniskowa
soczewki. W kolejnym kroku dobierajgc odpowiednio odlegtosci x i y, nalezy
zobrazowac na ekranie zarnik wykorzystanej zarowki.

Nalezy wrécic uwage aby odlegtos¢ x byta wieksza niz ogniskowa soczewki. Dla
ustalonej odlegtosci x przesuwajgc ekran, szukamy takiej odlegtosci y, aby na ekranie
uzyska¢ ostry obraz widkna zardéwki. lle jest takich potozen? Czym rdznig sie
otrzymane obrazy?

Cwiczenie 4: Obserwacja zjawiska interferencji $wiatta spdjnego

Potrzebne: Zrodfo laserowe (np. szkolny laser He-Ne, zielony pointer), siatki
dyfrakcyjne jedno- i dwuwymiarowe, skrawki réznych materiatow azurowych (np.
firanek), ptyta CD oraz ptyta DVD.

W pierwszej kolejnosci nalezy oswietli¢ laserem kolejno siatki dyfrakcyjne i materiaty
azurowe zgodnie ze schematem zamieszczonym ponizej

T

)

Laser

ekran

UL

~

Siatka dyfrakcyjna
Rys. 4
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W powstatym na ekranie obrazie prazkéw interferencyjnych nalezy zaobserwowac
roznice potozen prazkow wzgledem siebie dla siatki jedno — i dwuwymiarowe;j.

Laser O

Rys. 5
W analogiczny sposéb nalezy postapi¢ wykorzystujgc w doswiadczeniu ptyte CD
i DVD (interferencja zachodzi na krawedziach sSciezek, Sciezki te sg okoto dwa razy
gestsze na ptycie DVD niz na CD).

Cwiczenie 5: Pomiar grubosci wlosa oraz szerokosci szczeliny metodg
interferencyjng

Potrzebne: ZzZrodto laserowe (np. szkolny laser He-Ne, zielony pointer) o znanej
dtugosci emitowanej fali A, wtos, suwmiarka, miarka/linijka.

W ¢wiczeniu nalezy zbudowac uktad pomiarowy zgodnie ze schematem:
wios/szczelina ekran

Laser

&
<«

[
»

Rys. 6

W doswiadczeniu suwmiarka bedzie wykorzystywana jako szczelina o regulowanej
szerokos$ci, szczelina musi by¢ wezsza od szerokosci wigzki laserowej. Miarkag
nalezy zmierzy¢ odlegto$¢ od ekranu do wiosa/szczeliny — z; linijkg zmierzyé
odlegtos¢ miedzy dwoma ,ciemnymi” prgzkami obrazu interferencyjnego na ekranie —
X. Poszukiwang grubosé/szerokos¢ wiosa/szczeliny d mozna obliczyé korzystajac ze
WZzZoru:

Uwaga! A z reguty podawana jest w nanometrach, a z i x w milimetrach. Mierzac
odlegto$¢ miedzy kilkoma minimami mozna usredni¢ pomiar odlegtosci x.
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OGNIWA I AKUMULATORY - OD BATERII Z BAGDADU DO SAMOCHODU
NA WODOR.

dr inz. Michat Marzantowicz

1. Jedng z elektrod ogniwa stanowi srebro, a drugg glin. Podaj, ktora z elektrod
jest anoda, a ktéra katodg i oblicz takiego ogniwa SEM (napiecie pomiedzy anodg
i katodg dla ogniwa otwartego).

Wskazowka: wykorzystaj szereg napieciowy metali. Jesli znajdziesz w domu srebrng
tyzeczke i aluminiowg tyzeczke, mozesz sprobowac wykonac¢ model takiego ogniwa.
Rozwigzanie: tak zwany potencjat standardowy (wzgledem elektrody wodorowej) dla
glinu wynosi —1.66, a dla srebra +0.8. Zatem roznica wynosi 2.46V i takie napiecie
powinnismy uzyskac na zaciskach ogniwa. Glin stanie sie anodg, a srebro - katodq.

2. Bateria z ziemniaka (doswiadczenie)

Potrzebne: ziemniaki, monety miedziane lub mosiezne (1,2 lub 5 groszowki) lub
gwozdzie miedziane, folia aluminiowa, gwozdzie ocynkowane, woltomierz
z zaciskami typu ,krokodylki”, dioda, przewody z zaciskami.

Ziemniaki, cytryny lub inne owoce stanowig dobry elektrolit. Nalezy w nim umiesci¢
elektrody — poprzez wbijanie (gwozdzie miedziane i gwozdzie ocynkowane), przez
nacinanie (monety) lub przeciecie ziemniaka na plasterki (folia aluminiowa, monety).
Zmierz napiecie na zaciskach ogniwa, podigczajgc koncowki woltomierza do
elektrod. Zbadaij, jaki efekt uzyskujemy przy rownolegtym, a jaki przy szeregowym
potaczeniu takich ogniw. Dioda zaczyna swieci¢ przy napieciu okoto 3V (doktadna
wartos¢ zalezy od barwy swiatta i rodzaju diody). Wykonaj takie potgczenie ogniw, by
zaswiecita sie dioda.

Wyprobuj réwniez inne elektrolity pochodzenia naturalnego, sprébuj okreslic dla
ktérych ogniwo pracuje w stabilny sposéb. Powtdrz doswiadczenie z ugotowanym
ziemniakiem. Pokroj go w plastry, budujac stos przektadany ptytkami z metalu.
Gotowanie ziemniaka zapewnia stabilng prace ogniwa przez kilka dni — dowiodta
tego grupa izraelskich naukowcéw z Hebrew University [ J. Renewable Sustainable
Energy 2, 033103 (2010);

http://irse.aip.org/resource/l/jrsebh/v2/i3/p033103 sl1?view=fulltext ].

To ciekawe rozwigzanie ma by¢ tanig alternatywg dla tradycyjnych ogniw
przeznaczong dla panstw rozwijajgcych sie.
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3. Bateria z Bagdadu — rekonstrukcja (doswiadczenie)

Potrzebne: gliniany dzbanek lub mata butelka, ocet, rura miedziana lub zwinieta
blaszka miedziana o Srednicy nieco mniejszej niz Srednica otworu dzbana, pret
stalowy o Srednicy mniejszej niz rura miedziana, korek, plastelina.

W pierwszej kolejnosci przygotuj zatyczke do dzbana lub butelki: rure miedziang
i pret umies¢ wspotsrodkowo (mozesz w tym celu uzyé korka i plasteliny). Po
przymierzeniu zatyczki oba przedmioty powinny siega¢ prawie do dna
dzbana/butelki. Nastepnie nalej octu do wnetrza dzbana. Dopasuj ostatecznie
zatyczke i uszczelnij jg plasteling. Sprawdz napiecie na zaciskach ogniwa —
oczekiwany wynik jest rzedu dziesigtych czesci V. Poréwnaj otrzymang wartos¢
z wartoscig obliczong na podstawie z szeregu napieciowego. Przedyskutuj
z nauczycielem przyczyne ewentualnych réznic obu wartosci.

Sprébuj przy pomocy kilku potagczonych ze sobg ogniw wykonaé pokrycie
galwaniczne na powierzchni metalu. Przygotuj roztwér (mozesz do tego celu
wykorzystac resztke octu lub wykonac¢ roztwér soli) w szklanym naczyniu lub misce.
Zanurz w nim ptytke miedziang i przedmiot, ktéry zamierzasz pokry¢ warstwg miedzi
— moze to byC np. blaszka aluminiowa, zelazna Iub ocynkowana. Podtgcz
odpowiednio elektrody — blaszka miedziana w roztworze ma sta¢ sie anoda,
a przedmiot pokrywany warstwg miedzi — katodg. Zostaw doswiadczenie na kilka
godzin i sprawdz jakos¢ pokrycia.

4. Szereg elektrochemiczny (doswiadczenie)

Potrzebne: zlewki szklane, elektrolit - roztwdr kwasu siarkowego (VI) (moze byc¢
rowniez bezpieczniejszy w uzyciu roztwor soli), jednakowych rozmiarow ptytki
z roznych metali (miedz, cynk lub Zelazo pokryte cynkiem, zelazo, aluminium, cyna,
otow), miernik (woltomierz), zaciski ,krokodylki”, rekawiczki, okulary ochronne.

Pod kierunkiem nauczyciela przygotuj roztwor kwasu siarkowego (ok. 10%) (lub inny
elektrolit) w duzym naczyniu. W przypadku uzycia kwasu siarkowego zachowaj
szczegolng ostroznos¢, poniewaz jest silnie zracy. Nastepnie nalej elektrolit do kilku
zlewek, umieszczajac w nich ptytki z réznych metali. Zmierz napiecie pomiedzy
elektrodami dla kazdej pary ptytek. Zapisz obserwacje. Powtérz doswiadczenie po
okoto pdét godziny. Na podstawie otrzymanych wynikéw sprobuj utworzy¢ swojgq
wersje szeregu elektrochemicznego metali. Porownaj jg z szeregiem potencjatow
standardowych wzgledem elektrody wodorowej, sformutuj wnioski.

5. Instrukcja obstugi

Sprawdz, jakiego typu ogniwa znajdujg sie w urzadzeniach elektronicznych w szkole
i w Twoim domu. Zwré¢ uwage, czy sg one eksploatowane w odpowiedni sposéb.
Postaraj sie sporzadzi¢ prostg instrukcje tadowania urzadzen dla domownikdow.
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6. Korozja (doswiadczenie)

Elektrochemia bada nie tylko reakcje zachodzace w ogniwach elektrochemicznych,
ale rowniez zjawiska korozji. Sprébuj wyjasni¢, dlaczego tgczenie réznych metali
moze przyspieszaC korozje. Zastanow sie, jakich metali nie powinno sie faczyc
w warunkach $rodowiska sprzyjajagcych korozji. Sprawdz, jaki jest skiad stali
kwasoodpornej i z jakich wzgledow ulega ona korozji znacznie wolniej niz zwykta
stal.

W kilku zamknietych stoikach umies¢ elementy z réznych metali — w kontakcie ze
sobg i osobno. Do kazdego stoika nalej odrobine roztworu wodnego soli kuchennej,
a nastepnie zakre¢ pokrywke. W celu przyspieszenia korozji umiesc¢ stoiki na
grzejniku lub stonecznym parapecie. Prowadz regularne obserwacje stoikow co
tydzien. Zapisz wnioski. Swoje obserwacje skonsultuj z nauczycielem.
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FOTOWOLTAIKA, CZYLI JAK FIZYK KORZYSTA ZE SLONCA

dr inz. Pawet Zabierowski

1. Ogniwo stoneczne zasilajgce kalkulator kieszonkowy ma wymiary 10 mm x 50 mm.
Wydajnos¢ konwersji fotowoltaicznej wynosi 15 %. Jaka musi by¢ moc i natezenie
promieniowania padajgcego na ogniwo, aby mozna byto uzyska¢ 5 miliwatéw mocy
elektrycznej?

Odpowiedz:
Wydajnosc¢ n = Pe/ P+ 100% — moc promieniowania Ps= 100% / n ¢ Pe = 33 mW.
Natezenie promieniowania | = Pg/ S, S — powierzchnia, | =6 mW/cm?

2. Panel fotowoltaiczny o powierzchni 1 m? wykonany z materialu CdTe ma
wydajnos¢ 10 %. Zapotrzebowanie na energie elektryczng domu jednorodzinnego
wynosi na rok okoto 4000 kWh. Obliczy¢, jakga powierzchnie dachu nalezy pokryc
panelami fotowoltaicznymi, aby uzyska¢ 50% tej wartosci. Przyja¢, ze
nastonecznienie wynosi $rednio 1000 kWh/m? na rok (dane dla Polski).

Odpowiedz:
Powierzchnia S = 0.5 « 4000 kWh / (0.1+1000kWh/m?) = 20 m?

3. O ile mniejsza mogtaby by¢ ta powierzchnia, gdyby wykorzystaé¢ panele z krzemu
krystalicznego o wydajnosci 18 %.

Odpowiedz.:
Prawie dwukrotnie mniejsza.

4. Narysowaé jasng charakterystyke prgdowo-napieciowg idealnego ogniwa
stonecznego, zaznaczy¢ Vo, lsc, FF, punkt mocy maksymalnej. Jak zmieni sie
rbwnanie i ksztatt charakterystyki, jezeli w obwodzie uwzglednimy opornosci
szeregowg (Rs)i rownolegta (Rsn) wystepujgce w ogniwie rzeczywistym?
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Charakterystyka
Jciemna”
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Model zastepczy rzeczywistego ogniwa stonecznego.

5. Wyznaczy¢ eksperymentalnie parametry V.. oraz ls. dla ogniwa stonecznego
zasilajgcego lampe ogrodowa.
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LHC - CZYLI BIG BANG W LABORATORIUM

prof. dr hab. Jan Pluta

1. Energia protonéw przyspieszanych w LHC bedzie wynosi¢ 7 TeV, czyli
710'? elektronowoltéw. Jaka bedzie wtedy predkosé protonéw? Jaka to
bedzie czes¢ predkosci swiatta?

Pamietamy, ze

E:m-c2

gdzie E jest petng energig czgstki, m - jej masa, a c jest predkoscig Swiatta w prozni.
Pamietamy tez, ZzZe w szczegdlnej teorii wzglednosci, masa czgstki zalezy od jej
predkosci. Mamy zalezno$¢ nastepujaca:

m=my-y (@)
gdzie my jest masg czastki nie poruszajgcej sie, ktérg nazywamy "masag
spoczynkowg", a y, to tzw. czynnik Lorentza, ktéry zwigzany jest w predkoscig
czastki nastepujaca zaleznoscig

1@

y = 7

gdzie B jest stosunkiem predkosci czastki v do predkosci swiatta w prozni ¢ , albo
inaczej mowigc, predkoscig czastki wyrazong w jednostkach predkosci swiatta. Jest
to wtasnie wielkos¢ poszukiwana w naszym zadaniu.

B = v 3)
C
Znajac energie czastki E oraz jej mase spoczynkowg mg i wartos¢ predkosci swiatta
w prozni ¢ mozemy wyliczy¢ predkos¢ czastki. Wstawiajgc kolejno do pierwszego
réwnania wielkosci podane w nastepnych wzorach, otrzymujemy:

2 2
E=m-02=m0-y-c2= Mo - = Mo -
1—ﬁ2 ) 2
Rt
C

Wyliczmy wartos¢ B, czyli predkosc czastki w jednostkach predkosci Swiatta. Kwadrat
energii catkowitej moze by¢ wyrazony wzorem
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Ezzﬁ_fmﬂ'cz
1- B

skad wyznaczamy wartos¢ B , wykonujac przeksztatcenia tego wzoru:

2

bog-<* bro-c?)
E? E

Mamy wyznaczony kwadrat predkosci, wiec sama predkos¢ wyniesie

B= 1_M: 1_[’”0'62}2

E? E

Teraz juz mamy wszystko, co potrzeba. Zapiszmy dane liczbowe:

e masa spoczynkowa protonu pomnozona przez kwadrat predkosci swiatta, to
tzw. "energia spoczynkowa" protonu. Fizycy na ogét wiasnie tak wyrazajg
masy czgstek. (zobacz np. [*]) Warto$¢ ta wynosi dla protonu w przyblizeniu:
moc?= 938 MeV,

e Energia protonu w LHC wynosi: E =7 TeV = 7000 000 MeV

Mamy zatem:
moc?/ E = 938MeV / 7000000 MeV = 0.000134

) 2
8= 1—{’”0; } = J1-(0.000134)? ~0.999999991

Predkos¢ protonow wynosi¢ wiec bedzie 99.9999991 % predkosci swiatta w prozni(!)
Predkos¢ swiatta w prézni wynosi (zobacz np. [*]):

Cc =299 792 458 m/s

(Predkos¢ swiatta w prozni, to jedna z najwazniejszych statych fizycznych.
Warto zapamietaé¢ te wartosé.) Znajac wartos¢ predkosci swiatta w proézni
wyznaczamy tatwo predkos¢ protonu.

U= /£-c=0.999999991 - 299792 458m/s =~ 299792455 m/ s

Jak widzimy jest to warto$¢ mniejsza od predkosci swiatta o zaledwie kilka m/s.

[*] Wikipedia - State fizyczne: http://pl.wikipedia.org/wiki/State_fizyczne

2. Jakie sg graniczne wartosci iy ?

Przypomnijmy sobie wzér (3) powyzej. Kiedy czgstka sie nie porusza, to u=0, a wiec
najmniejsza warto$¢ B wynosi zero. Najwiekszg wartoscig predkosci w przyrodzie
jest predkosc¢ swiatta w prozni. Kiedy za$ u=c, to B=1. Z takg predkoscig poruszajq
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sie fotony, ktérych masa wynosi zero. Wszystkie czastki obdarzone masg poruszajg
sie z predkosciami mniejszymi od predkosci Swiatta a wiec dla nich zawsze (3 jest
mniejsze od jedynki, chociaz w przypadku protonow w LHC, roznica ta jest mniejsza
od jednej milionowej predkosci Swiatta.

Czynnik Lorentza y zdefiniowany jest wzorem (2). Widzimy, ze kiedy podstawimy w
nim najmniejszg warto$¢ stosunku predkosci do predkosci swiatta =0, to wéwczas
mie¢ bedziemy y=1. Kiedy B bedzie zbiega¢ do jedynki, to y bedzie dazy¢ do
nieskonczonosci.

Odpowiedz na nasze pytanie bedzie wiec, ze dla wszystkich obiektéw o niezerowej
masie:

0<pB <], 1<y<ow

Zwréémy przy tym wuwage, ze czynnik Lorentza vy jest miarg efektow
relatywistycznych. Zgodnie ze wzorem (1) to wiasnie y jest wspdtczynnikiem
proporcjonalnosci w zaleznosci masy od predkosci. Jest tak nie tylko w przypadku
masy. Takze zjawiska zwane "kontrakcjg Lorentza" oraz "dylatacjg czasu" zawierajg
wspotczynnik vy, jako miare skrécenia dtugosci lub wydtuzenia czasu, jesli wielko$ci te
rozwaza sie w uktadach poruszajgcych sie wzgledem ukfadu spoczynkowego
rozwazanego przez nas obiektu.

To, ze czas dla danego obiektu moze by¢ rézny w roznych uktadach odniesienia
wydawac sie moze paradoksalne i praktycznie niemozliwe. A jednak fizycy widzg ten
efekt np. obserwujgc czas zycia poruszajacych sie czastek rejestrowanych
w detektorach. Fizyka uczy nas pokory w odniesieniu do tego, czego doswiadczamy
naszymi zmystami. Swiat jest o wiele bardziej ciekawy niz to, co mozemy zobaczyé,
dotkng¢ lub ustyszec. Badzmy wiec ostrozni przy formutowaniu naszych pogladéw,
bo chociaz wiele juz wiemy, to jednak wiele jeszcze nie wiemy.

3. lle razy energia protonu w LHC jest wieksza od jego energii spoczynkowej?

Zauwazmy, ze odpowiedzig na to pytanie jest warto$¢ czynnika Lorentza, bowiem

E
E:mo-cz-y = y=—-7F
2
My -C
Czynnik Lorentza pokazuje wtasnie ile razy energia czastki jest wieksza od jej energii
spoczynkowej. W naszym przypadku mamy

,- E _7000000 .
2 938

Mg -C
Jak widac¢, w tym przypadku energia zwigzana z masg protonu stanowi bardzo matg
czesc jego energii catkowitej.
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4. Dlugosé¢ tunelu LHC wynosi L=26.659 kilometréow. lle razy na sekunde
protony obiegng tunel, kiedy ich energia wynosi¢ bedzie 7 TeV

Wyznaczylismy juz predkosc protonéw w LHC, ktora wynosi 299 792 455 m/s

Pamietamy, Zze droga przebyta przez poruszajacy sie obiekt, to jego predkosé
pomnozona przez czas ruchu, a czas, to droga podzielona przez predkosc. Jesli
drogg bedzie dtugos¢ tunelu L, a predkoscia, predkos¢ w nim protondw v, to czasem
bedzie czas jednego obiegu przez protony catej dlugosci tunelu, ktéry oznaczymy
przez T. Jesli liczbe takich okresow czasu w ciggu jednej sekundy oznaczymy przez

n, to bedzie: T-n=1s — n=15/T=175
L/v

Podstawiajgc wartosci liczbowe otrzymamy:
n =1s/(26695/ 299792455) s ~ 11245

Protony w ciagu jednej sekundy wykonajg wiec ponad 11 tysiecy obrotéw w tunelu
o dtugosci prawie 27 kilometrow.

5. Poruszajace sie w rurze LHC protony uformowane sa w "peczki". W kazdym
peczku jest ok. 100 miliardéw protonéw, a na obwodzie tunelu LHC jest 2808
peczkéw tworzacych wiagzke protonéw. Jaka masa wodoru potrzebna jest do
uformowania tej wigzki? lle wiagzek mozna bytoby uformowacé z jednego grama
wodoru?

(W przyblizeniu mozna przyjaé, ze cata masa atomu wodoru skupiona jest
w jego jadrze.)

Tym razem przyda sie znajomos¢ masy protondw wyrazonej w kilogramach.
W tablicach (zobacz np. [*]) znajdujemy: m, = 1,672 621 637(83)-10%" Kkg.
Wszystkich protonéw w wigzce jest 2808 » 10™= 2.802 « 10**. Ich masa wynosi wiec
w przyblizeniu:

1.67+10%"kg *2.8 210 =4.68 +10° kg =4.68 10 g
Jest to masa spoczynkowa protonéw tworzgcych wigzke. Stosunek masy jednego
grama do masy jednej wigzki, to wiasnie liczba wigzek, ktére mozna uformowac
z masy jednego grama wodoru. Wyliczajgc taki stosunek otrzymamy:

1g / 4.68 «10'° g = 0.21*10"°

Z jednego grama wodoru mozna wiec uformowac ponad miliard wigzek.
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NANOTECHNOLOGIE - FIZYKA W SKALI NANO, NANOSTRUKTURY I ICH
ZASTOSOWANIA

dr inz. Mariusz Zdrojek

1. Skad pochodzi przedrostek ,nano”?

2. Kto i kiedy po raz pierwszy wprowadzit pojecie nanotechnologii?

3. Prosze podaé swoj wzrost w nanometrach.

4. Wymienic¢ znane ci produkty, ktore byty zrobione przy uzyciu nanotechnologii.
5. Co to jest grafen?

6. Parametrami opisujgcymi budowe nanorurek sg tzw. wspoétczynniki chiralne
nim (liczby catkowite dodatnie). Jesli je znamy, mozemy okresli¢ Srednice nanorurki
d korzystajac ze wzoru: d=2+yn?+m?+nm gdzie a=a..+/3natomiast acc to
T

odlegtos¢ pomiedzy sasiednimi atomami wegla i wynosi ona 7,44 A. Zmierzono
Srednice pewnej nanorurki, dla ktérej wiadomo, ze spetniony jest warunek m-n=3
(nanorurka ta jest wtedy metalem) i otrzymano wynik = 0.5nm. Znalezé
wspotczynniki n oraz m dla tej nanorurki.

7. Oszacowaé w tonach mase cienkiej ,nanorurkowej” liny kosmicznej o srednicy co
najmniej 20 mm taczacej Ziemie i obiekt znajdujacy sie na wysokosci 2000 km.
Przyja¢ gesto$é nanorurek réwng 1,3 g/cm?®. Sprawdzi¢ ile razy wieksza bytaby masa
takiej liny wykonanej ze stali.

8. Warstwe atomow wegla, ktéra tworzy siatke ,plastra miodu” nazywamy grafenem.
Taka pojedyncza warstwa pochtania okoto 2.3 % padajgcego na nig Swiatta. lle
procent Swiatta zostanie pochtoniete po przejsciu przez 4 takie warstwy ?

9. Definicja wspotczynnikow n i m okreslajacych budowe nanorurki weglowej jest
zwigzana z wektorami & oraz &, zaznaczonymi na rysunku ponizej pokazujgcym

fragment ,rozcietej” sciany nanorurki weglowej. Okazuje sie, ze srednica nanorurki d,
wspotczynniki n i m oraz wspomniane wektory sg ze sobg zwigzane zaleznoscig
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d= 1 | nd, + ma, |- Udowodni¢ wzor z zadania 6 korzystajac z dotgczonego rysunku
T

oraz podanych informaciji.

y a

X

10. Kropke kwantowg azotku galu (GaN) mozna wyobraza¢ sobie jako szescian
0 rozmiarach rzedu angstremoéw lub nanometréow. Dla kropek GaN o rozmiarach od
3 x 3 x 3 atomy narysowacC wykres okreslajacy, jaki procent ogolnej liczby atomdw
w kropce stanowig atomy na jej powierzchni dla ré6znych rozmiarow kropek. Jakg
tendencje mozna zaobserwowac ?

Rozwiazania

Zadanie 1

Nazwa przedrostka pochodzi z jezyka greckiego: nanos (vavog) oznacza karzef.
Przedrostek nano uzywany jest w jednostkach miary o symbolu n oznaczajacy
mnoznik 0,000 000 001 — jedna miliardowa.

Zadanie 2

Historia nanotechnologii siega lat 50 ubiegtego wieku, gdy Richard P. Feynman
wygtosit stawny wyktad , There's Plenty Room at the Bottom” (w wolnym ttumaczeniu
»1am na dole jest jeszcze duzo miejsca”). Wtedy to probowat wyobrazi¢ sobie, co
trzeba zrobi¢ by zmiesci¢ 24-tomowg Encyklopedie Britannike na tebku od szpilki.
Feynman przedstawit koncepcje miniaturyzacji oraz mozliwosci tkwigce
w wykorzystaniu technologii mogacej operowa¢ na poziomie nanometrowym.
Terminem nanotechnologia okreslany jest takze nurt zapoczatkowany przez K. Erika
Drexlera.

Zadanie 3

Zaktadajac, ze nasz wzrost to 1m 70cm i pamietajac, ze 1 nanometr to
0,000 000 001 metra, mozemy w prosty sposdéb obliczy¢ nasz wzrost
w nanometrach: 1 700 000 000 nm

Zadanie 4
Przyktady wymienione sg na prezentacji.
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Zadanie 5

Grafen jest jedng z form wegla, odkryta w 2004 roku przez Andriej Gejma
i Konstantina Nowosiotowa, za co otrzymali Nagrode Nobla w 2010 roku. Grafen
zbudowany jest z pojedynczej warstwy atomdéw wegla. Atomy wegla tworzag
w grafenie ptaska, praktycznie dwuwymiarowq siatke o szesciokatnych oczkach,
ktérej struktura przypomina plaster miodu. Z uwagi na swg specyficzng budowe
grafen posiada szereg unikalnych wtasnosci fizycznych i chemicznych.

Zadanie 6
Wykorzystujac podane w tresci zadania informacje nalezy znalez¢ wspotczynniki
n oraz m, ktére bedq liczbami catkowitymi. Zapisujemy uktad dwéch rownan:

d=3\/n2+m2+nm d:E\/n2+m2+nm

T = T =
m-n=3 m=n+3

a [3 2 a3 2
d==\n?+(n+3)%+n(n+3) . d=2° /12 13n+3

T T
m=n+3 m=n+3

Pierwsze réwnanie w otrzymanym uktadzie mozna przeksztatcic do rownania
kwadratowego:

2
d:ﬂ\/n2+3n+3 = ﬂ=\/n2+3n+3 = (ﬂj =n®+3n+3
T a\/§ a\/§

Ostatnie przejscie jest poprawne, poniewaz wspotczynniki n oraz m sg liczbami
dodatnimi. Wykorzystujac zaleznosé¢ a=aCC\/§ i porzadkujac wyrazy w ostatnim
réwnaniu dostajemy:

2
n2+3n+3—( d J =0
3a.c

Obliczamy warto$¢ ostatniego czionu po lewej stronie powyzszego rdéwnania

(pamietajac, ze 1 nm =10 A):

) 2 L \2
[ﬂd J N 3,14.0,5nm] _|314-5A 132

3acc 3.144A 3.144A
Wstawiamy te wartos¢ do réwnania kwadratowego, obliczamy wyznacznik
A i znajdujemy rozwigzania.

A=32+4-1.102 = 49 8 :n:*’% V498 ,

Ze wzgledu na warunek, ze n jest liczbg dodatnig rozwigzanie ze znakiem minus nie
zostato uwzglednione. Przyblizenie w ostatnim kroku podyktowane jest natomiast
ograniczeniem aby wspotczynniki n oraz m byty liczbami catkowitymi. Ostatecznie
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. n=2 n=2
wiec: =
m=n+3 m=>5
Odpowiedz: Wspotczynniki chiralne badanej nanorurki wynoszg n=2 oraz m= 5.

Zadanie 7
Z fizycznego punktu widzenia lina stanowi walec o srednicy d= 20 mm i wysokosci
L=2000 km o gestoscip= 1,3 glcm®. Aby obliczyé jej mase nalezy postuzyé sie
zaleznoscia:
om

Y
gdzie m oznacza mase liny a V jej objetos¢. Obliczamy V korzystajac ze wzoru na
objetos¢ walca (r — promien walca):

d 2
V=m’L= z(—j L
2
Przeksztatcajgc wzér na gestos¢ dostajemy:

m 1 )
=— = m=pV=="pmd-L
yo, v o) 4,0

Podstawiamy wartosci liczbowe:
m=tomiL 1.1,3%-3,14-[20-0,1.:7;?3)2 L2000 10%cm = 8-10°g =8.10° g = 8000 ton
4 4 cH
Masa takiej liny stalowej bytaby tyle razy wieksza od masy liny nanorurkowej ile

razy gestosc stali jest wieksza od gestosci nanorurek. Dla typowej stali mamy p,, ~ 8
8g/cm?

9—3 ~ 6 razy wieksza.

13g/cm

Odpowiedz: Masa liny ztozonej z nanorurek wynositaby w przyblizeniu 8000 ton.
Taka sama lina stalowa miataby mase okoto 6 razy wiekszg.

g/cm® . Oznacza to ze masa liny ze stali bytaby

Zadanie 8

Aby znalez¢ jaki procent Swiatta zostanie pochtoniety po przejsciu przez 4 warstwy
grafenu nalezy obliczy¢ stopien pochtaniania Swiatta kolejno na kazdej z warstw. Do
rozwigzania zadania nie potrzeba wprowadzac pojecia intensywnosci Swiatta jednak
uzycie tego terminu wprowadza mozliwos¢ operowania symbolem |, ( oznaczajgcym
100 % sSwiatta padajgcego na pierwszg warstwe), co utatwia w pewnym stopniu zapis
rozwigzania.

Po przejsciu przez pierwszg warstwe zostaje pochtoniete % I, =0,0231, swiatta. Na

druga warstwe pada wiec juz tylko (1-0,023)1, =0,9771,. Rachunki powtarzamy teraz
analogicznie dla kolejnych warstw.
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Druga warstwa pochtania: 0,023-0,9771, ~ 0,02251,

Na trzecig warstwe pada: (0,977 —0,0225)1, = 0,95451,,

Trzecia warstwa pochtania 0,023-0,95451, ~ 0,0221,

Na czwartg warstwe pada $wiatto (0,9545 —0,022)1, =0,93251,
Czwarta warstwa pochtania 0,023-0,93251, ~ 0,02141,

Zatem przez czwartg [ ostatnig ~ warstwe grafenu przechodzi
(0,9325 -0,0214)1, = 0,91111, Oznacza to, ze przez cztery warstwy takiego materiatu

przechodzi okoto 91% Swiatta, co rownowazne jest absorpcji na poziomie 9%.

Odpowiedz: 4 warstwy grafenu absorbujg okoto 9% Swiatta

Zadanie 9

Zgodnie z trescig zadania Srednica nanorurki jest dtugoscig wektorana +ma,
podzielong przez stata. Wektory & oraz Y a

a, mozna znalez¢ korzystajac -

z przedstawionego w zadaniu rysunku.

Rysunek pomocniczy do rozwigzania zadania 4

Pierwszym  krokiem jest  wyznaczenie a’l a’zy‘_"_ C_L’z

sktadowych wektoréw &, i a,we wskazanym

uktadzie wspotrzednych. Analizujac ;

zamieszczony rysunek mozna stwierdzi¢, ze ™ X

skltadowe x obydwu wektorow majq przeciwne
zwroty ale takg samg wartos¢. Natomiast sktadowe y sg identyczne. Korzystajac
z relacji geometrycznych zachodzacych w trojkgacie rdwnobocznym mamy:

L 1 . aJ3. 1 . a3,
8 =8, +d, =-JR/+—=§  oraz 8, =8, +8, = AR+ — =]

gdzie X oraz ¥ wektory jednostkowe (wersory) osi odcietych i rzednych.
Znalezione wektory podstawiamy do wzoru z tresci zadania:

3 3 1
il =| nl, + md, |= - Saf+ na-f3 manf3 gl |1
2 2 2z 2

Aby obliczy¢ dlugos¢ wektora nalezy wyciggna¢ pierwiastek drugiego stopnia z sumy
kwadratow wspoétrzednych tego wektora. A zatem:

2 2
d :\/aj(m—n)2 +3j (m+n)? =avn®+m? +nm

Po przeniesieniuz na prawg stron rownania otrzymujemy zalezno$¢ z zadania 6,
ktérg nalezato udowodnic.

R
P+ —at+ =

¥

[m—n)m?ﬂim +H)?ﬁ
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Zadanie 10

Wykres, o ktérym mowa w tresci zadania nalezy wykonac dla kilku rozmiaréw kropek
kwantowych tak, aby moéc zauwazyé, jaki rodzaj zaleznosci obowigzuje pomiedzy
procentem atomow powierzchniowych a rozmiarem kropki. Wygodnie jest wykonaé
matg tabelke.

rozmiar kropki 3x3x3 4x4x4 5x5x5 6x6X6 TXTXT
wszystkie atomy 3%=27 4%=64 5°=125 6°=216 7°=343
atom
: Y 3%-1%=26 | 4°-2%=56 53.3°-98 | 6%4°=152 | 7°-5°=218
powierzchniowe
) 26
0 =2~ 069 152 21
%atomowna | °-~96% | 6 _ga00 | B 780 | B2 L7006 | 218 <630
powierzchniowych 64 125 216 343
1,00
| n
0,95
§, 0,90
% 1 |
£ 0,85
ey
g ]
2 0,80
g | .
= 0,754
2
E 4
& 070 =
= _
0,65
i u
0,60 T T T T T T T T T T T
2 3 4 5 6 7 8

rozmiar kropki

Wraz ze wzrostem ogolnej liczny atomdédw maleje utamek atoméw stanowigcych
powierzchnie kropki kwantowej. W ogdlnosci stosunek, o ktorym mowa (nazwijmy go
jako p) mozna wyrazi¢ wzorem (stusznym dla dowolnego rozmiaru kropki n > 1)
majgcym postac:

6n* —12n+8

3

pLo%] =
n

Aby zrozumieé¢ skad wynika postaC licznika w powyzszym wzorze najlepiej
narysowac¢ atomowe schematy kilku kropek kwantowych.

Widaé, ze dla duzych wartosci n procent atomoéw powierzchniowych staje sie
znikomy (np. dla n= 30 wartos¢ p wynosi juz tylko okoto 2% ).

n®-(n-2)°
3

-100% = -100%
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OPTYCZNE PODSTAWY NIEWIDZIALNOSCI

dr inz. Piotr Lesiak

(we wspotpracy z mgr inz. Anng Maksimowska
nauczycielka fizyki w | LO im. gen. J. Bema w Ostrotece)

Pytanie 1.

Kat odbicia jest rowny:
a) katowi padania
b) katowi zatamania
c) stosunkowi katéw padania i zatamania
d) stosunkowi sinuséw katéw padania i zatamania

Prawidtowa odpowiedz: a)

Pytanie 2.

Wspodiczynnik zatamania Swiatta jest rowny:
a) katowi padania
b) katowi zatamania
c) stosunkowi katéw padania i zatamania
d) stosunkowi sinuséw katéw padania i zatamania

Prawidtowa odpowiedz: d)

Pytanie 3.

Kiedy mamy do czynienia z catkowitym wewnetrznym odbiciem:
a) kiedy swiatto odbija sie od powierzchni metalu
b) gdy swiatto wchodzi z osrodka optycznie gestszego do osrodka
optycznie rzadszego
c) gdy Swiatto wchodzi z osrodka optycznie rzadszego do osrodka
optycznie gestszego
d) gdy gestosci optyczne o$rodkdéw sg takie same

Prawidtowa odpowiedz: b)
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Zadanie 4.

Catkowite wewnetrzne odbicie Swiatta od powierzchni wody mozna w bardzo prosty
sposbéb zademonstrowac.

Potrzebne przedmioty: przezroczysta szklanka z woda, obiekt do obserwac;ji,
np. kolorowy napis, tekst z gazety.

Wykonanie:

Szklanke z wodg ustawiamy blisko krawedzi stotu. Na stole za szklankg ktadziemy
napis. Kucamy i patrzymy na powierzchnie wody od strony wody (rysunek). Jezeli
spojrzymy pod odpowiednim katem, to na powierzchni wody obserwujemy obraz
naszego przedmiotu tak, jak w lustrze. Sama powierzchnia wody jest wtedy
nieprzezroczysta.

Mozna tez na powierzchnie wody (od strony wody) skierowa¢ promieh Swiatlta ze
wskaznika laserowego. Odbije sie on od powierzchni wody, jak od zwierciadta
i znajdzie sie na stole (zdjecie).

Rysunek \ ]

Tu znajduje sie
kolorowy napis
Tu znajduje sie
oko
obserwatora

Zdjecie
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Zadanie 5.

Wyznaczenie wspofczynnika zatamania swiatta ptytki wykonanej z plexi.

Potrzebne przyrzady i materialy: Plytka ptasko — rownolegta wykonana z plexi
lub szkia (mozna wypozyczy¢ z pracowni fizyki w szkole), kartka papieru
milimetrowego, kolorowe pisaki, linijka, wskaznik laserowy.

Przebieg doswiadczenia:

Doswiadczenie rozpoczynamy od narysowania pionowej kreski na ptytce. Nastepnie
na kartce z bloku milimetrowego rysujemy przedtuzenie tej kreski. Kolejnym etapem
jest zagiecie koncéwki kartki (zrobienie ekranu ). Nastepnie rysujemy trzy kropki na
papierze milimetrowym przed piytkg i za pomocg wskaznika laserowego
wyznaczamy punkt w ktérym pojawiajg sie one na ekranie. Wyznaczamy wartosci
sinusa kata padania (sina) i sinusa kata zatamania(sinf3). Nastepnie obliczamy

sina

wspotczynnik zatamania swiatta n =

sinf’
b
<+
A
B
d
\ 4
a X
+—>
y

Przyktadowe pomiary:
Odczytalismy z papieru milimetrowego wartos¢ x, d oraz wartosci y i b dla kolejnych
promieni (zaznaczane kropkami na papierze milimetrowym).

sina =

Vxt+y?
v }9 b
SNy — ——
Vd? + b?
Wykonane pomiary i wyniki obliczen zestawione zostaty w tabeli:
x=10mm
d=32mm

Projekt wspotfinansowany z Europejskiego Funduszu Spotecznego w ramach Programu Operacyjnego Kapitat Ludzki

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

101




Zeszyt ¢wiczen

Nr y, (mm) sina b, (mm) sinf n
promienia
1 4 0,37 10 0,30 1,23
2 6 0.51 14 0,40 1,28
3 7 0,57 18 0,49 1,16
ng, = ”‘—*”;*”E 1,22

Whnioski:

Pomystem, ktéry pozwolit na wykonanie tego doswiadczenia, byto wykorzystanie
papieru milimetrowego zaréwno jako ekranu, jak i miernika odlegtoSci.

Uzyskana wartos¢ wspotczynnika zatamania ng = 1,22 zgadza sie z wartosciami
tablicowymi (dla szkta badz plexi, z ktorego byta wykonana ptytka, wspotczynnik
zatamania zawiera sie w granicach od ok. 1,1 do 1,8 w zaleznos$ci od materiatu).

Zadanie 6.

Na dnie nieprzezroczystego naczynia umieszczamy monete, w taki sposob, zeby
byta niewidoczna. Nie zmieniajgc potozenia swojego wzroku nalewamy wode do
naczynia (na tyle ostroznie, aby moneta nie przesuneta sie przy tym). Po nalaniu
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wody moneta stanie sie widoczna. Wyjasnij dlaczego?
Odpowiedz:

Swiatto, odbijane od monety (punkt A na rysunku), rozchodzi sie we wszystkich
kierunkach. Pewna wigzka promieni pada od spodu na powierzchnie wody w punkcie
O, zatamuje sie na powierzchni i trafia do naszego oka w punkcie B. Oko rzutuje
punkt A do punktu A; i wydaje nam sie, ze moneta znajduje sie na gtebokosci h, a nie
tak, jak jest w rzeczywistosci na gtebokosci H.

B

Tu znajduje sie
oko obserwatora

Wykorzystujagc prawo zatamania swiatta oraz znajomos$¢ trygonometrii mozna
obliczy¢ te gtebokosé. Tu ograniczamy sie tylko do rozwigzania jako$ciowego.

Uwaga: Zwrocmy uwage, ze do oka trafia nie jeden promien, ale cata wigzka
promieni, ktorej przekrdj jest ograniczony przez zZrenice oka. Jednak wigzka ta jest
tak waska, ze mozemy jej przekroju nie bra¢ pod uwage traktujac jg jako linie AOB.
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CHEMIA
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,NIE SWIECI GARNKI LEPIA...”

Prof. dr hab. inz. Mikotaj Szafran
Wydziat Chemiczny Politechniki Warszawskiej
Zaktad Technologii Nieorganicznej i Ceramiki

Przedstawiony w wyktadzie materiat wykracza w wiekszosci poza program szkolny.
Radzitbym przy opracowaniu proponowanych tu tematow uzupetni¢c wiadomosci
w internecie.

1. Zastandéw sie i sprobuj podzieli¢ wyroby ceramiczne obecne w Twoim domu na
grupy wg podziatu przedstawionego na str. 2.

W podreczniku do niniejszego wyktadu sg tez przyktady wyrobow ceramicznych
przypisanych do poszczegdlnych grup.

2. Napisz referat na temat historii porcelany i roli jaka odegrato to tworzywo nie tylko
w domu ale takze w technice .

3. Przedstaw historie cementu i role jakg to tworzywo odgrywa obecnie.

Wynaleziony przez Rzymian okoto 2000 lat temu, potem zapomniany. Ponownie
odkryty w XIX w. w Wielkiej Brytanii. Otrzymywany z cementu beton, zbrojony
pretami stalowymi, spowodowat rewolucje w budownictwie (domy, mosty, tamy)

4. Wymien i opisz gtdwne etapy procesu otrzymywania wyrobow ceramicznych.

a. Otrzymywanie surowcéw: np. wydobycie i oczyszczanie mineratéw lub
uzyskiwanie proszkdéw ceramicznych na drodze reakcji chemicznych.

b. Formowanie ksztattu: np. prasowanie, odlewanie, wtrysk, wyttaczanie.

c. Wypalanie: czas ogrzewania, czas i temperatura wypalania i czas studzenia
decydujg o jakosci wyrobu. Parametry te zalezg od rodzaju materiatu ceramicznego.

SLOWNIK

Ceramika - materiaty nieorganiczne i niemetaliczne, ktére otrzymane zostaty
w wyniku procesu polegajgcego na tym, ze drobnoziarniste proszki ceramiczne
formuje sie w zgdany ksztatt i ksztat ten utrwala sie w procesie wypalania w wysokiej
temperaturze.

Nanoproszki - tu materiaty ceramiczne o umownie wytyczonej granicy wymiarowej
od 0,1 do 100nm. Ze zmniejszenia wymiaréw do nanoskali wynikajg nowe
wiasciwosci i mozliwosci technologiczne.

Tapecasting — metoda odlewania folii ceramicznych.
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Gelcasting — metoda odlewania ksztattek ceramicznych w potaczeniu z reakcjg
polimeryzacji.

Amfifilowe polimery — polimery o wtasciwosciach hydrofobowych i hydrofilowych.

Projekt wspotfinansowany z Europejskiego Funduszu Spotecznego w ramach Programu Operacyjnego Kapitat Ludzki

KAPITAt LUDZKI W(f) A B ROREISK -
FUNDUSZ SPOLECZNY

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI
106

Maz
. 2er

cki Kurator Oéwiaty
mskia 32 00-024 Warszawa



Zeszyt ¢wiczen

1.

CHEMIA DLA OPORNYCH - IGRANIE Z OGNIEM

drinz. Z. Dolecki

Zbierzcie wycinki prasowe dotyczace chemii i wspdlnie przedyskutujcie
zamieszczone w nich informacje. Ktore sg rzetelne, a ktore nie i dlaczego?

To problem otwarty. Zebrane wycinki mogq dotyczy¢ chemii bezposrednio lub
posrednio. Mogg tez okazaC sie niezwigzane z chemigq. Rzetelnosc lub
nierzetelnoS¢ najczeSciej wynika z niepetnej, jednostronnej informacji. Warto
podkreslic, ze w kazdym przypadku nalezy przedyskutowac bilans zjawisk
pozytywnych i negatywnych.

Proces spalania moze by¢ niebezpieczny. Jakie warunki muszg by¢ spetnione,
zeby mozna byto bezpiecznie rozpali¢ ognisko. Kto pamieta numer telefonu do
strazy pozarnej?

—Teren: otwarty, miejsce odlegte od lasu, materiatow tatwopalnych, najlepiej
okopane dookota. Nie rozpalamy na balkonie, w lesie, na stacji benzynowej
itp. Dobrze bytoby mie¢ wode do zagaszenia ogniska.

—Pogoda: nie palimy gdy jest susza lub silny wiatr.

—Ludzie: dzieci mogg to robi¢ w obecnoSci dorostych, nikt nie powinien byc¢
pod wptywem alkoholu lub narkotykow.

—Straz pozarna: 998, 112.

Dwutlenek wegla powstajacy w procesie spalania jest jednym z czynnikow
powodujgcych ocieplenie klimatu. Na czym polega to zjawisko?

Atmosfera ziemska przepuszcza wiekszos¢ krotkofalowego promieniowania
stonecznego. Na powierzchni ziemi to promieniowanie zamienia sie na ciepfo.
Promieniowanie cieplne ziemi jest zatrzymywane przez atmosfere i zwracane.
Zjawisko zalezy od skfadu atmosfery. Dwutlenek wegla zwieksza efekt
cieplarniany, co powoduje ogdlne ocieplenie i zmiany klimatyczne.

Jak mozna zapobiega¢ wymienianym w ulotce o DHMO rzeczywistym
zagrozeniom?

Kgpac¢ sie w miejscach strzezonych. Dba¢ o czysto$¢ atmosfery (kwasne
deszcze).Budowac zbiorniki retencyjne, waty ochronne i poldery (powodzie).
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Lokalizowac instalacje nuklearne w gtebi Igdu (tsunami). Itp.

5. Wymiencie i opiszcie zjawiska fizyczne towarzyszace prezentowanym
w wyktadzie doswiadczeniom.

Wzbudzanie elektronow sodu i litu. Topienie metali i szkta. Wymiana ciepfa.

SLOWNIK

spalanie - proces gwattownego tgczenia substancji palnej z tlenem: towarzyszy temu
wydzielanie sie duzej ilo$ci energii w postaci ciepta i Swiatta.

flogiston - wg. teorii z 2 potowy XVII w. niewazka substancja zawarta w kazdej
substancji palnej i wydzielajgca sie podczas spalania.

A. Lavoisier - francuski uczony z 2 potowy VIl w. Wykazat, ze spalanie polega na
taczeniu sie substancji spalanej z tlenem. Sformutowat prawo zachowania masy.

Westa - rzymska bogini domowego ogniska czczona pod postacig wiecznie
ptongcego ognia w okragtej swiatyni na Forum Romanum.
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»W POSZUKIWANIU NICI ARIADNY”

dr inz. Mariusz TryznowskKi

1. Prosze podac¢ dwa zjawiska podczas ktorych nastepuje wydzielenie energii na
sposéb ciepta do otoczenia

Odpowiedz:
Rozcienczanie silnych kwasow lub rozpuszczanie wodorotlenkow w wodzie, spalanie

substancji organicznych w tlenie

2. Do ponizszych przyktadow prosze dopisaC jaki odczyn posiada roztwor
zawierajgcy w przewadze okreslony rodzaj jonow:
[H'] > [OH], b)[H]<[OH], c)[H]=[OH], d)[OH]=110%mol/dm?

Odpowiedz:
a — odczyn kwasny, b — odczyn zasadowy, ¢ — odczyn obojetny, d - odczyn kwasny

3. Ktore rozpuszczalniki mozemy zaliczy¢ do zwigzkow polarnych: woda, alkohol
metylowy, heksan, kwas octowy, toluen, ksylen

Odpowiedz:
woda, alkohol metylowy, kwas octowy

4. Do purpurowego wodnego roztworu fenoloftaleiny wprowadzamy zwigzek,
ktéry powoduje odbarwienie roztworu. Wprowadzony zwigzek to:
H.O, b) NaOH, c)HCI, d) NaCl, e) CsH1206 (glukoza)

Odpowiedz:
W $rodowisku kwasnym fenoloftaleina jest bezbarwna prawidtowa odpowiedz c.

5. Wprowadzajgc do 200g wody trzy sole (10g chlorku sodu, 10g siarczan (VI)
niklu, 10g dichromianu(VI) potasu) otrzymujemy w wyniku rozpuszczania roztwor
jednorodny. Czy mozna ,odzyskac” z roztworu kazdg z trzech soli? Jesli wiemy ze:
w 100g wody w temperaturze 25°C rozpuszcza sie 12,3g dichromianu(VI) potasu lub
36g chlorku sodu lub 65g siarczanu VI niklu, to czy rozpuszczalnos¢ bedzie miata
wptyw na kolejnos¢ wydzielania sie tych soli?

Odpowiedz:
W wyniku powolnego odparowania rozpuszczalnika nastepuje zatezanie roztworu,
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prowadzace do uzyskania roztworu nasyconego. Roztwdr nasycony to taki, w ktérym
w danych warunkach nie moze sie nic wiecej rozpusci¢. Dlatego dalsze odparowanie
rozpuszczalnika bedzie prowadzito do wykrystalizowania soli. Najmniejszg
rozpuszczalnos¢ posiada dichromian(VI) potasu dlatego jako pierwszy bedzie
krystalizowat z roztworu nasyconego. Nastepnie bedzie krystalizowat dichromian(V1)
potasu i chlorek sodu, a na koncu wszystkie trzy sole.

SLOWNIK

Chromatografia cienkowarstwowa (TLC) — metoda analityczna wykorzystywana do
identyfikacji zwigzkéw. Polega na naniesieniu badanej substancji na ptytke
chromatograficzng, rozwinieciu ptytki w odpowiednim rozpuszczalniku a nastepnie
uwidocznieniu rozdzielonych substancji przy pomocy odpowiedniego wywotywacza.

Sudan llIl — barwnik organiczny rozpuszczalny wytgcznie w zwigzkach niepolarnych
typu ttuszcze lub weglowodory.

Roéwnanie kinetyczne - to rownanie przedstawione w formie rézniczkowej opisujgce
zmiany stezenia substratow w czasie zachodzenia reakcji chemicznej w statej
temperaturze.

Izomeryzacja — mozliwos¢ przeksztatcenia sie jednego zwigzku w drugi bez zmiany
sktadu ilosciowego i jakosciowego.

Suchy l6d — zestalony dwutlenek wegla, ktéry przechodzi bezposrednio w faze
gazowa z pominieciem cieczy.
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JAK ODROZNIC pH OD PECHA?

dr inz. tukasz Gorski

Zadanie 1.

Oblicz stezenie jonéw wodorowych w czystej chemicznie wodzie oraz jej pH, znajac
statg autodysocjacji wody K = 1,8 « 1072°.

Rozwigzanie:
Obliczamy stezenie molowe wody w wodzie:

Mu20 = 18 g/mol

duoo =1 g/cm3

V =1 dm?= 1000 cm?

m = 1000 cm® « 1 g/cm*® = 1000 g

n =1000 g/ 18 g/mol = 55,56 mola

Cm = 55,56 mol / 1 dm® = 55,56 mol/dm?

K =[H"+[OH]/[H.0]=1,8+ 107

K« [H20] = [H] « [OH]

K« [H20] = 1,8 « 10™® « 55,56 mol/dm® = 10"** mol/dm*® =[H"] « [OH]

Z rébwnania autodysocjacji wody:
H,O — H" + OH

wynika, ze [H'] = [OH, stad:

[H*] « [OH] = [H']? = 10**mol/dm?
[H*] = 20 "mol/dm?®

Z uproszczonej definicji pH:

pH = -logcws = -log 107 =7

Zadanie 2.

Oblicz pH roztworu kwasu solnego o stezeniu 10 mol/dm?.

Rozwigzanie:

Stezenie jonéw wodorowych z autodysocjacji wody: 10”7 mol/dm?.

Stezenie jonéw wodorowych z dysocjacji kwasu solnego (kwas mocny, dysocjacja
zachodzi catkowicie): 10 mol/dm?,

Calkowite stezenie jonéw wodorowych: 10”7 mol/dm® + 10® mol/dm® = 0,00000011
mol/dm?.
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Z uproszczonej definicji pH:
pH = -log cy+ = -log 0,00000011 = 6,95

Zadanie 3.

Sprawdz mozliwos¢ zastosowania naparu z czarnej herbaty jako wskaznika
kwasowo-zasadowego.

Wykonanie:
Przygotowacé niezbyt mocny napar z czarnej herbaty, ostudzi¢ go. Przela¢ do dwu

zlewek Ilub przezroczystych szklanek. Do jednej z nich dodac¢ niewielkg ilos¢
dowolnego kwasu (moze by¢ sok z cytryny), obserwowacé rozjasnianie sie barwy
naparu. Do drugiej zlewki dola¢ substancji o charakterze zasadowym (moze byé¢
soda oczyszczona) i obserwowac ciemniejszg barwe naparu.

Whiosek:
napar z czarnej herbaty moze by¢ zastosowany jako wskaznik kwasowo-zasadowy.

Zadanie 4.

Oblicz stezenie molowe kwasu ortofosforowego(V) w napoju typu Cola, jezeli na
zmiareczkowanie probki o objetosci 10 cm® wobec tymoloftaleiny jako wskaznika
zuzyto 4,2 cm?® roztworu NaOH o stezeniu 0,1000 mol/dm?.

Rozwigzanie:
Przy zastosowaniu tymoloftaleiny jako wskaznika, reakcja przebiega wedtug

réwnania:

H;PO,4 + 2NaOH — Na,HPO,4 + 2H,0

Obliczamy ilo$¢ zuzytego wodorotlenku sodu:

V = 4,3 cm® = 0,0043 dm®

Cm = 0,1 mol/dm?

n = 0,0043 dm®+ 0,1 mol/dm® = 0,00043 mol

Na podstawie réwnania reakcji, ilos¢ moli kwasu fosforowego jest dwukrotnie
mniejsza:

N n3pos = 0,000215 mola

Ta ilo$¢ kwasu znajduje sie w 10 cm® (0,01 dm?®) Coli, stad stezenie:
Cm = 0,000215 mola / 0,01 dm® = 0,0215 mol/dm?®

Zadanie 5.

Zaproponuj sktad roztworu, ktory bedzie miat prawie state pH, nawet po dodaniu
niewielkich ilosci mocnego kwasu lub zasady (roztwér buforowy). Na podstawie
odpowiednich réwnan reakcji wyjasnij zasade utrzymywanie pH przez taki roztwor.
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Rozwigzanie:
Roztwory buforowe to roztwory stabych kwaséw i ich soli lub stabych zasad i ich soli.

Czesto stosowany jest np. bufor octanowy, bedacy roztworem kwasu octowego
I octanu sodu. Zasada dziatania:

CH3COOH + NaOH — CH3COONa + H,0

Dodana do roztworu buforowego zasada jest zobojetniana przez kwas octowy.
CH3COONa + HCI — CH3COOH + NacCl

Dodany do roztworu kwas wypiera z soli staby kwas octowy, a wiec jony wodorowe
Sq wigzane przez anion octanowy.

SLOWNIK

pH — ujemny logarytm aktywnosci jonow wodorowych w badanym roztworze.

kwas (wg Arrheniusa) — substancja odszczepiajgca jony wodorowe w roztworach
wodnych.

zasada - (wg Arrheniusa) — substancja odszczepiajgca jony wodorotlenowe
w roztworach wodnych.

chemia analityczna — dziat chemii zajmujacy sie ilosciowym i jakosciowym
okreslaniem sktadu probek.
miareczkowanie — technika analityczna polegajgca na stopniowym dodawaniu

roztworu reagenta (titranta) z biurety do badanej prébki. llo§¢ oznaczanej substanciji
jest okreslana na podstawie ilosci i stezenia titranta zuzytego w reakcji.

pH-metr — urzadzenie stuzace do pomiaru pH prébek. Jest to zazwyczaj czuty
miliwoltomierz, mierzacy potencjat elektrody czutej na pH (np. elektrody szklanej).
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NIECH MOC BEDZIE Z WAMI - PROBLEMY ENERGETYCZNE

Prof. dr hab. inz. Krzysztof Krawczyk

Przedstawiony w wyktadzie materiat wykracza w wiekszosci poza program szkolny.
Radzitbym przy opracowaniu proponowanych tu tematéw uzupetni¢ wiadomosci
w internecie.

1. W jaki sposdb mozna ograniczaé szkody ekologiczne powstajgce przy
otrzymywaniu energii z wegla?

Najwiekszym problemem jest to, ze w przeciwienstwie do paliw ptynnych i gazowych,
nie mozna przed spalaniem oczysci¢ wegla z réznych domieszek. Stgd w gazach
spalinowych obecnos¢ pierwiastkow promieniotwdrczych i metali ciezkich. Powstajg
tez wielkie ilosci pytow i popiotu. Sposobem na to jest zgazowanie wegla. Pod
dziataniem pary wodnej mozna otrzyma¢ CO i H,. Gaz ten mozna spala¢ lub
otrzymywac z niego benzyne syntetyczng. Sg to jednak procesy na dzieh dzisiejszy
dos¢ drogie.

2. W wykfadzie stwierdzono, ze 10 g antracytu wydziela przy spalaniu energie
wystarczajgcg do ogrzania 1 litra wody od 25°C do 100°C. Jednak w rzeczywistosci
nie uda sie zagotowac tej ilosci wody — dlaczego?
Kazdy proces wymiany ciepta przebiega z wydajnoscig mniejszg niz 100%. Oprécz
ogrzewania wody ogrzewamy naczynie i otoczenie. Ogrzewanie wody bez strat
ciepta jest w rzeczywistych warunkach niemozliwe.

3. Jednym ze sposobdw ograniczenia probleméw zwigzanych z deficytem energii
jest jej oszczedzanie. W jaki sposdb ty mozesz oszczedzac energie?

To problem otwarty i majgcy wiele aspektéw. Przedstawie kilka propozycji. Wymiana
zaréwek na energooszczedne zrédta Swiatta, gaszenie swiatta w pomieszczeniach,
w ktorych aktualnie nie przebywamy. Wytgczanie zasilania urzadzen elektronicznych
(telewizory, komputery itp.) zamiast pozostawiania ich w stanie czuwania,
wyjmowanie z gniazda tadowarek. Korzystanie z komunikacji publicznej zamiast
z samochodu. Wymiana nieszczelnych okien. Bardzo istotne, a rzadko zauwazane
jest to, ze wszystko z czego korzystamy wymaga energii w procesie wytwarzania.
Stad oszczedne korzystanie z wszelkich dobr, recykling to tez oszczedzanie energii.
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4. Przedstaw korzysci i szkody wynikajgce otrzymywania energii w elektrowniach
jadrowych.

Giéwne zalety:
e Brak emisji jakichkolwiek zanieczyszczen w czasie pracy
o Sto tysiecy razy mniejsza, w poréwnaniu z weglem, ilos¢ paliwa na te samg
ilos¢ wytworzonej energii,
e Zasoby paliwa jadrowego wystarczajgce na ponad 1000 lat
Gitéwne wady:
o W przypadku powaznej awarii lub aktu terroru skutkiem moze by¢ rozlegte
i dtugotrwate skazenie.
e Zuzyte paliwo przez diugi czas pozostaje aktywne i musi by¢ specjalnie
sktadowane i chronione.
¢ Niezaleznie od zrédta energii cieplnej proces otrzymywania pradu przebiega
w podobny sposob. Przedstaw i omow dziatanie elektrowni.

Ciepto uzyskiwane przez spalanie wegla, ropy lub gazu, ciepto z reakcji jadrowych
czy ciepto skoncentrowanego s$wiatta stonecznego stuzy do ogrzania wody
i wytworzenia pary. Para porusza turbiny, a te z kolei napedzajg generator pradu,
kierowanego nastepnie do sieci przesytowej.

SLOWNIK

Reaktor LWR - reaktor jadrowy pracujacy w cyklu otwartym, paliwo po cyklu pracy
jest odpadem.

Reaktor FBR - reaktor jadrowy pracujacy w cyklu zamknietym, paliwo po cyklu pracy
jest regenerowane.

Fischera-Trpscha metoda - proces technologiczny otrzymywania benzyny
z produktow zgazowania wegla (CO i Hy).
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CO W KOMORCE PISZCZY - RZECZ 0 MINIATUROWYCH BATERIACH
LITOWYCH I LITOWO-JONOWYCH

Prof. Witadystaw Wieczorek

Zadania tekstowe:

Zadanie 1

Czy stosujac baterie zawierajaca elektrolit o przewodnos$ci jonowej

1x10*% Q* em® i wymiarach powierzchnia czynna elektrod 100cm? i grubo$é
elektrolitu 100pm mozemy pradem o napieciu 1 mAcm™ zasilié silnik samochodu
zabawki o napieciu pracy 3V. Przyjmujemy, ze SEM baterii wynosi 3. 6V

Dane:

5.=1x10* Q' cm
S=100 cm?

= 100um

SEM= 3.6V

i= 1 mAcm™

Szukane
Czy U> 3V

Rozwigzanie:
Aby bateria mogta zasili¢ silnik samochodu zabawki jej napiecie pracy musi byc¢

wyzsze od napiecia zasilania samochodu. Obliczmy wiec napiecie pracy baterii.
W tym celu obliczamy najpierw opér omowy elektrolitu korzystajac ze wzoru:

Re = 1/8:*I/S

Podstawiajac odpowiednie dane i pamietajac, ze 1um=10"* cm otrzymujemy:
Re=1Q

Stosujgc wzér na napiecie pracy ogniwa

U =SEM - IR.;= SEM - iSR¢

| podstawiajgc odpowiednie dane uzyskujemy

U=3.5V>3V

Zatem przy zatozonych w zadaniu parametrach pracy bateria moze zasili¢ silnik
samochodu zabawki.

Zadanie 2
Jaka powinna by¢ minimalna przewodnos¢ jonowa elektrolitu o wymiarach: grubosc¢
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100pm, powierzchnia aktywnego styku z elektrodami 100 cm?, zeby spadek omowy
baterii z ktdrej jest pobierany prad o gestosci 10mAcm™ byt mniejszy od 0.5 V.

Dane Szukane

S= 100 cm? Przy jakim 8¢ AU= iSRe<0.5V
|= 100um

i= 10 mAcm™

Rozwigzanie:
Poniewaz spadek omowy w baterii opisywany jest rownaniem (1)

AU=iSR¢<0.5V (1)

Gdzie wartos¢ oporu elektrolitu okreslona jest rownaniem (2)

Re = 1/8:*I/S (2)

To podstawiajgc réwnanie (2) do réwnania (1) i przeksztatcajgc uzyskujemy (3)
AU=il/ 5¢,< 0.5V (3)

Zatem po przeksztatceniu rownania (3) uzyskujemy nastepujacy warunek opisujacy
wartosc granicznej przewodnosci jonowej elektrolitu

0e>il/ AU

Podstawiajac dane liczbowe i pamietajac, ze 1um=10"* cm otrzymujemy:

5> 2102 Qtem?

Zadanie 3

Jaka jest moc baterii z ktorej czerpiemy prad o gestosci 1 mAcm™? zawierajacej
elektrolit o parametrach:

grubosc¢ 100um

powierzchnia czynna styku z elektrodami 100 cm?

przewodnos$é jonowa 1x10° Q* cm™

Przyjmujemy, Ze sita elektromotoryczna ogniwa wynosi 3.6V a napiecie pracy ogniwa
wynika tylko ze spadkéw omowych.

Dane

1=100pm

S=100 cm?

Oe =1x10° Q' em?
SEM= 3.6V

Szukane
Moc czerpana z ogniwa P?

Rozwigzanie
Moc czerpana z baterii wyrazone jest wzorem (1)

P =U* (1)
Gdzie warto$¢ napiecia pracy ogniwa przedstawiona jest wzorem (2)
U = SEM - IR.= SEM - iSR¢(2)
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Z kolei opér elektrolitu opisany jest wzorek (3)

Re = 1/8:*1/S (3)

Wstawiajgc wzor (3) do wzoru (2) a nastepnie do wzoru (1) i przeksztatcajac
otrzymujemy (4)

U=SEM - il/ 8¢ (4)

Podstawiajac dane liczbowe i pamietajac, ze 1um=10" cm otrzymujemy:

U=2.6V

A zatem:

P=U*l = UiS= 2.6V x10A= 26W

Zadania laboratoryjne:

Zadanie 1

Badanie rozpuszczalnosci soli litu w rozpuszczalnikach o réznej polarnosci (statej
dielektrycznej).

Celem ¢éwiczenia jest weryfikacja doswiadczalna zaleznosci

Przewodnos¢ jonowa elektrolitu jako funkcja stezenia (koncentracji nosnikow
tadunku, ruchliwosci nosnikéw tadunku i temperatury)

e =f(n, b, T) (1)

Stezenie(koncentracja nosnikow fadunku, jako funkcja statej dielektrycznej
rozpuszczalnika)

n="f(e) (2)

w aspekcie wptywu rodzaju rozpuszczalnika i jego wtasciwosci fizykochemicznych
na ilos¢ (stezenie) nosnikow tadunku w elektrolicie a tym samym wartosé
przewodnictwa jonowego elektrolitu.

Niezbedne odczynniki:
Sole litu:
LiCl, LiBr, Lil (mozna je zastgpi¢ solami sodowymi)

Rozpuszczalniki:
Woda, metanol (etanol), heksan.

Przyrzady:
Zlewki, bagietki do mieszania, waga laboratoryjna, w wersji rozszerzonej

konduktometr do pomiaréw przewodnosci jonowej. Jesli jest dostepny to termostat do
badania wptywu temperatury.

Wykonanie:
Odwazamy jednakowe ilosci poszczegdlnych soli (tak aby sporzadzi¢ roztwory

1 molowe), ktére nastepnie staramy sie rozpuszcza¢ w poszczegolnych
rozpuszczalnikach; kolejno w wodzie, metanolu (etanolu), heksanie. Odnotowujemy
spostrzezenie co do szybkosci rozpuszczania sie soli w tym samym rozpuszczalniku
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i tej samej soli w réznych rozpuszczalnikach. Jesli posiadamy takie mozliwosci to
dokonujemy pomiaru przewodnosci jonowej sporzgadzonych roztwordw. Jesli
posiadamy termostat to podgrzewamy roztwory do temperatury 50° C i dokonujemy
tej samej serii pomiarow.

W oparciu o dokonane obserwacje, kalendarz lub tablice chemiczne zawierajace
dane dotyczace rozpuszczalnosci soli w wodzie, statej dielektrycznej
rozpuszczalnikdw przeprowadzamy dyskusje nad wptywem rodzaju rozpuszczalnika,
temperatury przygotowania roztworu jak i budowy soli (rodzaj anionu) na
rozpuszczalnos¢ soli w rozpuszczalnikach a tam gdzie wykonano pomiary
przewodnictwa réwniez na wartos¢ przewodnosci jonowej roztworu.

Uczniowie nie powinni mieC¢ problemu ze stwierdzeniem jak polarnos¢ (stata
dielektryczna rozpuszczalnika) wptywa na jego zdolnos¢ do rozpuszczania soli (im
wieksza stata dielektryczna tym lepiej sOl sie rozpuszcza). Nie powinien tez
nastrecza¢ kitopotéw omodwienie wplywu temperatury na rozpuszczalnos$¢ soli (im
wyzsza temperatury ty lepsza rozpuszczalnosé¢), oraz powigzaniu tych wtasciwosci
z przewodnoscig jonowg roztworu. Dla uczniow o poszerzonych zainteresowaniach
chemig lub (i) fizykg pozostawiamy omowienie problemu wptywu struktury soli
(rodzaju anionu) na rozpuszczalno$¢ i przewodnosS¢ jonowg sporzadzonych
roztworow. Mogg oni w oparciu o dane z Tablic Chemicznych i dostepnych zrédet
internetowych lub Kalendarza Chemicznego przedyskutowaé wptyw sity wigzania lit-
anion na rozpuszczalnosc soli i przewodnictwo jonowe roztworu i uzasadnic¢ dlaczego
najkorzystniejsze jest stosowanie Lil.

Zadanie 2

Badanie wptywu lepkosci (gestosci rozpuszczalnika) na szybkos$¢ (ruchliwosc¢) jondw.
Celem ¢éwiczenia jest weryfikacja doswiadczalna zaleznosci

Przewodnos¢ jonowa elektrolitu jako funkcja stezenia (koncentracji nosnikow
tadunku, ruchliwosci nosnikéw tadunku i temperatury)

e =f(n, b, T) (1)

Ruchliwo$¢ nos$nikéw tadunku jako funkcja lepkosci rozpuszczalnika

u=1(n) (2)

Materiaty:
Rozpuszczalniki: woda, gliceryna

Kulki styropianowe jako materiat symulujgcy czasteczke jonu.
Stoper lub inne urzadzenie mierzace czas ruchu kuli w rozpuszczalniku. Wysoka
menzurka

Wykonanie:
Do dwoch menzurek o wysokosci co najmniej 30 cm nalewamy wody i gliceryny. Na

znak nauczyciela uczniowie w tym samym momencie wpuszczajg kulki styropianowe
a dwaj inni uczniowie mierzg czas ruchu kulek do momentu opadniecia na dno.
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Whioski

Doswiadczenie powinno wykazac, ze czas ruchu kulki w owdzie jest znacznie krotszy
niz w glicerynie. Korzystajac z tablic chemicznych uczniowie znajdujg wartosci
lepkosci obu cieczy i przeprowadzajg dyskusje réwnania (2) i na jej podstawie
rébwnania (1). Im mniejsza lepkos¢ cieczy tym szybszy ruch kulki (jonu) a wiec
wieksza ruchliwos¢ i tym samym wieksza przewodnosc¢ jonowa.

Zadanie 3
Badanie reaktywnosci litu (sodu) w réznych rozpuszczalnikach (woda, metanol, eter
di etylowy).

Materiaty
Folia litowa lub sodowa, woda, metanol, eter di etylowy, zlewki, szczypce

Uwagall!!
Podczas wykonania ¢éwiczenia uczniowie obowigazkowo zakladaja okulary
ochronne.

Wykonanie
Niewielki ilosci folii litu (sodu) wrzucamy do zlewek zawierajgcych wode , etanol,

i eter di etylowy. Obserwujemy szybkosc¢ i intensywnos$¢ reakcji metalu w kazdej ze
zlewek.

Whioski:

Lit (séd) najszybciej reagujg z woda nastepnie z metanolem i eterem di etylowym.
Mozna prosic¢ ucznidw o zapisania reakcji chemiczny metali z wodg i metanolem.
Doswiadczenie ttumaczy dlaczego roztwory wodne i te roztwory organiczne ktore
zwierajg grupy reagujace z metalami alkalicznymi nie mogg by¢ stosowane
w technologii baterii litowych. Ttumaczg tez dlaczego stosuje sie rozpuszczalniki
zawierajgce grupy eterowe mniej aktywne w reakcjach z metalami alkalicznymi.

SLOWNIK

Podstawy fizyczne — podstawowe rownania stosowane w wyktadzie.

Moc pradu elektrycznego pobierana z baterii
P = U

Napiecie pracy baterii
U = SEM(OCV) - IR

Opor jonowy elektrolitu
Re = 1/0¢*I/S

Przewodnos¢ jonowa elektrolitu jako funkcja stezenia (koncentracji
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nos$nikéwtadunku, ruchliwosci no$nikéw tadunku i temperatury)
Qe =f(n, y, T)

Stezenie(koncentracja nosnikow tadunku, jako funkcja statej dielektrycznej
rozpuszczalnika)
n="f (&)

Ruchliwosé nosnikéw tadunku jako funkcja lepkosci rozpuszczalnika

u=1(n)

Znaczenie poszczegoéinych symboli:

P- moc pradu elektrycznego uzyskiwana z baterii

U- napiecie pracy baterii

| — prad czerpany z baterii przy danym napieciu pracy

SEM - sita elektromotoryczna ogniwa wchodzacego w sktad baterii
OCV — napiecie pracy ogniwa (baterii) przy czerpaniu zerowego pradu elektrycznego
R: — opor catkowity ogniwa

Re — opdr jonowy elektrolitu

0c - przewodnos¢ jonowa elektrolitu

I- grubos¢ warstwy elektrolitu pomiedzy elektrodami

S- powierzchnia czynna elektrod

n- stezenie (koncentracja nosnikow fadunku)

T- temperatura pracy baterii

M - ruchliwosc¢ jonow

¢ - stata dielektryczna rozpuszczalnika

n — lepkos¢ rozpuszczalnika
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RZECZ O PRZELEAMYWANIU BARIER

dr inz. Piotr Winiarek
Wydziat Chemiczny Politechniki Warszawskiej

W jaki sposob dziata katalizator? Odpowiedz omawiajgc ponizszy wykres:

Obecnie gtdwnym zrédtem zwigzkédw organicznych jest ropa naftowa. Zasoby
tego surowca nie sg jednak nieograniczone i w przysztosci mogq zostac
wyczerpane. Przewiduje sie, ze w przysziosci gtdwnym zrédtem zwigzkow
organicznych moze by¢ wegiel. Wegiel poddaje sie reakcji z parg wodng
(zgazowanie), w ktorej otrzymuje sie mieszanine wodoru i tlenku wegla(ll).
Przepuszczajgc te mieszanine przez roézne Kkatalizatory mozna otrzymac
mieszanine o sktadzie zblizonym do ropy naftowej i przetwarzac¢ ja w podobny
sposob, jak obecnie przetwarza sie rope. Odszukaj w encyklopedii i Internecie
informacje na temat syntezy Fischera-Tropscha. Zwr6¢ uwage na katalizatory,
jakie stosuje sie w tej syntezie.

Jakie sg sktadniki katalizatora heterogenicznego i jakie sg ich funkcje?

W obecnosci katalizatorow Zieglera-Natty mozna otrzymaé 1 t polietylenu
stosujac katalizator zawierajacy 1 g tytanu. Wiedzac, ze zadaniem katalizatora
jest dotgczanie do narastajgcego tancucha polimeru kolejnych jednostek C2H4
oblicz, ile razy zadziatat w tej reakcji kazdy atom tytanu.

Jakie zagrozenia dla srodowisku powoduje brak katalizatora dopalania spalin
w uktadzie wydechowym silnika samochodowego?

Przyrzadzono roztwér wodny manganianu(VIl) potasu o intensywnym, fioletowym
kolorze. Umieszczono go w rozdzielaczu i dodano takg samg objeto$¢ benzenu.
Otrzymano 2 warstwy: gorna, benzenowa byta bezbarwna. Do rozdzielacza
dodano pewng ilos¢ chlorku benzylotrietyloamoniowego (TEBA-CI) i catos¢
starannie wymieszano. Po rozdzieleniu warstw okazato sie, ze tym razem
warstwa gorna ma kolor fioletowy a dolna jest bezbarwna. Wyjasnij
zaobserwowane zjawisko.

ODPOWIEDZI DO ZADAN
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Zasada dziatania katalizatora polega na wytworzeniu kompleksu aktywnego o energii
nizszej niz w przypadku reakcji prowadzonej bez obecnosci katalizatora. Czgsteczki
reagentow wigzg sie z centrami aktywnymi katalizatora za pomocg wigzan
chemicznych, co ostabia wigzania w obrebie reagujacej czasteczki. Efekt
energetyczny reakcji prowadzonych wobec katalizatora i bez jego obecnosci jest taki
sam. Zmienia sie natomiast energia aktywacji reakcji — w przypadku reakcji
katalitycznej jest ona znacznie nizsza. Poniewaz energia aktywacji jest bezposrednio
zwigzana z szybkoscig reakcji (zaleznos¢ wyktadniczal) wiec obnizenie EA
spowoduje znaczne zwiekszenie szybkosci reakcji.

e Synteza Fischera-Tropscha polega na uwodornieniu tlenku wegla(ll) gazowym
wodorem wobec roznych katalizatoréw. W zaleznosci od zastosowanego
katalizatora w wyniku reakcji otrzymuje sie rézne produkty. Poczatkowo
reakcje prowadzono w obecnosci zelaza modyfikowanego jonami potasu
i otrzymywano skomplikowang mieszanine zawierajgca zaréwno weglowodory,
jak i zwigzki zawierajgce atomy tlenu, posiadajgce tancuchy weglowe
o dtugosci od 1 do ponad 100 atomdéw wegla. Katalizatory kobaltowe
pozwalaty uzyskiwa¢ mieszanine weglowodorow, ktéra tatwo mogta by¢
przetwarzana na paliwa. Duze przemystowe instalacje do syntezy Fischera-
Tropscha pracowaty w Niemczech w czasie || Wojny Swiatowej i pracujg do
dzi§ w Republice Potudniowej Afryki (Sasol). W innych rejonach sSwiata
otrzymywanie paliw z wegla jest ekonomicznie nieuzasadnione. Warto
wiedzie¢, ze mieszanine CO i H2 mozna selektywnie przeprowadzié¢
w metanol w obecnosci katalizatoréw miedziowo-cynkowych lub w metan
wobec niklu. Patrz np.:

http://en.wikipedia.org/wiki/Fischer%E2%80%93Tropsch_process

e Sktadniki katalizatora heterogenicznego: czynnik aktywny, nosnik i promotor.
Pierwszy sktadnik odpowiedzialny jest za aktywnos¢ katalizatora.
Podstawowym zadaniem nosnika jest rozwiniecie powierzchni czynnika
aktywnego a takze nadanie mu odpowiedniej wytrzymatosci mechanicznej
i cieplnej. Promotor modyfikuje katalizator w ten sposéb, aby hamowaé
reakcje niepozgdane

e M(CyHy) =2*12g/mol + 4*1 g/mol = 28 g/mol;

w 1 tonie polimeru jest 1000000 g / 28 g/mol = 35714 mol jednostek C,Hy;
1 g tytanu to 1/48 mola Ti;

kazdy atom tytanu brat udziat w 35714 * 48 = 1714272 aktach powiekszania
tancucha polimeru.

e W przypadku braku katalizatora w ukfadzie wydechowym silnika
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samochodowego do atmosfery wyemitowane zostang: tlenek wegla(ll),
niespalone resztki paliwa i oleju smarowniczego (weglowodory) oraz tlenki
azotu. CO jest znang trucizng, atakujgcg hemoglobine we krwi, ciezkie
weglowodory sg prekursorami smogu i zwiekszajg efekt cieplarniany,
natomiast tlenki azotu wrdcg do nas w postaci kwasnego deszczu.

Za fioletowg barwe roztworu odpowiadajg jony manganianowe(VIl), czyli
MnO4-. Po dodaniu do rozdzielacza katalizatora przeniesienia
miedzyfazowego TEBA-CI, czwartorzedowy kation amoniowy transportuje
aniony manganianowe(VIl) do warstwy benzenowej, stad jej fioletowe
zabarwienie.

SLOWNIK

termodynamika chemiczna - dziat chemii fizycznej zajmujgcy sie zmianami
stosunkéw energetycznych w uktadzie, w ktdérym zachodzi reakcja chemiczna.

kinetyka chemiczna — dziat chemii fizycznej zajmujacy sie szybkoscig reakc;ji
chemicznych.

katalizator — kazde ciato, ktore dodane do reagentoéw zmienia szybkosc¢ reakcji
chemicznej i nie wystepuje w produktach tej reakcji (Ostwald 1895).
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CZY MOZNA POLUBIC CHEMIE ORGANICZNA?

Michat Fedorynski
Politechnika Warszawska, Wydziat Chemiczny

Zadanie 1

Wytrzasanie alkoholu t-butylowego (2-metylopropan-2-olu) (CH3)sCOH z kwasem
bromowodorowym jest dogodng metodg syntezy bromku t-butylu (2-bromo-2-
metylopropanu). Etapem decydujacym o szybkosci tej reakcji jest powstawanie
karbokationu. Trzeciorzedowy karbokationt-butylowy jest dobrze stabilizowany,
awiec tworzy sie tatwo. Mozna oczekiwaé, ze prowadzona w analogicznych
warunkach reakcja butanolu z kwasem bromowodorowym bedzie zachodzi¢ znacznie
wolniej lub nie zajdzie w ogdle, bowiem karbokationy pierwszorzedowe sg gorzej
stabilizowane w porownaniu z trzeciorzedowymi. Tymczasem w reakcji butanolu
z kwasem bromowodorowym 1-bromobutan (bromek butylu) powstaje z dobrg
wydajnoscig, aczkolwiek proces ten wymaga ogrzewania i dodatku kwasu
siarkowego. Jak to objasnic?

Odpowiedz:

Reakcja ta biegnie wedtug innego mechanizmu. W reakcjach z alkoholami
pierwszorzedowymi protonowanie grupy hydroksylowej powoduje, ze staje sie ona
bardzo dobrg grupg opuszczajacy i jest podstawiana przez anion bromkowy w reakcji
typu Sn2, a proces z udziatem karbokationu ma minimalne znaczenie.

Zadanie 2

Eter t-butylowo metylowy otrzymuje sie na skale przemystowg z 2-metylopropenu
i metanolu w reakcji katalizowanej przez kwasy. Mozna go réwniez otrzymac
w reakcji Sy2 alkoholanu z chlorowcoalkanem. Ktory wariant tej syntezy wybratbys:
reakcja t-butanolanu sodu z bromkiem metyluczy bromku t-butylu z metanolanem
sodu?

Odpowiedz:

Aniony alkoholanowe sg mocnymi zasadami i czesto reakcji podstawienia towarzyszy
B-eliminacja. Niesymetryczne etery nalezy zatem otrzymywaé w reakcj
pierwszorzedowego chlorowcoalkanu i wyzej rzedowego alkoholu, a nie odwrotnie
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Zadanie 3

Narysuj wzory rezonansowe:

a) anionu octanowego

b) anionu cyklopentadienylowego
c) butenonu

d) kationu

Zadanie 4

Estry kwasoéw karboksylowych otrzymuje sie najczesciej w katalizowanej kwasem
(np. kwas siarkowy) reakcji kwasu karboksylowego z alkoholem pierwszo- lub
drugorzedowym, np.:

Jak zrealizowatbys te przemiane nie dysponujac zadnym kwasowym katalizatorem?

Odpowiedz:

Estry mozna otrzymac w reakcji soli kwasu karboksylowego (wytworzonej dziataniem
stabej zasady, np. wodnego roztworu NaOH, na kwas) z chlorowcoalkanem — jest to
reakcja podstawienia Sy2.

Zadanie 5

W 1845 r. Adolph Wilhelm Hermann Kolbe (1818-1884), chemik niemiecki, uczen
Wohlera, nazywany ojcem syntezy organicznej, dokonat petnej syntezy kwasu
octowego z pierwiastkdw, tym samym potwierdzit teze Wohlera, iz zwigzki organiczne
mogg powstawacC bez udziatu organizméw zywych. Znajdz w Internecie dane na
temat tej syntezy, nie przejmuj sie jezeli nie wszystkie procesy sa zrozumiate,
przyjdzie na to czas.

Zadanie 6

Jakie skojarzenie budzi zwigzek o nazwie: 6-n-butylocykloheptadien-1,4? Jaka
nadatbys mu nazwe zwyczajowg?

Odpowiedz:

Nie wiemy jakg nazwe wymyslites, ale SubramanianRanganathan z Indian Institute of
Technology w Kanpurze nazwat go “spermane”. Jest to skfadnik olejku wydzielonego
z algi dictyopteris znany takze jako dictyopterine C'

Zadanie 7
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Znajac szereg elektroujemnosci atoméw mozna domniemywaé, ze reakcja Sy2
karboanionébw z chlorowcoalkanami zajdzie najszybciej w przypadku fluorkow
alkilowych w poréwnaniu z chlorkami, bromkami czy jodkami. Czgstkowy fadunek
dodatni jest bowiem najwiekszy na atomie wegla potaczonym z atomem fluoru
w czgsteczce fluoroalkanu. W rzeczywistosci jest odwrotnie, przy czym fluorki
alkilowe sg w ogdle nieaktywne w reakcji Sn2. Jak to objasnic?

Odpowiedz:

Zapomnielismy o trwatosci wigzania. Naktadanie sie chmur elektronowych
tworzacych wigzanie chemiczne jest najefektywniejsze w przypadku atomow
0 zblizonych rozmiarach. Tak wiec wigzanie wegiel-fluor (oba atomy znajdujg sie
wtym samym okresie tablicy Mendelejewa) jest najmocniejsze (ma najwiekszg
energie) i nie ulega rozerwaniu. Wystepujg tu wiec dwa przeciwstawne efekty — efekt
indukcyjny i energia wigzania.

SLOWNIK

weglowodory — sktadajg sie tylko z atoméw wegla i wodoru. Wyr6zniamy zwigzki
wegla i wodoru potgczonych w rézny sposob wigzaniami pojedynczymi (tzw.
weglowodory nasycone, alkany, np. metan, propan); zwigzki wegla i wodoru
zawierajgce jedno lub wiecej wigzanie podwdjne wegiel-wegiel (alkeny, np. etylen),
zwigzki zawierajgce wigzanie potrojne wegiel-wegiel (alkiny, np. acetylen),
weglowodory aromatyczne (nazwa nie ma nic wspolnego z zapachem!), np. benzen
— 0 nich nie bedziemy mowic.

alkohole — zwigzki zawierajgce grupe OH (grupe hydroksylowg), potaczong
z podstawnikiem weglowodorowym, np. metanol, CH3;OH.

aldehydy — zwigzki zawierajgce grupe C=0 (karbonylowg), potaczong z atomem
wodoru i podstawnikiem weglowodorowym, np. etanal (aldehyd octowy)

ketony — zwigzki zawierajgce grupe karbonylowa, poftgczong z dwoma
podstawnikami weglowodorowymi, np. propanon (aceton), CH3;C(O)CHjs

kwasy karboksylowe i ich pochodne (estry, chlorki kwasowe, bezwodniki kwasowe
itp.)

o etery

e siarczki

e aminy

e chlorowcopochodne
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WIESZ CO JESZ - CHEMIA SPOZYWCZA

dr inz. Aneta Pobudkowska-Mirecka

1. 20g glukozy dodano do 200g wody otrzymujac roztwér o objetosci 210cm?.
Oblicz stezenie molowe glukozy w tak otrzymanym roztworze.

Rozwigzanie:

Dane:

ms=209g
Mrozp=2009=0,2kg
V,=210cm®=0,21dm*
Szukane:

Cm = ? (stezenie molowe)

2. 100 ml mleka zawiera 4,7 g laktozy (C12H22011). lle moli laktozy zawiera karton
mleka o pojemnosci 1,5 1?

Rozwigzanie:

Dane:

V; = 100ml

ms=4,79

Ms = 342 g/mol
ms(1,5]) = 4,715=705g

ns = 70,5/342 = 0,206

3. Prosze zbadaé¢ przy pomocy jodyny jakie produkty uzywane w kuchni
zawieraja skrobie , a jakie nie.
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Przed doswiadczeniem nalezy probke produktu zagotowac z niewielkg iloscig wody.

4. Prosze zaproponowac i wykonaé doswiadczenie majace na celu zbadanie
procesu wysalania biatka.

Do probowki nalej ok. 3cm® roztworu biatka, nastepnie dodaj takg sama objetosé
nasyconego roztworu soli kuchennej. Wymieszaj. Co obserwujesz? Dodaj ok. 10cm?
wody destylowanej i wstrzgsaj. Co obserwujesz?

Po dodaniu roztworu soli kuchennej (NaCl) do roztworu biatka (roztwor koloidalny)
wytrgca sie biaty osad. Proces ten nazywa sie wysalaniem biatka. Jest to proces
odwracalny (nie narusza struktury przestrzennej czgsteczki biatka), dlatego po
dodaniu wody osad sie rozpuszcza.

roztwor koloidalny biatka (zol) zawiesina biatka (zel)

Proces wytrgcania sie osadu w roztworze Kkoloidalnym nosi nazwe koagulacji
(czasteczki biatka taczg sie w wieksze agregaty). Proces odwrotny to peptyzacja.

5. Zbuduj model czasteczki bromochlorofluorometanu, uzywajac do oznaczania
atoméw poszczegdlnych pierwiastkéw kulek o réznych barwach Ilub
srednicach. Poréwnaj swoj model z modelami zbudowanymi przez innych.
Odpowiedz na pytania: czy wszystkie modele sa identyczne? Jesli nie to
podzielcie je na grupy ztozone z jednakowych modeli. lle jest takich grup. Czym
réznia sie modele nalezace do tych grup? Jaka ceche nalezy im przypisaé?

W tym cwiczeniu uczenh powinien wykazac sie znajomoscig pojecia chiralnosci.
SEOWNIK

Chiralnosé — cecha niektérych czgsteczek chemicznych polegajaca na tym, ze ich
lustrzane odbicia nie sg z nimi identyczne. Para takich czasteczek to izomery
optyczne - enancjomery.

Weglowodany — cukry, zwigzki sktadajgce sie z wegla, tlenu i wodoru, stanowigce
podstawowe zrddto energii, koniecznej dla podtrzymania procesow zyciowych.

Ttuszcze - lipidy, estry glicerolu (gliceryny) i réznych kwaséw ttuszczowych, majace
wysokg wartos¢ kaloryczng. Sg materiatem zapasowym organizmow zywych.

Biatka — peptydy, zwigzki sktadajgce sie z wegla, tlenu, azotu i wodoru. Biopolimery
utworzone z aminokwasow. Stanowig o budowie i wszelkich funkcjach organizméw

zywych.
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HISTORIA MYCIA, PRANIA I UPIEKSZANIA

Dr inz. Joanna Gtéwczyk

1. Przedstaw budowe chemiczng ttuszczéw naturalnych i przebieg reakcji zmydlania.

Tluszcze to estry glicerolu i kwasdow ttuszczowych. W Srodowisku alkalicznym
zachodzi hydroliza estrow, powstaje glicerol i sole kwaséw ttuszczowych (mydta).

2. Jaki jest odczyn wodnego roztworu mydta? Odpowiedz uzasadnij.

Mydta to sole stabych kwaséw i mocnej zasady. W srodowisku wodnym te sole
ulegaja reakcji hydrolizy, stad roztwdr ma odczyn alkaliczny

3. Co oznaczajg pojecia hydrofobowy, lipofilowy, hydrofilowy?

Pojecia hydrofobowy i lipofilowy najczesciej oznaczajg to samo ,nielubigcy wody”
i Jubigcy ttuszcze”, zwigzek niepolarny. Hydrofilowy — ,lubigcy wode”, zwigzek
polarny.

4. Jakg budowe muszg mie¢ zwigzki powierzchniowo czynne?

Zwigzki powierzchniowo czynne muszg zawiera¢ grupy hydrofilowe i hydrofobowe.
Wazne, zeby grupa hydrofobowa nie miata wiecej niz 18 atomow wegla.
W przeciwnym razie przewaga wiasciwosci  hydrofobowych  uniemozliwi
rozpuszczanie zwigzku w wodzie.

5. Jaka jest réznica miedzy pigmentem i barwnikiem? Co jest czesciej stosowane
w kosmetykach i dlaczego?

Barwniki rozpuszczajg sie w wodzie czy w olejach, a pigmenty sg nierozpuszczalne.
Z tego wynika, ze pigmenty, stosowane w postaci zawiesiny, nie oddziatujg
bezposrednio na skore, sg tatwe do usuniecia i nie zostawiajg Sladdéw.

SLOWNIK

mydta - sole kwasow karboksylowych zawierajgcych od dwunastu do osiemnastu
atomow wegla w czgsteczce. Kationami w czgsteczkach mydet mogg by¢ séd lub
potas. Te zwigzki sg rozpuszczalne w wodzie i stanowig podstawe popularnego
produktu uzytkowego. Mydtami nazywamy tez nierozpuszczalne w wodzie sole
wapniowe, magnezowe, cynkowe, glinowe.
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ttuszcze - naturalne ttuszcze sg mieszaning estrow glicerolu i kwaséw tluszczowych
o roznej dtugosci fancuchéw weglowodorowych. tancuchy tych kwaséw sg zawsze
proste a liczba wegli — parzysta. Wynika to z mechanizmu biosyntezy kwasow
ttuszczowych w komaorkach zywych organizmow.

kosmetyk — jest nim kazda substancja przeznaczona do zewnetrznego kontaktu
z ciatem cztowieka: skorg, wlosami, wargami, paznokciami, zewnetrznymi narzgdami
ptciowymi, zebami i blonami Sluzowymi jamy ustnej, ktérego wytacznym lub gtdwnym
celem jest utrzymanie ich w czystosci, pielegnowanie, ochrona lub upiekszanie.

zwiazki powierzchniowo czynne — zwigzki amfifilowe, zawierajg w czgsteczce
fragmenty hydrofilowe (polarne) i hydrofobowe (niepolarne).
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