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scenariusz lekcji nr 1

Przedmiot: Matematyka
Dziat programowy: Ciagi
Temat: Okreslenie ciggu wzorem rekurencyjnym
Klasa: Klasa ll
Zgodnos¢ z podstawg programowa:
Uczen: spetnia wymagania okres$lone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
- wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem rekurencyjnym;
Pomoce (srodki) dydaktyczne:
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),
e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajagce nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
Cele: Uczen:

e okresla ciggi wzorem ogdlnym,
e okredla ciggi wzorem rekurencyjnym,
e oblicza wyrazy ciggu okreslonego w/w wzorami,
e okresla monotonicznosc ciggu,
e przeksztatca wyrazenia algebraiczne,
e rozwigzuje réwnania wymierne,
e postuguje sie programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, prezentacja, ¢wiczenia
Formy pracy: Praca indywidualna i w parach
Plan lekgji
Na wstepie przypominamy dwa podstawowe sposoby okreslania ciggdw:
e okreslenie za pomocg wzoru ogdlnego,
e okreslenie za pomoca wzoru rekurencyjnego.
Uczniowie podajg przyktady ciggéw okreslonych wzorem ogdlnym i wzorem rekurencyjnym.

. . . , . 2n—1
Nauczyciel wybiera cigg okreslony za pomoca wzoru ogdlnego, np. a,, = -
n+

. Uczniowie wypisuja
kilka jego wyrazéw, np.: a; = %,ag =1la,; = i,itd. Obliczone wyrazy sugerujy, ze jest to ciagg

rosnacy. Czy w ten sposdb badamy monotonicznos¢ ciggu? Nie, nalezy wykonaé wszystkie mozliwe
odejmowania dowolnego wyrazu tego ciggu i wyrazu go poprzedzajgcego. W tym celu znajdujemy
wyraz i, . 1:
2im+1)—1 2n+1
Tne1 = (n+1)+1 T n+2
Mamy teraz:
n+1 2n-—1 3

Qppq — Ay = - T ' '
n+1 n nL2 n+1 (n+1)(n+2)

Poniewaz liczba LA jest liczbg dodatnig dla kazdej liczby naturalnej 1, wiec dany cigg jest

rosnacy. Czy jednak jego wyrazy rosng nieograniczenie?
Wykorzystamy teraz arkusz kalkulacyjny GeoGebry.


http://www.geogebra.org/cms/pl/download/

Otwieramy GeoGebre i w Widoku zaznaczamy Widok Arkusza. W kolumnie B2 wpisujemy n, zas$ w
komdrce C2 wpisujemy a_n. W kolumnie B3:B22 wpisujemy liczby od 1 do 20, zas w C3 wpisujemy
=(2*B3-1)/(B3+1) i kopiujmy formute do komédrek C3:C22.

By doktadniej ,zobaczyé” cigg, wykonajmy jego wykres. Zaznaczamy komoérki B2:C22 i klikajac
prawym przyciskiem myszy wybieramy Utwérz i Lista punktéw. W Widoku Grafiki pojawi sie wykres,
ktory mozemy (dla przejrzystosci) nieco zmodyfikowac. Klikamy Widok i zaznaczamy punkty
(trzymajac shift) od A do T, klikamy zaznaczone punkty i wybieramy Pokaz etykiete, a potem
Witasciwosci —Kolor (np. niebieski) —Styl—Wielko$¢ punktu 5—Styl punktu (np. taki, jak na

rysunku ponizej).
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Jak zachowuje sie ten cigg dla duzych n? Wykonajmy poprzednie czynnosci w kolumnie B wpisujgc

liczby od 10 do 200 co 10. Efekt jest nastepujacy:

(-a2.03882, 2 03B23) R
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3
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. ** 3 10 172727
185 * 4 20 1.85714
. 5 30 190323
* 6 0 192683
. 7 50 1.94118
= 8 60  1.95082
9 70 1.95775
10 80  1.96296
* 11 90 1.96703
8 12 100 19703
13 10 1.07207
14 120 197521
15 130 1971

1.8+ ——1
16 140 107872
17 150 1.98013
18 160 1.98137
e 19 170 1.98246
20 180 1.98343
P 21 190 1.98429
22 200 1.98507

Widac¢ wyraznie, ze kolejne wyrazy @, zblizajg sie do dwdjki! Cigg jest wiec zbiezny, czyli jego wyrazy

beda coraz blizej liczby 2, ale nigdy jej nie osiggna. Na pierwszym rysunku widzimy, ze @,, = 1,85 dla

n =19. A co otrzymamy przyréwnujac wzor na a,, do liczby 2? Bedzie:
n—1

=2
n+1

»



a ostatecznie:
-3
=0
n+1
Rownanie to jest sprzeczne!

Przejdziemy teraz do zapisu wykonanego wczesnie;j:
3

a,..—a, =————.——,
LT i D (n+ 2)

Co z niego wynika? Mamy:
3

a,.,=a, + ——————
n+l "n+n+2)

cowrazza,; = % daje nastepujgcy definicje rekurencyjna:

{11=E
3

a,.,=a, + ——————
n+l "o(n+Dn+2)

o B c
. 7 . _1

Wprowadzajac ten wzor do arkusza, otrzymujemy te same = n An
wartosci, ktére otrzymalismy dla ciggu (a,) zdefiniowanego = il 13
4 2 1
wzorem ogoélnym. = = Or
= 4 1.4
T 5 1.5
8 57 1.57143
. =] 7 1.625
Zadanie domowe 10 s 1.66667
11 Q 1.7

. , . n+1

Wyznacz kilka wyrazow ciggu a,, = —. = oL ey
i n+ 13 11 1.75
14 12 1.76923
Uzywajac GeoGebry, sporzadz? jego wykres. Okresl, czy jest 15 13 1.78571
. . . . . . . . . 16 14 1'8
zbiezny. Podaj definicje rekurencyjng tego ciggu. Jaka jest e 15 1.8125
jego granica? 18 16 1.82353
19 17 1.83333
20 18 1.84211
21 19 1.85
22 20 1.85714

Uwaga

Jesli dany ciag jest okreslony rekurencyjnie to zwykle nie jest tatwo podaé wzér ogdlny tego ciggu.
Podamy prosty przyktad rozwigzania takiego zagadnienia.

Niech

o1 =0, +3 a =1

Jest to cigg arytmetyczny o réznicy 3 i wyrazie pierwszym rownym 1, zatem

a,=1+3(n—1)



scenariusz lekcji nr 2

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Funkcje

Temat: Funkcja logarytmiczna (i wyktadnicza)

Klasa: Klasa |

Zgodnos¢ z podstawg programowaq: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu

podstawowego, a ponadto:
-Szkicuje wykresy funkcji logarytmicznych dla réznych podstaw;
-Postuguje sie funkcjami logarytmicznymi do opisu zjawisk fizycznych, chemicznych, a
takze w zagadnieniach osadzonych w kontekscie praktycznym;

Pomoce (srodki) dydaktyczne

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),

e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/),

e aplety GeoGebry,

e karty pracy.

Cele: Uczen potrafi:

e sprawnie wykonywa¢ dziatania na potegach o wyktadniku rzeczywistym;

e stosowacd wtasnosci dziatan na potegach w rozwigzywaniu zadan;

e odrdzni¢ funkcje wyktadnicza od innych funkcji;

e sporzadzaé wykresy funkcji wyktadniczych dla réznych podstaw;

e przeksztatca¢ wykresy funkcji wyktadniczych;

e opisywac wtasnosci funkcji wyktadniczych na podstawie ich wykresow;

e rozwigzywad proste rownania i nieréwnosci wykfadnicze;

e postugiwac sie funkcjami wyktadniczymi do opisu zjawisk fizycznych, chemicznych,
biologicznych, a takze w zagadnieniach osadzonych w kontekscie praktycznym;

e oblicza¢ logarytm liczby dodatniej;

e stosowac wtasnosci logarytmoéw w rozwigzywaniu zadan;

e rozwigzywac proste rownania logarytmiczne, korzystajgc z definicji logarytmu.

e postugiwac sie programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).

Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, éwiczenia

Formy pracy: Praca indywidualna lub w grupach

Plan lekgji

Na wstepie przypominamy podstawowe okreslania i twierdzenia dotyczace logarytmoéw:

stowne okreslenie logarytmu,
& .
log,a"=ca=>0na=1,

a2e® =ph a>0na=10b>0,
log,(b-c)=log,b+1log,c,a>0na=1,b>0,c>0,

logae)=10gab—logac,a::{}f\a;'l,b >0,c>0,

log b =rclog b,a>0Aa=1b=>0cclR


http://www.geogebra.org/cms/pl/download/

__logc b
log-a

e log b

I. Prezentacja 1. apletu Funkcja logarytmiczna

az»0Aa+1Lb>0,c>0Ac= 1.

~ Widok Grafiki ~ Widok Grafiki 2
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FUNKCJA LOGARYTMICZNA o

f(x) = log.(x)

C=(0,242)

a=24

odcigta= 8.3

B=(830)

PR e (=[5 |
Plik Edycja Widok Opcje MNarzedzia Okno Pomoc Zaloguj sig...
e

f(8.3) =2.42

THIK ]

Wprowadz

El

Fafe el 10:50

Czynnosci uczniow:

1. Czy funkcja logarytmiczna jest zawsze funkcjg rosngca?
2. Czy logarytm liczby ujemnej jest liczba rzeczywistg?

3. Czy funkcja logarytmiczna przyjmuje wartosci ujemne?

4. Na jakim odcinku osi x zauwazasz szybka zmiane rzednej punktu A?

5. Uzupetnij ponizszg tabele, korzystajgc z apletu GeoGebry (wiesz, ze podajesz wyniki przyblizone?):

log;34,9=191 log,9= logpe4 =

log;:3,2 = log, 6 = log, 5.6 =

Przyblizony wynik 1,91 otrzymujemy, ustawiajgc suwakiem podstawe 2,3, za$ punkt A przesuwamy

myszka tak, by liczba 4,9 byta jego odcieta.



Il. Prezentacja 2. apletu
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podstawa=2.3
wyhierz podstawe e e e
przesuwaj punkt A na kizywej

Wprowadz: =

T e ey

Powyiszy aplet przedstawia wykres funkcji logarytmicznej i wykres funkcji odwrotnej — wykres funkcji
wyktadniczej. Przy pomocy suwaka a ustalamy jednoczesnie podstawe logarytmu i podstawe potegi,
za$ suwakiem k zmieniamy potozenie punktow A i A,.

Czynnosci ucznidw:

1.0bserwuj potozenie punktow A i A; przy zmianie podstawy i uzupetnij nastepujace zdania:

a. Jezeli podstawa rosnie, to punkt A na krzywej [08arytmiCzNe] .......ccceceeeceeceececectereeeeee e
b. ezl podstawa maleje, to pUNKE A N2 KIZYWe) I0BANVETICZNG) o
S ;.

2. Uzupetnij tabele, wpisujac w miejscu kropek przyblizone wyniki otrzymane z apletu GeoGebry.

lﬂgza = e lﬂgz.ﬁ v = 1,26 lﬂgq],'? v = 1, 72
log..2,78 = 1,3 logy s = —1,68 log, 30,54 = -

3. Uzupetnij tabele, wpisujgc w miejscu kropek przyblizone wyniki otrzymane z apletu GeoGebry.

3 g 045 _ . 3.5045 _ . 4109 _ |

..079 = 3 22 45" = 1,64 7202 = 6,18




Ponizszy aplet pozwala odczytac przyblizone wartosci, jakie nalezy wpisaé w trzeciej tabelce.
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I logartmizggb || .. cenal23fun.. | - . logantmi.ggb || . cenal?s flog.. | . cenal?3 fukc.. | .. esponenziale.. | [ Zscenanuszl. | < ¥l @) 1218

Zadanie domowe

Poczatkowa liczba bakterii w pewnej kulturze bakterii wynosita Ny. Po uptywie dwdch godzin liczba
bakterii wynosita 800, zas po nastepnych dwdch godzinach liczba ta wzrosta do 2500. lle bakterii byto
na poczatku? lle bakterii bedzie po 9. godzinach, jesdli zatozymy ich wyktadniczy przyrost
(N(t) = Np - a)?



scenariusz lekcji nr 4

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej

Temat: Odlegtos¢ punktu od prostej o rownaniu y = kx + q

Klasa: Klasa Il

Zgodnos$¢ z podstawg programowg: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu

podstawowego, a ponadto:
- Oblicza odlegtos¢ punktu od prostej;

Pomoce ($rodki) dydaktyczne

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywna lub
rzutnikiem multimedialnym),

e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/),

e aplet GeoGebry.

Cele: Uczen potrafi:

e obliczy¢ odlegtosé dwdch punktéw w uktadzie wspotrzednych;

e wyznaczy¢ wspotrzedne srodka odcinka;

e zastosowacd informacje o wektorze w uktadzie wspétrzednych do rozwigzywania prostych
zadan;

e wyznaczy¢ réwnanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty (w postaci
kierunkowej lub ogdlnej);

e zbadad réwnolegtosc i prostopadtosc prostych na podstawie ich réwnan kierunkowych;

e wyznaczy¢ réwnanie prostej, ktéra jest rownolegta lub prostopadta do danej prostej w
postaci kierunkowej (lub ogdlnej) i przechodzi przez dany punkt;

e obliczy¢ wspodtrzedne punktu przeciecia dwdch prostych;

e stosowac wzor na odlegtosé punktu od prostej (w tym oblicza¢ odlegtos¢ miedzy prostymi
rownolegtymi);

e rozwigzywac zadania z geometrii analitycznej z wykorzystaniem poznanych wzordéw oraz
przeksztatcen geometrycznych, takich jak: symetria osiowa wzgledem osi uktadu
wspotrzednych oraz symetria srodkowa wzgledem punktu O(0, 0);

e rozwigzywac zadania z geometrii analitycznej dotyczacych wtasnosci tréjkatow i czworo-
katéw;

e postugiwad sie programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).

Metody nauczania: Elementy wyktadu, demonstracja, ¢wiczenia, prezentacja.

Formy pracy: Praca indywidualna

Plan lekgji

Na egzaminie maturalnym z matematyki uczen ma do dyspozycji Wybrane wzory matematyczne,
gdzie w dziale 9. GEOMETRIA ANALITYCZNA na stronie 5. mamy zapis:

Odlegtosé punktu P = (x,,V,) od prostej o réwnaniu Ax + By + € = 0 jest dana wzorem:

|Ax, + By, + C|



http://www.geogebra.org/cms/pl/download/

Czy to oznacza, ze nie mozna obliczy¢ odlegtosci punktu od prostej, gdy ta dana jest rGwnaniem
kierunkowym v = kx + g? Czy trzeba koniecznie przeksztatci¢ je do postaci ogdlnej? Sprébujemy
dzisiaj odpowiedzie¢ na to pytanie.

Na wstepie przypomnijmy pojecie wspotczynnika kierunkowego prostej, postugujgc sie np.
nastepujgcym rysunkiem:

c:y=—2x+1 4

]

T
-0 -8 - -4 -2

Zwracamy szczegoélng uwage na to, ze przyrost argumentu musi wynosic 1.
Mozemy tez, stosujgc GeoGebre, pokazywaé dynamicznie zmieniajgcy sie wspotczynnik kierunkowy
prostej, jak w ponizszym aplecie:

Zaloguj sie...
w7
5]
54
k=43
_ 4
q=-22
—e 3
2]
14
4
o
1 10 @ ) 7 & 5 4 3 2 1 0 i 2 3 4 5 [] 7 8 [ 10 11 12 13
1
-2
1
_a
5]
Wprowadz 1@

9 PocztsWP -1 nowy... | [ Ascenariusz lekgji- - | [ Odleglosé punktuo.. | " GeoGebra AT Bez tytuhs - Paint < W 1538

10



Przejdzmy teraz do rysunku, dzieki ktéremu ustalimy odpowiedni wzor.

y=kx+q

|kxg+d-ygl

Na rysunku tym mamy trojkat prostokatny ACB, w ktérym odcinek BC ma dtugosé | k|, gdzie k jest

wspdtczynnikiem kierunkowym prostej o réwnaniu v = kx + g.

Troéjkaty prostokatne ABC i FGH sg podobne, zatem

IFG| B kxo +q— ¥
1 Ji+k?

skad

»

Wykazanie tego wzoru z zastosowaniem geometrii analitycznej jest nieco trudniejsze
(szczegdlnie rachunkowo), ale dostepne uczniom, ktérzy wybiorg matematyke na poziomie

rozszerzonym. Chociaz wzoru € +b+c > =a’+b?+c?+2ab+2ac+2bcnie ma w
podstawie programowej nawet w zakresie rozszerzonym, to uczen takiej klasy powinien

sobie poradzi¢ piszac np.: Q+b+cj = h+b:+ CE.

Twierdzenie. Niech / bedzie prostg lezagcg na ptaszczyznie, nieréwnolegta do osi y, o réwnaniu
y=kx+q,zas P =€, Y, : - punktem tej ptaszczyzny.

Odlegtosc punktu P od prostej / wyraza sie wzorem:

|kXo Yot Q|

V1+k?

IPH| =

11



gdzie H jest punktem przeciecia sie prostej / z prostg do niej prostopadta, na ktérej lezy punkt P.

Dowéd. Roéwnanie peku prostych o wierzchotku w punkcie P jest nastepujgce: Yy —Yy, =m &« - X, :(w

tym peku nie ma oczywiscie prostej rownolegtej do osi y). W przypadku, gdy prosta / jest rownolegta

do osi x, czyli ma réwnanie y =(, odlegtos¢ |PH|=|y0 —(|, co mozna tez wywnioskowac¢ z

podanego wzoru.

Jesdli | nie jest prostg réwnolegta do osi x, to ze wszystkich prostych peku wybieramy prosta

1
prostopadts do prostej /, a zatem w miejsce m wstawiamy — E . Rozwigzujac uktad réwnan
y =kx+q
1 ~
y:_E‘(_Xo;" Yo

1 ~ X, + Ky, — K
znajdziemy wspotrzedne punktu H. Mamy: kx+(Q = —E &«- Xg Yo, skad X = %ﬁzq .
+
Xo +Ky, —ka  kxg +k?y, +q
1+k? 1+k? '
Szukang odlegtoscig punktu P od prostej / jest odlegtosé punktdw P i H. Obliczmy jg zatem.

~ X, +ky, —kgq kx, +k?y, +q
P= i) |H= O 0 ] 0 0
G Yoo ( 1+k? 1+k?

Wspdtrzedne punktu H sg wiec nastepujgce: X =

12



x. +Kky. —k 2 (kx. +k2y. + ?
PHL:J[Oljﬁz q_XJ +( 01+kyzO q_yJ B

2
_ | kyo —ka—k*x, +[kx0+q—y()]2=
1+k? 1+k?
_\/k2(2+1;(§+(2+131§+(2+1§2—2k(2+1;(0y0+2k(2+1/;(0q—2(2+1§y0 B
(+kzj

:\/(2 +1}2x§+y02+q2—2kx0y0+2kxoq—2qyo;=\/(Xo—yo +q° _ |k =y, +q|

(k7 1+k* Jipk2

a to nalezato wykazad.
W przypadku, gdy prosta / jest rdwnolegta do osi y, czyli gdy ma réwnanie postaci x = h, to odlegtos¢

|PH|=|X0—h|. W przypadku, gdy punkt P jest punktem prostej /, to |PH|=O, co tatwo

wywnioskowa¢é z uzyskanego wzoru.
3
Przyktad. Dana jest prosta / o réwnaniu Yy = EX + 3 oraz punkt P = (2, 1). Oblicz odlegto$¢ punktu P

od prostej /.
Rozwigzanie. Stosujgc wzér z udowodnionego twierdzenia mamy:

3
|kX yo+q| 2 10413

J—_r\rfls

2
Dana jest prosta / o réwnaniu Yy = § X —1oraz punkt P =(2, 1). Oblicz odlegto$¢ punktu P od proste;j /.

-2-1+3

[PH|=

Zadanie domowe

13



scenariusz lekcji nr 5

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Rachunek rézniczkowy

Temat: Figury w paraboli

Klasa: Klasa I

Zgodnos¢ z podstawg programowq: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu

podstawowego, a ponadto:
-korzysta z wtasnosci pochodnej do wyznaczania przedziatéw monotonicznosci funkcji;
-znajduje ekstrema funkcji wielomianowych i wymiernych;
-stosuje pochodne do rozwigzywania zadan optymalizacyjnych.

Pomoce (srodki) dydaktyczne

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),

e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

e aplety GeoGebry.

Cele: Uczen potrafi:

e obliczy¢ pochodng funkcji w punkcie,

e sprawnie wyznaczac funkcje pochodne danych funkcji na podstawie poznanych wzordéw,

e napisa¢ réwnanie stycznej do wykresu funkcji oraz rozwigzywac¢ rdine zadania z
wykorzystaniem wiadomosci o stycznej,

e zbadaé monotonicznos¢ funkcji za pomocg pochodnej,

e wyznaczy¢ ekstrema funkcji rdzniczkowalnej,

e zbadad przebieg zmiennosci funkcji i naszkicowac jej wykres,

e zastosowal rachunek pochodnych do analizy zjawisk z zycia codziennego opisanych
wzorami funkcji wymiernych (zadania optymalizacyjne),

e postuguje sie programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).

Metody nauczania: Elementy wyktadu, prezentacja, ¢wiczenia, prezentacja

Formy pracy: Praca indywidualna lub w grupach

Plan lekgji

Zadanie 1 (TROJKAT W PARABOLI)

Obliczy¢ pola trdjkatéw, ktérych podstawa jest odcinkiem o koncach (0, 0) i (4, 0), zas wierzchotek

lezy na tej czesci paraboli o réwnaniu v = —x? + 4x, ktéra zbudowana jest dla x € {0,4).
Niech a € (0,4). Kazdy punkt paraboli ma wspétrzedne (a, —a® + 4a). Pole kazdego tréjkata jest
wiec réwne:
1 5
= 5»4(_—0:‘ +4q) = —2a° + 8a.
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| =

Jesli np. @ =, to P = 3,5. Ze wzgledu na symetrie punktéw paraboli pole réwne 3,5 uzyskamy

(3]

rowniez dla a = ; Whiosek wydaje sie oczywisty: tréjkat osiggnie pole maksymalne wéweczas, gdy

stanie sie trojkgtem rownoramiennym, czyli dla a = 2 (jego wierzchotek pokrywa sie wéwczas z
wierzchotkiem paraboli).Wszystko to mozemy sprawdzi¢ eksperymentujgc z GG (przyktadowy plik
zamieszczono ponizej).
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Mamy tu réwniez nietrudny przyktad pozwalajacy zastosowa¢ metody rachunku rdzniczkowego.
Niech bowiem

P(a) = —2a° + 8a.
Wodwczas
P'(a) = —4a +8.

P'(a) =0dla a=2. Dla a < 2 pochodna jest dodatnia, za$ dla a > 2 pochodna jest ujemna.
Oznacza to, ze funkcja P jest funkcjg rosngcg w przedziale (0, 2), za$ malejagcg w przedziale (2, 4).
Osigga zatem w punkcie 2 maksimum, co oznacza, ze trdjkat o najwiekszym polu jest trdjkatem
rownoramiennym.

Zadanie 2 (PROSTOKAT W PARABOLI)

Obliczmy pola prostokatéw wpisanych w parabole o réwnaniu v = —x? + 4x, podobnie jak

obliczali$my pola tréjkagtow w poprzednim zadaniu.

Wykorzystajmy najpierw GG tworzac odpowiedni plik. Przewidywany efekt koficowy moze byc
nastepujacy:
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Postugujac sie suwakiem stwierdzamy, ze maksymalne pole wynosi 6,14 dla a = 0,9 (po zmianie
zaokraglenia do czterech miejsc po przecinku otrzymujemy 6,1583 dla a = 0,85).

Zadajmy jeszcze pytanie: dla jakiego a prostokat ten jest kwadratem? Prosze zwiekszy¢ liczbe miejsc
po przecinku np. do czterech oraz ustawic¢ krok suwaka na 0,001.
Przejdzmy do obliczen.

{a,—a” + 4a) {4 —a,—a + 4a)

7

Korzystajgc z powyzszego rysunku ustalamy pole prostokata:
P(a) = (4—2a)(—a® + 4a) = 2a°* —12a* + 16a.
P'(a) = 6a® — 24a + 16.

£—243 6+243
orazdlaa =
2 2
6—243

2

P'(a) =0dlaa = . Badajac znak funkcji pochodnej stwierdzamy, ze funkcja

P osigga maksimum dlaa = % 0,85, co potwierdza eksperymenty prowadzone w GG.
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Mozemy tutaj tez obliczy¢, ze prostokat ten jest kwadratem dlaa = 3 — V5 ~ 0,76.
Zadanie 3 (TRAPEZ W PARABOLI)

Obliczmy jeszcze pola trapezéw wpisanych w parabole o réwnaniu y = —x? + 4x, podobnie jak w
poprzednich zadaniach obliczalismy pola tréjkatéw i prostokgtow.
Wykorzystajmy plik GG. Przewidywany efekt korncowy moze by¢ nastepujacy:
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PrzejdZzmy do rozwigzania rachunkowego.

{a, —a” + 4a) {4 — a,—a” + 4a)

| \
Korzystajgc z powyzszego rysunku, otrzymujemy:
P(a) = ala — 4)2.
P'(a) = 3a® — 16a + 16.
Funkcja ta osigga warto$s¢ maksymalna 2%5 dlaa = g (w pliku GG mamy wartos¢ 9,48 dla a =1,3).

Otrzymane funkcje mozna réwniez badaé przy pomocy GG, jak to pokazujg ponizsze pliki.
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Zadanie domowe
Zrealizuj zagadnienia przedstawione na lekcji stosujac funkcje v = —x?+ 6x we wtasciwej

dziedzinie.
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scenariusz lekcji nr 6

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Planimetria

Temat: Punkty szczegodlne tréjkata. Prosta Eulera

Klasa: Klasa ll

Zgodnosc z podstawg programowg: Uczen:

spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego.

Pomoce (srodki) dydaktyczne:

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),

e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

e aplet GeoGebry.
Cele: Uczen:
e konstruuje symetralng boku tréjkata,
e konstruuje srodkowa tréjkata,
e konstruuje wysokos¢ tréjkata,
e zna pojecia: ortocentrum (0), barycentrum (G) i Srodek okregu opisanego na trojkacie(C),
e uzasadnia, ze punkty O, G, Clezg na jednej prostej w trojkacie prostokatnym,
e uzasadnia, ze punkty O, G, C lezg na jednej prostej w tréjkacie réwnoramiennym,
o formutuje hipotezy,
e uzasadnia hipotezy
e rozwigzuje ukfady réwnan,
e oblicza wspotczynnik kierunkowy,
e oblicza dtugosé odcinka,
e postuguje sie programem GeoGebra.
Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, prezentacja, ¢éwiczenia
Formy pracy: Praca w grupach
Plan lekcji
Wykorzystujemy aplet i rozpatrujemy tréjkat prostokatny.

X
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Na podstawie obserwacji uczniowie stwierdzajg, ze w tym przypadku punkty O, G, C lezg na jednej
1

prostej. Mierzymy odcinki CG i CO i stwierdzamy, ze % =7

Wykorzystujemy aplet i rozpatrujemy tréjkat rownoramienny.

l 0=(0, 4.32)

4_

lr

3-

CO = 4.64

2-

d=101.23

3 { )

q 4

CGE = 155
1 5 1
_. 1 T T T 1 1 ’_

-4 -3 -2 -1 le =, -8.31) 2 3 4

Na podstawie obserwacji uczniowie stwierdzajg, ze i w tym przypadku punkty O, G, C lezg na jednej

prostej. Mierzymy odcinki CG i CO i stwierdzamy, ze i tu g = %

Whiosek

W przypadku tréjkatow prostokatnych i réwnoramiennych punkty O, G, C lezg na jednej prostej

, CG 1
(prosta Eulera), zas — = -
oo 3

Czy tak jest w dowolnym tréjkacie? Sprawdzmy to, wykorzystujgc geometrie analityczna.
Niech punkty M i N lezg na osi x, zas punkt P na osi y, jak na ponizszym rysunku.

M = (a,0) N = (b,0)
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I.  PUNKT PRZECIECIA WYSOKOSCI (O - ortocentrum)
Wysokos¢ trdjkata opuszczona z wierzchotka P lezy na osi y, a wiec zawiera sie w prostej o rownaniu x
= 0. Wysokos¢ opuszczona z wierzchotka N jest prostopadta do prostej MN, ktérej wspdtczynnik

kierunkowy wynosi:
Ve —Vy ¢—0 C

Xp—Xy 0—a a
Wspodtczynnik kierunkowy prostej zawierajgcej wysokos¢ poprowadzong z wierzchotka N jest wiec
rowny % Proste prostopadte do MP majg wiec rdwnania: v = %1‘ + . Aby ustali¢ g, wykorzystamy

wspotrzedne punktu N.

Mamy:
Ly
c =5
ab
=
Zatem
a ab
V=—X——
c c
Ortocentrum O tréjkata MNP uzyskamy, rozwigzujgc uktad rownan:
,_2, b ab
- ¢ c = 0= (O, ——)
X = ' ¢

Il. PUNKT PRZECIECIA SYMETRALNYCH (C - srodek okregu opisanego)

a+b

Srodek odcinka MN ma wspétrzedne (aﬂﬁ{}) wiec symetralna boku MN ma réwnanie x =

&

Poniewaz symetralna boku MP ma wspodtczynnik kierunkowy réwny %, wiec rownanie rodziny

prostych, do ktérej nalezy symetralna, jest nastepujgce:

“x+
y=—X .
y=- q

Wspdtczynnik g ustalimy, wykorzystujgc wspdtrzedne srodka odcinka MP. Sg one nastepujace: GE)

Zatem

a a c

c 21Ty

Skad
c a?

17372

Szukana prosta ma wiec réwnanie:
a ¢ —a*

y=—x+

’ c 2c

Wspodtrzedne punktu C, bedacego $rodkiem okregu opisanego na trdéjkacie MNP uzyskamy,
rozwigzujac uktad réwnan:
a ¢*—a’

V=—x+ 2
) - 0 =>C_(a+b ab-l—c)

a+b 27 2¢
X =——
2

. PUNKT PRZECIECIA SRODKOWYCH (G — barycentrum, $rodek ciezkosci tréjkata)
Wykorzystajmy Wybrane wzory matematyczne (str. 6):
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Srodek ciezkosci tréjkqta ABC, czyli punkt przeciecia jego srodkowych, ma wspdtrzedne:

i}

3 3
Stosujac ten wzér do trojkata MNP, mamy:
('a +b C')
SRRV,

Mamy zatem:

a+b ab+c? a+b ¢ ' ab’
c-(STh ) (@b ey 5 (y %)
2 2C .3 3 . c

IV. WSPOLLINIOWOSC
Obliczmy wspdtczynnik kierunkowy prostych OCi OG.

Po tatwych obliczeniach, otrzymujemy:
3ab + c?
—, a
cla+b)

co oznacza, ze punkty O, Ci G sg wspédtliniowe.
V. STOSUNEK

Obliczmy dtugosci odcinkéow CG i CO.

+ —h,

Mge = Mg =

-

— 2 ||'-£'-£‘|'b'2 3ab + c?\"
ICGl = (xec—x5)* + (Ve —¥g)? = I( ) e )

N 6 6c
— _ I'ﬂ+b'2 3ab + 2\’
1ICO| = (xc—x5)* + (v —Vp)? = ( ) +|—.
Nl . 2 2c
Stad mamy:
cG 1
co 3

W ten sposdb uzyskalismy potwierdzenie postawionych hipotez.
Zataczony aplet pozwala zobaczyé¢ uzyskane zaleznosci w dowolnej liczbie réznych tréjkatow.
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Zadanie domowe

Przez punkt O, ktéry jest srodkiem ciezkosci trdjkata ABC, prowadzimy prostg réwnolegta do
podstawy AB tego trdjkata. Prosta ta przecina bok AC w punkcie E, zas bok BC w punkcie F. Wykaz, ze

punkt O jest sSrodkiem odcinka EF, zas dtugos¢ odcinka EF stanowi 2 dtugosci odcinka AB.
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scenariusz lekcji nr 7

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Réwnania i nieréwnosci

Temat: Dzielenie wielomiandw; schemat Hornera

Klasa: Klasa Il

Zgodnos¢ z podstawg programowq: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu

podstawowego, a ponadto:
- Stosuje twierdzenie o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian x - a;

Pomoce ($rodki) dydaktyczne

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),

e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajgce nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

e aplety GeoGebry

Cele: Uczen:

e potrafi podzieli¢ z resztg dwa wielomiany,

e znaistosuje twierdzenie o reszcie,

e wyjasnia sposdb otrzymywania wspotczynnikéw ilorazu w schemacie Hornera,
e stosuje schemat Hornera w przypadkach szczegélnych,

e przeksztatca wyrazenia algebraiczne,

e postuguje sie programem GeoGebra.

Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, ¢wiczenia, prezentacja
Formy pracy: Praca indywidualna lub w grupach

Plan lekcji

Zaktadam, ze uczniowie znajg juz dzielenie wielomiandw i potrafig podzieli¢ np.:

6x* +13x> +5x + 6przez3x° —x + 2.

Teraz zajmiemy sie dzieleniem wielomiandéw przez dwumian typu x — p, gdzie p jest dowolng liczba

rzeczywistg. Aby szybko wyznaczy¢ iloraz Q i reszte R mozemy postuzy¢ sie procedurg, nazywang

schematem Hornera (lub Ruffiniego). Przesledzimy jg na konkretnym przyktadzie.

Wykonajmy nastepujgce dzielenie:

(3x + 4x? —5x +7): (x — 2).
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W pierwszym kroku zapiszmy wspotczynniki 3, 4, -5, 7 i liczbe p = 2 w nastepujacej tabeli:

3 1 -5 7

Poprowadzilismy dwie linie pionowe, jedng po lewej stronie pierwszego wspodtczynnika, a druga po
lewej stronie wyrazu wolnego. Nastepnie prowadzimy linie poziomg, zostawiajac powyzej wolny
wiersz.

Pod linig pozioma spisujemy pierwszy wspoétczynnik dzielnej. Bedzie to pierwszy wspdtczynnik ilorazu.
Zgodnie ze strzatkami wykonujemy mnozenie: 2+ 3 = 6 i otrzymany wynik zapisujemy pod drugim

wspotczynnikiem.

3 1 -5 7

Dodajemy nastepnie liczby tej kolumny i uzyskujemy drugi wspoétczynnik ilorazu réwny 10.

3 4 -5 7
2 6
3 10
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Procedure te powtarzamy, az catkowicie wypetnimy ostatni wiersz tabeli.(Kolejne mnozenie, to
2-10.)

Pierwszy, drugi i trzeci wspoétczynnik z ostatniego wiersza tabeli jest réwny odpowiednio 3, 10 i 15;

poniewaz dzielilismy wielomian trzeciego stopnia przez wielomian stopnia pierwszego, to iloraz Q(x)
bedzie wielomianem stopnia drugiego, a wiec:

Q(x) =3x%+ 10x + 15, R =37.

Dzielenie to tatwo przeprowadzié, stosujac ponizszy aplet GeoGebry.

e T (= E) [
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3|4 |-5|7
213]10] 15 | 37 q

3

3-24+4=10
10-2-5=15
15-2+7 =37

Bal+4x>—5z2+7):(x—2)=(322+10x+ 15) reszty 37
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Dzielenie w sposéb ,,tradycyjny” mozemy zademonstrowac przy pomocy ponizszego apletu.
€ Karkut_dzielenie_wiel.ggb = lE ]

Plik Edycja Widok Opcje Marzedzia Okno Pomoc
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TLE
W(x)=3x + 4%* - 5x + 7 DZIELENIE WIELOMIANOW
Qpj=x-2 (Ba*+42>—bw+7):(z—-2)=32>+102+15
3z A 6a®
102> — 5z +7
—102” 4 20
152 +7 f
— 15z + 30
37
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|7 Sprawizsnis
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thpmwadi =

< ¥ 0806

Uwaga 1
Czy mozemy skorzystac ze schematu Hornera do wykonania nastepujacego dzielenia:
(3x%+ 2x — 5): (2x — 1)?

Odpowied? jest twierdzgca: nalezy podzieli¢ dzielng i dzielnik przez 2. Mamy woéwczas dzielenie:

3, 5 1
(Sxz+x-2):(x-3)
2 2 2

13

: R
w wyniku ktérego otrzymujemy: Q(x) = %x + 2 i 2= g, skagd R = — T
Uwaga 2

Schemat Hornera mozemy stosowaé rowniez do dzielenia wielomianédw zawierajgcych oprécz
zmiennej x inng zmienng, np. x* — a3.

Oznaczmy przez W(x) dwumian x* — a3. Sprawdzamy, ze W(a) = 0. Pamietajac, ze

x?P—a® =x3+0x% +0x —a?,

mamy:
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Jest zatem:
- =(x—-a)(x?+ax+a?).

Zadanie domowe

Stosujgc metode Hornera, wykonaj dzielenia nastepujgcych wielomianéw:

1. (6x*+12x*—x—1):(x+1)

2. (2x*—3x*—-7x+8):(x—-1)

3 (A‘3—4x—%xz+2):(;{—3

4, (12x* —54x% +21x — 3):(3x —12)
5. (x*+a®):(x+a)
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scenariusz lekcji nr 8

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Réwnania i nieréwnosci

Temat: Réwnania i nierownosci liniowe z parametrem

Klasa: Klasa Il

Zgodnos$¢ z podstawg programowg: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu

podstawowego, a ponadto:
-rozwigzuje réwnania i nierownosci liniowe i kwadratowe z parametrem;

Pomoce (srodki) dydaktyczne

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),

e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

e aplet GeoGebry

Cele: Uczen:

e stosuje twierdzenia pozwalajgce otrzymywac rdwnania réwnowazne danemu,
e stosuje twierdzenia pozwalajgce otrzymywac nieréwnosci rwnowazne danej,
e przeksztatca wyrazenia algebraiczne,

e rozwigzuje rownania liniowe,

® rozwigzuje nieréwnosci liniowe,

e  postuguje sie programem GeoGebra

Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, éwiczenia

Formy pracy: Praca indywidualna lub w grupach

Plan lekcji

Na lekcji tej podamy przyktady rozwigzan réwnan i nieréwnosci liniowych pierwszego stopnia z

parametrem. Rozwigzujgc réwnania i nieréwnosci z parametrem postugiwa¢ sie bedziemy
nastepujacymi schematami (S oznacza zbiér rozwigzan):

(réwnanie oznaczone)

a l —_— b b=10 (réownanie nieoznaczone)

i = ()

Rz

aF) ——» =

b# 0 (réwnanie sprzeczne)
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Schemat 1

I N
a>0 — x>§ = S= (=)

bz 00— brak rozwigzari, ——e= § — &

Schemat 2

Przyktad 1
Rozwigz réwnanie:
¥x+1
a

x—2a=

Rozwigzanie

Widzimy, ze réwnanie to ma sens liczbowy tylko woéwczas, gdy a = 0.
Przeksztat¢émy dane rownanie do postaci ax = b (Schemat 1).
alx—2a) x+1

i

a a
alx —2a) =x+1,
ax —2a® = x+ 1,
ax —x = 2a° + 1,
*a—1)-x=2a*+1.
Dyskusja
Aby otrzymaé rozwigzanie, nalezy obie strony rdéwnania podzieli¢ przez wspétczynnik przy
niewiadomej x, tzn. przez a — 1, a ten zawiera parametr. Nalezy wiec zatozyé¢, ze nie jest on zerem:

2a° +1
a—1l=0=axl=x=——"-
a—1
P
Wynik ten oznacza, ze dla kazdego a € {0,1} réwnanie ma doktadnie jedno rozwigzanie x = = ;1.
a_

Np.dlaa=2,x=9,dlaa=-5 x=—8,5itd.
A co sie dzieje, gdy a = 1? Podstawiajac a = 1 do réwnania (*) otrzymujemy:
0-x =3.

Jest to wiec réwnanie sprzeczne.

Odpowiedz.
dla a = 0 réwnanie traci sens liczhowy
dla @ = 1 réwnanie jest sprzeczne
2a* +1
w pozostalych przypadkach x = w_1
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Przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:

5—4x b
=——2x

a a

Rozwigzanie

Widzimy, ze réwnanie to ma sens liczbowy tylko wéwczas, gdy a = 0.

Przeksztat¢my dane rownanie do postaci ax = b (Schemat 1).
5—4x b —2ax

»

a a
b—4x =h —2ax = 2ax —4x = b — 5,
(*)(2a—4)x=bh—5.
Dyskusja
Wspdtczynnikiem przy x jest 2a — 4.

a) 2&—4;‘0:2&;‘4=>a¢2=>x=f o
aa—

b) 2a —4=0= a=2;dlaa=2rbéwnanie (*) mapostaé: 0:x = b — 5,
a stad:
1) b—5=0=b=5= 0:x=0,awiec réwnanie jest nieoznaczone;
2) b—5= 0= b =5, azatem rownanie jest sprzeczne.
Odpowiedz.
dlaa@ = 0 réwnanie nie ma sensu liczbowego

dlaa = 2ib =5 réwnanie jest nieoznaczone
dlag = 2ib = 5 rownanie jest sprzeczne

b—5
w pozostatych przypadkach x =
p yeh przyp a— 4
Przejdzmy teraz do nieréwnosci liniowych z parametrem.

Przyktad 3
Rozwigz nieréwnos¢:
ax —2 <a+x
Rozwigzanie
Przeksztatémy dang nieréwnos¢ do postaci ax = b (Schemat 2).
ax —x < a-+ 2,
(a—1)x<a+2.
Wspodtczynnik przy x zawiera parametr a, a zatem musimy rozpatrywac nieréwnos$¢ w zaleznosci od
jego znaku.
Dyskusja
a)
a—1<0=a<1
Poniewaz a — 1 jest liczbg ujemng, to dzielgc przez nig obie strony nieréwnosci, musimy odwrdécic

znak nieréwnosci. Oznacz to, ze:
a+?2

x> .
a—1
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b)
a—1=0=a=1.
Mamy tu nieréwnos¢
0-x <3,
ktdra jest spetniona przez kazda liczbe rzeczywistg x.
c)
a—1>0=a>1.
Poniewaz a — 1 jest liczbg dodatnia, to dzielgc przez nig obie strony nieréwnosci nie odwracamy jej
znaku. Oznacza to, ze:
a+?
a—1
Odpowiedz.

X <

a+2
a—1
dla @ = 1 nieréwno$¢ jest zawsze prawdziwa

a+ 2
dla @ > 1 rozwiazanie tworza liczby x << ——
a _

dla a < 1rozwigzanie tworzg liczby x =

Ponizszy aplet GeoGebry pozwala wskazac rozwigzanie dla wybranej wartosci parametru a.

[ cenal23_nieréwnoscggh

Plik Edycja Widok Opcje Narzedzia Okno Pomoc
y =
ar—2<a+z < z>0.36 g(x) = —3.7+x
4
12 11 o 9 8 7 & 4 5 [] 7 8 ] 10 1 12
A=(0.36,-3.34)
Wprowadz: !

3 Spiegematica - Goo.. || [Eb SpiegaMiatica Diseq.. || g SpiegaMatica Diseq.. || W Bez tytuhu - Paint " cenalz3 nierwnos.. | < WEG ns

Przyktad 4
Rozwigz nieréwnos¢:
x— 2
< 2—X.
a

Widzimy, ze nieréwnosc¢ ta ma sens liczbowy tylko wéwczas, gdy a = 0.
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Przeksztatémy dang nieréwno$¢ do postaci ax = b (Schemat 2).
x—2 Z2a—ax
<l .

a a
Dyskusja
1) a =0
x—2 < 2a— ax,
(a+1)x < 2(a+1).
W tym przypadku wspodtczynnik a + 1 jest zawsze dodatni, a zatem
2(a+1)
a-+1
2) a<0
x— 2> 2a—ax,
(a+1)x>2(a+1).
W tym przypadku wspétczynnik a + 1 nie ma statego znaku. Rzeczywiscie:
—1<a<l=a+1>0,
a<—-1l=a+1<0,

= x < 2.

a=—-1l=a+1=0.

W zwigzku z tymi przypadkami, mamy:
2{a+1)

a) l<a<0=x=> = x > 2

a+

2{a+1)
= x < 2

b) a<-1=x<

a+1
c) a=—-1=0-:x> 0= sprzecznosc
Odpowiedz.
a<—1=x¢e(—m,2)
a = —1 = nierdownosc¢ jest sprzeczna
—1< a<0 =x¢e(2+xn)
a = 0 = nieréwnos¢ traci sens liczbowy
a>0 =x €(—=x,2)

Zadanie domowe

1. Rozwigz rownanie:
(a+1)x GSalb—3)

2a  6b

2. Rozwigz nieréwnos¢:
alx —1) < 2a — 3x.




scenariusz lekcji nr 9

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Liczby rzeczywiste

Temat: Obliczenia zwigzane z BMI

Klasa: Klasa |

Zgodnos$¢ z podstawg programowgq: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu

podstawowego.

Pomoce ($rodki) dydaktyczne

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),

e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajagce nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

e aplet GeoGebry.

Cele: Uczen potrafi:

e zinterpretowac dane zawarte w zestawieniu,

e rozwigzac nieréwnos¢ kwadratowa,

e rozwigzaé uktad nieréwnosci kwadratowych,

e podacd przyblizenie liczby z zadang dokfadnoscia,
e przeksztatca¢ wyrazenia algebraiczne,

® rozwigzuje réwnania wymierne,

e korzysta¢ z programu GeoGebra.

Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, ¢wiczenia, prezentacja
Formy pracy: Praca indywidualna

Plan lekcji

Na lekcji tej poznamy blizej BMI (Body Mass Index), tj. najbardziej obecnie rozpowszechniony

wskaznik prawidtowej wagi ciata. Wynik BMI otrzymujemy na podstawie dziatania, w ktérym dzielimy

mase ciata podang w kilogramach przez kwadrat wzrostu podany w metrach, czyli

m
BMI = —.

-
£

W praktyce klinicznej rozréznia sie nastepujace przedziaty wskaznika BMI:

1.

© N o Uk wN

ponizej 16,0 — wygtodzenie

16,0-16,99 — wychudzenie (np. na skutek anoreksji lub innej ciezkiej choroby)
17,0-18,49 — niedowaga

18,5-24,99 — wartos¢ prawidtowa

25,0-29,99 — nadwaga

30,0-34,99 — 1. stopien otytosci

35,0-39,99 - 2. stopien otytosci (otytosc kliniczna)

powyzej 40,0 — 3. stopien otytosci (otytosc skrajna)
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WeZzmy pod uwage osobe o wadze 70 kg. Jaki powinien by¢ jej wzrost, by byta to osoba:

e zniedowagg,
e 7 wagg prawidtowg,
e otyta?

Rozwazmy pierwszy przypadek. Korzystajgc z okreslenia BMI, mamy:

70 i 70 | 70
BMI <185 = — = h>—=h> |— ~ 1,95
h2 18,5 Nl 18,5

Jesli wiec osoba wazy 70 kg, a jej wzrost wynosi okoto 195 cm (lub wiecej), to jest to na pewno osoba
z niedowaga.

Obliczmy teraz, jaki wzrost powinna mie¢ osoba o wadze 70 kg, by uznaé, ze ma wage prawidtowg?
Tym razem mamy:

70 . 70 . 70
1856 = — =249 =h-=——nh" = .
h® 18,5 24,9
70 |
h= |—~195Ah= |— &~ 1,68,
18,5 1249

1,68 = h < 1,95.

PrzeprowadZmy teraz obliczenia dla osoby z nadwaga.

70 . 70 . 70
25 — =299 =h"=—AQ"=2—7y
h? 25 29,9
170 | 70
h = |E¥1’6?Ah’:_} ||ﬁ¥ 1,53,
N L'

1,53 < h < 1,67.

Dla osoby z 1. stopniem otytosci, mamy:
70 .70 70

0= —=349=h"=—Ah" = ,
h* 30 34,9

|'70 | 70

h = Iﬁ¥1,53/\h:ﬁ ||%¥ 1,42,
\ \

1,42 < h < 1,53.

Dla osoby z 2. stopniem otytosci, mamy:

70 .70 . 70
35<s—<399=hi<—Ahl= ,
2 35 39,9
[0 |
hs | —x~14lAh= |— =~ 1,32
|35 \399

132=<h<14L

Zestawmy otrzymane wyniki w tabeli.
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WAGA WZROST STAN

h = 195 niedowaga
168 = h = 195 prawidtowa
70 153 = h = 167 nadwaga
142 = h = 152 1. stopien otytosci
132 = h = 141 2. stopien otytosci

Ponizej przedstawiony jest aplet, przy pomocy ktérego mozemy obliczy¢é BMI oraz badac stan otytosci
w zaleznosci od wagi bgdZ wzrostu.

" cenal23 bmiggb

Plik Edycja Widok Opcje Narzgdzia Okno Pomoc Zaloguj sie...

@
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= & ; m 70
j BMI= — = — =24.22
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Wprowadz
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Zadanie domowe
Zwaz sie i sprawdz, jaki powinien by¢ twdj wzrost, by uzna¢, ze twoja waga jest prawidtowa.
Zmierz swoj wzrost i oblicz przy jakiej wadze ciata Twéj BMI bedzie wynosit od 18,5 do 25.
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scenariusz lekcjinr 10

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Rachunek rézniczkowy

Temat: Rozwigzujemy zadania optymalizacyjne.

Klasa: Klasa I

Zgodnos¢ z podstawg programowa:

-oblicza pochodne funkcji wymiernych;

-korzysta z wtasnosci pochodnej do wyznaczania przedziatdéw monotonicznosci funkcji;

-znajduje ekstrema funkcji wielomianowych i wymiernych;

-stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych.

Pomoce (srodki) dydaktyczne

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),

e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

e aplet GeoGebry.

Cele: Uczen potrafi:

e obliczy¢ pochodna funkcji w punkcie,

e sprawnie wyznaczac funkcje pochodne danych funkcji na podstawie poznanych wzordéw,

e napisa¢ rédwnanie stycznej do wykresu funkcji oraz rozwigzywac¢ rdzine zadania z
wykorzystaniem wiadomosci o styczne;j,

e zbadaé monotonicznosé¢ funkcji za pomocg pochodnej,

e wyznaczy¢ ekstrema funkcji rézniczkowalnej,

e zbadad przebieg zmiennosci funkcji i naszkicowac jej wykres,

e zastosowac rachunek pochodnych do analizy zjawisk z zycia codziennego opisanych
wzorami funkcji wymiernych (zadania optymalizacyjne),

e postuguje sie programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).

Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, prezentacja, ¢wiczenia

Formy pracy: Praca indywidualna lub w grupach
Plan lekgji

Na lekcji tej rozwigzemy dwa zadania optymalizacyjne, w rozwigzaniu ktorych wykorzystamy
elementy rachunku rézniczkowego.

Zadanie 1
Dany jest kwadratowy arkusz blachy o boku 3 m. Z tego arkusza chcemy wycig¢ cztery jednakowe

kwadraty, po jednym w kazdym rogu kwadratu. Otrzymany kwadrat zaznaczony na rysunku ma bok
rowny x. nastepnie zaginamy blache wzdtuz linii przerywanych, tworzagc w ten sposéb
prostopadtoscienne, otwarte pudetko. Dla jakiej wartosci x otrzymane pudetko bedzie miato
najwiekszg objetosc?
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Rozwigzanie

Objetos¢ powstatego pudetka, to objetosé¢ prostopadtoscianu o podstawie x* i wysokosci
rowna:
. 1 i
Vix) = —E(_x —3x%), 0=x<= 3.
Wyznaczmy funkcje pochodng funkcji V(x):

1
V'x) = —E[sz — 6x).

Dalej mamy:

VMx)=0e3x"—-6x=0=x=0vx =2,
Vix)>0e=3x?—-6x<0& xe(02).
Vx)<0e=3x?—-6x>0e x € (—o,0) U (2, +o0).

Uwzgledniajac dziedzine, umiescimy uzyskane wyniki w tabeli.

|0 _— 2 _—" 3

% — -

3—-x

.
=

.Jest ona
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Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze w przedziale {0,3) najwiekszg warto$¢ funkcja V przyjmuje
dlax=2.

Odpowiedz.

Prostopadtoscienne pudetko ma najwiekszg objetosé woéweczas, gdy jego podstawa jest kwadratem o
buku 2.

Wykorzystujgc ponizszy aplet, mozemy zaprezentowac i pudetko, i zmiany jego objetosci.

€ Karkut_pudelko.ggb == ]
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o{ Dany jest kwadratowy arkusz blachy o boku 3 m. Z tego arkusz chcemy wyciac cztery
jednakowe kwadraty, po jednym w kaZdym rogu kwadratu. Otrzymany Kwadrat zaznaczony
na rysunku ma hok rowny x. Nastepnie zaginamy blache wzdtuz hokow kwadratu, tworzac

a4 wten sposdb prostopadioscienne, otwarte pudelko. Dia jakiej wartosci x otrzymane pudelko
bedzie miato najwieksza ohjetosé?
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Kolejne zadanie jest zadaniem optymalizacyjnym z czeSciowym rozwigzaniem (z lukami). Uzupetnij te
luki.

Zadanie 2

W srodku czekoladowego ,jajka” w ksztatcie sfery umieszczono pudetko w ksztatcie walca, ktdre
zawiera niespodzianke.

e Wyznacz maksymalng objetos¢ pudetka, wiedzgc, ze sferyczne ,,jajko” ma promien R.

e Oblicz stosunek srednicy podstawy do wysokosci walca znalezionego w poprzednim punkcie.
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Wykonajmy rysunek i przyjmijmy stosowne oznaczenia.

Rozwigzanie
Niech y oznacza promien podstawy walca, x — potowe jego wysokosci, a R — promien sfery.
Objetos¢ walca wynosi wéwczas:

V= .
Stosujac twierdzenie Pitagorasa do tréjkgta ABC mamy: ,
skad y* =
Objetos¢ walca mozemy teraz zapisa¢ nastepujaco:
V= ,czyli V(x) =
Obliczmy teraz pochodng tej funkcji i zbadajmy jej znak.
V'(x) = ,ezyliVi(x) =2m -
>0, czyli .
Jednak 0 < x < R, wiec stwierdzamy, ze V(x) jest funkcjg rosngca w przedziale
i malejgca w przedziale . Walec osigga wiec maksymalng objetos¢
dlax= ; objetosc¢ ta wynosi:

Stosunek srednicy podstawy do wysokosci wynosi:
LX X
Zadanie domowe
Z tytu domu ma by¢ utworzony maty, prostokatny ogrédek o powierzchni 50 m?, ogrodzony ptotem.
Jeden bok dziatki nie wymaga ptotu, gdyz stanowi go $ciana domu. Jakie wymiary musi mie¢ ten

ogrdodek, by koszty jego ogrodzenia byty minimalne?
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