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ZADANIA:

Zadanie 1

Graniastostup prawidlowy szesciokatny o krawegdziach dhugosci | przecigto plaszczyzna
zawierajaca dwie przeciwlegle krawedzie podstaw. Oblicz pole tego przekroju.

Zadanie dotyczy dzialu 9. Stereometria. W wymaganiach szczegdélowych uczen: speinia
wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto: 2) okresla, jaka figura jest dany
przekrdj graniastostupa lub ostrostupa ptaszczyzna.

Zadanie 2

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych prosta rownoleglta do osi y dzieli trojkat o
wierzchotkach O = (0, 0), P = (1, 1), Q = (9, 1) na dwa obszary o rownych polach. Znajdz
réwnanie tej prostej.

Zadanie dotyczy dziatow: 7. Planimetria i 8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej. W
wymaganiach szczegoétowych uczen: spelnia wymagania dla zakresu podstawowego, a
ponadto: 7.4) rozpoznaje figury podobne; 8. 3) wyznacza réwnanie prostej, ktéra jest
réwnolegla lub prostopadta do danej prostej w postaci ogdlnej i przechodzi przez dany punkt.

Zadanie 3.
Dla jakich wartosci r i s srodkiem symetrii wykresu funkcji f(x) =

(2; -1)?

Irx+2
6x+s—3

jestpunkt C =

Zadanie dotyczy dziatow: 2. Wyrazenia algebraiczne, 3. Rownania i nierownosci, 4. Funkcje.
W zakresie rozszerzonym uczen spetlnia wymagania dla zakresu podstawowego, a ponadto: 2.
6) dodaje, odejmuje, mnozy 1 dzieli wyrazenia wymierne; rozszerza 1 (w tatwych
przyktadach) skraca wyrazenia wymierne; 3.4) stosuje twierdzenie o reszcie z dzielenia
wielomianu przez dwumian x — a; 4.4) odczytuje wtasnosci funkcji z wykresu.

Zadanie 4.

Niech f(x) = x? — 7x + ¢. Dla jakiej warto$ci parametru € mins 4 f (x) = 2?



Zadanie dotyczy dziatu 3. Rownania i nierownosci oraz dziatu 4. Funkcje. W wymaganiach
szczegotowych uczen: spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
2) rozwigzuje rOwnania i nierdwnosci liniowe i kwadratowe z parametrem.

Zadanie 5.

Dla jakiej wartosci n > 3 liczby (ﬁfl)(ﬁfz) (nﬁs) sg trzema kolejnymi wyrazami ciggu

arytmetycznego? Czy suma wyrazow tego ciggu jest liczbg podzielng przez 7?

Zadanie dotyczy dziatow: 10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobieristwa i
kombinatoryka oraz 5. Ciggi. W wymaganiach szczegétowych uczen: spelnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto: 10. 1) wykorzystuje wzory na liczbg
permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji z powtdrzeniami do zliczania obiektow w bardziej
ztozonych sytuacjach kombinatorycznych.

Zadanie 6.

Barman, obserwujac zachowania konsumentow, zapisat nast¢pujace uwagi:
e potowa konsumentow pije cappuccino,

. 2 pije kawe, a pozostali pijg herbatg,

e jeden na trzech z pijacych herbate stodzi ja, za§ pozostali pijg herbate bez cukru,
e polowa z pijacych kawe pije ja bez cukru, a z pijacych cappuccino nie stodzi go jeden
na trzech,
e codziennie rano jest 10 klientéw pijacych gorzka herbate.
[lu konsumentdéw pije w tym barze poranny napdj?

Zadanie dotyczy dziatu 10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa i
kombinatoryka. W wymaganiach szczegdélowych uczen: spelnia wymagania okreslone dla
zakresu podstawowego, a ponadto: 2) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe; 3) korzysta z
twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym.

Zadanie 7.

Producent opakowan chce produkowac takie cylindryczne opakowania, aby przy danej
objetosci V ich powierzchnia byla minimalna. Jakie powinny by¢ wymiary takiego
opakowania, jesli promien podstawy ma by¢ réwny 6 cm? Jaki bedzie koszt wytworzenia
1000 opakowan o minimalnej powierzchni, jesli do kazdego opakowania trzeba doliczy¢
20% materiatu przeznaczonego na powierzchnie minimalna, a cena 1 m? materiatu wynosi
3,60 PLN?



Zadanie dotyczy dziatu 11. Rachunek rézniczkowy. W wymaganiach szczegdétowych uczen: 2)
oblicza pochodne funkcji wymiernych; 4) korzysta z wlasnosci pochodnej do wyznaczania
przedzialow monotonicznosci; 5) znajduje ekstrema funkcji wielomianowych i wymiernych;
6) stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych.

Zadanie 8.

Rozwazmy funkcje:

f(x) = ax®+ 2ax? — 3x,

gdzie a jest liczbg rzeczywista, 16zng od zera.

Wyznacz te wartoséci parametru a, dla ktorych funkcja f osigga maksimum i minimum lokalne
oraz te, dla ktorych nie osigga ekstremum.

Zadanie dotyczy dziatu 11. Rachunek rézniczkowy. W wymaganiach szczegdtowych uczen: 2)
oblicza pochodne funkcji wymiernych; 4) korzysta z wlasnosci pochodnych do obliczania
przedzialow monotoniczno$ci funkcji; 5) znajduje ekstrema funkcji wielomianowych i

wymiernych.

Zadanie 9.

Na wykresie funkcji wielomianowej trzeciego stopnia lezy punkt M = (3, 1),w ktorym funkcja
osigga minimum. Wspotczynnik kierunkowy stycznej do jej wykresu w punkcie P = (0, 1)
wynosi 3. Jakim wzorem jest okreslona ta funkcja?

Zadanie dotyczy dziatdéw: 4. Funkcje i 11. Rachunek rozniczkowy. W wymaganiach
szczegblowych uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
11. 2) oblicza pochodne funkcji wymiernych.

Zadanie 10.

Niech A, B, C, D, E, F, G kolejnymi wierzchotkami siedmiokata foremnego. Oznaczmy przez

b, ¢, d dlugosci odcinkow AB, AC, AD odpowiednio. Wykaz, ze
1 1 1

b cta

Zadanie dotyczy dzialu 7. Planimetria. W wymaganiach szczegétowych uczen: spetnia
wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto: 4) rozpoznaje figury podobne i
jednoktadne.



Przy pomocy tego zadania mozemy realizowa¢ wymaganie ogdlne: V. Rozumowanie i
argumentacja: Uczen tworzy tancuch argumentdéw i uzasadnia jego poprawnosc.

Zadanie 11.

Znajdz rownania parabol v = ax? + bx + ¢, na ktorych lezy punkt prostej 3x — 5y +8 =0

o rzednej 4, stycznych do prostych o rownaniach
2x —v—5=0i2x+y—3=0.

Zadanie dotyczy dziatu 8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej. \WW wymaganiach
szczegotowych uczen: spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
2) bada réwnolegtos¢ i prostopadto$¢ prostych na podstawie ich réwnan ogélnych; 6)
wyznacza punkty wspolne prostej i okregu.

Zadanie 12.

Wyznacz rownanie okregu, do ktorego nalezy punkt A = (-4, -3) i ktory jest styczny do
brzegow pasa P = {(x,): [x = y| <v2}.

Ile jest takich okregow? Oblicz odleglos¢ srodka tych okrggow od tej ich osi symetrii, do
ktorej nalezy punkt A.

Zadanie dotyczy dzialow: 3. Rownania i nieréownosci oraz 8. Geometria na plaszczyznie
kartezjanskiej. W wymaganiach szczegétowych uczen: spelnia wymagania okreslone dla
zakresu podstawowego, a ponadto: 3. 9) rozwigzuje réwnania i nierownosci z wartoscig
bezwzgledna; 8. 4) oblicza odlegtos$¢ punktu od prostej; 8. 5) postuguje si¢ rOwnaniem okregu
(x—a) +(y—b)?=r-

Zadanie 13.

Dany jest trojkat ABC oraz punkty P, Q nalezace do boku AB, z ktorych pierwszy lezy miedzy
A i Q oraz punkt R nalezacy do boku AC. Punkty te sg tak potozone, ze odcinek PR jest
rownolegly do odcinka QC, zas QR jest rownolegly do boku BC. Niech |AP| = 16 i |PQ| = 12.
Oblicz dhugos¢ odcinka QB.

Zadanie dotyczy dzialu 7. Planimetria. W wymaganiach szczegétowych uczen: speinia
wymagania okre$lone dla zakresu podstawowego, a ponadto: 2) stosuje twierdzenie Talesa i
twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa do obliczania dtugosci odcinkéw 1 ustalania
rownolegtosci prostych; 4) rozpoznaje figury podobne i jednoktadne.



Zadanie 14.

Z dwoéch miast A i B wyjechali naprzeciw siecbie dwaj kierowcy i spotkali si¢ na drodze
miedzy A i B po 8 godzinach. Jezeli predko$¢ pojazdu wyjezdzajagcego z miasta A bytaby o
14% wigksza, a predkos¢ drugiego bylaby wigksza o 15%, to kierowcy spotkaliby si¢ po 7
godzinach. Ktory pojazd jechat z wigksza predkoscia i ile razy?

Zadanie dotyczy dziatow: 2. Wyrazenia algebraiczne i 3. Rownania i nierownosci. W
wymaganiach szczegbétowych uczen: spelnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto: 2. 3) rozklada wielomian na czynniki stosujagc wzory skréconego
mnozenia lub wylaczajac wspolny czynnik przed nawias; 3. 6) dodaje, odejmuje, mnozy i
dzieli wyrazenia wymierne; rozszerza i (w tatwych przyktadach) skraca wyrazenia wymierne;
3. 2) rozwigzuje rownania i nierdwnosci liniowe i kwadratowe z parametrem.

Zadanie 15.

Na ramieniu a kata ostrego o mierze 60° i wierzchotku O wybrano dwa takie punkty A i B, ze
|OA| = 2k i |OB| = 8k. Wyznacz na ramieniu b tego kata taki punkt P, Ze stosunek |PB| do |PA|
wynosi 2.

Zadanie dotyczy dziatow: 3. Rownania i nierownosci, 6. Trygonometria, 7. Planimetria. W
wymaganiach szczegdlowych uczen: speilnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego.

Zadanie 16.

Dana jest parabola o réwnaniu y = x?. Parabole te przesunieto o wektor [0,—1]. Oblicz pole
powierzchni trojkata wyznaczonego przez punkt P = G,—l) przeciecia si¢ stycznych (do

przesunigtej paraboli przechodzgce przez ten punkt) oraz punkty stycznosci. Wykonaj rysunek.

Zadanie dotyczy dzialu 4. Funkcje. W wymaganiach szczegétowych uczen: spelnia
wymagania okre$lone dla zakresu podstawowego, a ponadto: 4) szkicuje wykres funkcji
okreslonej w rdéznych przedziatach réznymi wzorami; odczytuje wiasno$ci takiej funkcji
z wykresu.

Zadanie 17.

Na okrggu o $rodku O i $rednicy CD lezy punkt Q r6zny od C i D. Styczne poprowadzone w
punktach C, D i Q przecinajg si¢ w punktach A i B. Wykaz, ze kat AOB jest katem prostym.



Zadanie dotyczy dzialu 7. Planimetria. W wymaganiach szczegdélowych uczen: speinia
wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto: 4) rozpoznaje figury podobne;
wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych) ich wlasnosci.

Zadanie 18.

Wyznacz wspotrzedne punktow C i D, ktore dziela odcinek AB na trzy rowne cze$ci, wiedzac,
ze A = (-1, 1) i B=(5, 4). Uogdlnij zadanie przyjmujac, ze 4 = (x4,v4) i B = (x5, v5)-

Zadanie dotyczy dzialu 8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej. \W wymaganiach
szczegotowych uczen: spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
7) oblicza wspotrzedne oraz dtugo$¢ wektora; dodaje i odejmuje wektory oraz mnozy je przez
liczbe. Interpretuje geometrycznie dziatania na wektorach; 8) stosuje wektory do opisu
przesunigcia wykresu funkcji.

Zadanie 19.

Dany jest kwadrat ABCD o boku a, w ktory wpisano drugi kwadrat MNRS tak, Ze jego
wierzchotki sg srodkami bokow poprzedniego kwadratu (M jest srodkiem boku AB). Znajdz
na boku MN taki punkt P, ktorego odlegtos¢ od boku CD wynosi |PH|, by suma kwadratow
odlegtosci |PH|*+|PMJ? byta minimalna.

Zadanie dotyczy dzialu 4. Funkcje. W wymaganiach szczegdétowych uczen: spelnia
wymagania okre$lone dla zakresu podstawowego, a ponadto: 12) wykorzystuje wiasnosci
funkcji liniowej 1 kwadratowej do interpretacji zagadnien geometrycznych, fizycznych itp.
(takze osadzonych w konteks$cie praktycznym).

Zadanie 20.

Wyznaczy¢ wspotczynniki funkcji

ax?+bx+ec
fl = dx +e
tak, by asymptotami jej wykresu byly proste o réwnaniach x =21y = —x—1, za§ w

punkcie 0 odcigtej x = 1 styczna miata wspotczynnik kierunkowy rowny 2.

Zadanie dotyczy dziatu 11. Rachunek rozniczkowy. W wymaganiach szczegoétowych uczen:
spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto: 1) oblicza granice
funkcji (i granice jednostronne), korzystajac z twierdzen o dziataniach na granicach i z



wihasnosci funkcji cigglych; 2) oblicza pochodne funkcji wymiernych; 3) korzysta z
geometrycznej i fizycznej interpretacji pochodnej.

Zadanie 21.

Dana jest funkcja y = m?x? —2mx —3m + 2 dla m # 0. Wyznacz w zaleznosci od m
wspotrzedne wierzchotkdw tej rodziny parabol oraz ustal ich miejsce geometryczne.

Uwaga

Miejsce geometryczne — zbidr wszystkich punktow posiadajgcych okreslong wilasnos¢, np.
okrag jest miejscem geometrycznym punktow plaszczyzny jednakowo oddalonych od
ustalonego punktu.

Zadanie dotyczy dziatu 3. Rownania i nieréwnosci oraz 4. Funkcje. W wymaganiach
szczegotowych uczen: spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
3.2) rozwigzuje rdwnania i nierownos$ci liniowe i kwadratowe z parametrem; 4.13) szkicuje
wykres funkcji f(x)= a/x, korzysta ze wzoru i wykresu tej funkcji do interpretacji zagadnien
zwigzanych z wielko$ciami odwrotnie proporcjonalnymi.

Zadanie 22.

W prostokacie ABCD bok AB ma diugos¢ 20a, za$ odcinek AH o dtugosci 16a jest rzutem
prostokagtnym AB na przekatng AC. Na boku CD wybieramy punkt M tak, ze katy AMD i
AHM sa przystajace. Obliczy¢ obwdd 1 pole trojkata AMH.

Zadanie dotyczy dzialu 7. Planimetria. W wymaganiach szczegétowych uczen: speinia
wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto: 4) rozpoznaje figury podobne i
jednoktadne; wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych) ich wtasnosci.

Zadanie 23.

Niech ABC bedzie trojkatem réwnoramiennym o podstawie |AB| = 2I, takim, ze
sin(£ABC) = 2. Z wierzchotka A tego trojkata poprowadzmy polprosts, ktora przecina bok

BC w takim punkcie D, ze
|IDB| + |DK| =m - |AB|, m € R,

gdzie |DK] jest odlegtoscia punktu D od boku AC. Dla jakich m zadanie ma rozwigzanie?

Zadanie dotyczy dziatu 6. Trygonometria 7. Planimetria. W wymaganiach szczegdétowych
uczen: spetnia wymagania okre$lone dla zakresu podstawowego, a ponadto: 6.5) stosuje



WZOory na sinus i cosinus sumy i roznicy katow, sume i roznice sinuséw i cosinuséw katow; 7.
5) znajduje zwiagzki miarowe w figurach ptaskich z zastosowaniem twierdzenia sinusow i
twierdzenia cosinusow.

Zadanie 24.

Wskaza¢ wszystkie takie trojkaty ABC, w ktorych zachodzi réwnosé
|BC| + hy = |AC| + hp,

gdzie hs 1 hg sg dlugo$ciami wysoko$ci poprowadzonych odpowiednio z wierzchotkow A i B.

Zadanie dotyczy dziatlu 7. Planimetria. W wymaganiach szczegétowych uczen: spetnia
wymagania okre$lone dla zakresu podstawowego, a ponadto: uczen tworzy tancuch
argumentow 1 uzasadnia jego poprawnosg.

Zadanie 25.

Rozwazmy trojkat ABC, o kacie 60° przy wierzchotku B. Obliczy¢é miarg kata przy
wierzchotku A tego trojkata, wiedzac, ze H jest rzutem prostokatnym tego wierzchotka na bok
BC i spelniona jest zaleznos¢:

169
AC|? + |BH12 = —|BC|.
JAC|® + | 64| |

Zadanie dotyczy dziatu 6. Planimetria i 7. Planimetria. W wymaganiach szczegdtowych
uczen: spetnia wymagania okreSlone dla zakresu podstawowego, a ponadto: 6. 2)
wykorzystuje definicje 1 wyznacza wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens dowolnego kata
wyrazonej w stopniach lub radianach (przez sprowadzenie do przypadku kata ostrego); 7. 5)
znajduje zwigzki miarowe w figurach plaskich z zastosowaniem twierdzenia sinuséw i
twierdzenia cosinusow.

Zadanie 26.

W potokregu o $rednicy AB = 2r cigciwa AC ma dtugosé rv2. Na tuku AC lezy punkt P,
ktorego rzutem prostokgtnym na odcinek AC jest punkt H, za$ punkt K jest rzutem
prostokatnym punktu C na styczng do potokregu w punkcie P. Niech x oznacza miare kata
CAP. Wyznaczy¢ funkcje

y = |CK| + +2|PH| + |PK]|

jako funkcje argumentu X i wykonac¢ jej wykres.



Zadanie dotyczy dziatu 6. Trygonometria i 7. Planimetria. W wymaganiach szczegdétowych
uczen: spetnia wymagania okre$lone dla zakresu podstawowego, a ponadto: 6. 4) postuguje
si¢ wykresami funkcji trygonometrycznych; 6. 5) stosuje wzory na Sinus i cosinus sumy i
réznicy katdéw; 6. 6) rozwigzuje rownania i nierownos$ci trygonometryczne.

Zadanie 27.

Oblicz najwieksza warto$é wyrazenia 3x + 4v, jezeli x? + y2 = 4 + 12x + 6.

Zadanie dotyczy dzialu 8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. \W wymaganiach
szczegotowych uczen: spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
2) bada réwnolegtos¢ i1 prostopadto$¢ prostych na podstawie ich réwnan og6lnych; 3)
wyznacza rOwnanie prostej, ktora jest rownolegta lub prostopadta do prostej danej w postaci
ogoblnej 1 przechodzi przez dany punkt; 5) postuguje si¢ rOwnaniem okregu.

Zadanie 28.

Na plaszczyznie kartezjanskiej dane sg dwa punkty: A = (2, -1), B = (-6, -8). Znalez¢
réwnanie takiej prostej peku prostych o wierzchotku B, ktorej odlegtos¢ od punktu A jest
najwigksza.

Zadanie dotyczy dzialu 8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej 1 11. Rachunek
rozniczkowy. W wymaganiach szczegoétowych uczen: spelnia wymagania okreslone dla
zakresu podstawowego, a ponadto: 8. 3) wyznacza réwnanie prostej, ktora jest rownolegla lub
prostopadta do prostej danej w postaci ogolnej 1 przechodzi przez dany punkt; 8. 4) oblicza
odlegtos¢ punktu od prostej; 8. 5) postuguje si¢ rownaniem okregu; 9. 2) oblicza pochodne
funkcji wymiernych; 9. 5) znajduje ekstrema funkcji wielomianowych i wymiernych; 9. 6)
stosuje pochodne do rozwigzywania zadah optymalizacyjnych.

Zadanie 29.

Z cyfr od 1 do 7 mozemy utworzy¢ 7! = 5040 liczb odpowiadajacych permutacji tych cyfr.
Np. liczby 1 234 567 i 3 546 712 sg dwiema z mozliwych permutacji. Jezeli otrzymane liczby
ustawimy w porzadku rosngcym, to jaka liczba stoi na miejscu siodmym, a jaka zajmuje 721
miejsce?
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Zadanie dotyczy dziatu 10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa i
kombinatoryka. W wymaganiach szczegoétowych uczen: spelnia wymagania okreslone dla
zakresu podstawowego, a ponadto: 1) wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji,
wariacji i wariacji z powtorzeniami do zliczania obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach
kombinatorycznych.

Zadanie 30.

Rozwazmy dwa okre¢gi o srodkach w punktach A i A’, o promieniach odpowiednio 9 i 1,
styczne zewnetrznie w punkcie O. Niech r bedzie wspdlng styczng tych okregow, na ktorej
lezy punkt O, s — wspolng styczng w punktach B i B’ zas punkt C — punktem przecigcia si¢
tych stycznych. Wykaz, ze trojkat ACA’ jest prostokatny i oblicz pola czworokatow ABCO i
A’OCPB’.

Zadanie dotyczy dziatlu 7. Planimetria. W wymaganiach szczegétowych uczen: spetnia
wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto: 4) rozpoznaje figury podobne i
jednoktadne; tworzy tancuch argumentow i uzasadnia jego poprawnos$c.

Zadanie 31.

Wewnatrz kwadratu ABCD lezy punkt E taki, ze |DE| = 5., |AE| = 24/2, |BE| = 3. Obliczy¢
pole powierzchni tego kwadratu.

Zadanie dotyczy dziatu 3. Réwnania i nierownosci i 7. Planimetria. W wymaganiach
szczegotowych uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto: 3.
3) rozwiazuje uktady réwnan, prowadzace do réwnan kwadratowych; 7. 5) znajduje zwigzki
miarowe w figurach ptaskich z zastosowaniem twierdzenia sinuséw i twierdzenia cosinusow.

Zadanie 32.

Stozek o wysokosci 4+/5 cm przecieto plaszczyzng réwnoleglta do jego podstawy.
Plaszczyzna ta podzielita wysokos$¢ stozka w stosunku 3 : 1 zaczynajac od wierzchotka C.
Wiedzac, ze sfery opisane na kazdej z tak otrzymanych bryl majg rowne promienie, obliczy¢
powierzchni¢ boczng danego stozka oraz objetos¢ stozka odcietego.

Zadanie dotyczy dziatu 7. Planimetria i 9. Stereometria. W wymaganiach szczegdétowych
uczen: spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto: 7. 4) rozpoznaje
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figury podobne i jednoktadne; 7.5) znajduje zwiazki miarowe w figurach ptaskich z
zastosowaniem twierdzenia sinuséw i twierdzenia cosinusow; 9. 1) okresla, jakg figurg jest
dany przekrdj sfery ptaszczyzna;
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ROZWIAZANIA ZADAN:

Rozwiazanie zadania 1

Wykonajmy stosowny rysunek.

Sposob 1.

Zauwazmy, ze odcinek OP jest rownolegly do AF i IL, gdyz ich rzuty prostokatne na
plaszczyzn¢ podstawy sa rownolegle. Otrzymany przekrdj jest zatem nieforemnym
sze$ciokatem, utworzonym z dwoch przystajacych, rownoramiennych trapezow: OPLI i
OPFA. Dhuzsza, wspodlna podstawa tych trapezow jest OP, za$ krotsze podstawy majg dtugos¢
|. Zauwazmy dalej, ze OP = EB = 2| (dtuzsza przekatna szeéciokata foremnego o boku I;
krotsza przekatna ma dhugosé 1v/3). Wysokosé kazdego z tych trapezéow otrzymamy dzielac
dlugo$¢ odcinka IA przez 2. Mamy zatem:

[ =2, ga
1A Vact+crr 4 (W3) +17
Pole S przekroju wynosi:

21+ 1 .
5=2-T+-1=3i*.

Odpowiedz.
Pole S przekroju AOILPF wynosi 3I%.

Sposob 2.

Pole S przekroju mozemy obliczy¢ tez w nastepujacy sposob: do pola prostokata AFLI dodaé

pola dwoch przystajacych trojkatow FPL i AlO.

Poniewaz FL ma dtugos¢ 2l, zas wysokos¢ trojkata FPL jest rowna wysokosci trojkata EFD i
1 . . , 1 1 1,00 . .

wynosi I (pole trojkata jest rowne 7 - 21 - —1 = ~17), wigc pole S wynosi:

-
r

§=21-14+2.—=3]%
N 2

13



Rozwiazanie zadania 2

Sposob 1.
Wykonajmy rysunek.
3
=
_Iz I‘I
-1 4

Obliczmy pole trojkata OPQ. W tym celu obliczymy pole trojkata prostokatnego OTQ i

odejmiemy od niego pole trojkata prostokatnego OPT.

1
Psorg =35 1+9=45,

1
Pﬂ.oprzi'l'l:ﬂyi

Jesli wiec pole trojkata OPQ wynosi 4, to pole kazdego obszaru wynosi 2. Zauwazmy dale;j,

ze trojkaty OTQ i OTP sa podobne, zatem
|RS| _ |RQ]

loT|  |TQI
Niech |RQ| = r. Wowczas
|RS| T
1 9
skad
T
|IRS| = —.
9

Pole trojkata QRS jest rowne 2, zatem
1 r

_'_'T:2’
29

skad

= 6.

Szukana prosta ma wigc rdwnanie: X =9 -6 = 3.

Odpowiedz.

Prosta prostopadta do osi y i dzielgca dany trojkat na dwa obszary o rownych polach ma

rOwnanie: X = 3.
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Sposob 2.
Skorzystajmy z geometrii analitycznej.

Rownaniem prostej OQ jest v = ix, punkt R = (s5,1),5= (S%S), gdzie 0 < s < 9. Trojkat

QRS ma jedna przyprostokatng o dlugosci 1 — ;5, a druga 9 —s. Zatem

1 1
Fﬂ.QR_‘-' = E (1 —_ a.’i‘) [:'El —.5':].
Pole tego trdjkata musi byé réwne 2, co daje réwnanie s —18s+ 45=0, ktoérego
pierwiastkami sg liczby: sy = 3, 5, = 15. Poniewaz drugi pierwiastek nie spelnia warunkow

zadania, wiec S = 3, a tym samym x = 3.

Rozwigzanie zadania 3
Sposob 1.
Zauwazmy, ze wykresem funkcji y = ﬁ + g, gdzie a # 0, jest hiperbola, ktorej asymptotami

s proste Y = i X = p. Srodek symetrii tej hiperboli jest punktem przeciccia si¢ jego
asymptot. Przedstawmy wiec nasza funkcje w postaci f(x) =ﬁ+ q, ktéora mozemy

uzyskac, wykonujac dzielenie:

1 1
Tr—o5rs 1
(3rx+2):(6x+s5—3) = 4 512 1 +ET
+(z-3)
Korzystajac z tego przedstawienia, mamy:
s 4+ 1 s L 1
P76 2_) 6 2 ={s=—9
1 1 N =-2
1737 2"~
Odpowiedz.

Srodkiem symetrii wykresu funkcji f jest punkt Cdlar=-2is=-9.

Sposdb2.
Asymptota pionowa hiperboli znajduje si¢ w punkcie nie nalezacym do dziedziny funkc;ji.
Zatem:

s 1
6bx+s5s—3=0=6x=—-5+3 =‘;-:x:_g_|_£J

a stad:

Z + = 2 9
——+-—=2=s5=-9

6 2
Asymptota ukosna ma rOéwnanie v =mx+mn, gdzie m = lim, _}imf';_ﬂ i
Irx+2 1

—-T.

n=lim,_ .. (f(x) — mx). Poniewaz m =0, wigc n =lim,_, . ——— =

15



Zatem:

—r=—-1=r=-2,

Rozwiazanie zadania 4

Poniewaz a = 1 > 0, wiec funkcja f osigga minimum.
Obliczmy odcietg p wierzchotka paraboli.

b —7

P=—o P 3,5.

Poniewaz p € (3,4}, wiec minimalng warto$cig funkcji f na przedziale (3,4} jest g = — j—ﬂ:
49 — 4  4c— 49

1Ty T T

Zatem

4c — 49 .

4 - il
skad

57
c=—=14725
4

Odpowiedz.
Funkcja f osigga warto$¢ najmniejszg na przedziale (3,4) dla ¢ = 14,25.
Rozwigzanie zadania 5

Niecha,_y = (" ).an— = (", ). an-z = ([",)- Poniewaz liczby te sa kolejnymi wyrazami

ciggu arytmetycznego, wiec
Qpg — Qg = Op_g = Qy_a,

czyli

(nig)_(ﬂil)=(ﬂi3)—(niz},n}3.

Przeksztatcajac to rOwnanie ([:) = ) otrzymujemy kolejno:

klin—k)!
11! 11! 1! 11!
(m—2)-2 (m—1)-11 (m—3)1-31 (n—2)-20

n=2)-(n—n (n—1)-n m-3)-n—-2)n—1n m-2)-(n—1)n
(n—2)1-2  (n—1) (n—3)1-6  (m—2)1-2

Skracajgc otrzymane wyrazenia i dzielac obie strony przez n, otrzymujemy:

_ (n—l](n—z:]_n—ll.ﬁ

2 6 2

n—1

16



In—1)—-6=n—-2)(n—1)—3(n—1),
n® —9n+14 = 0.
Wyroznik A= 25,VA=5,zatemn, = 2,n, = 7. Poniewaz liczba n, = 2 nie spelnia

warunkéw zadania, wigc N = 7.
Dlan =7 mamy:

(Z)+(Z)+(:)=?+21+35=?.9_

Odpowiedz.
Dane liczby sa trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego dla n = 7. Suma wyrazow
tego ciagu wynosi 63, a wiec jest liczbg podzielng przez 7.

Rozwigzanie zadania 6

Niech x oznacza liczbe konsumentéw. Zbudujmy drzewko stochastyczne uwzgledniajace
liczbe konsumentow:

nie stodz=i stodzi nie stodzi stodzi stodzi nie stodzi

1o

'1_10 +x = 10, skad x = 150.

w | e

Teraz mozemy obliczy¢, ilu konsumentéw pije poranny napdj:

Odpowiedz.

Poranny napdj pije w tym barze 150 konsumentow.

Rozwigzanie zadania 7.

Oznaczmy przez r promien podstawy walca, zas przez H jego wysokos¢. Objetos¢ walca
Wynosi wowczas:

V=nr®H,

skad

H=—1:
e

Pole powierzchni catkowitej wynosi:
P =2nr® + 2nrH.
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Wyrazmy je w zaleznos$ci od r:

2 v . | 2V
P(r)=2nr"+2nr-— = 2nr~ +—.
mre T

Obliczmy teraz pochodng P'(r):

2V
P'(r) =4nr —

-
.

Zbadajmy znak pochodnej:

I E-ll?
Aair —— =z 0=4mr* - 2V=z0=r*==—=r= |—.
< 27 N|2?r

—
Powyzsze obliczenia pozwalaja stwierdzi¢, ze dla 0 << r < ﬂq|li funkcja P(r) jest malejaca,

: |'? . =V .
rosngca dla r = o zasdlar = | 2= Osiaga minimum.

‘7 . , _ v ¥ 2.1?:;_5|'E_5| Vo 5||?_
Wysokos¢ H wynosi wowcezas: H = — = —- [| — = |—= [B-—=2 [—=12r.
wre T v N T Y 2w W Im

Stwierdzamy, ze cylindryczne pudetko spelniajace warunki zadania jest walcem, ktérego
wysokos¢ jest rowna $rednicy podstawy (przekrdj osiowy jest kwadratem).

Dlar =6 cmiH=12 cm przeprowadzmy pozostale obliczenia.

P =2nr® + 2arH % 226,19 cm® + 452,39 cm” = 678,58 cm® = 0,067858m".

[lo$¢ zuzytego materiatu wynosi:
1000P + 2001200P = 1200 - 0,067858 &~ 81,4m?,

a jego koszt wyniesie okoto
PLN -

3,60 ——-81,4m"~ & 2Z93PLN.
m&

Odpowiedz.

Cylindryczne pudetko powinno by¢ walcem, ktorego wysokos$¢ jest rowna Srednicy podstawy.
Koszt wytworzenia 1000 takich opakowan wynosi okoto 293 PLN.

Rozwigzanie zadania 8

Dana funkcja przedstawia rodzing parabol sze$ciennych. Kazda z nich moze mie¢
maksymalnie dwa punkty ekstremalne. Jesli takie ma, to jej pochodna
f'(x) =3ax?+ 4ax — 3

powinna zmienia¢ znak w swojej dziedzinie. Oznacza to, ze nieréwno$¢ f'(x) = 0, tzn.
3ax? + 4ax — 3 = 0 musi mie¢ wyznacznik A= 0. Obliczmy ten wyznacznik.
A= (4a)? —4-3a-(=3) = 16a% + 36a.

) 9
é.>0:>16a‘+36a>Dz)a(_4a+9:]>0:>a4—E V oa=0.
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Znak f'(x) jest wiec w tym przypadku nastepujacy:

Zﬂ',ﬂ',k f‘rt't} ___________ & % - - ————-———-———— jr__..._":ii 1 { —

znak f'(x) ®-----———— . jedlia >0

,q- . . . . 9
Jesli A= 0, to funkcja nie osigga ekstremum, co oznacza, ze — ;=a<.

Odpowiedz

: : - 9 . 9
Funkcja f osigga ekstremum, jesli a < — n V' a = 0, za$ nie ma ekstremum, gdy — ;=a<0.

Rozwigzanie zadania 9

Funkcja wielomianowg trzeciego stopnia jest kazda funkcja, ktérej wzor mozna zapisa¢ w
postaci f(x) = ax® + bx?® + cx + d, gdzie a, b, ¢, d s3 liczbami rzeczywistymi i @ = 0.

Zanim przejdziemy do wyznaczenia wspotczynnikow a, b, ¢, d, wyznaczmy funkcje
pochodng ' funkgji f:
F(x)=3ax®+2bx +c.

1° Poniewaz M jest punktem wykresu szukanej funkcji, wiec f(3) = 1, czyli
27a+9b+3c+d=1.

2° Punkt P tez jest punktem wykresu szukanej funkcji, zatem f(0) = 1, czyli
d=1.

3° Dla x = 3 funkcja osigga minimum lokalne, wiec f'(3) = 0, skad
27Ta+6b+c=0.

4° W punkcie o odcigtej 0 wspotczynnik kierunkowy wynosi 3, czyli f'(0) = 3, wiec

c = 3.

Otrzymalismy w ten sposob uktad rownan:
27a+9b +3c+d=1

d=1
27a+6b+c=10
c=3

Rozwigzujac ten uktad réwnan, otrzymujemy: a :%, b=-2,c=3,d=1

Odpowiedz.
Funkcja okre$lona jest wzorem: f(x) = ;xa —2x*+3x+ 1.
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Wykres tej funkcji jest nastgpujacy:

Rozwigzanie zadania 10

Wykonajmy stosowny rysunek.

20



Poniewaz suma miar katow wewnetrznych n — kata wyraza si¢ wzorem (n —2)-m, co

oznacza, ze kat f ma miare %TI Niech |£CAE| = a. Wowczas i |£ACB| = a, co pozwala
napisa¢ rownanie: 2a + f§ =, czyli & = ;

Na przekatnej AC ustalmy taki punkt H, by HC = AB = b. Katy przy podstawie trojkata
réwnoramiennego sg przystajace, zatem kazdy z nich ma miare — = 3a. Miara kata HBA

jest wigc rowna 2a.

Wszystkie te dziatania pozwalaja stwierdzié, ze trojkaty AHB i ACD sa podobne, a zatem
AH: AC = AB:AD,

czyli

(c—b):c=b:d.

Przeksztalcajac te proporcje otrzymujemy:

be = (c — b)d|: bed

1 1 1

d b ¢
co nalezalo wykazac.

Rozwigzanie zadania 11

Jesliy =4,t0 3x—5-4+8 =201 x = 4. Punkt P = (4,4) jest zatem punktem wspolnym
parabol. Wspotrzedne tego punktu spetniajg rownanie ¥ = ax® + bx + ¢, czyli

*) l6a +4b+c = 4.

Zapiszmy réwnania prostych w postaci kierunkowej: v = 2x — 5 iy = —2x + 3. Parabole
maja doktadnie jeden punkt wspdlny z kazda z tych prostych, wigc
ax’+bx+c=2x—5iax*+bx+c=—-2x+3,
ax®+(b—2)x+c+5=0iax*+(b+2)x+c—-3=0.

W obu przypadkach wyrdéznik A musi by¢ rowny zero, zatem

(b—2) —4a(c+5)=0i(b+2)* +4a(c—3)=0.

Przeksztatcajac te rownania i uwzgledniajac réwnanie (*) otrzymujemy uktad réwnan:

(1) (b® — 4b + 4 — 4ac — 20a =0

(2){b? + 4b+4 — 4ac +12a =0

(3) 16a+4b+c=4

Odejmujac od rownania (2) rownanie (1), otrzymujemy:
g8h+32a=10,

czyli

b= —4a.

Podstawiajac b = -4a do rownania (3), otrzymujemy C = 4.

Podstawmy teraz do rownania (2) a = —ib ic=4:
. 1 1
b +ab+a—4- (=) a+12-(-3B) =0,
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b*L5p L4 =0.

Wyrdznikiem tego réwnania jest 9, zatem

—5-—3 —5+3
b, = = —4, b, = =1
2 N 2
Odpowiadajace tym wartosciom b wartosci a sa nastepujace:
1 1 1
= ——.[—=4 :1’ == (=1 = —
ay 1 (—4) a; 1 (—1) 1
Rozwigzaniem uktadu sg wigc nastepujace trojki liczb:
a=1 a = %
bc=:—44 1 bh=_—1
c=4

Mozemy teraz napisa¢ roOwnania parabol:
. 1
y=x"—4x+4 i }==1x‘—x+4.

Odpowiedz.
Szukanymi rownaniami parabol s3:

= 1 b
yv=x"—4dxr+4 i }==1x‘—x+4.

Dodajmy jeszcze rysunek.
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Rozwigzanie zadania 12
Rozwazajac dwa przypadki:

1% —y>=0i2°c—v<o0

stwierdzamy, ze obrazem geometrycznym danej nieréwnosci jest pas plaszczyzny, ktorego

punkty spetniajg uktad nierownosci:
VE=Ex— V2
y < x +/2.

Wykonajmy stosowny rysunek.

Z zapisu uktadu nieréwnosci wida¢, ze osig symetrii tego pasa jest prosta o rOwnaniu y = X.
Odleglos¢ tej prostej od kazdej prostej, ktora stanowi brzeg pasa, wynosi 1. Zatem szukany
okreg musi mie¢ promien 1, a jego $rodek lezy na prostej y = X. Rownanie kazdego takiego

okregu jest wigc nastepujace:
(x—k)P+—k*=1

Do tego okregu nalezy punkt (-4, -3), zatem:
(—4—k)P+(—3-k7*=1

Przeksztalcajac to rownanie otrzymujemy kolejno:
16+ 8k+k*+9+6k+k*=1
k*4+7k+12=0,

A=49-48=1; JA=1

k,=—4, k,=-3.

Mamy zatem dwa okregi spetniajace warunki zadania:
(x+4)P+(y+4)?*=1. (x+3)3+(r+3)*=1
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Os$ symetrii tych okregow, przechodzaca przez punkt A, jest prostg prostopadta do prostej o
réwnaniu Y = X. Ma wiec ona wspotczynnik kierunkowy — 1 1 nalezy do peku prostych y = - X
+ b. Z tego pgku wybierzmy prosta, ktora przechodzi przez punkt A:
yv=—x+b —3=4+b  b=-7,
x+y+7=0
Odleglos¢ punktu (-3, -3) od tej prostej wynosi:
g [1-(=3)+1-(=3)+ 7| =LE
Ve 2

Odpowiedz.
Okregami spetniajgcymi warunki zadania sg dwa okregi o rownaniach:
(x+4)2+(r+4)2=1, (x+3)7+(y+3)7=1

Odlegtos¢ srodkow tych okregow od wskazanej osi symetrii Wynosi g

Rozwigzanie zadania 13

Wykonajmy rysunek pomocniczy.

Trojkaty APR i AQC sg podobne, zatem

|AR| : |AP| = [RC| : [PQ],
skad

|AR| : [RC|=4: 3.

Rowniez trojkaty AQR i1 ABC sg podobne, wigc

|AR| - [RC| = |AQ] : |QB],
skad
4 B 28
3 1@Bl”

328

4]QB| =328 = |QB| =—,— =21
Odpowiedz.
Dhugo$¢ odcinka QB wynosi 21.
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Rozwiazanie zadania 14

Zatozmy, ze $rednia predkos¢ pierwszego pojazdu wynosi v, a drugiego vy za$ przebyte
drogi sa rowne odpowiednio s, i s,. Droge w ruchu jednostajnym prostoliniowym obliczamy
wedlug wzoru s = v - t, zatem przebyte drogi sg rowne:

8v, Bvg.

Po zmianie predkosci przebyte drogi beda rowne odpowiednio:

7-1,14v,, 7-1,15v,.

Poniewaz

8v, +8vy =5i7-1,14v,+7 - 1,15v; =5,

wiec

8v, + 8v, = 7-1,14v,+7 - 1,15v,.
Przeksztatcajac to rOwnanie otrzymujemy kolejno:
(8—7-114)v, + (8—7-1,15)v; =0,

(8 —7.98)u, +(8—8,05)v; =0,

0,021, — 0,05v, = 0,

v, 005 5 _
vy 002 2 7
Odpowiedz.

Pojazd wyjezdzajacy z miasta A poruszat si¢ 2,5 razy szybcie;.

Rozwiazanie zadania 15

Wykonajmy rysunek pomocniczy.
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Wiadomo, ze |£a0b| = 60%, |0A| = 2k, |0B| = 8k. Mamy wskaza¢ taki punkt P € b, aby

% = 2. Zauwazmy, ze liczba kK musi by¢ liczbg dodatnig. Niech |[OP| = xix>0,za§ Mi N

niech b¢da rzutami prostokgtnymi punktow B i A na ramig b.

Poniewaz znamy %, wiec znajdzmy |PA]| i |PB|.

Stosujac twierdzenie Pitagorasa do trojkata prostokatnego PMB, otrzymujemy:
(+)IPBI* = |BM|* + |PM|*.

Z tréjkata BOM mamy:

_lom]

|
sin60® = ,cas60°
|OB|

|0B]

1.,."'5 \."E — 1
|BM|=—-|0B| =— -8k = 4kV3; |0B| = —- 8k = 4k.
2 2 2
Poniewaz
|PM| = |OP| — |OM| = x — 4k,
wiec po podstawieniu do (*) mamy:
|PB|? = 48k + (x — 4k)*.
Stosujac twierdzenie Pitagorasa do trojkata prostokatnego PNA, otrzymujemy:
(==)|PA|* = |AN|* + |[PN|?.
Z trojkata AON mamy:
_ |on|
loal

|
sin60® = , cos60°

|0A|
skad
V3 — 1

|AN| =?-2k = kvV3; |ON]| =E-2k= k.

Poniewaz

|PN| = |OP| — |ON| = x — k,

Wigc po podstawieniu do (**) mamy:
|PA|* = 3k* + (x— k)-.

Przeksztatcajac wyrazenie % = 4, otrzymujemy:

48k% + (x — 4k)? = 4[3k* + (x — k)?],

48k? = 3x7,

x = —4k lubx = 4k.

Poniewaz x > 0 (i k > 0), wigc wybieramy x = 4k.
Uwaga.

Mozna zauwazy¢, ze dla x = 4k trojkat OPB jest charakterystycznym trojkatem prostokatnym
(30°, 60°, 90°%), w ktérym PA jest wysokos$cia poprowadzong z wierzchotka kata prostego.
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Rozwigzanie zadania 16

Roéwnanie paraboli przesunietej jest nastepujace:
y=x?—1

Rodzina prostych przechodzacych przez punkt P = (% — 1) ma réwnanie:

y—(—1) =m (_\' - %)

(W peku tym nie ma oczywiscie prostej o rownaniu x = —; prosta ta jest prostopadta do osi X i

nie moze by¢ ona styczng do danej paraboli.)

Zapiszmy uktad réwnan ztozony z rdwnania paraboli i rodziny prostych:
: (--3)- (--3)-
L B yv=mlx—=]|— v=mlx—<|—
v =m (.x 2) 1 R . 2 — 12
y=x>-1 m (_\’ — E) —1=x?-1 x? —mx+ Sm= 0

Odcigte punktéw przecigcia paraboli z prostymi peku otrzymamy, rozwigzujac drugie
réwnanie ostatniego uktadu z warunkiem A= 0.

m- —2m =0,

m; =0, m;=2.

Uzyskane warto$ci m pozwalaja napisa¢ rownania stycznych.
510 y=-—1,
Syt y = 2x — 2.

Wyznaczmy wspdirzedne punktu stycznosci paraboli 1 prostej S;.

.T:—]_ _':—1 T= —
St I .
y=x°—-1 -1=x°-1 x3=%x=0

Pierwszy punkt stycznosci jest wierzchotkiem paraboli i ma wspoétrzedne: (0, -1).
Wyznaczmy jeszcze wspotrzedne drugiego punktu stycznosci.

r=2x — 2 T = 2x — P =
{} : - { ¥y = 2x - 2 - { y=0
V= ¥ —1 2y —2=x—1 .\’1 = .\'2 = 1

Drugi punkt styczno$ci jest punktem osi X i ma wspotrzedne: (1, 0).
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Rozwiazanie zadania 17

Dowod poprzedzmy rysunkiem.

Zalozenia
1. CD jest $rednicg okregu;
2. AC, AB i BD sa stycznymi do okregu.

Teza
Kat AOB jest katem prostym

Dowaod
e Przystawanie trojkatow AOC i AOQ

Boki AOC i AOQ sg rownej dlugosci (jako promienie), bok AO jest wspolny, a boki AC i AQ
sg rowne jako odcinki fgczace punkt A z punktami stycznosci. Trojkaty AOC i AOQ sg wiec
przystajace na podstawie cechy bbb.

e Podobnie uzasadniamy, ze trojkaty BOD i BOQ sg podobne.

Rozwazmy teraz kat potpelny COD:
|ACOD| = |£A0C| + |440Q| + |4QOB| + |4BOD| = 180°.

Korzystajac z trojkatow przystajacych, mozemy napisac:
2-|2A0Q|+2-|4Q0B| = 180°.

Dzielac obie strony tej rownosci przez 2, otrzymujemy teze:
|£40Q]| + |2Q0B| = 90°.
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Rozwigzanie zadanial8

Niech C = (X, y). Wowczas:
AC=[x+1y-1],

AB =[6,3].

Poniewaz AC = %E, wiec

=

[x + 1’}1 - 1] zg ' [6J3]J

skad
{x+1=2:>{x
vyv—1=1

=1

_2:>C': (1,2).

}T
Postepujac podobnie (ﬁ = %E), znajdujemy

D = (3,3).

Niech teraz 4 = (x4,v4) i B = (x3,vz). Znajdujemy wspotrzedne odpowiednich wektorow:

AB = [xp — x4, v5 —Val: AC =[x — x4y — v4]-

Dalej mamy:

— 1—|

AC = =AE
3 Ll

1
[x —xqy —w4] = 3 [xe = %4 ¥ = yal,
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Xp — X4 ZxA-I-xB

X —x4 = X=——0 204+ xp 2va 4y
,§,=> 3 =>C=( A B’ Va }B).
oy =B A 2y, +yg 3 3

Postepujac podobnie (A_D' = g@'), znajdujemy

D= (xA +2Xp Va+ 2}’3)
3 ! 3 '

Odpowiedz.
Wspoétrzednymi punktow C i D sg odpowiednio: (1, 2) i (3, 3), za§ wspoOlrzednymi tych
2xg+xp ZYA+YB) i (xA+2xB J’A+2J’B)
3 73 3 '3 )

punktéw w przypadku ogélnym s3: (

Rozwigzanie zadania 19

Wykonajmy odpowiedni rysunek.

R

De

Niech |PH|= x. Z warunkow zadania mamy: g = x = a. Obliczmy teraz |PM|. Zauwazmy, ze

w dowolnym potozeniu punktu P na boku MN (P = M) trojkat MKP jest trojkatem
prostokatnym réwnoramiennym o przyprostokatnych dlugosci a - Xx. Zatem
IMP| = (a — x)/2, a funkcja opisujaca sume kwadratow odleglosci jest nastepujaca:
f(x)=x%+2(a —x)? = 3x% — 4ax + 2a°.

Funkcja ta przyjmuje warto$¢ najmniejszg dla x = — %. Obliczmy ja.
_ —4a B 2
X=—oZ=3a

Najmniejszg warto$cig sumy kwadratow odlegtosci jest zatem f G a) =sa.

Odpowiedz.
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Suma kwadrat6w [PH+{PMP jest najmniejsza, gdy x = 2 a. Wtedy [MP| = Za.

Rozwiazanie zadania 20

Jesli prosta o rdGwnaniu X = 2 ma by¢ asymptotg pionowg wykresu funkcji f, to jej granica w
punkcie 2 musi by¢ niewlasciwa.

Zatem

. ax? +bx+c 4a+2b+c
3 dx te - 2d+te

—w=2d+e=0N4da+2b+c=0Ad =0.

Jesli prosta o rownaniu ¥ = mx+n jest asymptota ukosng wykresu funkcji, to

m = limx_,,x.& oraz n = lim,_.. (f (x) — mx). W naszym przypadku mamy: m=-1in=-

.
1.

Zatem
ax*+bx+c 24}
T dr+te ax“+bx+c a
lim&: lim —————==-=-1
x—00 X x—w  dx? 4 ex d
oraz
. ax* +bx+ec _ bx+ex+c bte )
s dx+ e YT dete d
(Zawaz, ze podczas obliczania drugiej granicy wykorzystaliSmy fakt, iz % = —1!)

Wyznaczmy teraz funkcje pochodng f” funkcji f:

adx? + 2aex + be — cd

flx) = d+e)?

Dalej mamy:
f'(1) =2 < ad + 2ae + be —cd = 2d* + 2e* + 4de.

Uwzgledniajac uzyskane wyniki, mozemy wyrazi¢ wszystkie wspotczynniki w zaleznos$ci od
jednego, np. d:

a=—-db=dc=—-d e=-2d,

gdzie np. zalezno$¢ ¢ = -d uzyskujemy podstawiajac za a, b, e powyzsze wartosci, a
mianowicie:
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ad + 2ae + be — cd = 2d? + 2e? + 4de = —d? + 4d? — 2d? —cd = 2d? + 8d? — 8d*
—

= —dld+c)=0=c=—d.

Ostatecznie, pamigtajac, ze d # 0, otrzymujemy:

—dx?+dx—-d —-x*+x-1

flx) = dx — 2d - x—2

Popatrzmy teraz na wykres.

Plik Edycja Widok Opcje Narzedzia Okno Pomoc Zaloguj sie...

ot
TEHE

20 25 30 35

Wprowadz 3 @
s @ o @ > "[Zedaneifipsonsih | - GeoGebra f < HE e o

Odpowiedz.

Szukanymi wspoélczynnikami sg zatem: a=-1,b=1,c=-1,d=1,e =-2,

Rozwigzanie zadania 21

Obliczmy odcigtg wierzchotka x,,, = — :J—ﬂ
- —2m B 1
wETomr T m

Rzedna wierzchotka jest zatem:

1
Vip = f(—) =—-3m+ L

m
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Pozostaje ustali¢ miejsce geometryczne wierzchotkow W = (x,, %.). W tym celu z

, . 1 1 . . , . .
rownania x = — Wyznaczamy m = — (x = 0) i podstawiamy do rownania drugiego:

P S T
Y= m o ox

. . . . . . -2 . -
Otrzymane réwnanie jest rownaniem hiperboli v = -, brzesunigtej o wektor v = [0,1].

Ilustracja geometryczna wykonana przy pomocy programu GeoGebra moze by¢ nastepujaca:

€7 Karkut_wierzcholkiggh = [ B [
Plik Edycja Widok Opcje Narzgdzia Okno Pomoc Zaloguj sig...

Lo .
- A 4

|7 parahola

W/ funkcja

Wprowadz ©

> 3 Unluogo geometric... || «p Thumacz Google - G... | [ Zadenie 1(tipsonsz2h... | g " Karkut wierzcholki... | < WEAC 152

Odpowiedz.

Parabole danej rodziny maja wierzchotki w punktach (% —3m + 1), ktére sa punktami

. . , . x-3
hiperboli 0 rownaniu y = -

Rozwigzanie zadania 22

Na ponizszym rysunku zaznaczono juz wyniki obliczen, ktore prowadza do rozwigzania
zadania. Przejdzmy do tych obliczen.

Rozwazmy trojkat prostokatny ABH. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa obliczamy dlugos¢
boku BH:
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[BH|* = |AB|* — |AH|?,
|IBH|* = (20a)? — (16a)?,
IBH|? = 14442,

|BH| = 12a.

D (I M 1 5a C

3v10a

15a 15a

20a

Trojkaty ABH i BCH sg podobne, zatem

|[AB| _ |BC|
[4H|~ BHT
20a  |BC|

16a  12a’
skad

IBC| = 15a.

Latwo teraz obliczy¢, ze |CH|= 9a. Zauwazmy tez, ze trojkat BCH jest trojkatem
pitagorejskim.

Niech MN bedzie wysokoscia trojkata AHM. Wida¢ wowczas, ze trojkaty prostokatne MNC i
CHB sa podobne, podobnie (z zatozenia) podobne sa trojkaty MNH i ADM. Trojkat MNC jest
podobny do trojkata pitagorejskiego, zatem on tez jest pitagorejski. Oznaczajac wigc przez x
dhugos¢ odcinka MC, otrzymujemy: [MN| =>x, zas [NC|x i [NH| = Zx — 9a. Mamy
nastepujaca proporcje:

|MN|:|NH| = |AD|:|MD|,

czyli

3 4

= (E X — 90;) = 15a: (20a — x),
skad

x? = 225a?,

x = 15a.
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Wynik ten pozwala stwierdzi¢, ze trojkaty MNC i CHB sg przystajace. Mamy wigc [MN| = 9a,
za$ [NH | = 3a.

Dalsze obliczenia sg juz proste. W ich wyniku otrzymujemy:

2p = 8(2++/10)a, zas P = 72a%

Odpowiedz.

Obwod trojkata AMH wynosi 8(2 + \,r"ﬁ)a, za$ jego pole P = 72a°.

Rozwigzanie zadania 23

Wykonajmy rysunek pomocniczy.

Wiedzac, ze @ = ABC = 4BAC (f = 180° — 2q), sina = i,cosa :§ i korzystajac z
twierdzenia sinusow w trojkacie ABC, mamy:
21 x H - —
sin(180°-2&)  sine gdZIe x = |AC]
21 X

2sinacosa  sina

1

 cosa
. 5 E
v =gl
Skorzystajmy teraz z trojkata prostokatnego CKD:

a "
= sin B,

- ( s b) 2. 2.2
“= 55
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B 83 24
a = 5 A 25 .
Podstawiajac uzyskane wyrazenia do rownania |DB| + |DK| = m - |AB|, mamy:

a+hb=m-2l,
8 24
gﬂ—gb-l-b:m-ﬂ,

4
szDi‘.(m—g).
bi_*D:}m—i::D:)m::i

5 5

Ponadto musi by¢

czyli

Ostatecznie wigc mamy:

4{: =;5
5_m_6.

Odpowiedz.

o |

Warunki zadania sg spetnione, gdy g =m =

Rozwiazanie zadania 24

Wykonajmy rysunek pomocniczy.

36



Oznaczmy przez S pole trojkata ABC.

Poniewaz

h beh
L 5

S =
2 2

wiec
L2852
AT 1 g = b

Korzystajac z zatozenia , mamy:
a + hA = b + h’B.
czyli

25 25
at+—=b+—.

a b

Przeksztatémy otrzymane rownanie do postaci iloczynowe;.
25 28

a—b=———

b a’

b=25.2
@ B ab '

(a— b)ab = 25(a — b),

(a — b)lab — 25(a—b) = 0,

(a — b)(ab — 25) = 0.

Ostatnie rOwnanie pozwala rozwazy¢ dwa przypadki:

1° a —b = 0,tzn. @ = b; w tym przypadku trojkat ABC jest trojkatem réwnoramiennym o
podstawie AB.

2° ab — 2§ =0, tzn. S=%; w tym przypadku h, = b, hgy = ai |4ACB| = 90°. Oznacza to,
ze trojkat ABC jest trojkatem prostokatnym.

Odpowiedz.

Trojkatami spelniajgcymi warunki zadania sg wszystkie trojkaty rOwnoramienne o podstawie

AB i wszystkie trojkaty prostokatne o przeciwprostokatnej AB.

Rozwigzanie zadania 25

Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze bok AB ma dtugo$¢ ¢ = 2. Wowcezas |[BH| = 1

|AH| = /3, jak na ponizszym rysunku. Przyjmijmy ponadto, ze a = [BC| i b = |AC].
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Wida¢, ze cos|£ABH| = cos60° =

P | =

Korzystajac z twierdzenia cosinuséw oraz z zatozenia, mamy:

4+q2 b2 1 169
TZE L bﬁ—l-lzﬁaﬁ.
Z uktadu tego wyznaczmy a.

169
2(4+a‘—aaﬁ+1):4a,
105a% + 128a — 320 = 0,

A= 150784 = 256 - 589,
VA= 161589,

~128-16v589 _
= Ll
@ 210 ’

—128 + 164589 84589 — 64
@2 = 210 - 105
8589 — 64
- 105
Obliczmy teraz dtugo$¢ przyprostokatnej HC :
8+/589 — 64 8+/589 — 169
105 1T 10
84589 — 169 25,1546
105v3 1818653

a

|HC|=a—1=

tg|AHAC| = = 0,1383.

Zatem

|sHAC| =~ 7°54' = 7,87°.

W konsekwencji mamy:

|ABAC| = |4BAH| + |#HAC| = 30° + 7,87° = 37,87°.
Odpowiedz.

Kat przy wierzchotku A ma miarg okoto 37,99,

Rozwigzanie zadania 26

Wykonajmy odpowiedni rysunek.
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Poniewaz |AC| = 2, wiec AC jest przekatng kwadratu o boku r, co oznacza, ze

T
|4CA0| = |gACO| = T

4

zas

0= <
=x=4

Ponadto, jesli kat wpisany CAP ma miarg X, to kat srodkowy POC, oparty na tym samym
tuku, ma miarg 2X.

W konsekwencji, mamy:

|CK| = |PQ| = |PO| — |QO0| = r — r cos 2x,

|PK| = |CQ| = r sin2x,

. T .
|PH| = |AP|sinx = 2r cos (E + .x‘) sinx,
a zatem
= s ) _
y=r—rcos2x ++2 (2r cos (1 + _‘::) 51n.¥) + rsin 2x,

co po przeksztatceniach daje
y = 2rsin2Zx.

Wykonajmy jeden wykres z rodziny tych funkcji, np. dlar = 1.

Plik Edycja Widok Opcje Narzgdzia Okno Pomoc Zaloguj sie...

8
TL=

Wprowadz s @

» g PoczaWp B | el P I L i PR S 0oss

Rozwiazanie zadania 27
| sposéb.
Niech 3x + 4y = 5. Wyznaczmy y z tego rdwnania :
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Podstawmy tak wyznaczone y do réwnania x?+ y? =4+ 12x + 6y. Po przeksztatceniach
otrzymujemy réwnanie kwadratowe o niewiadomej x:
52 — 6sx + 9x? 6(s — 3x)

x? + —12x —
16

4=0,

25x% — (65 + 120)x + 52 — 245 — 64 = 0.
Aby réwnanie to miato pierwiastki, to jego wyrdznik musi byé nieujemny. Obliczmy go:
A= [—(65+120)?] — 425 (5% — 245 — 64) = —6457 + 38405 + 20800.

Musimy teraz rozwigzaé nieréwnos$é¢ —64s® + 3840s + 20800 = 0. Po przeksztatceniach mamy

nieréwnoséé¢ —s? + 60s + 325 = 0, dla ktérej A= 4900, za$ /A= 70. Obliczmy s; i s,:

—60—70
51=_72=6

Mamy zatem

—5 = 5 < 65.

Ostatni zapis pozwala stwierdzié, ze najwiekszg wartoscig s = 3x + 4y jest 65 (a najmniejszg - 5).
Il sposdb.

Inng strategie rozwigzania tego zadania podpowiada réwnanie x° + y? = 4 + 12x + 6y, ktdre jest

rownaniem okregu.
Przeksztat¢my dane rownanie do postaci Srodkowe;j:
(x—6)*+ (y—3)? = 49.

Stwierdzamy, ze srodek tego okregu ma wspodtrzedne (6, 3), zas r = 7. Jesli 3x +4v =35, to

V= —%x + " jest réownaniem kierunkowym prostej o wspétczynniku kierunkowym m = —3. Aby

wartosé s mogta osiggnac ekstremum, to prosta ta musi by¢ styczna do danego okregu i musi by¢ tak
potozona, jak na ponizszym rysunku (dlaczego?).
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Prosta OP jest prostopadta do prostej o réwnaniu v = —%x + E wiec jej wspotczynnik kierunkowy
wynosi m’ = z Oznacza to, ze punkt P ma wspédtrzedne (6 + 3a, 3 + 4a). Punkt ten jest punktem

okregu , wiec wspétrzedne te spetniajg jego réwnanie.
Zatem

(6+3a—6)°+(3+4a—3)7 =49,

skad
25a? =49,
Pierwiastkami tego réwnania sg liczby: a, = — E ia, = 3
Aby obliczy¢ najwiekszg warto$¢ wyrazenia 3x+4y, nalezy wybrac¢ a = 3
Mamy wiec:
7 7
3x +4y = 3(6+3-§)+4(3+4+g) = 6b.
tatwo zauwazyé, zedlaa = —? otrzymujemy najmniejszg wartos$¢ wyrazenia 3x+4y.

Rozwigzanie zadania 28

I sposob.
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Kazda prosta r peku prostych o wierzchotku B (z wyjatkiem prostej prostopadtej do osi X) ma
réwnanie:

r: v —vyg =mlx —xg).
Podstawiajac wspotrzedne punktu B, otrzymujemy:

r: v+ 8=m(x+6).

Na powyzszym rysunku mamy proste peku o wierzchotku B, wyrdzniong jedna prosta r tego
peku oraz prosta AH, prostopadta do prostej r. Diugos¢ d odcinka AH jest odlegtoscia punktu
A od prostej r. Dla dowolnej prostej peku punkty A, B, H sa wierzchotkami trojkata
prostokatnego o kacie prostym przy wierzchotku H. Oznacza to, ze punkt H jest punktem
okregu o srednicy AB. Zatem odlegtos¢ punktu A od prostej peku bedzie najwieksza, gdy
bedzie to prosta peku prostopadia do prostej AB. Znajdzmy jej wspdiczynnik kierunkowy.

v —¥a —8-(-1) -7 7

m"j‘B:_\'B x4 —-6-2 -8 8

Wspotczynnik kierunkowy prostej prostopadtej wynosi zatem:

1
m=—-——=—
Mg

8

=

ol | =

Ostatecznie szukana prosta r ma rownanie:

18-St 6wy B, 104
v = 7.} V= ?.k 7

Odpowiedz.
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2 104

Punkt A lezy najdalej od prostej pgku o rownaniu v = — SX =

II sposdb.

Zapiszmy rownanie v + 8 = m(x + 6) w postaci ogolne;j:
mx—y+6m-—8=0.

Odlegtos¢ d(im) punktu A od tej prostej wynosi:

Im-2—-(-1)+6m—8| [8m—7|

d(m) = — -
Vm? +1 VvmiZ+1
Poniewaz
7
8mn—7 dla m= 3
|8m — 7| = -
—(B8m—7)dlam < 3’
wiec
8m-—7 7
T dla m= 3
_ Vvme +
d(m) 8m — 7 7
— dla m < —

Vvm? +1

Postugujac si¢ np. GeoGebrg, mozemy wykona¢ wykres funkcji d. Jest on nastepujacy:

Zbadajmy funkcje d uzywajac rachunku rézniczkowego.



Poniewaz

m+ 8 7
'(”7)3 dla m == g
, _ ym=+1
d'(m) = 7m+8
—— dla m<—,
Jm? +1)3 8
wiec

e jeSlim = g to d’ > 0 — funkcja jest rosnaca;
o jeshi —g <m< g, to d’ < 0 — funkcja jest malejaca;

o jesSlim < — g, to d” > 0 — funkcja jest rosngca;

o jeSlim=— g, to funkcja osigga maksimum.
Dlam = —g robwnanie prostej I jest nastepujace:
+8=m(x+6)=y+8= 8('+6)— S22
b =mix =y =3 X = ?-\ 7
Odpowiedz.
, . 104
Szukana prosta ma rownanie y = —-x ——-.

Rozwiazanie zadania 29

Wykorzystajmy pozycyjny zapis dziesigtkowy. Postawmy cyfry 1, 2, 3, i 4 odpowiednio na

miejscach odpowiadajacych potegom 10°, 10°, 10*i 10°, ;.

1:10°42-10°4+3-10*+4-10° +x-10° + x- 10+ x-10° =

Cyfry 5, 6, 1 7 umieScimy w rzgdzie setek, dziesiatek i jednos$ci. Mozemy to zrobi¢ na 3! = 6
sposobow. Mozliwe permutacje sg nastepujace: 567, 576, 657, 675, 756, 765. Najmniejszg z

nich jest 567, a najwiekszg 765, zatem szdstg liczbg jest




Koncowe trzy pozycje beda wiec obsadzone cyframi 4, 6, 7, ktérych permutacjami sg: 467,
476, 647,674, 746, 764.

Najmniejszg z nich jest 467, zatem siddma liczbg jest

1 2 3 5 4 6 7

Aby wyznaczy¢ liczbg stojaca na miejscu 721 postagpimy w nastepujacy sposob: wybieramy
najmniejsza cyfre, tzn. 1 i obsadzamy ja na miejscu 10°, czyli

Pozostate miejsca zajma permutacje cyfr 2, 3, 4, 5, 51 7, ktorych jest 6! = 720. Siedemset
dwudziesta liczbg jest zatem liczba

1 2 3 4 5 6 7

Kolejna liczba, stojaca na miejscu 721, jest wiec liczba, ktora uzyskujemy po przestawieniu
cyfrli2:

Odpowiedz.

W uporzadkowanym rosngco ciggu liczb utworzonych z cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 na miejscu z
numerem 7 znajduje si¢ liczba 1 235 467, za$ na miejscu z numerem 721 znajduje si¢ liczba
2 134 567.

Rozwiazanie zadania 30
Wykonajmy rysunek pomocniczy.
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Z konstrukcji mamy:
|AB'CA’| = |4A'CO| i |4ACB| = |20CA|,

skad

|4B'CA'| + |8ACB| = |£A'CO| + |£0CA].
Poniewaz

|£B'CA'| + |#ACB| + |2A'CO| + |20CA| = =,
wigc

|2A'CA| = |8A'CO| + |40CA| = E,

2
co oznacza, ze trojkat 4 'CA jest prostokatny.
W celu obliczenia pola czworokgta ABCO zauwazmy, ze jest ono sumg pol trojkatow ABC i
AOC, ktore z konstrukcji sa przystajace. Zatem pole (ABCO) = 2pole(ACO) = [40| - |OC]|.

Analogicznie: pole(4°’OCB’) = 2pole(4°0C) = |0A'] - |OC]. Poniewaz
|0C|* = |A0| - |A'0] = 9, wiec |OC| = 3.
Zatem

pole(ABCO) =9 -3 = 27,
pole(4’OCB’)=1-3 = 3.

Odpowiedz.

Pole czworokata ABCO wynosi 9, za$ pole czworokata 4’ OCB’ wynosi 3.

Rozwiazanie zadania 31

Rozwigzanie

Wykonajmy rysunek pomocniczy.
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I sposob.

Poprowadzmy prostopadte odcinki EF i EG odpowiednio do bokéw AD i AB kwadratu. Niech
|[EF| =x, |EG| =Yy i |AB|= z. Wowczas

(1) x?+y?=
(2 (z—x)+y*=09,
(3) x?+(z —vy)* =25.
zZ-1 zZ-17

Z rownania (1) 1 (2) otrzymujemy x = — za$§ zrownania (1) 1 (3) otrzymujemy y =

2z

Podstawiajgc do rownania (1) otrzymujemy réwnanie:

(z2—5)(z? —29) =0,

z ktorego

z? = 51ub z? = 29.

Poniewaz E jest punktem wewnetrznym kwadratu ABCD, wigc pole kwadratu wynosi 29.

Odpowiedz.
Pole kwadratu ABCD wynosi 29.

IT sposob.
Stosujac twierdzenie cosinusow w trojkacie DAE otrzymujemy:

IDE|? = |AE|* + |AD|* — 2+ |AE| - |AD| - cos |sDAE
8 +z2—25=2-22-cos|ADAE

]

]

z? — 17
cos|£ DAE| = —
A2z
za$ po zastosowaniu tego twierdzenia w trojkacie BAE otrzymujemy:
z2—1
cos|4 BAE| = ———.
A2z

Poniewaz |ADAE| + |ABAE| = 90°, wigc suma kwadratow miar tych katow wynosi 1, a stad
24—3222+289+z4—222+1 B
3222 32z2

Po przeksztatceniach otrzymujemy roéwnanie:
z* —34z% +145 =0,

(z2—5)(z? —29) =0,

skad

z? = 29,
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Odpowiedz.
Pole kwadratu ABCD wynosi 29.

111 sposob.
Skonstruujemy odpowiedni rysunek.

Obracajac trojkat ADE wokot punktu A o kat 90° zgodnie z ruchem wskazéwek zegara
otrzymujemy trojkat ABH, w ktorym |BH| = 5, zas JAH| = 2v/2 i |sHAE| = 90°. Trojkat HAE
jest wiec prostokatnym tréjkatem rownoramiennym, w ktorym |HE| = 24/2-+/2 = 4.
Korzystajac z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa stwierdzamy, ze trojkat BEH
jest trojkatem prostokatnym z katem prostym przy wierzchotku E. Przedtuzmy BE do punktu
K, tak, by odcinek AK byt prostopadty do odcinka BK. Otrzymany trojkat AKE jest trojkatem
prostokatnym rownoramiennym, w ktorym |AK| = |[EK]| = 2, |CK| =5i
|AB|* = |AK|* + |BK|* = 29.

Odpowiedz.

Pole kwadratu ABCD wynosi 29.
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Rozwigzanie zadania 32

Przekroj osiowy stozka spelniajacego warunki zadania jest nastepujacy:

Zgodnie z warunkami zadania mamy: |CN| = 3+/5i [NM| = +/5. Niech x = |MB|. Korzystajac

Z podobienstwa trojkatow 1 twierdzenia Pitagorasa, otrzymujemy:

NE| 3x el = ICE| = V80 + x? AH| — 7x AE| = V80 + 49x°
INE| =, IDC| = |CE| = —— |AH| = -, |AE| = ————
Niech teraz r = |0,E| = |0;E|. Korzystajac z trojkata CNE mamy:
_ |CN| 3+/5 445
sina = = — = —

ICEl  3v80 +x2 /80 +«x?

L

Stosujac twierdzenie sinusoOw, mamy:
IDC| 3(80 + x2)
—=2r=r=———"
sina 324/5

| Stosujac twierdzenie sinusow w trojkacie ABE, mamy:
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|AE|
=2r=r

_ /(80 + x2)(80 + 49x?)

sina 324/5

Poréwnujac, otrzymujemy:

3(80 +x2) /(80 + x2)(80 + 49x2)
3245 32v5 ’

czyli

9(80 + x2)? = (80 + x?)(80 + 49x2),

720 +9x? = 80 + 49x7,

x?—16 =0,

a stad

x =4

Poniewaz tworzaca danego stozka ma dlugo$é 4+/6, wiec jego pole powierzchni bocznej

WYNosi:
P, =m-4-4V6 = 16vV6m,
za$ objetos¢ stozka odcietego wynosi:

1 _ _
V= 3 9 - 335 = 95

Odpowiedz.

Pole powierzchni bocznej danego stozka wynosi 16v67, zas objetosé stozka odcietego jest

réwna 9+/57.
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TESTY

TEST 1
Temat testu: Zdania
Uwagi:

Najpierw pytanie 1, potem w kolejnosci losowej pytania 2 — 4, potem w kolejnosci
losowej pytania 5 — 16.

Test
1. Ktora z ponizszych wypowiedzi jest zdaniem:
W1: ,Liczba +/3 jest mniejsza od 2”
W2: ,,Sprawdz, czy liczba+/3 jest mniejsza od 2”
W3:, Liczba +/3 jest mniejsza od liczby naturalnej x”

W4: , Liczba /3 jest mniejsza od kazdej liczby naturalnej”
I. Tylko wypowiedz W1

I1. Wszystkie wypowiedzi

1. Wypowiedzi W1, W3 i W4

IV. Wypowiedzi W1 i W4

2. Ocen wartos$ci logiczne zdan:

Z1: (2<3)A(2>3)

Z2: (2<3)v(2>3)

I. Oba zdania sg prawdziwe.

II. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$§ zdanie Z2 jest falszywe.
III. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest falszywe.

IV. Oba zdania sg falszywe.

3. Ocen wartosci logiczne zdan:
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Z1: (2>3)=(2<3)

Z2: 2<3)=(2>3

I. Oba zdania sg prawdziwe.

II. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest fatszywe.
III. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest falszywe.

IV. Oba zdania sg falszywe.

4. Ocen wartosci logiczne zdan:

Z1: 2=3)=(2>3)

Z2: (2=3)=(2>3)

I. Oba zdania sg prawdziwe.

II. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest falszywe.
III. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest fatszywe.

IV. Oba zdania sg fatszywe.

5. Ocen wartosci logiczne ponizszych formut gdy zdanie p jest prawdziwe za$ zdanie q jest
falszywe:

Fl: ~pv~q

F2: pA~Q

I. F1 1 F2 sg prawdziwe.

IL. F1 jest prawda, za$ F2 jest falszem.

II1. F2 jest prawda, zas F1 jest fatszem.

IV. F1i F2 sg falszywe.

6. Ocen warto$ci logiczne ponizszych formut gdy zdanie p jest prawdziwe za$ zdanie q jest
fatszywe:

F1. ~p=-~q(



F2: ~(p<0Q)

I. F1 1 F2 sg prawdziwe.

II. F1 jest prawda, za$ F2 jest fatlszem.
I11. F2 jest prawda, zas F1 jest falszem.

IV. F11F2 sg falszywe.

7. Ocen warto$ci logiczne ponizszych formut gdy zdanie p jest prawdziwe za$ zdanie q jest
falszywe:

F1: (p=q)=p

F2: p=(a=p)

I. F1 i F2 sg prawdziwe.

IL. F1 jest prawda, za$ F2 jest falszem.
III. F2 jest prawda, za$ F1 jest falszem.

IV. F11F2 sg falszywe.

8. Ocen wartos$ci logiczne ponizszych formut gdy zdanie p jest prawdziwe za$ zdanie q jest
fatszywe:

F1: (pva)e=~q

F2: (pArg)=~p

I. F1i F2 sa prawdziwe.

IL. F1 jest prawda, zas F2 jest falszem.
III. F2 jest prawda, za$ F1 jest falszem.

IV. F11F2 sg falszywe.

9. Ocen wartosci logiczne ponizszych formut gdy zdanie p jest falszywe za$ zdanie q jest
prawdziwe:

F1: ~pv~q

F2: pAr~qQ
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I. F1 1 F2 sg prawdziwe.
II. F1 jest prawda, za$ F2 jest fatszem.
II1. F2 jest prawda, za$ F1 jest falszem.

IV. F11F2 sg falszywe.

10. Ocen wartosci logiczne ponizszych formut gdy zdanie p jest falszywe za$ zdanie q jest
prawdziwe:

F1. ~p=-~q

F2: ~(p<0Q)

I. F1 i F2 sg prawdziwe.

II. F1 jest prawda, za$ F2 jest fatszem.
III. F2 jest prawda, za$ F1 jest falszem.

IV. F11F2 sg falszywe.

11. Ocen wartosci logiczne ponizszych formut gdy zdanie p jest falszywe za$ zdanie q jest
prawdziwe:

F1: (p=q)=p

F2: p=(@=p)

I. F1 1 F2 sg prawdziwe.

II. F1 jest prawda, za$ F2 jest fatszem.
III. F2 jest prawda, za$ F1 jest falszem.

IV. F11F2 sg falszywe.

12. Ocen warto$ci logiczne ponizszych formut gdy zdanie p jest falszywe za$ zdanie q jest
prawdziwe:

F1. (pvg < ~q
F2: (pAQq)=>~p

I. F1 1 F2 sg prawdziwe.
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II. F1 jest prawda, za$ F2 jest fatszem.
II1. F2 jest prawda, za$ F1 jest falszem.

IV. F11 F2 sg fatlszywe.

13. Ocen wartosci logiczne ponizszych formut gdy oba zdania p oraz  sa falszywe:
F1: ~pv~q

F2: pA~Q

I. F1 i F2 sg prawdziwe.

II. F1 jest prawda, za$ F2 jest fatszem.

II1. F2 jest prawda, za$ F1 jest fatszem.

IV. F11F2 sg falszywe.

14. Ocen wartosci logiczne ponizszych formut gdy oba zdania p oraz  sa falszywe:
F1: ~p=>~q

F2: ~(p<Q)

I. F1 1 F2 sg prawdziwe.

II. F1 jest prawda, za$ F2 jest fatszem.

I11. F2 jest prawda, zas F1 jest falszem.

IV. F11F2 sg falszywe.

15. Ocen wartosci logiczne ponizszych formul gdy oba zdania p oraz q sa falszywe:
F1: (p=q)=p

F2: p=(@=p)

I. F1 1 F2 sg prawdziwe.

II. F1 jest prawda, za$ F2 jest fatszem.

II1. F2 jest prawda, zas F1 jest fatszem.
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IV. F11 F2 sg fatlszywe.

16. Ocen wartos$ci logiczne ponizszych formut gdy oba zdania p oraz g sg fatszywe:
F1: (pvQ)<e ~q

F2: (pArQ)=~p

I. F1 1 F2 sg prawdziwe.

Il. F1 jest prawda, zas F2 jest falszem.

II1. F2 jest prawda, zas F1 jest fatszem.

IV. F11F2 sg falszywe.

TEST 2
Temat testu: Kwantyfikatory
Uwagi:

Najpierw w kolejnosci losowej pytania 1 — 5, potem w kolejnosci losowej pytania 6 — 9,
potem w kolejnosci losowej pytania 10 — 11, potem w kolejnosci losowej pytania 12 —
13, potem w kolejnosci losowej pytania 14 — 16.

Test

1. Ocen wartosci logiczne zdan:

Z1: /N |x>0
xeR

z2: 'V |x|sO
xeR

|. Oba zdania sg prawdziwe.
II. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest falszywe.
I1l. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest falszywe.

IV. Oba zdania sg fatszywe.

2. Ocen wartos$ci logiczne zdan:
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Z1: /\ 2x+1 jest liczbg nieparzysta

xeN

Z2: /\ 3x+1 jest liczba nieparzysta

xeN
I. Oba zdania sg prawdziwe.
Il. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest falszywe.
II1. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest falszywe.

IV. Oba zdania sg falszywe.

3. Ocen wartos$ci logiczne zdan (C oznacza zbidr liczb catkowitych) :

71: 'V Xec
xeC 2
X
z2: 'V ZecC
xeC

I. Oba zdania sg prawdziwe.
II. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest falszywe.
I1l. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest falszywe.

IV. Oba zdania sg falszywe.

4. Ocen wartosci logiczne zdan (C oznacza zbior liczb catkowitych) :

Z1: /\ 2x>x
x>0

z2: /\ 2x>x
xeC

I. Oba zdania sg prawdziwe.
Il. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest falszywe.
III. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest fatszywe.

IV. Oba zdania sg falszywe.
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5. Ocen wartosci logiczne zdan (N+ oznacza zbior liczb naturalnych dodatnich) :

Z1: /A x%>x

XxeR

Z2: V zr-xeN,

xeN
I. Oba zdania sg prawdziwe.

II. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest falszywe.

III. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest falszywe.

IV. Oba zdania sg falszywe.

6. Ocen warto$ci logiczne zdan :

Z1: AV x2+y2=0
xeR yeR
72: V. V x*+y?=0

xeR yeR
I. Oba zdania sg prawdziwe.

I1. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest falszywe.

I1l. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest falszywe.

IV. Oba zdania sg falszywe.

7. Ocen warto$ci logiczne zdan:

Z1: AV x2+y=0
xeR yeR

722 V A\ x?+y=0
yeR xeR

I. Oba zdania sg prawdziwe.

Il. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest falszywe.

III. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest falszywe.
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IV. Oba zdania sg falszywe.

8. Ocen wartosci logiczne zdan:

Z1: N\ V x-y=0

xeR yeR

z2: V /A x-y=0

yeR xeR
I. Oba zdania sg prawdziwe.

II. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest falszywe.

I1l. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest falszywe.

IV. Oba zdania sg falszywe.

9. Ocen wartos$ci logiczne zdan:

Z1: N\ V x=2y
xeN yeN

z2: V /N x=2y
xeN yeN

I. Oba zdania sa prawdziwe.

II. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest falszywe.

III. Zdanie Z2 jest prawdziwe, zas zdanie Z1 jest fatszywe.

IV. Oba zdania sg fatszywe.

10. Ktore ze zdan jest zaprzeczeniem zdania
A X =x?
X

(zakresem zmiennosci X jest zbior R)?

l. VAN |x|2\/x2
X

Il VAN |x|;«t\/x2
X
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.V |x=v X2
X
V.  V |x= Vx?
X
11. Ktore ze zdan jest zaprzeczeniem zdania
V x>3
X

(zakresem zmienno$ci X jest zbior R)?

l. V x<3
X

< >
<
\%
w

<
x>
P
A
w

12. Ktore ze zdan jest zaprzeczeniem zdania
V (x>3Ax<5)
X

(zakresem zmienno$ci X jest zbior R)?

l. /\ (x<3v x=>5h)

1. /\ (X<3AXx>5H)
X

.  V (x<3Ax=5)

IV. V (x<3vx=>5)
X
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13. Ktore ze zdan jest zaprzeczeniem zdania
/\ (x>3v x<5)
X
(zakresem zmiennosci X jest zbior R)?

l. /\ (X<3AX>5)
X

1. /\ (x<3vx=>5)
X

.  V (x<3Ax>5)
X

V. V (x<3vx=5)
X

14. Ktore ze zdan jest zaprzeczeniem zdania
NN =yP = (=9 (x+Y)
(zakresem zmiennos$ci X 1 Y jest zbior R)?

l. AN X2y (x-y)(X+Y)
Xy

1. V V x2—y? £ (x-y)(x+Y)
Xy

L AV X% —y? = (x—y) (x+Y)
Xy

V. VA X%—y2=((x=y)(x+Y)
Xy

15. Ktore ze zdan jest zaprzeczeniem zdania
V'V x+yzxy
Xy

(zakresem zmiennosci X i Y jest zbior R)?
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X+Yy=Xxy

< <
<>

1. X+Yy=Xy

x>
<<

<
x>

A\ X+y=xy
y

16. Ktore ze zdan jest zaprzeczeniem zdania
AV xy<x+y
Xy
(zakresem zmiennos$ci X i Y jest zbior R)?

l. AN\ Xy>x+y
Xy

1. AV xy>x+y
Xy

. VA xy>x+y
Xy

TEST 3
Temat testu: Zbiory
Uwagi:

Najpierw w kolejnosci losowej pytania 1 — 4, potem w kolejnosci losowej pytania 5 — 13,
potem w kolejnosci losowej pytania 14 — 16.
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Test

1. Utworz liczbg dwucyfrowa, ktorej pierwsza cyfra to liczba elementow zbioru A, za$ druga
cyfra to liczba elementow zbioru B:

A — zbior liczb calkowitych, ktorych kwadrat jest mniejszy niz 7,
B — zbior liczb pierwszych jednocyfrowych
Taliczba to

l. 55 Il. o4 . 45 Iv. 44

2. Utworz liczbg dwucyfrowa, ktdrej pierwsza cyfra to liczba elementow zbioru A, za$ druga
cyfra to liczba elementow zbioru B:

A — zbior liter wystepujacych w stowie KATARAKTA,

B={{a}.a}
Ta liczba to
l. 92 IR 91 1. 42 V. 41

3. Utworz liczbe dwucyfrowa, ktorej pierwsza cyfra to liczba elementéw zbioru A, za$ druga
cyfra to liczba elementow zbioru B:

A=1{0, 0},

B= {0}

Ta liczba to

l. 11 Il. 21 1. 10 Iv. 20

4. Utworz liczbe dwucyfrowa, ktorej pierwsza cyfra to liczba elementéw zbioru A, za$§ druga
cyfra to liczba elementow zbioru B:

A= {{9}, 9},

B=0

Ta liczba to

l. 11 1. 21 1. 10 V. 20
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5. Ile podzbioréw ma zbior {a, b, c}?

l. 3 Il. 6 . 8 IvVv. 16

6. Dane sg zbiory: A={a,b,c,d,e}, B={d,e, f,g,h,i, j}. Wowczas:
l. AnB={d,e}, AuB={ahb,cde f,g,hi,j}
Il. AnB={a,b,c,d,e f,g,hi,j}, AuB={d,e}
1. AnB={ab,c}, AuB={ab,cd,e f,g,hi,j}

IV. AnB={d,e}, AuB={f,g,hi,j}

7. Dane sg zbiory: A={a,b,c,d,e}, B={d,e, f,g,h,i, j}. Wowczas:
l. A\B={a,b,c}, B\A={d,e}

Il. A\B={d,e}, B\A={d,e}

II. A\B={a,b,c}, B\A={f,g,hi, j}

IV. A\B={abc f,g,hi j}, B\A={abc, f g hi j}

8. Dane sg przedziaty: A=<2;5>, B =(14). Wowczas:
l. AnB={2,3}, AuB={234,5}

. AnB={2,345, AuB={23}

II. ANB=(15> AuB=<24)

V. AnB=<24), AuB=({5>

9. Dane sg przedzialy: A=<2;5>, B=(L4). Wowczas:
l. A\B=(45> B\A=(L2>

. A\B=<4;5> B\A=(12)
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1. A\B=<45> B\A=(@2>

IV. A\B=(45> B\A=(L2)

10. Dane sg przedzialy: A=<1,6>, B =(1;6). Wowczas:
l. A\B =0, B\A=0

I A\B={13, B\ A={6}

. A\B={16}, B\A=0

IV. A\B={L6}, B\A={L6}

11. Dane sg przedzialy: A =<4;x), B = (—wx;4 >. Wowczas:
. A\B={4, AnB={4}
. A\ B ={4}, ANB=0
II. A\B=(4,0), AnB={4}

IV. A\B=(4x) ANB=0

12. Dany jest przedziat A= (-2;3). C jest zbiorem liczb calkowitych. Wowczas:
l. AnC={-2-101 2, 3}

. AnC={0,1 2, 3}

. AnC={123}

IV. ANC={101 2}

13. Dany jest przedziat A=<-1,1>. C jest zbiorem liczb catkowitych. Wowczas:
l. A\C=(-30)u (01
. A\C=(-11

II. A\C={-11
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V. A\C={-10,14

14. Dane s3 zdania:

Z1 - Dla dowolnych zbiorow AiB: (Ac B)= (A\B= Q)
Z2 - Dladowolnych zbiorow AiB: (AcB)=(AuB=B)

Wowczas:

I. Oba zdania sg prawdziwe.

II. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest falszywe.
III. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest fatszywe.

IV. Oba zdania sg falszywe.

15. Dane s3 zdania:

Z1 - Dladowolnych zbiorow AiB: (AnB=0) = (A\B=B\A)
Z2 - Dla dowolnych zbiorow AiB: (AnB=0) = (A\B=A)
Wowczas:

I. Oba zdania sg prawdziwe.

II. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$§ zdanie Z2 jest falszywe.

I1l. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest falszywe.

IV. Oba zdania sg falszywe.

16. Dane sg zdania:

Z1 - Dla dowolnych zbiorow AiB: (AuB=B) = (A\B= 0)
Z2 - Dla dowolnych zbiorow AiB: (AUuB=B)=(AnB=A)
Woweczas:

I. Oba zdania sg prawdziwe.

II. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest falszywe.
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II1. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest fatszywe.

IV. Oba zdania sg falszywe.

TEST 4
Temat testu: Wielomiany

Uwagi

Pytania 1 - 5 majg charakter wstepny i majg na celu sprawdzenie wiadomosci dotyczacych
okreslenia wielomianu.

Test

1. Wyraz wolny wielomianu W () = (x+1)° —(x-1) jest rowny:
a)0

b) 1

c) -2

d)2

2. Wspotczynnik przy x3 w wielomianie W(x) = (X2 —4x+ ZXX _1)2 jest rowny:
a)0

b) 1

c)-4

d) -2

3 3
3. Wielomian W (X) = (x+1)°~(x-1) ma w postaci standardowej posta¢:

a) W(X) =2

b) W(X) :6X2 +6
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0) W (X) =6x°+2

d) W(X)=X3+2

Wielomian W () =(2-x)\x-1)x+1)
a) (x—2)1—x)x+1)

b) —(x=2)1+x)1-x)

¢) (2—x)1+x)1-x)

d) (L+x)x—2)x-1)

jest rowny wielomianowi:

Stopien wielomianu W (X) = [(— 2X° + x> —3x +1X2X5 —x? +3x +1)]2 jest rowny:
a)0

b) 10

c) 20

d) 40

Warto$¢ wielomianu W (x) = ax* =5 dla x =+/5 wynosi 0. Wtedy wspotczynnik a jest

rowny:
a)l

b) 0,2
c)5

d) 0,5

Warto$é¢ wielomianu W (x) =ax® —b dla x = V2 wynosi O adla x= 2 wynosi

— 242 . Wtedy wspétezynniki a, b sa réwne:

a)a:% b=+2
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10.

11.

) az—+  b=+2
2

c)a:\/E bz%

d) a=—/2 b:%

Wielomian W (x) = x> +3x* +3x+1 jest podzielny bez reszty przez dwumian:
a) x—-1
b) x+1
c) x-3

d) x+3

Wielomian W(x) = x® + x® —x* =1 nie jest podzielny bez reszty przez:
a) x* -1
b) x* -1
c) x*+1

d) x*+1

Niech W (x) = (x* =x+1)x? +1) , P(x) = (- x? +x-1[x? ~1). Liczba punktéw
wspolnych wykresow tych wielomiandw Wynosi:

a)o
b) 1
C) 4

d) nieskonczenie wiele

Niech W (x) = (x —1)3 . Wielomian W(x+1) - W(x) ma wspotczynnik przy najwyzszej
potedze rowny:
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12.

13.

14.

a)3
b) -3
c)1

d) -1

Niech W(x) = x*+1, P(x) = x* —=1. Wielomian W (P(x)) jest rowny:
a) x* —x?

b) x*

) x*—2x*+2

d) 2x?

Reszta z dzielenia wielomianu W (x) = —2x> + x* —x® + x> —3x—6 przez jednomian

X+1 jest rowna:
a)0

b) -6

c)2

d) -10

Rozktad wielomianu W (X) = x* + 2x* —4X —8 na czynniki liniowe ma postaé:
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TEST 5
Temat testu: Wyrazenia wymierne

Uwagi.

Pytania 1 - 4 maja charakter wstepny i nalezy je wykona¢ w pierwszej kolejnosci.

Test

X—2 y—l + X—ly—2
2 2

1. Wyrazenie — —
X -y

dlax =2,5;y =-4,5 ma warto$¢:

a) 1/7
b) -1/7
c) -7

d)7

3 1
V7-x 5-x

2. Warto$é funkcji f(x)

dla x =2 jest rbwna:

a) V7 ++/5
b) V7 -5
) J7-2
d) v5-2

3 4

3. Skracajac wyrazenie , X# 2 otrzymamy:

3

X3

X2 +4x+4

3

X
b) ——x
)4
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X3
C) —+X
4

X3

X2 +2x+4

Funkcja homograficzna, ktéra ma asymptoty x = 2, y = 1 i jest kawatkami rosngca ma

postac:

Q) =2
) F() =2
) f()="
B 1=

Ktora z ponizszych funkcji jest parzysta:

a)f(x)_x‘q’+x
x2 +1
b) f(x)_l+§

C)Hm:m+ﬁ
X

0 (= LX) X) (+12+X)

Ktora z ponizszych funkcji jest nieparzysta:

X3+X

a) f(x)=

x% +1

b) f(x)—“ﬁ
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4

c) f(x)=H+x2
X
1-x)1+x
g 109X
X“+1
Jesli x—1=2> 1o X2+i2jest rowne:
X X
a) 2
36
p) %
36
C) 97
36
d) 9
36

Funkcja odwrotng do f(x) = X jest:
1+x

agmzé

b)mn:%}

) 900 ="

d)mn=—§

Zbior wartosci funkcji f(X) =

a) (0, 6]
b) [0, 3]

c) (0, 2]

x?+3

jest rowny:
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d) [0, 6]

10.  Jesli zachodzi rownosé S;SX 29 = A + B to iloczyn AB jest rowny:
X*=3x+2 x-1 x-2
a) -246
b) -210
C) 246
d) 210
Uwaga.

Pytania 1 - 4 majg charakter wstepny i nalezy je wykona¢ w pierwszej kolejnosci.

TEST 6
Temat testu: ROwnania i nieré6wnos$ci wymierne
Uwagi.

Pytania 1 - 4 maja charakter wstgpny i nalezy je wykonaé w pierwszej kolejnosci.

Test
P+ X
1. Liczba rozwigzan réwnania ——— =0 wynosi:
X +1
a)o
b) 1
)2
d) nieskonczenie wiele
2. Zbiorem rozwigzan nierownosci X ' <3 jest:

a) (—x,0)
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1
1
ofol

Pierwiastkami rOwnania

(B—x)2x—4)x+1)4-x)

=0 saliczby:
x? +1 ¢ y

a) 1,2 3,4
b) -1, -4, 3, 4
0)-1,2 3, 4

d)1,-2, -3, 4

Jesli a > 0, to nierownos¢ — > — jest rOwnowazna nierOwnosci:
X a

a) O<x<?2a
b) x>a

C) x<2a

d) x>2a

Najwigksza liczba calkowita spelniajagca nier6wnos¢ 1:

_ >
2x+4|

>L jest:
X+2 X-5

Zbiorem rozwigzan nierOwnosci

75



a) (—o0,—9)
b) (9,00)
C) (5, oo)

d) (—o0,-9)U(-2,5)

2 -3
X2 +2x 2x—x*> 4-—x

Liczba rozwigzan rownania 5 Wynosi:

a)l
b) 2
c)3

d) 4

Dla jakiego a <0, najmniejsza liczbg catkowitg spetniajaca nierownos¢ ; < é jest
liczba -9:

a) -10

b) -9

c) -6

d) 5

Suma rozwigzan roGwnania

a) -1
b) 3
C) 4

d) -4
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10.  Roéwnanie = (x+a)® ma dwa rozwiazania dla wszystkich a nalezacych do

x+2|
X+2
zbioru:

a) (4,3]

b) (—o0,1)

¢) [3,)

d) (-1,)
TEST 7
Temat testu: WlasnoSci ciagow

Uwagi.

Pytania 1 - 5 majg charakter wstepny i nalezy je wykona¢ w pierwszej kolejnosci.

Test
1. Pewien wyraz ciggu a, =5n—2 jest rowny 133, jest to wyraz o numerze:
a) 25
b) 26
c) 27
d) 28

2. Piaty wyraz ciagu a, =2, a,, =4a, +3 jestrowny:
a) 17
b) 14
c) 12

d)8
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Suma 6smego i1 dziewigtego wyrazu ciggu a, =

1
Jn—=05n

14432
a) - NE
12
b) _7+x/§
6
14-34/2
c) V2
12
d)71:5

. n-5n-6
Wyrazy ciagu @, =———— rdwne zero to:
n“+n+l
a) &, &
b) a,, a,
C) a, a
d) tylko a,

Ktory z ponizszych ciggdw nie jest rosnacy:

5n+6
a)a, =
b) b, =n®*+1
c)c,=2"-1
d) d, _2

n

Wyraz ciagu a, = 20+18n—2n?, ktéry ma najwigksza warto$é to:
y ag

a) 30

WYnosi:
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b) 40
c) 50

d) 60

1. Wyraz ciagu a, =10—32n+3n?, ktéry ma najmniejsza warto$é to:

a) -73
b) -74
C) -75

d) -76

8. Jesli suma n poczatkowych wyrazow ciagu jest rtowna 2n° —n, to wyraz piaty jest

rowny:
a) 45
b) 17
c) 59

d) 32

. kn+1
9. Ciag a, = i jest rosnacy gdy:
n+2

a) k>0
b) k<0
c) k<05

d) k>05

10.  Wszystkie wyrazy ciggu a, = % ktorych warto$¢ nalezy do przedziatu (2/3;
n+
7/4) to wyrazy o numerach:

a)2,3,4
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b) 3,4,5
€)4,5,6

d)3,4,5,6
TEST 8
Temat testu: Ciag arytmetyczny i ciag geometryczny

Uwagi:

Pytania 1 - 5 maja charakter wstgpny i nalezy je wykona¢ w pierwszej kolejnosci.

Test
1. Jesli pierwszy i dwudziesty wyraz ciggu arytmetycznego sg rowne odpowiednio 76 i
19, to réznica tego ciggu wynosi:
a) -3
b) -2
c)2
d)3
2. Ktory z ponizszych ciaggdw jest ciggiem arytmetycznym:
S5n+6
a) a, =
b) b, =n*+1
c)c,=2"-1
dd, = 2
n
3. Ktory z ponizszych ciggdw jest ciggiem geometrycznym:
5n+6
a) a, =
2
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b) b, =n?+1

c)c,=2"
d)d, = 2
n
4. Ciag geometryczny ma pierwszy wyraz 128 i iloraz 0,5. Suma sze$ciu poczatkowych

wyrazow tego ciagu jest rowna:
a) 254
b) 248
c) 252
d) 240

5. Ciag geometryczny ma siodmy wyraz 6,4 i iloraz 2. Drugi wyraz tego ciaggu jest
rowny:

a)0,1
b) 0,2
c)0,3

d) 0,5

6. Drugi, dziewiaty 1 trzynasty wyraz ciggu arytmetycznego sg kolejnymi wyrazami
ciggu geometrycznego. Iloraz tego ciggu jest rowny:

a) -7/4
b) 7/4
C) -417

d) 417

7. W ciagu arytmetycznym &, =sin30°, a, =c0s120°. Dziesiaty wyraz tego ciagu jest

rowny:
a) -9,5
b) -8,5
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9.

c)-0,5

d) 0,5

Suma kolejnych liczb parzystych od 30 do 80 wiacznie jest rowna:
a) 1430
b) 1375
c) 1485

d) 1320

W ciagu geometrycznym a, =12, a, =15. Pierwszy wyraz tego ciagu i jego iloraz

sg odpowiednio réwne:

10.

11.

a) -96; 0,5
b) -48; 1,5
c)48; 15

d) 96: 0,5

Suma czwartego i siedemnastego wyrazu ciggu arytmetycznego jest rowna 21. Suma
jego dwudziestu poczatkowych wyrazow jest rOwna:

a) 420
b) 315
c) 210

d) 280

Ciag (9, x + 1, -3) jest arytmetyczny. Wowczas:
a)x=6
b) x=2
C)x=5

d)x=3
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12. Ciag (4x — 3, X + 3, X — 3) jest monotonicznym ciggiem geometrycznym. Wowczas:
a)x=0
b)x=3
C)x=5

dx=7

TEST9
Temat testu: Szereg geometryczny

Uwagi.

Pytania 1 - 4 majg charakter wstepny i nalezy je wykona¢ w pierwszej kolejnosci.

Test

1. Jesli pierwszy wyraz szeregu geometrycznego jest rowny -1/2 a jego iloraz -3/4, to
suma tego szeregu wynosi:

a) -3
b) -2
c)o0

d)3

2. Jesli pierwszy wyraz szeregu geometrycznego jest rowny 1/2 a jego suma 2, to iloraz
tego szeregu Wynosi:

a) -3/4
b) -1/2
c) 1/2

d) 3/4
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Jesli suma szeregu geometrycznego jest rowna 4 a jego iloraz -1/4, to pierwszy wyraz
tego szeregu wynosi:

a)3
b) 2
€)5
d) 1

Szereg geometryczny ma pierwszy wyraz 2 i sumg¢ 4. Czwarty wyraz tego szeregu
WYNosi:

a) 1/2

b) 1/4

c)1l

d) 1/8

Suma 0,3115+0,000015+0,00000015+.... jest rowna:
a) 257/825

b) 257/755

c) 257/1500

d) 514/1665

Dla jakich x szereg geometryczny
1+3-2x)+(B-2x)+(3—2x) +...

jest zbiezny ?

al< x <2
b) x >1
0l< x <2

d x >2
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7. Ktory z ponizszych szeregéw geometrycznych jest zbiezny?

a) l+log, 4+(log, 4)’ +(log, 4) +.....

b) 1+tgl+(tgl)’ +(tgl)’+.....
c) 1-1+1—-1+1-1+..

d) Ltsin(z/2)sin(z/2)+sin’(z/ 2)+.....

8.  Rozpatrujemy ciag troéjkatow rownoramiennych o podstawach dtugosci 4 kazdy.
Dhugosci ich wysokosci tworzg szereg geometryczny, ktory ma drugi wyraz rowny 9 a
czwarty wyraz rowny 1. Suma po6l tych trojkatow wynosi:

a)9
b) 81
C) 162

d) 36

9.  Rozpatrujemy ciag trojkatow (Tp). Jako pierwszy bierzemy trojkat rownoboczny o boku
dhugosci 1. Wierzchotki trojkata Ty+1 to srodki bokéw trojkata Ty, n =1, 2, 3, ... . Suma
pol tych trojkatéw wynosi:

a)l15
b) 6
C) J3

d)g

10. Rozpatrujemy cigg kwadratoéw (K,). Jako pierwszy bierzemy kwadrat o boku dtugosci
1. Wierzchotki kwadratu Kn+; to $rodki bokow kwadratu K, n =1, 2, 3, 4, ... . Suma po6l
tych kwadratow wynosi:
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a)2
b) 2++/2
c)4

d) 4+4/2

TEST 10

Temat testu: Wlasnosci funkcji wykladniczej i logarytmicznej

Uwagi.

Pytania 1 - 4 maja charakter wstgpny i nalezy je wykona¢ w pierwszej kolejnosci.
Test

1. Dla funkcji f(x)=5" prawdziwe jest zdanie:

a) Dziedzing tej funkcji jest zbior liczb dodatnich.
b) Jest to funkcja rosngca.
c) Jest to funkcja nieparzysta.

d) Wykres tej funkcji przechodzi przez punkt (5; 1).

2. Dla funkcji f(x) =log, x prawdziwe jest zdanie:
a) Dziedzina tej funkcji jest zbior liczb rzeczywistych.
b) Jest to funkcja ograniczona.
c) Jest to funkcja nieparzysta.

d) Wykres tej funkcji przechodzi przez punkt (1; 0).
o . 25 .
3. Warto$¢ wyrazenia log, 8—1log, 2+ log, n WYNOSi:

a) 100



b) 25
c) 12,25

d) 2

Warto$¢ wyrazenia (3\/§ )‘% +81_% WYNOSi:
a) 4/9

b) 1/12

c) 2/3

d) 12

Funkcja odwrotng do funkeji f(X)=log,(x—1) jest funkcja:

a) g(x)=2"+1
b) g(x)=2""

c) g(x)=2""

Vo og, a0

Dziedzing funkcji f(x) =log,  (x* —2x) jest zbior:

a) (0;2)

b) (-0i0)w(2:4)

€) (-0 (Z3)w(34)
d) (—o0,0) L (4;0)

Ktora z ponizszych funkcji jest parzysta:

1-x
a) f(X)=|gm
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b) f(x)=2"—2"

c) f(x)=3"+3"
d) f(X)=|gm
X

8. Zbiorem wartosci funkcji f(x) = log, (x* —2x+3) jest:
a) [1; =)
b) -1 1]
¢) (=5 1]
d) [-1; =)
9. Jesli Ig2=a; Ig3=>b, to Ig45 jest rowny:
a)a-b+1
b)2b-a+1
Ccla-2b+1

d)2a-b+1

10.  Zbiorem wartosci funkcji f () =0,2""*° jest:
a) [25; )
b) (0; 25]
c) (0;125]

d) [125: o)

TEST 11
Temat testu: Rownania i nierdwnosci wykladnicze i logarytmiczne
Uwagi:

Pytania 1 - 3 maja charakter wstepny i nalezy je wykona¢ w pierwszej kolejnosci.
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Test
1 2x -8
Pierwiastkiem funkcji wyktadniczej f(x) = [Ej —4 jest:

a)x=0.
b) x=1.
c)x=2.

d) x=3.

Zbiér rozwigzan nierdwnosci 22 <4*?  jest rowny:
a) [6; ).

b) (—o0; 6].

c) J.

d) {0}.

Zbior rozwigzan nierownosci log, x>0 jest rowny:
2

a) (1, )
b) (0, 1)

¢) (0, )
d) G 1)

Rozwiazaniem réwnania 2**°3* —6* =1116 jest:
a)x=0.
b) x=1.
C)x=2.

d)x=3.
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Najwicksza liczba rzeczywista spelniajaca nierownos¢ 2°%+ <3 jest:

a) -3
b) -1/3
c)o0

d)3

Rozwigzaniem rdwnania 36V = g(O (3))74 jest:

a) x = 6.
b) x = 4.
c)x=3.
d)x=2.
x—1 1

Ny . 4(3 (ij N

Suma rozwigzan rownania —| — — | =1 wynosi:
9(2 3

a) -1
b) 1
c)2
d)3

Zbior rozwigzan nierownosci log, ,10g,, X >—1 jest rowny:
a) (1/9, 1/3)

b) (1/9, 81)

c) (1, 81)

d) (0, 81)

. inoo-x _ X . , . . .
Nieréwno$¢ 27 < 5 jest rownowazna nierownosci:

a)yx>1
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b)x<1
c)x>2

d)x<2

10.  Liczba rozwigzan réwnania ‘Ig|x” = X+ 2 WYynosi:

a)l
b) 2
c)3

d) 4

TEST 12
Temat testu: Okreslenie pochodne;j

Uwagi:

Najpierw w kolejnosci losowej pytania 1 — 5, potem w kolejnosci losowej pytania 6 — 10.

Test

1. Ktére z ponizszych wyrazen jest ilorazem réznicowym funkcji f(X) = Jx w punkcie X

(Xo >0)r)

! Po—h I o+
' h | h

" 1/x0+h—\/x_O " 1/xo+h+\/ﬁ
' h ' h

2. Ktore z ponizszych wyrazen jest ilorazem roéznicowym funkcji f (X) = 1 w punkcie X
X

(Xg 20)?

91



1 1 1 1

L Xo+h h I Xo+h X,
h h

1 1 1 1

EE— _}.7

. Xo +h X V. Xo+h h
Xo h

3. Ile wynosi iloraz réznicowy funkcji f(X) = x2 w punkcie xy =1 gdy przyrost argumentu
h=0,2?

l. 2,2 Il. ) . 0,44 Iv. 144

4. Tle wynosi iloraz roznicowy funkcji f (x) =+/x w punkcie x, =4 gdy przyrost argumentu
h=0,417

40 10
l. V2,41 Il. 4,41 M. — v. —
41 41

5. Ile wynosi iloraz réznicowy funkcji f(x) = 1 w punkcie Xy =2 gdy przyrost argumentu
X
h=05"?

. -0,2 Il. -0/4 1. 0,2 V. 0,4

6. Ktora z ponizszych granic jest rOwna pochodnej funkcji f(x) w punkcie xg?

) im £ o +h) = (%) W gim O +h)— f(h)
h—o0 h h—o0 h

. lim F(xo +h)~ T (%) V. lim F(xo +h)—(h)
h—0 h h—0 h

7. Ktoéra z ponizszych granic jest rowna pochodnej funkcji f (X) = 2x w punkcie xq ?

lim 2(xg +h)—2x, I lim 2Xg +h—2x,
h—0 h h—0 h
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. lim M V. lim M
h—0 h h—0 h

8. Ktora z ponizszych granic jest rtowna pochodnej funkcji f(X) = x3 w punkcie xq?

3 13 3 13
. lim M . lim u
h—0 h h—0 h
3 3 3,3
n. im Qe+ X% v, im Qe =X
h—0 h h—0 h

9. Ktéra z ponizszych granic jest rowna pochodnej funkcji f (x) =2* w punkcie X, ?

) 2x0+h _2x0 ) 2x0 _2h
. lim———— 1. lim ———
h—0 Xo h—0  Xg
h X, X h
2% _2% 202
1. im——«— V. lim
h—0 h h—0

10. Ktoéra z ponizszych granic jest rowna pochodnej funkcji f (x) = iz w punkcie X
X

(Xg #0)?
11 11
2 2 2 2 2
. h ) Xo +h
l. lim 20" Xo Il. lim (X0 +M)" X
h—0 h h—0 h
11 11
2 X 72_)(7
m. gim X *h %o V. lim Kot Xo
h—0 h h—0 h
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TEST 13
Temat testu: Obliczanie pochodnych
Uwagi:

Najpierw w kolejnosci losowej pytania 1 — 5, potem w kolejnosci losowej pytania 6 —
10, potem w kolejno$ci losowej pytania 11 — 15.

Test
1. Jezeli f(x)=3\/? to:
A3 2
l. f'(x)= 3 I f (X)_ﬁ
1. f '(x)=ﬂ V. f'(x)= 1

2 g

2. Jezeli f(x)= is to:

X
-5 -5
l. fr =— . f! =
(0= (0=
, 1 , 5)

3. Jezeli f(X)= 1 to:

) — 2 : _55 X2
l. i (X)_3§/X_2 1 f(x)= 3
. f'(x)= -3 V.  f'(x)= 3

53/x®

4. Jezeli f(X) = —= to:

3x
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() = — 2
f (X)_s%/i

. f'(x)=

3vr_

L
U

5. Jezeli f(Xx)=

. f '(x)=%

n.  f '(x)=¥

2x+1
to

6. Jezeli f(x)=

-7

. f =
! )= (3x— 2)

n.  f '(x)=§

2

7. Jezeli f(x)=—2

to:
34 x2
, 4x3 +6x
| Fx)="—
(3+x9)
6X
1. f'X)=——
(3+x2)?2

8. Jezeli f(x)=+/3x+2 to

1

' F = a2

'(X) =

'(X) =

'(x) =

() =—

'(x) =

%/_

3;/_

(3x— 2)

3x-2

6x — 3x°

T B+x2)?

'(x) =1

243X+ 2
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9.

10

11

3 3X+2

f I(X):m V. f I(X)Zm
Jezeli f(x)=(4x+3)° to:

f '(x) =5(4x +3)° 1 f(x)=4°

f '(x) = 20(4x + 3)* V.  f '(x)=5(4x+3)*

. Jezeli f(x):sx/xz—x to:
2x -1 X2—X
frog=—X22 I frg=—a X
33(x% - x)? 33(x% - x)?
Fr) = v, fr=—2t

23x?% - x 23x?% - x

. Dla jakich warto$ci X pochodna funkcji f(x) = x> —3x? ma wartos¢ zero?
Nie ma takich x

Tylkodla x=0

Tylkodla x=2

Dla x=0 orazdla x=2

. Dla jakich wartosci X pochodna funkcji f (x) = ma wartos¢ zero?

1+ %2

Nie ma takich x
Tylkodla x=1
Tylkodla x=-1

Dla x=1 orazdla x=-1
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13. Dla jakich wartosci x pochodna funkcji f(x) =+ x> —1 ma wartos¢ zero?

l. Nie ma takich x
. Dla x=0

1. Dla x=1

V3

V. Dla x =
3

14. Dla jakich wartosci x pochodna funkcji f (x) =3x* — 2x® przyjmuje wartosci ujemne?
l. Dla x € (—o0; 0,5)

. Dla x € (—0;0) w (0;0,5)

I1l.  Dla xe(0;0,5)

V. Dla x € (0,5; «)

przyjmuje wartosci dodatnie?

15. Dla jakich wartosci x pochodna funkcji f (x) = ) ! 5

l. Dla x € (—o0; 0)
. Dla x € (—oo;—1) U (-1 0)
1. Dla xe (0; ) U(L )

IV. Dla x e (0; »)

TEST 14
Temat testu: Interpretacja geometryczna pochodnej
Uwagi:
Najpierw w kolejnosci losowej pytania 1 — 5, potem w kolejnosci losowej pytania 6 — 10.

Test

1. Wskaz rownanie stycznej do wykresu funkcji f(X) = Ix w punkcie o odcigtej rownej 1.
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l. y =0,5x Il. y=0,5x+0,5

1. y=X V. y=2x-1

2. Wskaz rownanie stycznej do wykresu funkcji f(X) = X2 —3X w punkcie o odcigtej rownej

3. Wskaz rownanie stycznej do wykresu funkcji f (X) = iz w punkcie o odcigtej rownej 0,5.
X

l. y =-16x+12 Il. y =-16X

1. y =4x V. y =—-8x+8

4. Oblicz tangens kata jaki z osig Ox tworzy styczna do wykresu funkcji f(x) = x® —x* +x

W punkcie o odcigtej rownej 2.

l. 10 Il. 9 . 8 v. 7
5. Oblicz tangens kata jaki z osig Ox tworzy styczna do wykresu funkcji f (x) = 1 w punkcie
X

o, o1
o odcigtej rownej — i

6. Wyznacz odcigtg punktu na wykresie funkcji f(X) = X% — X +2 tak, by styczna do wykresu

funkcji w tym punkcie miata wspotczynnik kierunkowy rowny 3.

l. 0 Il. 1 . 2 Iv. 3

98



7. Wyznacz odcietg punktu na wykresie funkcji f (X) = Jx tak, by styczna do wykresu

funkcji w tym punkcie tworzyta z osig Ox kat 459,

l. J2 . 025 . 242 V. g

8. Wyznacz odcigtg punktu na wykresie funkcji f(x) = x> tak, by styczna do wykresu

funkcji w tym punkcie tworzyta z osig Ox kat, ktorego cotangens jest rowny 3.

l. sa dwa takie punkty, ich odcigte to X; = —% oraz X, = 3
. : . : 1
Il. jest jeden taki punkt, jego odcigta to X = 3

1. jestjeden taki punkt, jego odcigta to X = %

IV.  nie ma takiego punktu

9. Wyznacz odcietg punktu na wykresie funkcji f (x) = xv/3 — 44/x tak, by styczna do

wykresu funkcji w tym punkcie tworzyla z osig Ox kat, ktérego cosinus jest rowny — 1 .
. . . 1 1
l. sa dwa takie punkty, ich odcigte to X; = 3 oraz X, = 3
o . . . 1
. jest jeden taki punkt, jego odcigta to X = 3

1. jestjeden taki punkt, jego odcigta to X = %

IV.  nie ma takiego punktu

10. Wyznacz odcig¢tg punktu na wykresie funkcji f(X) = x? tak, by styczna do wykresu
funkcji w tym punkcie byta prostopadta do prostej y =3x—1.

1. 1 1. % . 3 V. -3
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TEST 15
Temat testu: Kombinatoryka. Zliczanie
Uwagi:

Najpierw w kolejnosci losowej pytania 1 — 3, potem w kolejnosci losowej pytania 5 — 6,
potem w kolejnosci losowej pytania 7 — 16.

Test

1. lle jest 4-elementowych podzbioréw zbioru 7-elementowego?

l. 35 Il. 28 . 47 v, 74

2. lle ciagéw S-wyrazowych mozna utworzy¢ z elementéw zbioru 8-elementowego?

8 | |
l. Il. 8! 1. 8! Iv. 8°
5 3! 51

3. Ile ciagdéw 4-wyrazowych o roznych wyrazach mozna utworzy¢ z elementéw zbioru 9-
elementowego?

9 | |
l. Il. o 1. o Iv. 94
4 51 4

4. Zbior n-elementowy ma 21 podzbiorow 2-elementowych. lle wynosi n?

l. 6 Il. 7 . 8 V. 9

5. Z elementow zbioru n-elementowego mozna utworzy¢ 512 ciggdéw trojwyrazowych. Ile
wynosi n?

l. 6 . 7 . 8 V. 9

6. Z elementdéw zbioru n-elementowego mozna utworzy¢ 72 ciggi dwuwyrazowe o roéznych
wyrazach. lle wynosi n?
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7. Z grupy 6 me¢zczyzn i 7 kobiet wybieramy delegacje piecioosobowa, w sktad ktorej
wchodzi 2 mezczyzn i 3 kobiety. Na ile sposobéw mozna to uczynic¢?

l. 525 Il. 50 . 379 IV. 6300

8. Na ile sposobow mozna 7 0sob ustawi¢ w kolejce?

l. 28 Il. 49 . 2520 IV. 5040

9. Wsrdd 7 oséb jest trzech mezcezyzn i cztery kobiety. Na ile sposobéw mozna te osoby
ustawi¢ w kolejce tak, aby zadne dwie osoby tej same;j ptci nie staty obok siebie?

l. 144 Il. 288 . 2520 IV. 5040

10. Wérod 8 osob jest czterech mezezyzn i cztery kobiety. Na ile sposobéw mozna te osoby
ustawi¢ w kolejce tak, by zadne dwie osoby tej samej plci nie staty obok siebie?

l. 512 Il. 1152 . 2304 IV. 5040

11. W turnieju szachowym kazdy zawodnik rozgrywa z kazdym innym zawodnikiem jedna
parti¢. L.acznie rozegrano 45 partii. Ilu byto zawodnikéw?

l. 8 Il. 9 1. 10 Iv. 12

12. O$miu sportowcéw ma utworzyc¢ 4 pary do kolejnych ¢wiczen. Na ile sposobéw moga to
uczyni¢?

l. 256 . 512 . 2520 IV. 5040

13. Mamy do dyspozycji 4 litery A, 3 litery B oraz 2 litery C. lle 9-literowych napisow
mozemy utworzyc¢?

l. 24 Il. 144 . 512 IV. 1260
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14. Mamy do dyspozycji 4 litery A, 3 litery B oraz 2 litery C. Ile mozemy utworzy¢ 9-
literowych napisow, ktore zaczynaja 1 konczg si¢ na te samg litere?

l. 210 Il. 350 . 420 Iv. 700

15. Mamy do dyspozycji 4 litery A, 3 litery B oraz 2 litery C. Ile mozemy utworzy¢ 9-
literowych napisoOw, w ktorych pierwsza litera jest taka sama jak druga, a ostatnia litera jest
taka sama jak przedostatnia?

l. 60 Il. 80 . 100 Iv. 200

16. Mamy do dyspozycji 4 litery A, 3 litery B oraz 2 litery C. Ile mozemy utworzy¢ 9-
literowych napiséw, w ktorych litery C wystepujg obok siebie?

l. 100 Il. 140 . 200 IvV. 280

TEST 16
Temat testu: Zdarzenia. Pojecie prawdopodobienstwa
Uwagi:

Najpierw w kolejnosci losowej pytania 1 — 5, potem w kolejnosci losowej pytania 6 — 10,
potem w kolejnosci losowej pytania 11 — 16.

Test

1. A'i B sa zdarzeniami losowymi w pewnym doswiadczeniu, A= 25, B= 35, AuB=45

(symbol X oznacza liczbg elementéw zbioru X czyli moc zbioru X). Jaka jest moc zbioru
ANnB?

l. 5 . 10 . 15 Iv. 20

2. A i B sg zdarzeniami losowymi w pewnym do$wiadczeniu, A= 45, B= 50, A\B=30

(symbol X oznacza liczbe elementow zbioru X czyli moc zbioru X). Jaka jest moc zbioru
B\A?

l. 5 . 10 . 20 IvV. 35
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3. A'i B sg zdarzeniami losowymi w pewnym do$wiadczeniu,

ANB =10, AuB =55 A\B =15 (symbol X oznacza liczbe elementdéw zbioru X czyli
moc zbioru X). Jaka jest moc zbioru B\ A?

l. 5 Il. 30 . 40 V. 45

4. A'i B sg zdarzeniami losowymi w pewnym do$wiadczeniu, w ktorym jest 80 zdarzen

elementarnych, A'UB'=65, A =60 (symbol ? oznacza liczbg elementow zbioru X czyli
moc zbioru X). Jaka jest moc zbioru A\B?

l. 5 Il. 15 . 20 V. 45

5. A i B sg zdarzeniami losowymi w pewnym dos$wiadczeniu, w ktorym jest 90 zdarzen

elementarnych, A'nB'=60, A= 15, B=25 (symbol X oznacza liczbg elementow zbioru
X czyli moc zbioru X). Jaka jest moc zbioru AnB?

l. 5 Il. 10 . 15 Iv. 20

6. A i B sg zdarzeniami losowymi w pewnym do§wiadczeniu,
P(A)=0,6, P(B)=0,8, P(AuUB)=0,9. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia AN B?

l. 0,5 Il. 0,4 . 0,3 Iv. 0.2

7. A'i B sg zdarzeniami losowymi w pewnym doswiadczeniu, P(A\ B) =0,4, P(B)=0,5,
za$ suma prawdopodobienstw zdarzen A, B jest rowna 1. Jakie jest prawdopodobienstwo
zdarzenia B\ A?

l. 0,4 Il. 0,3 . 0,2 Iv. 01

8. A'i B sg zdarzeniami losowymi w pewnym do§wiadczeniu,
P(A) =03, P(AnB)=04, P(AuUB)=0,9. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia B?

l. 0,5 . 0,6 im. 0,7 Iv. 08
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9. A'i B sg zdarzeniami losowymi w pewnym doswiadczeniu, przy czym z zajscia zdarzenia A
wynika zaj$cie zdarzenia B, P(A) =0,2, P(B')=0,3. Jakie jest prawdopodobienstwo
zdarzenia B\ A?

l. 0,8 Il. 0,7 . 0,6 IvV. 05

10. A'i B sg zdarzeniami losowymi w pewnym doswiadczeniu, przy czym sg to zdarzenia
roztaczne, P(A')=0,8, P(AUB)=0,6. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia B ?

l. 0,6 Il. 0,5 . 04 Iv. 0.2

11. A'i B sg zdarzeniami losowymi w pewnym doswiadczeniu. Ocen wartosci logiczne zdan:
Z1: Jezeli AcB,to P(A")>P(B")

Z2: Jezeli Ac B,to P(A\B)=P(A)-P(B)

I. Oba zdania sg prawdziwe.

Il. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest falszywe.

II1. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest falszywe.

IV. Oba zdania sg falszywe.

12. A'i B s3 zdarzeniami losowymi w pewnym doswiadczeniu. Ocen wartosci logiczne zdan:
Z1: Jezeli AMB=0,to P(AnB)=P(A)-P(B)

72: Jezeli AMB=0,to P(AnB')=1-P(A)—-P(B)

I. Oba zdania sg prawdziwe.

II. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$§ zdanie Z2 jest falszywe.

I1l. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest falszywe.

IV. Oba zdania sg falszywe.

13. A'i B sg zdarzeniami losowymi w pewnym doswiadczeniu. Ocen wartosci logiczne zdan:

Z1: Jezeli Ac B,to P(AUB)=P(B)
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72: Jezeli AMB=0,to P(A'UB")=1

I. Oba zdania sg prawdziwe.

II. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest falszywe.
III. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest falszywe.

IV. Oba zdania sg falszywe.

14. A'i B sg zdarzeniami losowymi w pewnym doswiadczeniu. Ocen wartosci logiczne zdan:
Z1: Jezeli AuB=Q,to P(A)=1lub P(B) =1

72: Jezeli AUB=Q,to P(A)+P(B)=1+P(ANB)

I. Oba zdania sg prawdziwe.

II. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest falszywe.

I1l. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest falszywe.

IV. Oba zdania sg falszywe.

15. A'i B sg zdarzeniami losowymi w pewnym doswiadczeniu. Ocen wartos$ci logiczne zdan:
Z1: Jezeli Ac B,to P(AnB)=P(A)

72: Jezeli Ac B,to P(B\ A)>P(A)

I. Oba zdania sg prawdziwe.

Il. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest falszywe.

I1l. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest falszywe.

IV. Oba zdania sg falszywe.

16. A i B sg zdarzeniami losowymi w pewnym doswiadczeniu. Ocen wartosci logiczne zdan:
Z1: Jezeli P(A)+P(B)>1,t0o AUB=Q
72: Jezeli AuB=Q,to P(A)+P(B)=1

I. Oba zdania sg prawdziwe.
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II. Zdanie Z1 jest prawdziwe, za$ zdanie Z2 jest falszywe.
II1. Zdanie Z2 jest prawdziwe, za$ zdanie Z1 jest fatszywe.

IV. Oba zdania sg fatszywe.

TEST 17

Temat testu: Zastosowanie kombinatoryki do obliczania prawdopodobienstw

Uwagi:
Kolejnos¢ pytan - losowa.
Test

1. Rzucamy 5 razy kostka. Ile wynosi prawdopodobienstwo, ze szostka wypadnie doktadnie 2
razy?

5
[2] 2.5-3 " 10-5° 53

2. Rzucamy 3 razy kostka. Ile wynosi prawdopodobienstwo, ze w kazdym rzucie uzyskamy
inny wynik?

3. Z talii 24 kart (asy, krole, damy, walety, dziesiatki 1 dziewiatki — kazda warto$¢ w czterech
kolorach) pobieramy losowo 5 kart. Ile wynosi prawdopodobienstwo, ze wszystkie karty beda
tego samego koloru?

8

)

106



4. Z talii 24 kart (asy, krole, damy, walety, dziesiatki 1 dziewigtki — kazda warto$¢ w czterech
kolorach) pobieramy losowo 5 kart. Ile wynosi prawdopodobienstwo, ze wylosujemy trojke z
para (np. 3 krole i 2 damy)?

(2:1 H

5. Z talii 24 kart (asy, krole, damy, walety, dziesigtki i dziewigtki — kazda warto$¢ w czterech
kolorach) pobieramy losowo 5 kart. [le wynosi prawdopodobienstwo, ze wylosujemy dwie
pary (np. 2 kréle, 2 damy i asa)?

6. Z talii 24 kart (asy, krole, damy, walety, dziesigtki i dziewigtki — kazda warto$¢ w czterech
kolorach) pobieramy losowo 5 kart. [le wynosi prawdopodobienstwo, ze wsrod
wylosowanych kart bedg cztery karty jednakowej wartosci (np.4 kréle)?

6-4-20 m 6-

5"

7. W urnie jest 5 kul biatych, 3 czarne 1 4 zielone. Pobieramy losowo 5 kul. Ile wynosi
prawdopodobienstwo, ze wsrod wylosowanych kul beda 2 biate, 1 czarna i 2 zielone?
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8. W urnie jest 5 kul biatych, 3 czarne i 4 zielone. Pobieramy losowo 3 kule. Ile wynosi
prawdopodobienstwo, ze wszystkie wylosowane kule beda tego samego koloru?

l. Tj " %
o GG L WG
)

9. Tworzymy losowo liste 10 0s6b, wsrdd ktorych sg osoby X 1Y. Ile wynosi
prawdopodobienstwo, ze osoby X 1 Y znajda si¢ na liScie obok siebie?

(6}
w
IS

.8l I .8l .9.8l
9.8! N 2+9! m 2-8! V. 2-9.8!
10! 10! 10! 10!

10. 12 os6éb, wsrdd ktorych sa osoby X 1Y, dzielimy losowo na dwie grupy szescioosobowe.

Ile wynosi prawdopodobienstwo, ze osoby X i Y znajda si¢ w tej samej grupie?
10 6) (6
2. J 2
| 4 | 2) \4
' 12 ' 12
6 6
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11. W urnie jest 5 kul biatych, 3 czarne i 4 ziclone. Pobieramy losowo 3 kule. lle wynosi
prawdopodobienstwo, ze wsréd wylosowanych nie bedzie kuli biatej?

oL

I A - ~7
128

) )

12. Rzucamy 6 razy monetg. Ille wynosi prawdopodobienstwo, ze wypadng co najwyzej 2
orty?

0 2 2
l. % 1. 1+6—+15 1. E \VA ﬂ

26 26 26

TEST 18
Temat testu: Prawdopodobienstwo warunkowe i calkowite
Uwagi:
Wszystkie pytania w kolejnosci losowe;.
Test

1. Rzucamy 2 razy kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze suma oczek jest wieksza niz 9
jezeli wiadomo, ze w obu rzutach wypadta parzysta liczba oczek?

1. 1 L

1 1
6 3 4 12

2. Rzucamy 2 razy kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wypadta przynajmniej jedna
szostka jezeli wiadomo, ze suma oczek jest parzysta?

l. 1 Il. 11 II. > V. S

2 36 36 18
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3. Z talii 24 kart (asy, krole, damy, walety, dziesiatki 1 dziewiatki — kazda warto$¢ w czterech
kolorach) pobieramy losowo 3 karty. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wszystkie karty sg
tego samego koloru jezeli wiadomo, ze wsréd wylosowanych kart nie ma zadnego asa?

5 6 5 6
4. 4. 4. 4.
3 3 3 3
20 20 24 24
3 3 3 3
4. W urnie jest 5 kul biatych, 4 czarne i 3 zielone. Pobieramy losowo 3 kule. Jakie jest

prawdopodobienstwo, ze wirod wylosowanych kul sg doktadnie dwie kule biate, jezeli
wiadomo, ze wéréd wylosowanych kul nie ma kuli zielonej?

5 4 5) (4
+ .
2 1 I
12 (12}
3
3 4 5\ (4
+
2 1 2) |1
9
3
5. Rzucamy monetg. Jezeli wypadnie orzel, to rzucamy jeden raz kostka, a jezeli wypadnie

reszka, to rzucamy dwa razy kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze przynajmniej raz na
kostce pojawi si¢ 6 oczek?

(9}
3

u - - v, I
36 36 72 72

6. Rzucamy kostka a nastgpnie rzucamy moneta tyle razy ile oczek wypadto na kostce. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze we wszystkich rzutach moneta wypadt ten sam wynik?

l. 21 . £l M. 15 V. 3

64 64 64 32
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7. W urnie I sg 3 kule biate 1 4 czarne, za§ w urnie II jest 5 kul bialych i1 2 czarne. Rzucamy
kostka. Jezeli wypadnie 6 oczek, to losujemy jedng kule z urny I, a w innym przypadku
losujemy jedna kule z urny II. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej?

5

l. - Il. 4 1. 2 V. 1
7 7 3 3

8. W urnie I sg 3 kule biate i 4 czarne, za§ w urnie II jest 5 kul biatych i 2 czarne. Z urny I do
urny II przektadamy losowo jedna kule po czym z urny II losujemy 2 kule. Jakie jest
prawdopodobienstwo wylosowania kul r6znych kolorow z urny 11?

30 Il. 18 M. 2 V. 22
49 49 49 49

9. W urnie I sg 3 kule biate i 4 czarne, za$ w urnie II jest 5 kul biatych i 2 czarne. Z urny I do
urny II przektadamy losowo dwie kulg po czym z urny II losujemy jedna kulg. Jakie jest
prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej z urny 11?7

22 Il 1 " 3
63 ' 63 ' 21

10. W urnie sa 3 losy za ktore przystuguje nagroda, 5 losow pustych i 2 losy uprawniajace do
kolejnego bezplatnego losowania. Kupujemy jeden los. Jakie jest prawdopodobiefistwo ze
wygramy nagrode?

l. 1 Il.
3

M|
[N
o
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TEST 1 Poprawne odpowiedzi:

ODPOWIEDZI :

Pytanie 1 2 3 4 5 6 7 8
Poprawna
. v Il I I I I I |
odpowiedz
Pytanie 9 10 11 12 13 14 15 16
Poprawna
. 1| Il i i 1 1 1l I
odpowiedz
TEST 2 Poprawne odpowiedzi:
Pytanie 1 2 3 4 5 6 7 8
Poprawna
. i 1 | 1 v I 1 |
odpowiedz
Pytanie 9 10 11 12 13 14 15 16
Poprawna |, I W, | 1l I W, 1l
odpowiedz
TEST 3 Poprawne odpowiedzi:
Pytanie 1 2 3 4 5 6 7 8
Poprav'vna’ I Il | v i I 1l v
odpowiedz
Pytanie 9 10 11 12 13 14 15 16
Poprawna |, I I W, | | 1l |
odpowiedz
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TEST 4 Poprawne odpowiedzi:

Pytanie Poprawna odpowiedz
1 d
2 d
3 C
4 a
3) C
6 b
7 a
8 b
9 d

10 b
11 a
12 C
13 C
14 a

TEST 5 Poprawne odpowiedzi:

Pytanie Poprawna odpowiedz

1 b

OO N OB WN
DO O |0 Y QY QT

B
o
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TEST 6 Poprawne odpowiedzi:

Pytanie Poprawna odpowiedz
1 b
2 C
3 C
4 a
5 b
6 d
7 a
8 d
9 C

10 b

TEST 7 Poprawne odpowiedzi:

Pytanie Poprawna odpowiedz
1 C
2 b
3 a
4 b
5 d
6 d
7 C
8 b
9 d

10 a
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TEST 8 Poprawne odpowiedzi:

Pytanie Poprawna odpowiedz
1 a
2 a
3 C
4 C
5 b
6 d
7 b
8 a
9 d

10 C
11 b
12 d

TEST 9 Poprawne odpowiedzi:

Pytanie Poprawna odpowiedz
1 b
2 d
3 C
4 b
5 a
6 C
7 a
8 b
9 d

10 a
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TEST 10 Poprawne odpowiedzi:

Pytanie Poprawna odpowiedz
1 b
2 d
3 d
4 C
3) a
6 C
7 C
8 a
9 b

10 a

TEST 11 Poprawne odpowiedzi:

Pytanie Poprawna odpowiedz
1 b
2 d
3 b
4 C
5 b
6 C
7 d
8 C
9 a
10 C
TEST 12 Poprawne odpowiedzi:
Pytanie 1 2 3 4 6 8 9 10
:dlp(:i"iveri m | Y 1l Voo |
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TEST 13 Poprawne odpowiedzi:

Pytanie 1 2 3 4 5 6 7 8
Poprawna |, | 1l I W, | 1l I
odpowiedz

Pytanie 9 10 11 12 13 14 15
Poprav‘vna’ Il I v v | 1| Il
odpowiedz
TEST 14 Poprawne odpowiedzi:

Pytanie 1 2 3 4 5 6 7 9 10
Poprawna

. I I | ] Il Il I Il |
odpowiedz
TEST 15 Poprawne odpowiedzi:

Pytanie 1 2 3 4 5 6 7 8
Popravynar | v I 1 I v I v
odpowiedz

Pytanie 9 10 11 12 13 14 15 16
Poprav‘vna, I 1 i Il v 1| i v
odpowiedz

TEST 16 Poprawne odpowiedzi:

Pytanie 1 2 3 4 5 6 7 8
Poprawna |-, W, I W, I | | I

odpowiedz
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Pytanie 9 10 11 12 13 14 15 16
Poprawna |-, I I 1l | 1l I W,
odpowiedz
TEST 17 Poprawne odpowiedzi:

Pytanie 1 2 3 4 5 6 7 8
POpraV.vna, i I 1 I v I v 1!
odpowiedz

Pytanie 9 10 11 12
Poprawna

v | 1l 1
odpowiedz
TEST 18 Poprawne odpowiedzi:

Pytanie 1 2 3 4 5 6 7 8 10
Poprawna |y v v L m | W,

odpowiedz
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