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Streszczenie

W sieci Internet znajduje sie blisko 50 000 000 000 stron, liczba adreséw IP zbliza sie do 3 000 000 000. Jak
to jest mozliwe, Ze pomimo olbrzymiego rozmiaru Internetu jesteSmy w stanie niezmiernie szybko odnalez¢
interesujace nas informacje, dzieli¢ sie filmami i muzyka, zdobywac przyjaciét w miejscach, do ktérych nigdy
nie dotarlibySmy osobiscie? Okazuje sie, ze okietznanie sieci wymagato wynalezienia i zaimplementowania
odpowiednich algorytméw. O niektdérych z nich jest mowa na tym wyktadzie.
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1 WSTEP

Algorytmika jest dziatem informatyki, ktéry zajmuje sie projektowaniem i analizowaniem algorytméw. Kom-
putery bez algorytmdéw zapisanych w postaci programéw okazuja sie bezuzyteczne. Zeby jednak zaprzac
komputery do realizowania pozadanych przez nas zadah musimy by¢ przekonani, ze wykorzystywane algo-
rytmy sg poprawne, tzn. ze dla danych spetniajgcych okreslone kryteria, po wykonaniu algorytmu otrzymamy
oczekiwane wyniki, oraz, ze sag one mozliwe do wykonania na dostepnym sprzecie — wykorzystywane kom-
putery dysponuja pamiecig o wystarczajacej pojemnosci, a obliczenia zakoficza sie w akceptowanym przez
nas czasie. Zatem gtéwne aspekty analizy algorytmoéw to ich poprawnos¢ i wydajnosé. Analizy algorytmow
dokonujemy abstrahujgc od sprzetu, na ktérym bedg wykonywane. Powszechnie przyjmuje sie, ze algorytmy
szybkie, to takie, ktére wykonuja sie w czasie wielomianowym ze wzgledu na rozmiar danych. Okazuje sie,
ze w dobie Internetu, nawet algorytmy liniowe moga by¢ nie do wykorzystania na wspétczesnych kompute-
rach z powodu olbrzymich rozmiaréw danych, ktére musza by¢ przetwarzane. A jednak potrafimy wyszukiwaé
w tak monstrualnej sieci jaka jest Internet oraz poznawac jej strukture. Jak to jest mozliwe? Ten wyktad to pré-
ba naszkicowania odpowiedzi na te pytania.

2 AUTORSKA, BARDZO KROTKA HISTORIA ALGORYTMOW

Historia algorytmow siega starozytnosci. Okoto 350 lat przed nasza erg pojawit sie powszechnie dzis uczony
w szkole algorytm Euklidesa, stuzacy do obliczania najwiekszego wspélnego dzielnika dwéch liczb natural-
nych. W roku 1844 Francuz Gabriel Lamé udowodnit, ze liczba dzieleA wymagana w pesymistycznym przypad-
ku do znalezienia najwiekszego wspélnego dzielnika dwéch liczba algorytmem Euklidesa jest nie wieksza
niz piec razy liczba cyfra w zapisie dziesietnym mniejszej z tych liczb, co oznacza, ze dziata on w czasie wie-
lomianowym ze wzgledu na rozmiar danych. Wynik Lamé mozemy traktowac jako pierwszg analize ztozonosci
czasowej algorytmu Euklidesa i poczatek teorii ztozonoSci obliczeniowe;j.

Pojecie algorytmu, choé w obecnych czasach intuicyjnie oczywiste, wymagato formalizacji po to, zeby algo-
rytmy mogty byé badane precyzyjnymi, matematycznymi metodami. W roku 1936 Alan Turing zaproponowat
teoretyczny model maszyny liczacej znanej od tego czasu jako maszyna Turinga. Mimo swej prostoty, moc
obliczeniowa maszyny Turinga rozumianej jako zdolnos¢ rozwigzywania probleméw algorytmicznych przy
zadanych zasobach (pamieci i czasie) odpowiada wspétczesnym komputerom.

W roku 1962 Charles Hoare zaproponowat najpopularniejszy dzis algorytm sortowania — QuickSort. Algorytm
QuickSort dziata pesymistycznie w czasie kwadratowym, ale znakomicie zachowuje sie dla przecietnych (lo-
sowych) danych. Mniej wiecej w tym samym czasie Jack Edmonds, zajmujgcy sie algorytmami grafowymi, zde-
finiowat klase P tych probleméw algorytmicznych, ktére mozna rozwigzaé w czasie wielomianowym. Jedno-
czednie okazato sie, ze dla wielu waznych problemoéw optymalizacyjnych nie mozna byto znalez¢ algorytméw
dziatajacych w czasie wielomianowym. Wyttumaczenie tego zjawiska pojawito sie w roku 1971, kiedy to Ste-
phen Cook podat pierwszy, tak zwany problem NP-zupetny, wykazujac, ze jesli potrafilibySmy sprawdzaé w cza-
sie wielomianowym, czy dana formuta logiczna (zdaniowa) ma wartoSciowanie, dla ktdrego przyjmuje wartos¢
prawda, to wiele innych probleméw, dla ktérych poszukiwano bezskutecznie wielomianowego rozwigzania,
datoby sie takze rozwigza¢ w czasie wielomianowym. W tym samym roku Richard Karp wskazat osiem innych
probleméw NP-zupetnych. Obecnie lista takich probleméw liczy tysigce pozycji. To, czy problemy NP-zupetne
majg wielomianowe rozwiazanie, jest jednym z siedmiu tzw. probleméw milenijnych. Za rozwigzanie kazdego
z nich zaoferowano milion dolaréw. Jeden z tych probleméw — hipoteza Poincaré — zostat juz rozwigzany. Jedyne
znane algorytmy dla probleméw NP-zupetnych dziatajg w czasie wyktadniczo zaleznym od rozmiaru danych.
Oznacza to, ze dla danych duzych rozmiaréw, ale wcigz spotykanych w praktyce, nie zawsze jest mozliwe znale-
zienie rozwigzania z pomoca wspétczesnych komputerdw ze wzgledu na nieakceptowalnie dtugi czas obliczen.

Dzisiaj nie znamy algorytmu stuzacego do rozktadania liczby na czynniki bedace liczbami pierwszymi w cza-
sie wielomianowo zaleznym od dtugosci jej komputerowej reprezentacji. Fakt ten jest podstawg protokotu
kryptograficznego RSA wynalezionego w roku 1977. Z drugiej strony, w roku 2002 wykazano, ze to, czy licz-
ba naturalna jest liczba pierwsza, mozna sprawdzi¢ w czasie wielomianowym. Czy powinniémy sie obawia¢
o protokét RSA?
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3 TRZY PROSTE PROBLEMY ALGORYTMICZNE 1 ICH ROZWIAZANIA

W tym rozdziale oméwimy trzy proste problemy algorytmiczne, podamy ich rozwigzania oraz zanalizujemy
ztozonos¢ obliczeniowg zaproponowanych rozwigzan.

3.1 LIDER
Dane:  dodatnia liczba catkowita n oraz cigg liczb catkowitych a[1], a[2], ..., a[n].
Wynik: liczba catkowita x, ktéra pojawia sie w ciagu a wiecej niz potowe razy (czyli taka liczba x,
ze |{iz ali] = x}| > n/2), o ile takie x istnieje, w przeciwnym przypadku dowolny element z ciggu a.

Rozwiazanie, ktére proponujemy, wykorzystuje nastepujace spostrzezenie. Niech u, v bedg dwoma réznymi
elementami ciggu a. Jesli x jest liderem w a, to jest takze liderem w ciggu a z usunietymi elementami u i v.
Innymi stowy, jesli x jest liderem i kazdy element w ciagu a o wartosci réznej od x sparujemy z elementem
o wartosci roznej od w, to pozostang tylko niesparowane elementy o wartoSciach rownych x. Oto algorytm
wykorzystujgcy powyzszg idee.

Algorytm Lider::
X := pierwszy element ciagu;
licz:=1; //mamy licz niesparowanych elementéw o wartosci x
while nie koniec ciagu do
{

y := kolejny element ciggu;

if licz=0then

{x:=vy;licz :=1}
else if x =y then

licz :=licz +1
else
licz:=licz-1 //parowanie
}
return x;

Proponujemy zastanowienie sie, dlaczego ten algorytm jest poprawny. Skupmy sie na jego ztozonosci. Za roz-
miar zadania w tym przypadku przyjmujemy n — dtugos¢ ciggu a. W kazdym obrocie petli pobieramy jeden
element ciggu i wykonujemy na nim statg liczbe operacji. Zatem ztozonos¢ czasowa jest liniowa, co w notacji
asymptotycznej wyraza sie formutg O(n).

Zauwazmy, ze algorytm nie gwarantuje tego, ze wynik x jest liderem. Zeby to stwierdzi¢, potrzebny jest jesz-
cze jeden przebieg przez dane i policzenie liczby wystgpief x w ciggu. W niekt6érych zastosowaniach do prze-
twarzania danych w Internecie drugi przebieg nie jest mozliwy.

3.2 MNOZENIE MACIERZY PRZEZ WEKTOR
Dane: liczba naturalna n» 0, kwadratowa macierz liczb rzeczywistych A[1..n,1..n],
wektor liczb rzeczywisty x[1..n].
Wynik: — wektor y[1..n] = Ax, gdzie y[i] = Ali,1]*x[1] + A[i,2]*x[2] + ... + Ali,n]*x[n].

Algorytm mnozenia macierzy przez wektor wynika wprost z opisu wyniku.

Algorytm Macierz_x_Wektor::
fori:=1tondo
{
yli] :=0;
forj:=1tondo
ylil == y[il + Ali,jI*x[]]
}

returny;
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Zanalizujmy teraz czas dziatania powyzszego algorytmu. Najdrozszg operacje w tym algorytmie jest ope-
racja mnozenia dwoch liczb rzeczywistych. Wykonujemy n? takich mnozef. Jesli za rozmiar zadah przyjmie-
my wtasnie n?, to nasz algorytm dziata w czasie liniowym ze wzgledu na rozmiar danych - liczbe elemen-
téw macierzy A. Algorytm liniowe sg uwazane za szybkie. Rozwazmy czas dziatania naszego algorytmu dla
n= 100 000 000. Dalej sie okaze, ze nie jest to rozmiar ,wziety z sufitu”. Przyjmijmy dodatkowo, ze w ciagu
jednej sekundy mozemy wykonaé 108 mnozeh. Wéwczas czas potrzebny na wykonanie wszystkich mnozef
w naszym algorytmie wyniéstby 100 000 000 sekund, czyli okoto 1600 dni! Jest jeszcze jeden problem. Gdy-
bySmy na zapisanie jednej liczby rzeczywistej przeznaczyli 8 bajtéw, to musielibysmy mieé pamie¢ o rozmia-
rze 8*10% bajtow, czyli wiecej niz petabajt! Tak wiec uzywajac konwencjonalnych komputeréw, nie bylibysmy
w stanie realnie rozwigza¢ tego zadania.

W praktyce czesto pojawiajg sie macierze, w ktérych wiele elementéw to zera. Zauwazmy, ze jezeli Ali,j] = 0O,
to wykonanie instrukcji y[i] := yl[i] + Ali,j]1*x[j] nie zmienia wartosci y[i]. Uzywajgc technik listowych, mozna
pomingé mnozenia przez 0. Wowczas liczba mnozen (i dodawan) jest proporcjonalna do liczby niezerowych
elementéw macierzy A. Oznaczmy liczbe niezerowych elementéw macierzy A przez Nz(A). Czas dziatania al-
gorytmu w tym przypadku wynosi O(max(n,Nz(A)), co, gdy Nz(A) jest liniowe ze wzgledu na n, daje algorytm
mnozenia macierzy w czasie liniowo zaleznym od n. Wéwczas nawet dla n = 100 000 000 mozna sie spo-
dziewac wyniku w rozsgdnym czasie. Macierz, ktérej liczba niezerowych elementéw jest liniowa ze wzgle-
du na wymiar macierzy, nazywamy macierza rzadka. Uzywajac technik listowych macierze rzadkie mozna
reprezentowa¢ w pamieci o rozmiarze proporcjonalnym do liczby niezerowych elementéw macierzy, co dla
n =100 000 000 jest znaczaco mniej niz petabajt.

3.3 SILNIE SPOJNE SKEADOWE
Powiemy, ze graf skierowany jest silnie sp6jny, jesli dla kazdej pary weztéw u i v istniejg skierowane Sciezki
zu dovivdo u. Silnie sp6jna sktadowa skierowanego grafu G nazywamy kazdy jego maksymalny (w sensie
zwierania) silnie spéjny podgraf. Silnie spojnymi sktadowymi w grafie z rysunku 1 sg podgrafy rozpiete na we-
ztach identyfikowanych przez pierwsze liczby w parach: {1,2,9,10}, {3,4,8}, {5,6,7}, {11,12}.

1,10

Rysunek 1.
Graf skierowany

Specyfikacja zadania Silnie spdjne sktadowe jest nastepujaca:

Dane:  G=(V,E) — graf skierowany.

Wynik:  funkcja s: V— {1,...,|V|} taka, ze dla kazdej pary weztéw u, v, s(u) = s(v) wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieja Sciezki w grafie Gzudovizvdou.
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ZtozonoS¢ algorytméw znajdowania silnie spdjnych sktadowych w grafie zalezy od reprezentacji grafu.
Sag dwie zasadnicze reprezentacje: tablicowa, w ktrej w tablicy kwadratowej A, indeksowanej weztami, mamy
Alu,v] =1, gdy istnieje krawedz z u do v, natomiast A[u,v] = 0, gdy takiej krawedzi nie ma. NiezaleZnie od liczby
krawedzi w grafie rozmiar takiej reprezentacji wynosi |V|2. Poniewaz liczba krawedzi w grafie skierowanym
waha sie od 0 do |V|x(|V|-1), reprezentacjg uwzgledniajgcg ten fakt sg listy sasiedztwa. W tej reprezentacji
dla kazdego wezta przechowujemy liste sasiaddw, do ktérych prowadza krawedzie z tego wezta — tzw. liste
»W przdd”, oraz liste sgsiadéw, od ktérych prowadza krawedzie do tego wezta — tzw. liste ,,w tyt”. Rozmiar
reprezentacji grafu w postaci list sgsiedztwa wynosi O(|V| + |E]) i jest ona szczegdlnie wygodna i oszczedna
w przypadku graféw rzadkich, to znaczy takich, w ktérych liczba krawedzi liniowo zalezy od liczby weztow.
W algorytmie wyznaczania silnie spdjnych sktadowych opisanym ponizej przyjmiemy te druga reprezentacje.

Przedstawimy teraz krotko algorytm, ktérego petny opis wraz zdowodem poprawnosci mozna znalezé w ksigz-
ce [1]. Na potrzeby opisu zat6zmy, ze zbiér weztéw to V= {1,2, ..., |V|}. W celu znalezienia silnie spdjnych skta-
dowych przeszukujemy graf G dwukrotnie w gtab. Za pierwszym razem wykorzystujemy listy w przéd, gdy
w nastepnym przeszukiwaniu korzystamy z list w tyt. Przeszukujac graf w przéd, numerujemy wezty w kolej-
nosci odwiedzania i dla kazdego wezta liczymy liczbe weztéw w poddrzewie przeszukiwania o korzeniu w tym
wezle. Narysunku 1 pierwsze liczby w parach odpowiadajg numerom w kolejnoSci przeszukiwania (tutajiden-
tyfikujemy je z weztami), a drugie liczby w parach méwig o rozmiarach poddrzew przeszukiwania w przéd.
Krawedzie lasu przeszukiwania w przéd sa narysowane ciagta, pogrubiong kreska. Zauwazmy, ze numeracja
i liczba weztow w poddrzewach pozwala na tatwe stwierdzenie, czy wezet v jest w poddrzewie przeszukiwa-
nia o korzeniu w u. Wystarczy sprawdzic, czy numer v jest nie mniejszy od numeru u, ale mniejszy od numeru
u plus liczba weztéw w poddrzewie o korzeniu u. Dla przyktadu wezet o numerze 7 jest w poddrzewie wezta
0 numerze 3, poniewaz 3 =<7 <3+ 6; wezet o numerze 11 nie jest w poddrzewie wezta o numerze 1, poniewaz
11 =1 +10.

Podczas przeszukiwania grafu (po listach) w tyt wykrywamy silnie spdjne sktadowe. Identyfikatorem silnie
spojnej sktadowej bedzie wezet o najmniejszym numerze z tej sktadowej. Dlatego w drugiej fazie przeglada-
my wezty w kolejnosci rosngcych numeréw. Gdy napotkamy wezet, ktéry nie byt jeszcze widziany w drugiej
fazie, to rozpoczynamy z niego przeszukiwanie w tyt, ale tylko po weztach, ktére sg w poddrzewie przeszuki-
wania w przéd o korzeniu w wezle, od ktérego rozpoczelismy przeszukiwanie wtasnie wykrywanej sktadowej.
Wszystkie napotkane w ten sposob wezty beda nalezaty do silnie spdjnej sktadowej, ktérej identyfikatorem
bedzie wezet, od ktoérego rozpoczynaliSmy przeszukiwanie. Rozwazmy jeszcze raz graf z rysunku 1. Rozpo-
czynamy od wezta 1 iidziemy po krawedziach w tyt. W ten sposéb dochodzimy do wezta 10 i poniewaz jest on
w poddrzewie w przéd wezta 1, to zaliczamy go do silnie spéjnej sktadowej o numerze 1. Z wezta 10 prébuje-
my wezet 9 i tez zaliczamy go do silnie sp6jnej sktadowej o numerze 1. Z wezta 9 prébujemy przejs¢ do wezta
12, ale nie jest on w poddrzewie w prz6d wezta 1, wiec nie nalezy do silnie spdjne sktadowej o identyfikato-
rze 1. Kolejny wezet odwiedzany z wezta 9 to 2 i zaliczamy go do silnie spdjnej sktadowej wezta numer 1. W ten
spos6b wykryjemy cata silnie spdjna sktadowa zawierajaca wezet 1. Wszystkie jej wezty sg zaznaczone jako
odwiedzone. Przegladajac kolejno wezty, docieramy do wezta 3, jako pierwszego nieodwiedzonego w tyt, i te-
raz z niego odkrywamy silnie spdjng sktadowa o identyfikatorze 3 (wezty 3, 4, 8). Nastepnie zostanie wykryta
sktadowa o identyfikatorze 5 (wezty 5, 6, 7), a na koniec o identyfikatorze 11 (wezty 11 12).

Oto formalny zapis oméwionego algorytmu.

Algorytm SilnieSp6jneSktadowe::

Fazal::

W_przod(v: wezet)

{
ost_nr:=ost_nr+ 1; nr[v] := ost_nr; /] ost_nr — ostatnio nadany numer
wezly[ost_nr] :=v; /] porzadkowanie weztéw wedtug numerdéw
for each u — wezet na liscie w prz6d wezta v do

if nrju] =0 then W_przéod(u) // nr[u] = 0 oznacza, Ze wezet nie zostat odwiedzony;

w_poddrzewie[v] := ost_nr—nr[v] + 1 // rozmiar poddrzewa w przdd

}
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Przeszukiwanie w przéd::
ost_nr:=0;
for each wezet v do nr[v] := 0;
for each wezetv do
if nrfv] = 0 then W_prz6d(v);

Faza ll::
W_tyt(v: wezet, id_s: 1..|V|) //id_s —id aktualnie wykrywanej sktadowej
{
s[v] :=id_s;
for each wezet u na liscie w tyt wezta v do
if ((s[u] = 0) // unie byt jeszcze odwiedzony
AND // oraz
(nrid_s] < nrfu] < nr[id_s]+w_poddrzewie[id_s])) // jest w poddrzewie id_s

then W_tyt(u, id_s);

Przeszukiwanie w tyt::
for each wezet v do s[v] := 0; /] s[v] = 0 oznacza, ze nie v byt odwiedzony
fori:=1to|V|do
if s[wezly[v]] = 0 then W_tyt(wezly[v], wezly[v]);

Uwazny czytelnik dostrzeze, ze ztozono$¢ czasowa powyzszego algorytmu wynosi O(|V|+|E]) i jest on liniowy
ze wzgledu na rozmiar grafu. Ten algorytm bardzo dobrze zachowuje sie dla graféw z bardzo duza liczbg we-
ztéw i liniowg wzgledem niej liczbg krawedzi.

W nastepnych rozdziatach przekonamy sie, Ze trzy przedstawione problemy maja silny zwigzek z Internetem.

4 AUTORSKA, BARDZO KROTKA HISTORIA INTERNETU

Internet to ogdlnoSwiatowa sie¢ komputerowa, ktéra z punktu widzenia przecietnego uzytkownika jest jed-
norodnag siecig logiczna, w ktérej wezty (komputery) sg jednoznacznie identyfikowane przez swéj adres. Po-
czatki Internetu siegaja kofca lat szesédziesigtych XX wieku, kiedy to powstaje sie¢ ARPANET taczaca cztery
jednostki naukowe w Kalifornii i w stanie Utah. Sie¢ ARPANET byta poletkiem doSwiadczalnym dla powstania
i rozwoju powszechnie dzis uzywanej rodziny protokotéw komunikacyjnych w sieci Internet — TCP/IP. W roku
1975 powstaje firma Microsoft, ktérej rozwigzania przyczynity sie i nadal przyczyniajg do upowszechniania
Swiata komputeréw wsréd zwyktych ludzi. W roku 1976 pojawit sie system operacyjny Unix — dziadek sys-
temow operacyjnych z rodziny Linux. W tym tez roku krélowa Elzbieta wystata swoéj pierwszy e-mail. W roku
1979 powstaje USENET — protoplasta powszechnych dzi§ sieci spotecznosciowych. W roku 1981 pojawia
sie komputer osobisty IBM PC. Bez komputeréw osobistych, ktére mozemy postawié na biurku i korzystaé
z ich dobrodziejstw w domu, globalizacja Internetu nie bytaby mozliwa. W roku 1982, wraz z ustaleniem pro-
tokotow TCP/IP, nazwa Internet (z wielkiej litery) zaczyna sie rozpowszechniaé. W roku 1987 liczba hostow
w Internecie przekracza 10 000, w roku 1989 przekroczona zostaje granica 100 000 hostéw, w roku 1992
liczba hostow siega miliona. Wedtug Internet System Consortium, w lipcu 2010 roku liczba hostéw wynosita
768 913 036.

W roku 1990 sie¢ ARPANET przechodzi do historii. Rok 1991 to narodziny sieci WWW — ogdlnoSwiatowej
sieci powigzanych stron zawierajgcych r6znorodne tresci multimedialne. Sie¢ WWW jest rozwijana z wy-
korzystaniem Internetu, a strony w sieci WWW sg identyfikowane poprzez tzw. adresy URL (Uniform Reso-
urce Locator). W roku 1993 pojawia sie MOSAIC - pierwsza graficzna przegladarka stron WWW, a niedtugo
po niej Netscape. Rok 1994 to narodziny Yahoo. Najwiekszy obecnie gracz w Internecie to firma Google,
ktéra powstata w roku 1998. W roku 2004 startuje Facebook — najpopularniejsza obecnie w Swiecie sieé
spotecznoSciowa.
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Z polskiej historii odnotujmy udostepnienie w roku 2000 komunikatora Gadu-Gadu, powstanie w roku 2001
serwisu gier Kurnik, a w roku 2006 — portalu spotecznosciowego Nasza-Klasa.

Czym charakteryzuje sie Internet, a z punktu widzenia zwyktego uzytkownika — a sie¢ WWW? Jakie problemy
algorytmiczne nalezy rozwigzadé, zeby zasoby sieci WWW staty sie tatwo i szybko dostepne? Prébujemy odpo-
wiedzie€ na te pytania w nastepnym punkcie.

5 CHARAKTERYSTYKA INTERNETU

Zanim zajmiemy sie problemami algorytmicznymi zwigzanymi z Internetem, zastanéwmy sie, jak mozna opi-
sac te sie€. Skupimy sie tutaj bardziej na sieci WWW, z ktorej na co dziefi korzystamy. Sie¢ WWW mozemy
przedstawic jako graf skierowany, ktérego weztami sg strony internetowe, natomiast dwie strony V, W sa po-
taczone krawedzig, jesli na stronie V istnieje dowigzanie (link) do strony W. W roku 2000 grupa naukowcoéw
z AltaVista Company, IBM Almaden Research Center i Compaq Systems Research Center, opisata strukture
sieci WWW na podstawie danych zebranych przez szperacze (ang. crawlers) firmy Alta Vista [2]. Szperacze
odwiedzity ponad 200 miliondw stron, przechodzac po wiecej niz péttora miliarda taczach. W wyniku analizy
ustalono, ze graf sieci WWW ma strukture przedstawiona na rysunku 2.

Tendrils
44 MilliorM}

ouTt

56 Million nodes 44 Million nodes

O

Disconnected components

5

Rysunek 2.
Sie¢c WWW

Co mozemy wyczytac z tego rysunku? Gdybysmy zapomnieli o orientacjach krawedzi, to prawie wszystkie
strony nalezatyby do jednej spdjnej sktadowej. Sie¢ jednak jest grafem skierowanym. Sktadajg sie na nig
cztery gtdwne czesci. Najwieksza jest czeS¢ Srodkowa SCC — silnie sp6jna sktadowa. W sktadowej SCC, z kaz-
dej strony mozemy dojs¢ do kazdej innej, wykonujac byé moze wiele kliknieé. Z dowolnej strony czesci IN
mozna przejs¢ przez SCC do dowolnej strony czedci OUT. Z czeSci IN wychodzacg tzw. wici (ang. tendrils), czyli
strony, ktére sa osiggalne z pewnych stron w IN. Podobnie wici prowadza do OUT - strony, z ktérych mozna
dostac sie do stron w OUT. Czes¢ stron z OUT jest bezposrednio osiggalna ze stron IN za pomocg tzw. rur
(ang. tubes). Po zanalizowaniu prébki sieci, Broder i inni doszli do waznych wnioskéw [2]:
m sie¢ WWW jest skierowanym grafem rzadkim, tzn. liczba jej krawedzi liniowo zalezy od liczby weztéw

(badana siec zawierata 2,7x10® stron (adreséw URL) i 2,13x10° dowigzan,
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22 2

m odlegtoSci w sieci sa mate; w sieci zbadanej przez Brodera Srednia dtugos¢ Sciezki skierowanej wynosita
16 — tyle kliknie¢ wystarczy, zeby dotrzeé do pozadanej, osiggalnej strony; gdybySmy zapomnieli o

22 2

orientacji krawedzi, to Srednia dtugos¢ Sciezki wyniostaby 6.

Obecnie rozmiar Internetu jest duzo wiekszy, niz w roku 2000. Jak juz wspomnieliSmy, w lipcu 2010 roku
zarejestrowano 768,913,036 hostow. 1 grudnia 2010 w uzyciu byto 3 300 466 944 adreséw IP obejmujacych
240 krajow. Szacuje sie, ze na dzief 1 stycznia 2011 liczba stron poindeksowanych przez firme Google wyno-
sita ponad 21 miliard6éw. Jaki stad wniosek? Projektujac algorytmy dla sieci WWW musimy wiedzie¢, ze dzia-
tamy na sieci o miliardach weztéw, ktéra szczesliwie jest rzadka. Nie jest to zaskakujgce. W sieci sg miliardy
stron, ale na kazdej stronie moze by¢ od kilku do kilkudziesieciu dowigzan.

Sie€ WWW niesie z soba wiele wyzwaf algorytmicznych. Wyzywajgcych zardwno ze wzgledu na ogrom Inter-
netu, ale takze dlatego, Ze Internet jest w petni rozproszony i bez centralnej administracji. Do podstawowych
problemdéw algorytmicznych zwigzanych z siecig WWW mozna zaliczyé:

wyszukiwanie i sktadowanie stron (zawartosci),

indeksowanie stron i przetwarzania zapytan,

odpowiadanie na zapytania w sposéb zadowalajacy uzytkownika,

zgtebianie i analiza sieci WWW.

W nastepnym punkcie przedstawimy algorytm PageRank, ktéry stuzy do nadawania rang stronom w taki spo-
s6b, zeby po znalezieniu stron w odpowiedzi na pytanie uzytkownika wymieni¢ je w kolejnosci od najwaz-
niejszych do najmniej waznych. Uwazny czytelnik natychmiast spostrzeze trudnosci w tak sformutowanym
problemie. Strona, ktéra jest wazna dla jednego uzytkownika, moze by¢ mniej wazna dla innego. Czy istnieje
jakis w miare obiektywny ranking stron, ktéry bytby akceptowalny przez wiekszo$¢ uzytkownikéw Internetu?
Takie pytanie zadali sobie tworcy firmy Google, Sergiey Brin i Lary Page. Odpowiedzig na nie byt algorytm
PageRank, ktéry przyczynit sie do powstania i rozwoju Google.

6 ALGORYTM PAGERANK

Przedstawiony ponizej opis algorytmu PageRank zostat przygotowany juz wczesniej i ukazat sie w czasopi-
Smie Delta nr 8/2008 pod tytutem ,,Miara waznosci” [3].

Kazdy z nas cho¢ raz w zyciu uzyt wyszukiwarki Google. Czy zastanawialisSmy sie, dlaczego wyszukiwarka
Google podaje adresy stron bedgcych odpowiedzig na zapytanie wtadnie w takiej, a nie innej kolejnosci.
Autor przeprowadzit eksperyment i zanotowat, co Google.pl data w odpowiedzi na zapytanie matematyka.
Oto 5 pierwszych adreséw do stron, ktére autor otrzymat (6.01.2011, godz. 16.45):

www.matematyka.pl,

www.matematyka.pisz.pl,

pl.wikipedia.org/wiki/Matematyka,

. matematyka.org,

www.math.edu.pl.

U‘!-l-\UUM:d

Przegladarka Google podata, ze wybrata je spoéréd 4 860 000 kandydatéw. Dlaczego wtasnie te strony
uznano za najwazniejsze? Jaka jest miara waznoSci (ranga) strony? Okazuje sie, ze podstawg analizy waz-
nosci stron w Google jest analiza potaczen w sieci WWW. Przypomnijmy, ze sie€ WWW jest grafem skiero-
wanym, w ktérym weztami sg strony, a krawedzie odpowiadajg dowigzaniom pomiedzy stronami — strona
zawierajgca adres internetowy innej strony jest poczatkiem krawedzi, a strona o danym adresie jest jej
koficem. Czy mozna na podstawie samego grafu powigzaf stron powiedzieé, ktére strony sg wazniejsze,
a ktére mniej?

Strona wazna, to strona interesujgca. Strona interesujgca, to taka, do ktérej tatwo dotrzeé, poniewaz wiele in-
nych stron na nig wskazuje. Na dodatek wiele sposréd stron wskazujacych na wazna strone tez jest waznych
i interesujgcych, itd. Sergey Brin i Larry Page wyrazili to matematycznie w nastepujgcy sposob.
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Zat6zmy, ze mamy n stron S, S, ..., S_. Niech w(S) bedzie liczbg rzeczywista dodatnia mierzacg waznosc
strony 5. Wowczas okreSlamy:

w(S.)
W(S) 2S EWe(S)

IWy(S)I
gdzie We(S,) to zbiér stron zawierajacych adres strony S, (czyli zbiér poczatkéw krawedzi prowadzgcych
do S), za$ [Wy(S))| jest liczbg odnosnikéw wychodzacych ze strony S, czyli krawedzi prowadzacych do stron
ze zbioru Wy(Sl.). Wzér ten oznacza, ze waznos¢ strony mierzy sie waznoScig stron na nig wskazujgcych.
Jezeli przyjmiemy na poczatek, ze wszystkie strony sg jednakowo wazne i dla kazdej z nich w(5,)=1/n, gdzie
n to liczba wszystkich stron, to waznos¢ stron mozna obliczyé za pomocg nastepujgcej metody iteracyjnej
(proces 1):
w,(S)
Wt (S) =35 cuecs) wy(s))|
Na powyzszy proces mozna spojrze¢ jak na btgdzenie losowe po sieci WWW. Rozpoczynamy z dowolnej stro-
ny, a nastepnie z kazdej ogladanej strony ruszamy losowo do jednej ze stron, do ktérych adresy umieszczono
na tej stronie. Jezeli nasz proces bedziemy powtarzali bardzo dtugo, to pewne ze stron bedziemy ogladali
czesciej niz inne. Strony ogladane czeSciej sg wazniejsze.

Niestety, moze sie zdarzyé, ze przemieszczajac sie po stronach natrafimy na takie, z ktérych nie ma wyjscia,
np. strony zawierajace zdjecia. W takim przypadku zaktadamy, ze w nastepnym kroku wybierzemy losowo
dowolna ze stron w Internecie. Teraz nasz proces iteracyjny ma nastepujacg postac (proces 2):

w(s) w,(S)
T e

Wk+1(5) ESI-EWE(S,)lwy(S )l
gdzie Koznacza zbiérwszystkich stron koficowych, czyli takich, ktére nie zawierajg dowigzan do zadnych innych

stron. JesteSmy juz blisko algorytmu (a raczej jego idei) firmy Google stuzgcego do ustalania waznosci stron.

Brin i Page, obserwujgc zachowanie uzytkownikéw Internetu, zauwazyli, Ze czasami porzucajg oni biezgce
przeszukiwanie i rozpoczynajg nowe od (losowo) wybranej strony. Dlatego zmodyfikowali swéj proces ite-
racyjny wprowadzajgc parametr o 0 wartoSci z przedziatu (0,1). W kazdej iteracji z prawdopodobiefistwem
o aktualne przeszukiwanie jest kontynuowane, natomiast z prawdopodobiefistwem (1 — ) rozpoczynane
jest nowe przeszukiwanie. Ostatecznie postac kazdej iteracji jest nastepujaca (proces 3):

w,(S) w,(S)) S,
w,,(S) = a(EseWeS)_'—|S| Soa )+ (- )Ele-wk;)..

Bardziej doSwiadczeni czytelnicy pewnie juz spostrzegli, Ze nasz proces iteracyjny jest procesem stochastycz-
nym zbieznym do stacjonarnego rozktadu prawdopodobienstwa. Celem kolejnych modyfikacji procesu byto
zapewnienie wtasnie takiej zbieznoSci. Kofcowy rozktad prawdopodobiefistwa odpowiada waznosci stron.

Zastanéwmy sie teraz, jaki jest zwigzek opisanego procesu iteracyjnego z mnozeniem macierzy przez wektor.
Sie€ WWW na potrzeby tego procesu mozemy opisac za pomocg macierzy H o rozmiarach n x ni zdefiniowane;j
nastepujaco:

i _{ 1/|W(S)|  jeSliistnieje dowigzaniez S, do Si
Uil = 0 w przeciwnym razie.

Oznaczmy przez w,[1..n] wektor waznoSci stron po k-tej iteracji, tzn. w,[i] jest waznoscig strony S, po k-tej
iteracji. Zgodnie z opisang konwencja, na poczatku wszystkie strony sg jednakowo wazne. Zatem dla kazdej
strony S, mamy w,[i] = 1/n. Przy takiej notacji proces 1 mozemy zapisac¢ nastepujaco:

W, =Hw,.

Jest tak dlatego, poniewaz i-ty wiersz macierzy H zawiera odwrotnosci liczby dowigzaf na stronach, z ktérych
prowadza tacza do strony S..
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Proces 2 uwzglednia fakt, ze sg strony nie zawierajace zadnych dowigzah. W macierzy H kolumny odpowia-
dajgce takim stronom zawierajg same 0. Z takich stron do dalszego przeszukiwania wybieramy dowolng stro-
ne z prawdopodobiefistwem 1/n. W notacji macierzowej wystarczy zatem zastgpi¢ w macierzy H wszystkie
kolumny zawierajgce same 0 przez kolumny, w ktérych na kazdej pozycji jest wartos¢ 1/n. Oznaczmy tak
powstatg macierz przez S. Wéwczas proces 2 ma postac:

W, . =5W,.

Proces 3 to zmodyfikowany proces 2, w ktérym z prawdopodobiefistwem o kontynuujemy przeszukiwanie
sieci z danej strony, a z prawdopodobiefistwem (1 — ) przechodzimy do losowe] strony. Oznacza to naste-
pujaca modyfikacje macierzy S: kazdg pozycje macierzy S mnozymy przez o. i dodajemy do tego (1 — a)/n.
Tak otrzymang macierz oznaczmy przez G. Tak wiec iteracyjny proces obliczania rang stron w macierzowej
reprezentacji zapisuje sie nastepujgco:

=Gw

w e

k+1
To jest zwykte mnozenie macierzy przez wektor. Wiemy juz, ze macierz G reprezentuje sie¢ sktadajaca sie
z ponad 21 miliardéw weztéw. Niestety, chociaz sieC jest rzadka (zawiera kilkaset miliardow krawedzi),
to macierz G nie jest rzadka — do kazdego elementu macierzy S dodalismy bowiem (1 — a)/n. Szczesliwie, uzy-
wajac przeksztatcef algebraicznych mozemy kazdg iteracje zapisac jako mnozenie rzadkiej macierzy H przez
wektor plus dwie modyfikacje otrzymanego wektora:

1. w, =Hw,.

2. pomno6z kazdy element wektora w,, przez a: w, =aw,,,

3. oblicz warto$¢ B, rowng 1/n sumy: (1 —a) oraz sumy tych elementéw wektora w,,
ktére odpowiadajg stronom nie zawierajgcym dowiazah do innych stron, pomnozonej przez o:

1 .
ph== (1 - ) + 55 awliD),
4. do kazdego elementu wektora w, , dodaj f,.

Jest jeszcze wiele pytaf, ktore pozostaja bez odpowiedzi. Jak szybko powyzszy proces zbiega do koficowego
rozktadu? Jak dobieraé parametr a? Parametr o dobrany w Google wynosi 0.85. Macierz G z takim parametrem
nosi nazwe macierzy Google. Okazuje sie, ze w tym przypadku wystarczy kilkanascie iteracji, aby policzyé
wektor rang. Ale kazda iteracja to setki miliardéw operacji arytmetycznych i przetwarzanie olbrzymiego grafu.
W jaki spos6b mozemy przySpieszyé proces obliczefi? Zauwazmy, ze mnozac macierz przez wektor mozna nie-
zaleznie pomnozy¢ kazdy wiersz macierzy przez ten wektor. A gdyby zrobic to réwnolegle? To juz jednak inna
historia.

Zainteresowanych doktadng analizg algorytmu PageRank odsytam do wspaniatej ksigzki autorstwa Amy
N. Langville i Carla D. Meyera, Google’s PageRank and Beyond: The Science of Search Engine Rankings [4].

PODSUMOWANIE

PrzedstawiliSmy trzy problemy algorytmiczne, kt6re znajduja bezpoSrednie zastosowanie w przetwarzaniu
danych w Internecie. Algorytm obliczania silnie sp6jnych sktadowych moze postuzyé do analizy sieci WWW.
MnozZenie macierzy przez wektor wykorzystuje sie do obliczania rang stron w sieci WWW tylko na podsta-
wie struktury sieci. Co zadziwiajgce, réwniez Lider znajduje zastosowanie. Wyobrazmy sobie ruter, ktory
steruje ruchem pakietéw w bardzo ruchliwej sieci. Administratorow sieci czesto interesuje, jakie pakiety
generuja najwiekszy ruch, a doktadniej, pod ktére adresy jest dostarczana najwieksza liczha komunikatow.
Jesli pakietéw sa miliardy, to nie jesteSmy w stanie zapamieta¢ danych o wszystkich z nich, a nastepnie
przetworzyc¢ je. Algorytm przedstawiony w tym opracowaniu jest tak zwanym algorytmem strumieniowym
— na biezaco przetwarzany jest strumief danych i nie ma mozliwoSci powrotu do historii. Jak sie okazato
mozna w ten sposdb wskazaé adres, ktéry najbardziej obcigza siec, jesli tylko generuje on ponad potowe
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ruchu. Niewielka modyfikacja przedstawionego algorytmu umozliwia wskazywanie pakietéw, z ktérych
kazdy generuje np. co najmniej jedng dziesiata ruchu.

Jaki morat ptynie z naszych rozwazan? Warto sie uczy¢ algorytmiki. Nawet wydawatoby sie dziwne proble-
my pojawiaja sie w tak goracych zastosowaniach, jak przetwarzanie Internetu. Niestety nie kazdy algorytm,
ktéry wydaje sie dobry w konwencjonalnych zastosowaniach (np. dziata w czasie wielomianowym) nadaje
sie do przetwarzania takiego ogromu danych, jakie niesie ze sobg Internet. Nawet algorytmy liniowe moga
wymagac wielodniowych obliczef. W przetwarzaniu danych w Internecie moze poméc rownolegtosé, algoryt-
my strumieniowe i statystyczne. Algorytm PageRank pokazuje tez, ze bardzo dobre efekty z punktu widzenia
uzytkownikéw daja algorytmy, ktére nasladuja ich naturalne zachowanie. Zachecam czytelnikéw do poszu-
kiwania naturalnych probleméw zwigzanych z Internetem i rozwigzywaniu ich w stylu algorytmu PageRank.
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W projekcie Informatyka +, poza wyktadami i warsztatami,

przewidziano nastepujgce dziatania:

= 24-godzinne kursy dla uczniéw w ramach modutéw tematycznych
= 24-godzinne kursy metodyczne dla nauczycieli, przygotowujace
do pracy z uczniem zdolnym
= nhagrania 60 wyktadéw informatycznych, prowadzonych
przez wybitnych specjalistow i nauczycieli akademickich
= konkursy dla ucznidéw, trzy w ciggu roku
= udziat uczniéw w pracach két naukowych
= udziat uczniéw w konferencjach naukowych

= obozy wypoczynkowo-naukowe.

Szczegb6towe informacje znajdujg sie na stronie projektu

www.informatykaplus.edu.pl
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