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Streszczenie

Przedmiotem wyktadu jest tagodne wprowadzenie do ztozonoSci probleméw i algorytméw. Przewodnim pyta-
niem jest, jak dobrze sprawuja sie algorytmy i komputery i czy komputery juz moga wszystko obliczy¢. Z jed-
nej strony, dla niektérych probleméw (jak znajdowanie najmniejszego elementu) znane sg algorytmy, ktére
nie maja konkurencji, gdyz sg bezwzglednie najlepsze, a z drugiej — istnieja problemy, o ktérych przypuszcza
sie, ze komputery nigdy nie beda w stanie ich rozwigzywa¢ dostatecznie szybko. Przedstawione zostang pro-
blemy, dla ktérych sa znane algorytmy optymalne (tj. takie, ktérych nie mozna juz przyspieszyc), oraz takie
problemy, ktérych nie potrafimy rozwigzywaé szybko, nawet z uzyciem najszybszych komputeréw. Problemy
z tej drugiej grupy znajduja zastosowanie na przyktad w kryptografii. Rozwazania beda ilustrowane praktycz-
nymi zastosowaniami omawianych probleméw i ich metod obliczeniowych.

Rozwazania sg prowadzone na elementarnym poziomie i do ich wystuchania wystarczy znajomos¢ informa-
tyki wyniesiona z gimnazjum. Te zajecia sg adresowane do wszystkich uczniéw w szkotach ponadgimnazjal-
nych, zgodnie bowiem z nowa podstawa programowa, ksztatceniem umiejetnosci algorytmicznego rozwiazy-
wania probleméw maja by¢ objeci wszyscy uczniowie.
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1 WPROWADZENIE

Mozna odnie$¢ wrazenie, ze komputery sg obecnie w stanie wykonac wszelkie obliczenia i dostarczy¢ ocze-
kiwany wynik w krétkim czasie. Budowane sg jednak coraz szybsze komputery, co moze Swiadczy¢ o tym, ze
moc istniejacych komputeréw nie jest jednak wystarczajaca do wykonania wszystkich obliczef, jakie nas in-
teresuja, potrzebne sg wiec jeszcze szybsze maszyny.
Zgodnie z nieformalnym prawem Moore’a, szybko$¢ dziatania procesoréw stale rosnie i podwaja sie co
24 miesigce. Jednak istnieje wiele trudno rozwigzywalnych probleméw, ktérych obecnie nie jesteSmy w stanie
rozwigzac za pomocga zadnego komputera i zwiekszanie szybkosci komputeréw niewiele zmienia te sytuacje.
Kluczowe staje sie wiec opracowywanie coraz szybszych algorytméw. Jak to ujat Ralf Gomory, szef osrodka
badawczego IBM:
Najlepszym sposobem przyspieszania komputeréw
jest obarczanie ich mniejszq liczbq dziatan.

To ,,obarczanie komputeréw” coraz mniejsza liczba dziataf nalezy odczytac, jako stosowanie w obliczeniach
komputerowych coraz szybszych algorytméw.

2 SUPERKOMPUTERY | ALGORYTMY

Superkomputery

ZamieScimy tutaj podstawowe informacje dotyczace najszybszych komputeréw. Komputery, ktére w danej
chwili lub w jakims okresie majg najwiekszg moc obliczeniowa przyjeto sie nazywac superkomputerami. Pro-
wadzony jest ranking najszybszych komputeréw Swiata (patrz strona http://www.top500.0rg/), a faktycznie
odbywa sie wyscig wsrdd producentéw superkomputeréw i dwa razy w roku sg publikowane listy rankingowe.
Szybkos¢ dziatania komputeréw jest oceniana na specjalnych zestawach probleméw, pochodzgcych z alge-
bry liniowej — sa to na ogdt uktady réwnan liniowych, ztozone z setek tysiecy a nawet milionéw réwnah i nie-
wiadomych. Szybko§¢ komputeréw podaje sie w jednostkach zwanych FLOPS (lub flops lub flop/s) — jest to
akronim od FLoating point Operations Per Second, czyli zmiennopozycyjnych operacji na sekunde. Dla uprosz-
czenia mozna przyjac, ze FLOPS to sg dziatania arytmetyczne (dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dziele-
nie) wykonywane na liczbach dziesietnych z kropka. W uzyciu sg jednostki: YFlops (yotta flops) — 10* opera-
cji na sekundee, ZFlops (zetta flops) — 10%!, EFlops (exa flops) — 10, PFlops (peta flops) — 10*%, TFlops (tera
flops) — 10'?, GFlops (giga flops) —10°, MFlops (mega flops) — 106, KFlops (kilo flops) — 10°.

W rankingu z listopada 2009 roku, najszybszym komputerem Swiata byt Cray XT Jaguar firmy Cray, kt6-
rego moc jest 1.75 PFlops, czyli wykonuje on ponad 10 operacji na sekunde. Komputer ten pracuje w Depart-
ment of Energy’s Oak Ridge National Laboratory w Stanach Zjednoczonych. Komputer Jaguar jest zbudowa-
ny z 224162 procesoréw Opteron firmy AMD. Drugie miejsce zajmuje komputer Roadrunner firmy IBM o mocy
1.04 PFlops. Dwa dalsze miejsca zajmuja rowniez komputery Cray i IBM a w pierwszej dziesiatce sa jeszcze
dwa inne komputery IBM.

Na poczatku 2010 roku najszybszym procesorem PC byt Intel Core i7 980 XE o mocy 107.6 GFlops.
Wieksza moc majg procesory graficzne, np. Tesla C1060 GPU (nVidia) ma moc 933 GFlops (w pojedynczej do-
ktadnosci), a HemlockXT 5970 (AMD) osigga moc 4640 GFlops (w podwdjnej doktadnosci).

Bardzo duza moc osiagaja obliczenia wykonywane na rozproszonych komputerach osobistych pota-
czonych ze sobg za pomoca Internetu. Na przyktad, ma poczatku 2010 roku, Folding@Home osiagnat moc 3.8
PFlops, a komputery osobiste pracujgce w projekcie sieciowym GIMPS nad znalezieniem coraz wiekszej licz-
by pierwszej osiagnety moc 44 TFlops.

Przy obecnym tempie wzrostu mozliwosci superkomputeréw przewiduje sie, ze moc 1 EFlops (108 ope-
racji na sekunde) zostanie osiggnieta w 2019 roku, natomiast firma Cray ogtosita, ze bedzie w stanie zbudo-
wac komputer o tej mocy w 2010 roku. Naukowcy oceniaja, ze dla petnego modelowania zmian pogody na Zie-
mi w ciggu dwdch tygodni jest potrzebny komputer o mocy 1 ZFlops (10?! operacji na sekunde). Przewiduje
sie, ze taki komputer powstanie przed 2030 rokiem.

W dalszych rozwazaniach bedziemy przyjmowadé, ze dysponujemy najszybszym komputerem, ktéry ma
moc 1 PFlops, czyli wykonuje 10** =1 000 000 000 000 000 operacji na sekunde.
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Superkomputery a algorytmy

Ciekawi nas teraz, jak duze problemy mozemy rozwigzywac za pomocg komputera o mocy 1 PFlops. W tabe-
li 1 zamiesciliSmy czasy obliczefi wykonanych na tym superkomputerze postugujac sie algorytmami o réznej
ztozonosci obliczeniowej (pracochtonnosci) i chcac rozwigzywac problemy o ré6znych rozmiarach.

Tabela 1.

Czasy obliczen za pomoca algorytméw o podanej ztozonosci, wykonywanych na superkomputerze o mocy
1 PFlps, czyliwykonujgcym 10 operacji na sekunde (« 1 sek. oznacza w tabeli, Zze czas obliczef stanowit nie-
wielki utamek sekundy); parametr n okresla rozmiar danych

Ztozonos¢ algorytmu n=100 n=500 n=1000 n=10000
logn « 1 sek. « 1 sek. « 1 sek. « 1 sek.
n « 1 sek. « 1 sek. « 1 sek. « 1 sek.
nlogn « 1 sek. « 1 sek. « 1 sek. « 1 sek.
n? « 1 sek. «1sek. 0,000000001 sek. 0,0000001 sek.
n’ 0,00001 sek. 0,03125 sek. 1 sek. 1,15 dni

2" 4*107 lat 1,038*1028 |at 3,3977*10%8 lat

n! 2,959*10' lat

WyraZnie widaé, ze dwa ostatnie w tabeli 1 algorytmy sa catkowicie niepraktyczne nawet dla niewielkiej licz-
by danych (n = 100). Istniejg jednak problemy, dla ktérych wszystkich mozliwych rozwigzafi moze by¢ 2" lub
n!, zatem nawet superkomputery nie sg w stanie przejrze¢ wszystkich mozliwych rozwiazan w poszukiwaniu
najlepszego, a zdecydowanie szybszymi metodami dla tych probleméw nie dysponujemy.

Mozna tatwo przeliczyé, ze gdyby nasz superkomputer byt szybszy, na przyktad miat moc 1 ZFlops
(10?* operacji na sekunde), co ma nastgpic dopiero ok. roku 2030, to dwa ostatnie wiersze w tabeli 1 ulegty-
by tylko niewielkim zmianom, nie na tyle jednak, by méc stosowaé dwa ostatnie algorytmy w celach prak-
tycznych.

W nastepnym rozdziale przedstawimy kilka przyktadowych probleméw, dla ktérych moc obliczeniowa
superkomputerdw moze nie byé wystarczajaca, by rozwigzywac je dla praktycznych rozmiaréw danych. Ma to
zte i dobre strony. Zte — bo nie jesteSmy w stanie rozwigzywac wielu waznych i istotnych dla cztowieka pro-
blemow, takich np. jak prognozowanie pogody, przewidywanie trzesief Ziemi i wybuchéw wulkanéw, czy tez
planowanie optymalnych podrézy lub komunikacji. Dobre za§ — bo mozemy wykorzystywaé trudne oblicze-
niowo problemy w metodach szyfrowania, dzieki czemu nasz przeciwnik nie jest w stanie, nawet postugujac
sie najszybszymi komputerami, deszyfrowaé naszych wiadomosci, chociaz my jesteSmy w stanie szybko je
kodowac i wysytac.

3 PRZYKELADY TRUDNYCH PROBLEMOW

Podamy tutaj kilka dos¢ prostych probleméw, ktérych rozwigzywanie moze nastreczaé¢ pewne trudnosci na-
wet z uzyciem najszybszych komputeréw.

W tym rozdziale, jak i w dalszych, problemy definiujemy w postaci specyfikacji, ktéra zawiera scisty opis
Danych i oczekiwanych Wynikéw. W specyfikacji sa tez zawarte zaleznoSci miedzy danymi i wynikami. Spe-
cyfikacja problemu jest rowniez specyfikacjg algorytmu, ktéry ten problem rozwigzuje, co ma na celu do-
ktadne okresSlenie przeznaczenia algorytmu, stanowi zatem powigzanie algorytmu z rozwigzywanym pro-
blemem.

3.1 NAJKROTSZA TRASA ZAMKNIETA
Jednym z najbardziej znanych probleméw dotyczacych wyznaczania tras przejazdu, jest problem komiwoja-
zera, oznaczany zwykle jako TSP, od oryginalnej nazwy Travelling Salesman Problem. W tym problemie mamy
dany zbi6ér miejscowosci oraz odlegtosci miedzy nimi. Nalezy znalez¢ droge zamknieta, przechodzaca przez
kazda miejscowosé doktadnie jeden raz, ktéra ma najkrétszg dtugosc.
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Przyktadem zastosowania problemu TSP moze by¢ zadanie wyznaczenia najkrétszej trasy objazdu pre-
zydenta kraju po wszystkich stolicach wojewddztw (stanéw — w Stanach zjednoczonych, landéw — w Niem-
czech itp.). Na tej trasie, prezydent wyjezdza ze stolicy kraju, ma odwiedzi¢ stolice kazdego wojewddztwa do-
ktadnie jeden raz i wrdcic do stolicy kraju. Zapiszmy specyfikacje tego problemu.

Problem komiwojazera (TSP)

Dane:  n miast (punktéw) i odlegtosci miedzy kazdg parg miast.

Wyniki: Trasa zamknieta, przechodzaca przez kazde miasto doktadnie jeden raz, ktérej dtugos¢ jest mozli-
wie najmniejsza.

Rysunek 1.
Przyktadowa trasa przejazdu prezydenta po stolicach wojewddztw

Na rysunku 1 przedstawiliémy jedng z mozliwych tras, ale nie jesteSmy pewni, czy jest ona najkrétsza. Ob-
stuga biura prezydenta moze jednak chcie¢ znalezé najkrétszg trase. W tym celu postanowiono generowac
wszystkie mozliwe trasy — zastanéwmy sie, ile ich jest. To tatwo policzyé. Z Warszawy mozna sie udac do jed-
nego z 15 miast wojewddzkich. Bedac w pierwszym wybranym mieScie, do wyboru mamy jedno z 14 miast.
Po wybraniu drugiego miasta na trasie, kolejne miasto mozna wybraé sposréd 13 miast i tak dalej. Gdy osig-
gamy ostatnie miast, to czeka nas tylko powr6t do Warszawy. A zatem wszystkich mozliwych wyboréw jest:
15*14*13*..*2*1. Oznaczmy te liczbe nastepujaco:

15! = 15%14*13*,.*2*1
a ogélnie n'=n*(n-1)*0n - 2)*.*2*1

Oznaczenie n! czytamy ,,n silnia”, a zatem n! jest iloczynem kolejnych liczb catkowitych, od jeden do n. War-
tosci tej funkcji dla kolejnych n rosng bardzo szybko, patrz tabela 2.
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Tabela 2.

Wartosci funkcji n!
n n!
10 3628800
15 1.30767*10*2
20 2.4329*10%®
25 1.55112*10%
30 2.65253*10%?
40 8.15915*10%
48 1.24139*10%
100 9.3326*10%7

Z wartoSci umieszczonych w tabeli 2 wynika, ze postugujac sie superkomputerem w realizacji naszki-
cowanej metody, stuzacej do znalezienia najkrétszej trasy dla prezydenta Polski, otrzymanie takiej tra-
sy zabratoby mniej niz sekunde. Jednak w olbrzymim ktopocie znajdzie sie prezydent Stanéw Zjedno-
czonych chcac takg sama metoda znalez¢ najkrétsza trase objazdu po stolicach wszystkich kontynen-
talnych stanéw (jest ich 49, z wyjatkiem Hawajow). Niewiele zmieni jego sytuacje przyspieszenie super-
komputerdw.

Znane sg metody rozwigzywania problemu komiwojazera szybsze niz naszkicowana powyzej, jednak
problem TSP pozostaje bardzo trudny. W takich przypadkach czesto sg stosowane metody, ktére stuza do
szybkiego znajdowania rozwigzah przyblizonych, nie koniecznie najkrétszych. Jedna z takich metod, zwana
metoda najblizszego sasiada, polega na przyktad na przejezdzaniu w kazdym kroku do miasta, ktére znajdu-
je sie najblizej miasta, w ktérym sie znajdujemy. W rozwigzaniu naszego problemu tg metoda, pierwszym od-
wiedzonym miastem powinna byé t6dz, p6Zniej Kielce, Lublin, Rzeszéw, .., a nie jak na rys. 1 mamy Lubli, Rze-
széw, Krakéw ..., a t6dzZ gdzies w trakcie podrézy. Trasa otrzymana metoda najblizszego sgsiada jest krotsza
niz trasa naszkicowana na rys. 1. W ogélnym przypadku ta metoda nie gwarantuje, ze zawsze znajduje naj-
krotszg trase.

3.2 ROZKEAD LICZBY NA CZYNNIKI PIERWSZE
Liczby pierwsze stanowig w pewnym sensie ,,pierwiastki” wszystkich liczb, kazda bowiem liczbe catkowi-
ta mozna jednoznacznie przedstawi¢, z doktadnoScia do kolejnosci, w postaci iloczynu liczb pierwszych.
Na przyktad, 4 = 2*2; 10 = 2*5; 20 = 2*2*5; 23 = 23; dla liczb pierwszych te iloczyny sktadajg sie z jednej
liczby.

Matematycy interesowali sie liczbami pierwszymi od dawna. Pierwsze spisane rozwazania i twier-
dzenia dotyczace tych liczb znajdujemy w dziatach Euklidesa. Obecnie liczby pierwsze znajdujg waz-
ne zastosowania w kryptografii, m.in. w algorytmach szyfrujgcych. Do najwazniejszych pytan, proble-
moéw i wyzwah, zwigzanych z liczbami pierwszymi, nalezg nastepujace zagadnienia, ktére krétko ko-
mentujemy:

1. Dana jest dodatnia liczba catkowita n — czy n jest liczbg pierwsza (ztozong)?
Ten problem ma bardzo duZze znaczenie zaréwno praktyczne (w kryptografii), jak i teoretyczne. Dopiero
w 2002 roku zostat podany algorytm, ktory jednak jest interesujgcy gtéwnie z teoretycznego punktu widze-
nia. Jego ztozonos¢, czyli liczba wykonywanych operacji, zalezy wielomianowo od rozmiaru liczby n, czyli od
liczby bitéw potrzebnych do zapisania liczby n w komputerze (ta liczba jest rowna logarytmowi przy podsta-
wie 2 z n). ,,Stabg” strona wiekszoSci metod, ktére udzielajg odpowiedzi na pytanie: ,,czy n jest liczba pierw-
szg czy ztozong” jest udzielanie jedynie odpowiedzi ,,Tak” lub ,,Nie”. Na og6t najszybsze metody dajgce od-
powiedZ na pytanie, czy n jest liczbg ztozong, w przypadku odpowiedzi ,,Tak” nie podajg dzielnikéw liczby
n — dzielniki jest znacznie trudniej znalez¢ niz przekonac sie, ze liczba jest ztozona.

2. Dana jest dodatnia liczba catkowita n — rozt6z n na czynniki pierwsze.
Ten problem ma olbrzymie znaczenie w kryptografii. OdpowiedzZ ,,Nie” udzielona na pytanie nr 1 nie pomaga
w rozwigzaniu tego problemu. Z drugiej strony, mozemy prébowac znalez¢ dzielniki liczby n dzielac jg przez
kolejne liczby, ale ta metoda jest mato praktyczna, gdyz w kryptografii wystepujg liczby n, ktére maja kilkaset
cyfr. Piszemy o tym doktadniej w punkcie 5.1.

3. Dana jest dodatnia liczba catkowita m — znajdz wszystkie liczby pierwsze mniejsze lub réwne m.
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To zadanie zyskato swoja popularnos¢ dzieki algorytmowi pochodzgcemu ze Starozytnosci, ktory jest znany
jako sito Eratosthenesa. Generowanie kolejnych liczb pierwszych tg metoda ma jednak niewielkie znaczenie
praktyczne i jest uznawane raczej za ciekawostke.

4. Znajdz najwieksza liczbe pierwsza, a faktycznie, znajdz liczbe pierwsza wieksza od najwiekszej znanej licz-
by pierwszej. (Zgodnie z twierdzeniem Euklidesa, liczb pierwszych jest nieskofczenie wiele, a zatem nie ist-
nieje najwieksza liczba pierwsza.)

To wyzwanie cieszy sie olbrzymiag popularnoscia. Uruchomiony jest specjalny serwis internetowy
pod adresem http://www.mersenne.org/, ktéry jest wspolnym przedsiewzieciem sieciowym wielu po-
szukiwaczy. Obecnie najwieksza liczbg pierwsza jest liczba 243112699 — 1, bedgaca liczbg Mersennea. Licz-
bata ma 12 978 189 cyfr. Zapisanie jej w edytorze teksu (75 cyfr w wierszu, 50 wierszy na stronie) zaje-
toby 3461 stron.

W punkcie 5.1 wracamy do probleméw nr 1 oraz 2 i przytaczamy znany algorytm badania, czy n jest
liczbg pierwszg. Jesli n jest liczbg ztozong, to mozliwe jest w tym algorytmie generowanie kolejnych dzielni-
kéw liczby n.

3.3 PODNOSZENIE DO POTEGI
Podnoszenie do potegi jest bardzo prostym, szkolnym zadaniem. Na przyktad, aby obliczy¢ 34, wykonujemy
trzy mnozenia 4*4*4*4. A zatem w og6lnoSci, aby obliczy¢ szkolng metoda wartos¢ x”, nalezy wykonaé n — 1
mnozef, o jedno mniej niz wynosi wyktadnik potegi. Czy ten algorytm jest na tyle szybki, by obliczyé na przy-

ktad wartosc:
X12345678912345678912345678912345

ktéra moze pojawic przy szyfrowaniu informacji przesytanych w Internecie? Odpowiemy na to pytanie w punk-
cie 5.2.

3.4 PORZADKOWANIE
Problem porzadkowania, czesto nazywany sortowaniem, jest jednym z najwazniejszych probleméw w infor-
matyce i w wielu innych dziedzinach. Jego znaczenie jest SciSle zwigzane z zarzadzaniem danymi (informacja-
mi), w szczegdlnoSci z wykonywaniem takich operacji na danych, jak wyszukiwanie konkretnych danych lub
umieszczanie danych w zbiorze.

Zauwazmy, ze majac n elementdéw, ktére chcemy uporzadkowadé, istnieje n! mozliwych uporzadko-
waf, wsrdd ktérych chcemy znalezé wtasciwe uporzadkowanie. A zatem, przestrzei mozliwych rozwigzah
w problemie porzadkowania n liczb ma moc n!, czyli jest taka sama jak w przypadku problemu komiwojaze-
ra. Jednak dzieki odpowiednim algorytmom, n elementédw mozna uporzadkowac w czasie proporcjonalnym
do n log n lub n*. Wiecej na temat porzadkowania piszemy w punkcie 4.5.

Dysponujac uporzadkowanym zbiorem danych, znalezienie w nim elementu lub umieszczenie nowego
z zachowaniem porzadku jest znacznie tatwiejsze i szybsze, niz gdyby zbiér nie byt uporzadkowany — pisze-
my o tym w punkcie 4.4.2.

4 PROSTE PROBLEMY | NAJLEPSZE ALGORYTMY ICH ROZWIAZYWANIA

W tym rozdziale przedstawiamy kilka klasycznych probleméw algorytmicznych wraz z mozliwie najlepszymi
algorytmami ich rozwigzywania. Problemy sa rzeczywiscie bardzo proste, ale majg bardzo wazne znaczenie
w informatyce. Po pierwsze, sg rozwigzywane bardzo czesto w wielu bardziej ztozonych sytuacjach problemo-
wych, zaréwno z uzyciem komputera jak i bez jego pomocy. Po drugie, te problemy stanowig elementy skta-
dowe wielu innych metod obliczeniowych i sa wywotywane wielokrotnie, dlatego im szybciej potrafimy je roz-
wigzywadé, tym szybciej dziatajg metody rozwigzywania wielu innych probleméw.

4.1 ZNAJDOWANIE ELEMENTU W ZBIORZE - ZNAJDOWANIE MINIMUM
Zajmiemy sie bardzo prostym problemem, ktéry kazdy z Was rozwigzuje wielokrotnie w ciggu dnia. Chodzi
o0 znajdowanie w zbiorze elementu, ktéry ma okreslong wtasnos¢. Oto przyktadowe sytuacje problemowe:

m znajdZ najwyzszego ucznia w swojej klasie; a jak zmieni sie Twoj algorytm, jesli chciatby$ znaleZ¢ w klasie
najnizszego ucznia?
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znajdz w swojej klasie ucznia, ktéremu droga do szkoty zabiera najwiecej czasu;
znajdz najstarszego ucznia w swojej szkole;

znajdz najwieksza karte w potasowane;j talii kart;

wytoni¢ najlepszego tenisiste w swojej klasie.

Postawiony problem moze wydac sie zbyt prosty, by zajmowac sie nim na informatyce — kazdy uczef zapew-
ne potrafi wskazaé metode rozwigzywania, polegajaca na systematycznym przeszukaniu catego zbioru da-
nych. Tak pojawia sie metoda przeszukiwania ciagu, ktérg mozna nazwac przeszukiwaniem liniowym. Przy
tej okazji w dyskusji pojawi sie zapewne réwniez metoda pucharowa, ktéra jest czesto stosowana w rozgryw-
kach turniejowych.

Poczyfimy pewne zatozenia, ktére wynikajg zaréwno z praktycznych sytuacji, jak i odpowiadaja sto-
sowanym metodom rozwigzywania. Po pierwsze zaktadamy, ze przeszukiwane zbiory elementéw nie sg
uporzadkowane, np. klasa — od najwyzszego do najnizszego ucznia lub odwrotnie, gdyz, gdyby tak byto, to
rozwigzywanie wymienionych wyzej probleméw i im podobnych bytoby dziecinnie tatwe — wystarczytoby
wziag€ element z poczatku albo z kofica takiego uporzadkowania. Po drugie — przyjmujemy takze, ze nie in-
teresuja nas algorytmy rozwigzywania przedstawionych sytuacji problemowych, ktére w pierwszym kroku
porzadkuja zbiér przeszukiwany, a nastepnie juz prosto znajduja poszukiwane elementy — to zatozenie wy-
nika z faktu, ze sortowanie ciggu jest znacznie bardziej pracochtonne niz znajdowanie wyréznionych ele-
mentéw w ciggu.

Z powyzszych zatozeh wynika dosé naturalny wniosek, ze aby znalez¢ w zbiorze poszukiwany element
musimy przejrze¢ wszystkie elementy zbioru, gdyz jakikolwiek pominiety element mégtby okazac sie tym
szukanym elementem.

Przy projektowaniu algorytméw istotne jest rowniez okreslenie, jakie dziatania (operacje) moga by¢ wykony-
wane w algorytmie. W przypadku problemu poszukiwania szczeg6lnego elementu w zbiorze wystarczy, je-
Sli bedziemy umieli poréwnac elementy miedzy soba. Przy poréwnywaniu kart nalezy uwzglednic ich kolory
iwartoSci, natomiast przy wytanianiu najlepszego gracza w tenisa, poréwnania miedzy graczami dokonuje sie
na podstawie wyniku meczu miedzy nimi.

Specyfikacja problemu, specyfikacja i opis i algorytm
Dla uproszczenia rozwazah zaktadamy, ze danych jest n liczb w postaci ciag: x , x,, ..., X . Oto specyfikacja roz-
wazanego problemu:

Problem Min — Znajdowanie najmniejszego elementu w zbiorze
Dane:  Liczba naturalna ni zbiér n liczb, dany w postaci ciaggu Xps Xy ees X .

n

Wynik:  Najmniejsza sposrod liczb x,, X,, ..., X, — 0znaczmy jej wartos¢ przez min.
n

Algorytm Min
Naszkicowany wyzej algorytm, polegajacy na przejrzeniu ciggu danych od poczatku do kofica, mozna zapisaé
w nastepujacy sposéb w postac listy krokow:

Algorytm Min — znajdowanie najmniejszego elementu w zbiorze

Krok 1. Przyjmij za min pierwszy element w ciggu, czyli przypisz min :=x,.

Krok 2. Dla kolejnych elementéw x, gdzie i = 2, 3, ..., n, jeSli min jest wieksze niz x, to za min przyjmij x,
czyli, jeSli min > x, to przypisz min := x..

Metoda zastosowana w algorytmie Min, polegajgca na badaniu elementéw ciggu danych w kolejnosci, w ja-
kiej sg ustawione, nazywa sie przeszukiwaniem liniowym.

Algorytm Min moze by¢ tatwo zmodyfikowany tak, aby otrzymac algorytm Max, stuzacy do znajdowania naj-
wiekszego elementu w ciggu — wystarczy w tym celu zmienic¢ tylko zwrot nieréwnosci w kroku 2.

Czesto, poza znalezieniem elementu najmniejszego (lub najwiekszego) chcielibySmy znac jego potoz-
nie, czyli miejsce (numer) w ciagu danych. W tym celu wystarczy wprowadZ nowg zmienna, np. imin, w ktdrej
bedzie przechowywany numer aktualnie najmniejszego elementu.
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W tych materiatach poprzestajemy na opisach algorytméw w postaci listy krokéw. Inng reprezentacjg algorytmu
jest schemat blokowy. Najbardziej precyzyjng posta¢ ma implementacja algorytmu w postaci programu w jezy-
ku programowania. Dziatanie algorytmu mozna réwniez zademonstrowa¢ postugujgc sie programem edukacyj-
nym. W materiatach do tego wyktadu sg udostepnione programy Maszyna sortujaca i Sortowanie, ktére moga
by¢ wykorzystane do eksperymentéw z algorytmem Min i z algorytmami sortowania (patrz punkt 4.5).

Pracochtonnosé (ztozonos¢) algorytmu Min

W algorytmie Min podstawowa operacja jest poréwnanie dwdch elementéw ze zbioru danych — policzmy
wiec, ile poréwnan jest wykonywanych w tym algorytmie. W kazdej iteracji algorytmu jest wykonywane jed-
no poréwnanie min > x, a zatem w catym algorytmie jest wykonywanych n — 1 poréwnaf. Pozostate opera-
cje stuza gtéwnie do organizacji obliczefi i ich liczba jest zwigzana z liczbg poréwnan. Na przyktad, operacja
przypisania min :=x, moze by¢ wykonana tylko o jeden raz wigcej — w kroku 1in -1 razy w kroku 2. Mozemy
wiec podsumowac nasze rozumowanie bardzo waznym stwierdzeniem

najmniejszy (lub najwiekszy) element w niepustym zbiorze danych mozna znalez¢ wyko-
nujac o jedno pordwnanie mniej niz wynosi liczba wszystkich elementéw w tym zbiorze.

Zastanéwmy sie teraz, czy w zbiorze ztozonym z n liczb, mozna znalez¢ najmniejszy element wykonujgc mniej
niz n — 1 poréwnan elementéw tego zbioru? Udzielimy negatywnej odpowiedzi na to pytanie!, postugujgc
sie interpretacja wzieta z klasowego turnieju tenisa. Ile nalezy rozegra¢ meczéw (to sa wtasnie poréwnania
w przypadku tego problemu), aby wytonic najlepszego tenisiste w klasie? Lub inaczej — kiedy mozemy powie-
dzie¢, ze Janek jest w naszej klasie najlepszym tenisistg? Musimy mie¢ pewnos¢, ze wszyscy pozostali ucznio-
wie sg od niego gorsi, czyli przegrali z nim, bezpoSrednio lub posrednio. A zatem kazdy inny uczef przegrat
przynajmniej jeden mecz, czyli rozegranych zostato przynajmniej tyle meczéw, ilu jest uczniéw w klasie mniej
jeden. | to koficzy nasze uzasadnienie.

Z dotychczasowych rozwazaf wynika, ze algorytm Min jest najlepszym algorytmem stuzacym do znaj-
dowania najmniejszego elementu, gdyz wykonywanych jest w nim tyle poréwnan, ile musi wykonaé jakikol-
wiek algorytm rozwigzywania tego problemu. O takim algorytmie méwimy, ze jest algorytmem optymalnym
pod wzgledem ztozonosci obliczeniowej.

4.2 KOMPLETOWANIE PODIUM ZWYCIEZCOW TURNIEJU
Przedstawiony w poprzednim punkcie algorytm nie jest jedyng metoda stuzgcg do znajdowania najlepsze-
go elementu w zbiorze. Inng metoda jest tzw. system pucharowy, stosowany czesto przy wytanianiu najlep-
szego zawodnika badzZ druzyny w turnieju. W metodzie tej ,,poréwnanie” dwéch zawodnikéw (lub druzyn), by
stwierdzié, ktory jest lepszy (,,wiekszy™), polega na rozegraniu meczu, ktéry koficzy sie zwyciestwem jedne-
go z zawodnikow.

Wytanianie zwyciezcy w turnieju
Nurtowaé moze pytanie, czy znajdowanie najlepszego zawodnika systemem pucharowym nie jest czasem
metoda bardziej efektywng pod wzgledem liczby wykonywanych poréwnan (czyli rozegranych meczy), niz
przeszukiwanie liniowe, opisane w poprzednim rozdziale. Na rysumku 2(a) jest przedstawiony fragment tur-
nieju, rozegranego miedzy oSmioma zawodnikami. Zwyciezca okazat sie Janek po rozegraniu w catym turnie-
ju siedmiu meczéw. A zatem podobnie jak w przypadku metody liniowej, aby wytoni¢ zwyciezce, czyli najlep-
szego zawodnika (elementu) wéréd osmiu zawodnikéw, nalezato rozegrac o jeden mecz mnie niz wystapito
w turnieju zawodnikéw. Nie jest to przypadek.

Powyzsza prawidtowos$¢ wynika z nastepujacego faktu: schemat turnieju jest drzewem binarnym,
a w takim drzewie liczba wierzchotkéw posrednich jest o jeden mniejsza od liczby wierzchotkéw kohcowych.
Wierzchotki koAcowe to zawodnicy przystepujacy do turnieju, a wierzchotki posrednie odpowiadaja rozegra-
nym meczom.

! Postugujemy sie tutaj argumentacjg zaczerpnieta z ksiagzki Hugona Steinhausa, Kalejdoskop matematyczny (WSiP, War-
szawa 1989, rozdz. llI), [5].
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a)
Janek
[ |
Janek Edek
[ | [ I
Kuba Janek Bartek Edek
Kuba Kazik Jurek Janek Bartek Wojtek Edek Bolek
b) e ] | Edek |
Kuba Bartek Edek
1 A 1 1 1
Kuba Kazik Jurek X Bartek Wojtek Edek Bolek
Rysunek 2.

Drzewo przyktadowych rozgrywek w turnieju tenisowym (a) oraz drzewo znajdowania drugiego najlepszego
zawodnika turnieju (b)

Wytanianie drugiego najlepszego zawodnika turnieju
Bardzo ciekawy problem postawit okoto 1930 roku Hugo Steinhaus: jaka jest najmniejsza liczba meczéw teniso-
wych potrzebnych do wytonienia najlepszego i drugiego najlepszego zawodnika turnieju. W turniejach druga na-
grode otrzymuje zwykle zawodnik pokonany w finale. | tutaj Steinhaus miat stuszne watpliwosci, czy jest to wta-
Sciwa decyzja, tzn., czy pokonany w finale jest drugim najlepszym zawodnikiem turnieju, czyli czy jest lepszy od
wszystkich pozostatych zawodnikéw z wyjatkiem zwyciezcy turnieju. Watpliwosci H. Steinhausa byty uzasadnio-
ne — sp6jrzmy na drzewo turnieju przedstawione na rysunek 2(a). Zwyciezcg w tym turnieju jest Janek, ktory w fina-
le pokonat Edka. Edkowi przyznano wiec druga nagrode, chociaz wykazat, ze jest lepszy jedynie od Bolka, Bartka
i Wojtka (gdyz przegrat z Bartkiem). Nic nie wiemy, jakby Edek grat przeciwko zawodnikom z poddrzewa, z ktérego
jako zwyciezca zostat wytoniony Janek. Jak mozna naprawic ten btagd organizatoréw rozgrywek tenisowych? Istnie-
je prosty spos6b znalezienia drugiego najlepszego zawodnika turnieju — rozegrac jeszcze jedng petng runde z po-
minieciem zwyciezcy turnieju gtdwnego. Wowczas, najlepszy i drugi najlepszy zawodnik zawodéw zostaliby wyto-
nieni w 2n-3 meczach. Steinhaus oczywiScie znat to rozwigzanie, ale pytat o najmniejsza potrzebna liczbe meczéw.

Jesli chcemy, aby drugi najlepszy zawodnik nie musiat by¢ wytaniany w nowym petnym turnieju, to mu-
simy umiec skorzystac ze wszystkich wynikéw gtéwnego turnieju. Postuzymy sie drzewem turnieju z rysun-
ku 2(a). Zauwazmy, ze Edek jest oczywiScie najlepszy wsrdd zawodnikéw, ktérzy w drzewie rozgrywek znaj-
duja sie w wierzchotkach lezgcych ponizej najwyzszego wierzchotka, ktéry on zajmuje. Musimy wiec jedynie
poréwnac go z zawodnikami drugiego poddrzewa. Aby i w tym poddrzewie wykorzysta¢ wyniki dotychczaso-
wych meczdw, eliminujemy z niego Janka — zwyciezce turnieju i wstawiamy Edka na jego poczatkowe miejsce
X. Spowoduje to, ze Edek zostanie poréwnany z najlepszymi zawodnikami w drugim poddrzewie. Na rysun-
ku 2(b) oznaczyliSmy przerywana linig mecze, ktére zostang rozegrane w tej czesci turnieju — Jurek z Edkiem
i zwyciezca tego meczu z Kuba, a wiec dwa dodatkowe mecze.

Algorytm ten mozna, po zmianie stownictwa, zastosowaé do znajdowania najwiekszej i drugiej naj-
wiekszej liczby w zbiorze danych.

Ztozonosc wytaniania zwyciezcy i drugiego najlepszego zawodnika turnieju

Ile poréwnan jest wykonywanych w opisanym algorytmie znajdowania najlepszego i drugiego najlepszego za-
wodnika w turnieju? Najlepszy zawodnik jest wytaniany w n — 1 meczach, gdzie n jest liczbg wszystkich za-
wodnikéw. Z kolei, aby wytoni¢ drugiego najlepszego zawodnika, trzeba rozegrac tyle meczoéw, ile jest pozio-
méw w drzewie turnieju gtéwnego (z wyjatkiem pierwszego poziomu). Dla uproszczenia przyjmijmy, ze drze-
wo jest petne, tzn. kazdy zawodnik ma pare, czyli w kazdej rundzie turnieju gra parzysta liczba zawodnikow.
Stad wynika, ze na najwyzszym poziomie jest jeden zawodnik, na poziomie nizszym — dwéch, na kolejnym
— czterech itd. Czyli, liczba zawodnikéw rozpoczynajgcych turniej jest potega liczby 2, zatem n = 2%, gdzie k
jest liczbg pozioméw drzewa — oznaczmy ja przez log,n. Algorytm wykonuje wiec (n — 1) + (log,n - 1) =n+
log,n — 2 poréwnaf. Jesli n nie jest potega liczby 2, to na ogot w turnieju niektérzy zawodnicy otrzymuja wol-
na karte, a podana liczba jest oszacowaniem z gory liczby rozegranych meczéw.
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Przedstawiony powyzej algorytm znajdowania najlepszego i drugiego najlepszego zawodnika turnieju
jest rowniez optymalny, tzn. jest najszybszy w sensie liczby rozegranych meczoéw (poréwnarn).

4.3 JEDNOCZESNE ZNAJDOWANIE NAJMNIEJSZEGO | NAJWIEKSZEGO ELEMENTU

Jedna z miar, okreslajaca, jak bardzo sg porozrzucane wartosci obserwowanej w doSwiadczeniu wielkosci,
jest rozpietos¢ zbioru, czyli réznica miedzy najwieksza (w skrécie, maksimum) a najmniejszg wartoscia ele-
mentu (w skrécie, minimum) w zbiorze. Interesujace jest wiec jednoczesne znalezienie najmniejszej i najwiek-
szej wartosci w zbiorze liczb. Na podstawie dotychczasowych rozwazan, dotyczacych wyznaczania najmniej-
szej i najwiekszej wartosci w zbiorze liczb, tatwo mozna podac algorytm znajdowania jednoczesnie obu tych
elementéw w zbiorze. W tym celu stosujemy najpierw algorytm Min do catego zbioru, a p6Zniej algorytm Max
do zbioru z usunietym minimum. W takim algorytmie ,jednoczesnego wyznaczania” minimum i maksimum
w ciggu ztozonym z n liczb jest wykonywanych (n — 1) + (n — 2) = 2n — 3 poréwnan. Ale czy rzeczywiscie te dwie
wielkosci sg wyznaczane jednocze$nie?

Postaramy sie znacznie przyspieszy¢ to postepowanie, a bedzie to polegato na rzeczywiscie jedno-
czesnym szukaniu najmniejszego i najwiekszego elementu w catym zbiorze. W tym celu zauwazmy, ze je-
Sli dwie liczby x i y spetniajg nierdwnos¢ x < y, to x jest kandydatem na najmniejszg liczbe w zbiorze, a y jest
kandydatem na najwieksza liczbe w zbiorze. (Jesli prawdziwa jest nieréwnos¢ przeciwna, to wnioskujemy
odwrotnie.) A zatem, poréwnujac elementy parami, mozna podzieli¢ dany zbiér elementéw na dwa pod-
zbiory, kandydatéw na minimum i kandydatéw na maksimum, i w tych zbiorach — ktére sa niemal o poto-
we mniejsze niz oryginalny zbiér! — szuka¢ odpowiednio minimum i maksimum. Gdy zbiér ma nieparzysta
liczbe elementéw, to ostatni element ciggu dodajemy do jednego i do drugiego podzbioru kandydatéw. Po-
stepowanie to jest zilustrowane przyktadem na rys. 3, a opis algorytmu pozostawiamy do samodzielnego
wykonania.

Kandydaci na maksimum 3 2 5 8 5 6 max=8
L S S
Podziat zbioru 31 2<2 5<3 4<8 2<5 6
YoV oYy oy v

Kandydaci na minimum 1 2 3 4 2 6 min=1

Rysunek 3.
Przyktad postepowania podczas jednoczesnego znajdowania minimum i maksimum w ciagu liczb

Naszkicowany algorytm jest przyktadem metody, lezacej u podstaw bardzo wielu efektywnych algorytmow.
Mozna w nim wyr6zni¢ dwa etapy:

m podziatu danych na dwa podzbiory (kandydatéw na minimum i kandydatow na maksimum);

m zastosowanie znanych algorytméw Min i Max do utworzonych podzbioréw danych.

Jest to przyktad zasady (metody) dziel i zwyciezaj, jednej z najefektywniejszych metod algorytmicznych win-
formatyce — patrz punkty 4.4.2 i 4.5.2. Dziel — odnosi sie do podziatu zbioru danych na podzbiory, zwykle
o jednakowej liczbie elementdw, do ktérych nastepnie sg stosowane odpowiednie algorytmy. Zwyciestwo —
to efekt kohcowy, czyli efektywne rozwigzanie rozwazanego problemu.

Obliczmy, ile poréwnan miedzy elementami danych jest wykonywanych w powyzszym algorytmie. Gdy
n jest liczba parzysta, to w kroku podziatu jest wykonywanych n/2 poréwnan, a znalezienie min oraz znalezie-
nie maxwymaga kazde n/2 — 1 poréwnan. Razem jest to 3n/2 — 2 poréwnania. Gdy n jest liczbg nieparzysta,
to otrzymujemy liczbe poréwnan [3n/2]- 2, gdzie [x] oznacza tzw. powate liczby, czyli najmniejsza liczbe cat-
kowita k spetniajaca nier6wnos¢ x < k. A zatem, w tym algorytmie jest wykonywanych [3n/2]- 2 poréwnania,
czyli ok. n/2 mniej poréwnan niz w algorytmie naiwnym, naszkicowanym na poczatku tego punktu. Dodajmy,
ze jest to rowniez algorytm optymalny pod wzgledem liczby wykonywanych poréwnafn.

4.4 POSZUKIWANIE ELEMENTOW W ZBIORZE
Komputery utatwiajg szybkie poszukiwanie informacji umieszczonych na ptytach CD i na serwerach sieci In-
ternet. Jest to zastuga szybkosci dziatania procesoréw, jak rowniez dobrej organizacji pracy, dzieki czemu po-
zostaje im ... niewiele do roboty.
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W punkcie 4.1. zajmowali$my sie znajdowaniem szczegélnych elementéw w zbiorze nieuporzadkowa-
nym, najmniejszego i najwiekszego. Teraz bedziemy rozwazac problem poszukiwania w ogélniejszej postaci.

Problem poszukiwania elementu w zbiorze

Dane:  Zbiér elementéw w postaci ciggu n liczb x, x,, ..., x . Wyr6zniony element y.

Wynik: )esli y nalezy do tego zbioru, to podaj jego miejsce (indeks) w ciggu, a w przeciwnym razie — sygna-
lizuj brak takiego elementu w zbiorze.

Problem poszukiwania ma bardzo wiele zastosowan i jest rozwigzywany przez komputer na przyktad wtedy,
gdy w jakim$ ustalonym zbiorze informacji staramy sie znaleZ¢ konkretng informacje. Rozwazana przez nas
wersja tego problemu jest bardzo prosta, na ogdt bowiem zbiory i ich elementy majg bardzo ztozonga postad,
nie sg ograniczone tylko do pojedynczych liczb. Przedstawione przez nas metody moga by¢ jednak uogélnio-
ne na bardziej ztoZzone sytuacje problemowe.

W nastepnych podpunktach, najpierw rozwigzujemy problem poszukiwania w dowolnym zbiorze ele-
mentéw, a pézniej — w zbiorze uporzadkowanym.

4.45.1 POSZUKIWANIE ELEMENTU W ZBIORZE NIEUPORZADKOWANYM

Jesli nic nie wiemy o elementach w ciggu danych x, x,, ..., x , to aby stwierdzi¢, czy wsrdd nich jest element
rowny danemu y, musimy sprawdzi¢ kazdy z elementéw tego ciggu, gdyz element y moze sie znajdowaé w do-
wolnym miejscu ciggu, a w szczegdlnosci moze go tam nie byé. W takim przypadku stosujemy przeszukiwa-
nie (lub poszukiwanie) liniowe, ktére stosowaliSmy w punkcie 4.1 do znajdowania w ciggu elementu najmniej-
szego lub najwiekszego. Na ogdt takie przeszukiwanie odbywa sie ,,0d lewej do prawej”, czyli od poczatku do
kofica ciggu. Mozna je opisac nastepujaco.

Algorytm poszukiwania liniowego (dla specyfikacji powyzej)

Krok 1. Dlai=1,2,..,n,jeslix,=y,to przejdz do kroku 3.

Krok 2. Komunikat: W ciggu danych nie ma elementu réwnego y. Zakoncz algorytm.
Krok 3. Element réwny y znajduje sie na miejscu i w ciggu danych. Zakofcz algorytm.

Jesli element y znajduje sie w przeszukiwanym ciggu, to algorytm koficzy dziatanie po natknieciu sie na nie-
g0 po raz pierwszy, a jesli nie ma go w tym ciggu to kofczy sie po dojsciu do kofica ciggu. W obu przypadkach
liczba dziataf jest proporcjonalna do liczby elementéw w ciggu. W pierwszym przypadku najwiecej operacji
jest wykonywanych woéwczas, gdy poszukiwany element jest na koficu ciggu.

Przeszukiwanie liniowe z wartownikiem

Ciekawe wtasnosci ma niewielka modyfikacja powyzszego algorytmu, wykorzystujaca specjalny element,
umieszczony na koficu ciagu, zwany wartownikiem. Rolg wartownika jest ,,pilnowanie”, by proces przeszuki-
wania nie wyszedt poza cigg. Jak wiemy, gdy ciag zawiera element o wartosci y, to przeszukiwanie koficzy sie
na tym elemencie. Aby mie¢ pewnosé, ze przeszukiwanie zawsze zakoficzy sie na elemencie o wartosci y, do-
taczamy na koficu ciggu element o wartoSci y. W efekcie, przeszukiwanie zawsze zakoficzy sie znalezieniem
elementu o wartosci y, nalezy jedynie sprawdzié, czy ten element znajduje sie na dotgczonej pozycji zbioru,
czy tez wystagpit wczesniej. W pierwszym przypadku, badany zbiér nie zawiera elementu réwnego y, a w dru-
gim — y nalezy do zbioru. Wida¢ stad, ze dotaczony do zbioru element odgrywa role jego wartownika — nie mu-
simy bowiem sprawdzac, czy przegladanie objeto caty zbiér czy nie — zawsze zatrzyma sie ono na szukanym
elemencie, ktérym moze by¢ dotgczony wtasnie element.

4.4.2 POSZUKIWANIE ELEMENTU W ZBIORZE UPORZADKOWANYM

W tym punkcie zaktadamy, Ze poszukiwania elementéw (informacji) sg prowadzone w uporzadkowanych cig-
gach elementéw — chcemy albo znalez¢ element, albo umiesci¢ go w takim ciggu z zachowaniem uporzadko-
wania.

Porzadek w informacjach
Zbiory moga mieé r6zng strukture — moga to by¢ ksigzki w bibliotece, hasta w encyklopedii, liczba w ustalo-
nym przedziale lub numery w ksiazce telefonicznej. Te przyktady sa bliskie codziennym sytuacjom, w ktérych
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nalezy odszukac pewna informacje i zapewne stosowane przez Was w tych przypadkach metody sg podobne
do opisanych tutaj. Naszymi rozwazaniami chcemy utwierdzi¢ Was w przekonaniu, ze:

integralna czescia informacji jest jej uporzadkowanie,

gdyz w przeciwnym razie ... nie jest to informacja. To stwierdzenie nie jest naukowym okresleniem informa-
cji2, ale odnosi sie do informacji w potocznym znaczeniu.

Wykonaj teraz éwiczenie, ktére zapewne wykonywate$ juz nieraz w swoim zyciu, nie zdajgc sobie na-
wet z tego sprawy. WezZ do reki jedna z ksigzek: stownik ortograficzny, stownik polsko-angielski lub ksigzke
telefoniczna, wybierz trzy stowa zaczynajgce sie na litery: ¢, k oraz wi znajdz je w wybranej ksigzce. Zanotuj,
ile razy jg otwieratas, zanim znalazte$ strone z poszukiwanym stowem.

Jesli ksigzka, ktérg wybrates, ma miedzy 1000 a 2000 stron, to dla znalezienia jednego stowa nie po-
winienes otwierac jej czesciej niz 11 razy; jesli ma miedzy 500 a 1000 stron — to nie czesciej niz 10 razy; jesli
miedzy 250 a 500 stron — to nie czeSciej niz 9 razy itp.

Skad to wiemy? Przypuszczamy, ze w poszukiwaniu hasta, po zajrzeniu na wybrang strone wiesz, ze znaj-
duje sie ono przed nia, albo po niej, mozesz wiec jedna z czesci ksigzki pominaé w dalszych poszukiwaniach. Co
wiecej, w nieodrzuconej czesci kartek wybierasz jako kolejna te, ktdra jest bliska Srodka, lub lezy w poblizu lite-
ry, na ktéra zaczyna sie poszukiwany wyraz. Stosujesz wiec — moze nawet o tym nie wiedzac — metode poszuki-
wania, ktéra polega na podziale (potowieniu) przeszukiwanego zbioru. Mozesz ja zastosowac, bo przeszukiwa-
ny zbiér jest uporzgdkowany. A ile prob musiatbys wykona¢, gdyby hasta w stowniku nie byty uporzagdkowane?
Poréwnaj teraz:

m W alfabetycznym spisie telefondw na 1000 stronach wystarczy przejrze¢ co najwyzej 10 stron, by znalez¢
numer telefonu danej osoby.

m Ajesli miatbys znalezé osobe, ktéra ma telefon o numerze 1234567, to w najgorszym przypadku musiatbys
przejrze€ wszystkie 1000 stron!

Czy to poréwnanie nie Swiadczy o potedze uporzgdkowania i o sile algorytmu zastosowanego do uporzgdko-
wanego wykazu?

Przedstawiony spos6b poszukiwania przez potowienie w zbiorze uporzgdkowanym ilustruja, ze ta metoda
jest kolejnym zastosowaniem zasady dziel i zwycieza;j.

Algorytm poszukiwania przez potowienie

Algorytm poszukiwania przez potowienie jest zwany réwniez binarnym poszukiwaniem. Przyjmijmy, Ze prze-
szukiwany ciag liczb jest umieszczony w tablicy x[k..[] i zat6zmy dla uproszczenia, ze warto$¢ poszukiwane-
go elementu y mieSci sie w przedziale wartosci elementéw w tej tablicy, czyli x, < y < x,. Algorytm, ktdry poda-
jemy gwarantuje, ze w trakcie jego dziatania przeszukiwany przedziat zawiera poszukiwany element y, czy-
lix,ewy SYSX,,, 12 wtasnos¢ oraz to, ze dtugosc tego przedziatu zmniejsza sie w kazdej iteracji (zob. krok 3),
zapewniaja, ze ponizszy algorytm jest poprawny i skoficzony.

Algorytm poszukiwania przez potowienie (algorytm binarnego przeszukiwania)
Dane:  Uporzadkowany cigg liczb w tablicy x[k..[], tzn. x, < x, , <... < x; oraz element y spetniajgcy nie-
rownoscix, sy <x,.
Wyniki: Takies (k=s <), ze x_=y, lub przyjaé s = -1, jesli y # x, dla kazdego i (k< i< ).
Krok 1. lewy:=k; prawy :=1; {Poczatkowe kofce przeszukiwanego przedziatu.}
Krok 2. )eSli lewy > prawy, to przypisz s := -1 i zakofcz algorytm.
{Oznacza to, ze poszukiwanego elementu y nie ma w przeszukiwanej tablicy.}
Krok 3. s:=(lewy + prawy) div 2; {Operacja div oznacza dzielenie catkowite.}
Jeslix_=y, to zakoficz algorytm. {Znaleziono element y w przeszukiwanej tablicy.}
Jeslix_<y, to lewy :=s + 1, a w przeciwnym razie prawy := s — 1.
Wr6¢ do kroku 2.

2 W teorii informacji, informacja jest definiowana jako ,,miara niepewno$ci zajscia pewnego zdarzenia sposréd skofczo-
nego zbioru zdarzen mozliwych” — na podstawie Nowej encyklopedii powszechnej PWN.
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Ztozonosc algorytmu binarnego przeszukiwania

Pytanie o liczbe poréwnafn w powyzszym algorytmie mozna sformutowaé nastepujaco: ile razy nalezy od-
rzucac potowe biezgcego ciagu, by pozostat tylko jeden element (zauwazmy tutaj, ze jesli elementu y nie ma
w ciggu, to kontynuujemy algorytm az do wyczerpania wszystkich elementéw, czyli wykonujemy o jeden krok
wiecej). Jesli n = 32, to jeden element pozostaje po pieciu podziatach, a jesli n = 16 — to po czterech. Stad
mozna wywnioskowac, Ze jesli warto$¢ n zawiera sie miedzy 16 a 32, to wykonujemy nie wiecej niz piec po-
rownan. Ta obserwacja ma zwigzek z potegg liczby 2, a doktadniej — z najmniejszym wyktadnikiem k potegi 2%,
ktorej wartosé nie jest mniejsza od n, czyli n < 2. Pojawia sie wiec tutaj w naturalny sposéb funkcja odwrotna
do potegowania — logarytm. Mozna nawet przyjac ,informatyczng” definicje tej funkcji:

log,n jest rowny liczbie krokéw prowadzgcych od n do 1, w ktérych
biezaca liczba jest zastepowana przez zaokraglenie w gére jej potowy.

Algorytm binarnego umieszczania
Algorytm binarnego przeszukiwania ma dos¢ istotne uogélnienie, gdy dla elementu y, bez wzgledu na to, czy
nalezy do ciagu czy nie, chcemy znalez¢ takie miejsce, by po wstawieniu go tam, cigg pozostat uporzadkowa-
ny. Odpowiedni algorytm mozna w tym przypadku nazwaé binarnym umieszczaniem i jest on prostym roz-
szerzeniem powyzszego algorytmu.

Poszukiwanie interpolacyjne, czyli poszukiwania w stownikach

Czy rzeczywiscie przeszukiwanie binarne jest najszybsza metoda znajdowania elementu w ciggu uporzadko-
wanym? Wyobrazmy sobie, ze mamy znalez¢ w ksigzce telefonicznej numer telefonu Pana Bogusza Alfreda.
Wtedy zapewne skorzystamy z tego, ze litera B jest blisko poczatku alfabetu i, owszem, zastosujemy metode
podziatu, ale w pierwszej prébie nie bedziemy jednak dzieli¢ ksigzki na dwie potowy, ale raczej sprébujemy tra-
fi¢ blisko tych stron, na ktérych znajdujg sie nazwiska zaczynajace sie na litere B. W dalszych krokach bedzie-
my postepowac podobnie. Te obserwacje mozna wykorzystaé w algorytmie poszukiwania. Zauwazmy najpierw,
ze w algorytmach binarnych jest sprawdzana jedynie relacja, czy dana liczba y jest wieksza (lub mniejsza lub
réowna) od wybranej z ciggu, natomiast nie sprawdzamy i nie wykorzystujemy tego, jak bardzo jest wieksza.
Podczas odnajdywania wyrazéw w encyklopediach korzystamy natomiast z informacji, w jakim miejscu alfabe-
tu znajduje sie litera, ktora rozpoczyna sie poszukiwany wyraz, i w zaleznoSci od tego wybieramy odpowied-
nig porcje kartek. Strategia ta nazywa sie interpolacyjnym poszukiwaniem, gdyz uwzglednia nie tylko potoze-
niu szukanej liczby wzgledem Srodka ciggu, ale uwzglednia jej warto$¢ wzgledem rozpietosci kraficowych war-
tosci w ciggu. Szczeg6towe informacje na temat interpolacyjnego poszukiwania mozna znalez¢ w ksigzce [6].

4.5 ALGORYTMY PORZADKOWANIA
Porzadkowanie, nazywane rowniez czesto sortowaniem, ma olbrzymie znaczenie niemal w kazdej dziatalnosci czto-
wieka. Jesli elementy w zbiorze sa uporzadkowane zgodnie z jaka$ reguta (np. ksiazki lub ich karty katalogowe we-
dtug liter alfabetu, stowa w encyklopedii, daty, numery telefonéw wedtug nazwisk wtascicieli), to wykonywanie wielu
operacji natym zbiorze staje sie znacznie tatwiejsze i szybsze. Miedzy innymi dotyczy to operacji (patrz punkt 4.4):

m sprawdzenia czy dany element, czyli element o ustalonej wartosci cechy, wedtug ktérej zbiér zostat
uporzadkowany, znajduje sie w zbiorze,

m znalezienia elementu w zbiorze, jesli w nim jest,

m dotaczenia nowego elementu w odpowiednie miejsce, aby zbiér pozostat nadal uporzadkowany.

Komputery w duzym stopniu zawdzieczajg swojg szybko$¢ temu, Ze dziatajg na uporzadkowanych informa-
cjach. To samo odnosi sie do nas, gdy postugujemy sie informacjami i komputerami. Jesli chcemy na przyktad
sprawdzi¢, czy w jakims katalogu dyskowym znajduje sie plik o podanej nazwie, rozszerzeniu, czasie utwo-
rzenia lub rozmiarze, to najpierw odpowiednio porzadkujemy liste plikéw i wtedy na og6t znajdujemy odpo-
wiedZ natychmiast.

Problem porzadkowania
Dla uproszczenia, problem porzgdkowania sformutujemy dla liczb, chociaz wiele praktycznych probleméw
moze dotyczy¢ porzadkowania innych obiektéw przechowywanych w komputerze.
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Problem porzadkowania (sortowania)
Dane:  Liczba naturalnaniciggnliczbx, x,, ..., x_
Wynik: Uporzadkowanie tego ciggu liczb od najmniejszej do najwiekszej.

Z zatozenia, ze porzadkujemy tylko liczby wzgledem ich wartoSci wynika, ze interesuja nas algorytmy, w kt6-
rych gtéwna operacja jest poréwnanie, wykonywane miedzy elementami danych. W og6lnym sformutowaniu
problemu porzadkowania, porzagdkowane obiekty mogg by¢ bardziej ztozone, np. stowa (przy tworzeniu stow-
nika), adresy (do ksigzki telefonicznej) czy bardzo ztozone zestawy danych, jak np. informacje o koncie banko-
wym i jego wtascicielu.

Znanych jest bardzo wiele algorytméw porzadkowania liczb i innych obiektéw przechowywanych
w komputerze. Temu zagadnieniu poSwiecono wiele opastych ksigzek, np. Donald Knuth napisat na ten temat
ponad 1000 stron jeszcze w latach 60. XX wieku, patrz [4]. W dalszej czesci tego punktu prezentujemy dwa
najbardziej znane algorytmy porzadkowania — przez wybér oraz sortowanie przez scalanie. Pierwszy z nich
jest iteracja poznanego wczesniej algorytmu i ma ztozonoS¢ proporcjonalng do n?, gdzie n jest liczbg porzad-
kowanych elementéw, a drugi — to przyktad metody dziel i zwyciezaj, bedacy jedna z najszybszych metod sor-
towania. Ztozonos¢ tego drugiego algorytmu wynosi nlog n.

Dziatanie prezentowanych algorytméw porzadkowania, jak i wielu innych algorytméw sortujacych moz-
na obejrze¢ w programach edukacyjnych Maszyna sortujaca i Sortowanie, kt6re znajduja sie w folderze z ma-
teriatami do tych zajec.

4.5.1 PORZADKOWANIE PRZEZ WYBOR

Jeden z najprostszych algorytméw porzadkowania mozna wyprowadzi¢ korzystajac z tego, co juz poznaliSmy
w poprzednich punktach. Zauwazmy, ze jesli mamy ustawié elementy w kolejnoSci od najmniejszego do naj-
wiekszego, to najmniejszy element w zbiorze powinien sie znaleZ¢ na poczatku tworzonego ciggu, za nim po-
winien by¢ umieszczony najmniejszy element w zbiorze pozostatym po usunieciu najmniejszego elementu
itd. Taki algorytm jest wiec iteracja znanego algorytmu znajdowania Min w ciaggu i nosi nazwe algorytmu po-
rzadkowania przez wybér. Oto jego opis:

Algorytm porzadkowani przez wybor — SelectionSort

Dane:  Liczba naturalna niciagn liczbx, x,, ..., x .

Wynik: Uporzadkowanie danego ciggu liczb od najmniejszej do najwiekszej. (Uwaga. Elementy ciggu dane-
go i wynikowego oznaczamy tak samo, gdyz porzadkowanie odbywa sie ,w tym samym miejscu”.)

Krok 1. Dlai=1,2,...,n—1wykonaj kroki 2 i 3, a nastepnie zakofcz algorytm.

Krok 2. ZnajdZ k takie, ze x, jest najmniejszym elementem w Ciggu x, ..., X .

Krok 3. Zamiefi miejscami elementy x; oraz x,.

Ztozonos¢ algorytmu SelectionSort

Aby obliczyé, ile poréwnaf i zamian elementéw, w zaleznosci od liczby elementéw w ciggu n, jest wykonywa-
nych w algorytmie SelectionSort wystarczy zauwazy¢, ze ten algorytm jest iteracjg algorytmu znajdowania
najmniejszego elementu w ciggu, a cigg, w ktérym szukamy najmniejszego elementu, jest w kolejnych itera-
cjach coraz krétszy. Liczba przestawief elementéw jest rdwna liczbie iteracji, gdyz elementy sg przestawia-
ne jedynie na koficu kazdej iteracji, ktérych jest n — 1, a wiec wynosi n —1. Jeéli za$ chodzi o liczbe poréwnan,
to wiemy, ze algorytm znajdowania minimum w ciggu wykonuje o jedno poréwnanie mniej niz jest elementéw
w ciaggu, a zatem caty algorytm porzadkowania przez wyb6ér, dla ciagu danych ztozonego na poczatku z n ele-
mentéw wykonuje liczbe poréwnaf réwna:

h-D+-D+N-3)+..+3+2+1
Wartos¢ tej sumy mozna obliczyé wieloma sposobami, np. jako sume postepu arytmetycznego i otrzymujemy

(r-Dn
2

<

Zauwazmy, ze otrzymany wzér na liczbe poréwnah w algorytmie porzadkowania przez wybor jest doktadna
liczbg dziatah wykonywanych w algorytmie, bez wzgledu na to, jak daleko porzgdkowany ciag jest juz upo-
rzgdkowany.
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4.5.2 PORZADKOWANIE PRZEZ SCALANIE

Metoda dziel i zwyciezaj realizowana rekurencyjnie jest jedna z najsilniejszych technik komputerowego roz-
wigzywania probleméw. W tej metodzie, cze$¢ organizacji obliczefi jest ,,zrzucana na komputer”, faktycznie
wiec wykorzystywana jest potega komputeréw. W tym punkcie zastosujemy metode dziel i zwyciezaj w algo-
rytmie porzadkowania przez scalanie. W tym algorytmie jest wykorzystywana metoda scalania uporzadko-
wanych ciggdw, czyli ich taczenia w jeden ciag.

Scalanie ciagow uporzadkowanych

Przyjmijmy, ze scalamy ciggi uporzadkowane i wynik scalania ma by¢ réwniez ciggiem uporzadkowanym.
Mozna to wykonaé w bardzo prosty sposéb: patrzymy na poczatki danych ciaggéw i do tworzonego ciggu prze-
nosimy mniejszy z elementoéw czotowych lub ktérykolwiek z nich, jesli sg rowne, patrz rys. 4.

Scalony ciag Scalone ciagi

13571012
1 35 7 10 12

12 6 9 11 1517 20 Scalanie
126911 15 17 20

Rysunek 4.
Przyktad scalania dwéch ciggéw uporzadkowanych

Aby okreslié, ile poréwnah wykonuje algorytm scalajacy dwa ciagi zauwazmy, ze z wyjatkiem elementu prze-
noszonego na kohcu, przeniesienie kazdego innego elementu moze by¢ zwigzane z wykonaniem poréwna-
nia miedzy elementami danych ciggéw. Tak jest wtedy, gdy w kroku przed przedostatnim, oba scalane ciagi
zawierajg jeszcze po jednym elemencie. Przypusémy wiec, ze na poczatku jeden ciag zawiera k elementéw
a drugi ma l elementdéw. razem n, czyli n = k + . Ta dyskusja prowadzi do konkluzji, ze bez wzgledu na liczno-
sci danych ciggbw, ich scalenie moze wymagac wykonania n — 1 poréwnan.

Z tej dyskusji wynika jeszcze jeden wniosek — poniewaz nie potrafimy przewidzieé, ktéry z ciggdw i kie-
dy wyczerpie sie w trakcie scalania, tworzony cigg nie moze by¢ umieszczany na miejscu ciggéw danych do
scalenia, musi wiec by¢ tworzony na nowym miejscu. Zatem potrzebna jest dodatkowa pamie¢ — méwimy
w takim przypadku, Ze ta metoda nie dziata ,,w miejscu” (in situ).

Algorytm scalania dwéch ciggéw uporzadkowanych - Scal

Dane:  Dwa uporzadkowane ciagixiy.

Wynik: Uporzadkowany ciag z, bedacy scaleniem ciggdw xi y.

Krok 1. Dopo6ki oba ciggi x iy nie sg puste wykonuj nastepujgcg operacje:
przenie$ mniejszy z najmniejszych elementéw z ciggdw x i y do ciggu z.

Krok 2. Do kofca ciggu z dopisz elementy pozostate w jednym z ciggdw x lub y.

Porzadkowanie przez scalanie

Algorytm scalania dwdch uporzadkowanych ciggéw mozna stosowaé do tworzenia uporzadkowanych ciggdw
z podciggdw juz uporzadkowanych. Mégtby byé pozytek z tego algorytmu przy porzadkowaniu, gdybysmy
potrafili najpierw uporzadkowaé te podciagi. Zatézmy wiec, Ze te podciggi porzadkujemy... tg samg meto-
da — w tym celu przydaje sie rekurencja. W algorytmie porzadkowania przez scalanie porzadkowany ciag jest
dzielony w kazdym kroku na dwa, niemal réwnej dtugo$ci podciagi, ktére rekurencyjnie sg porzadkowane ta
samg metoda. Warunkiem zakofczenia rekurencji w tym algorytmie jest sytuacja, gdy ciag ma jeden element,
wtedy nie mozna go juz podzieli¢ na podciagi, chociaz nie ma nawet po co — jest to bowiem cigg juz uporzad-
kowany. Jak zwykle, w opisie algorytmu rekurencyjnego, po nazwie algorytmu wystepuje uktad parametréw
okreslajacych rozwigzywany problem, ktéry jest wykorzystany w treSci algorytmu, w odwotaniu do niego sa-
mego przy rozwigzywaniu mniejszych podprobleméw.
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Algorytm porzadkowania przez scalanie MergeSort (/,p,x)
Dane:  Ciggliczbx, x,, o X,
Wynik: Uporzadkowanie tego ciggu liczb od najmniejszej do najwieksze;j.

Krok 1. )esli l<p, to przyjmij s:=(l+p) div 2 i wykonaj trzy nastepne kroki.

Krok 2. Zastosuj ten sam algorytm do ciagu (1,s,x), czyli wykonaj MergeSort(/,s,x).

Krok 3. Zastosuj ten sam algorytm do ciagu (s+1,p,x), czyli wykonaj MergeSort(s+1,p,x)

Krok 4. Zastosuj algorytm scalania Scal do ciggéw (x,, ..., x), (x ...,xp) i wynik umie$¢ z powrotem w ciggu

(Xpp s xp).

s+1°

ZtozonoS¢ sortowania ciggu n liczb przez scalanie wynosi okoto nlogn, jest zatem znacznie mniejsza niz zto-
zono5¢ algorytmu sortowania przez wybér.

4.6 OBLICZANIE WARTOSCI WIELOMIANU - SCHEMAT HORNERA
Obliczanie wartoSci wielomianu o zadanych wspétczynnikach jest jedng z najczesciej wykonywanych ope-
racji w komputerze. Wynika to z waznego faktu matematycznego, zgodnie z ktérym kazda funkcje (np. funk-
cje trygonometryczne) mozna zastgpic wielomianem, ktérego postac zalezy od funkcji i od tego, jakg chcemy
uzyskaé doktadnosé obliczeh. Najefektywniejszym sposobem obliczania wartosci wielomianu jest schemat
Hornera, wynikajacy z nastepujacego przeksztatcenia postaci wielomianu:

— -1 — -1 -2
w=ax"+ax"'+..+a_x+a =@x"'+ax+..+a )X+a

=(@x?+ax+..+a _)x+a )x+a =

=(..(@x+a)x+a)x+..+a )x+a )x+a

Ten ostatni wzér mozna zapisaé¢ w nastepujacej postaci algorytmicznej:

y:=a,
y:=yz+a, dlai=1,2,..,n

Stad otrzymujemy algorytm:

Algorytm: Schemat Hornera
Dane:  n - nieujemna liczba catkowita (stopien wielomianu);

a, d,, ..., a, — h+l wspotczynnikéw wielomianu;

z — wartos¢ argumentu.
Wynik: y=w (2) — wartos¢ wielomianu stopnia n dla wartosci argumentu x = z.
Krok 1. y:=a, - poczatkowa wartoScia jest wspotczynnik przy najwyzszej potedze.
Krok 2. Dlai=1,2,..,nobliczwartoS¢ dwumianu y:=yz +a,

Z postaci algorytmu wynika, Ze obliczenie wartosci wielomianu stopnia n wymaga wykonania n mnozef i n
dodawan. Udowodniono, ze jest to najszybszy sposéb obliczania wartoSci wielomianu.
Schemat Hornera ma wiele zastosowan, m.in. do:
m obliczania dziesietnej wartosci liczby, danej w systemie o podstawie p — wsp6tczynniki wielomianu sa
w tym przypadku cyframi {0, 1, ..., p — 1} a argumentem p, podstawa systemu.
m szybkiego obliczania wartoSci potegi (patrz punkt 5.2).

5 DWA TRUDNE PROBLEMY

Wracamy tutaj do dwéch probleméw przedstawionych w rozdziale 3. Jednym z nich jest sprawdzanie, czy dana
liczba jest liczba pierwsza, a drugim — szybkie podnoszenie do potegi. Dla pierwszego z tych probleméw nie
mamy dobrej wiadomosci, nie jest bowiem znana zadna metoda szybkiego testowania pierwszosci liczh. Ko-
rzysta sie z tego na przyktad w szyfrze RSA, czeScig kluczy w tej metodzie jest liczba bedaca iloczynem dwéch
duzych liczb pierwszych i brak znajomosci tego rozktadu jest gwarancjg bezpieczehstwa tego szyfru.

Drugim problemem jest podnoszenie do duzych poteg i tutaj mamy bardzo dobrg wiadomo$¢é — podno-
szenie do nawet bardzo duzych poteg, zawierajgcych setki cyfr, trwa utamek sekundy.
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5.1 BADANIE ZEOZONOSCI LICZB
Dla problemu badania, czy dana liczba n jest liczba pierwsza, czy ztozong, dysponujemy prostym algorytmem, kt6-
ry polega na dzieleniu n przez kolejne liczby naturalne i wystarczy dzieli¢ tylko przez liczby nie wieksze niz vh, gdyz
liczby n nie mozna roztozyé nailoczyn dwdch liczb wiekszych od vh. Algorytm ten ma bardzo prostg postac:
var i,n:integer;
i:=2;
while i*i <= n do begin

if n mod i = 0 then return 1; {n Jjest podzielne przez i}
i=i+1

end;

return 0 {n jest liczba pierwsza}

Ten fragment programu zwraca 0, jesli n jest liczbg pierwsza, i 1, gdy n jest liczbg ztozong. W tym drugim przy-
padku znamy takze podzielnik liczby n. Ten fragment programu mozna rozszerzyé do programu generujace-
go wszystkie dzielniki liczby n.

Liczba operacji wykonywanych przez powyzszy program jest w najgorszym przypadku (gdy n jest liczba pierw-
szg) proporcjonalna do v, a wiec jesli n = 10", to wykonywanych jest 10™2 operacji. Zatem sg niewielkie szanse, by
tym algorytmem roztozyé na czynniki pierwsze liczbe, ktéra ma kilkaset cyfr, lub stwierdzié, ze sie jej nie da roztozy¢.

Rozktadem liczby ztozonej na czynniki pierwsze mogg by¢ zainteresowani ci, ktérzy starajg sie ztamac szyfr
RSA. Wiadomo, ze jedna z liczb tworzacych kluch publiczny i prywatny jest iloczynem dwéch liczb pierw-
szych. Znajomos¢ tych dwéch czynnikéw umozliwia utworzenie klucza prywatnego (tajnego). Jednak ich wiel-
koS¢ — sa to liczby pierwsze o kilkuset cyfrach (200-300) stoi na przeszkodzie w rozktadzie n.

Istnieje wiele algorytméw, ktére stuzg do testowania pierwszosci liczb oraz do rozktadania liczb na czynni-
ki pierwsze. Niektére z tych algorytméw majg charakter probabilistyczny — wynik ich dziatania jest poprawny
z prawdopodobiefistwem bliskim 1. Zaden jednak algorytm, przy obecnej mocy komputeréw, nie umozliwia
rozktadania na czynniki pierwsze liczb, ktére maja kilkaset cyfr. Szyfr RSA pozostaje wiec nadal bezpiecznym
sposobem utajniania wiadomosci, w tym réwniez przesytanych w sieciach komputerowych.

5.2 SZYBKIE PODNOSZENIE DO POTEGI

Wracamy tutaj do obliczania wartosci potegi x™, dla duzych wartoséci wyktadnika m. W punkcie 3.3 podalismy
przyktad dla m = 12345678912345678912345678912345. Stosujac ,,szkolny” algorytm, czyli kolejne mno-
zenia, i korzystajac z naszego superkomputera, obliczenie potegi dla tego wyktadnika zajetoby 3*108 lat. Ten
wyktadnik jest faktycznie niewielka liczbg, w poréwnaniu z wyktadnikami, jakie pojawiaja sie przy stosowa-
niu szyfru RSA, potrzebny jest wiec znacznie efektywniejszy algorytm.

Do wyprowadzenia algorytmu szybkiego potegowania postuzymy sie rekurencyjnym zapisem opera-
cji potegowania:

1 jeslim=0
X" = (xm2)2, jesli m jest liczba parzysta
(xtm-D12)2 jesli m jest liczba nieparzystg

Na przyktad, jesli chcemy obliczy¢ x*2, to powyzsza zaleznos¢ rekurencyjna prowadzi przez nastepujace od-
wotania rekurencyjne: x?2 = (x19)2 = ((x°)2x)? = (x)2x)?x)?.

Warto zauwazyé, jaki jest zwiazek kolejnosci wykonywania mnozef, wynikajacej z powyzszej zalezno-
Sci rekurencyjnej, z postacia binarna wyktadnika, zapisang z uzyciem schematu Hornera. Dla naszego przy-
ktadu mamy m = (22),, = (10110),. Poréwnujac kolejnos¢ mnozefi z postacia binarng wida¢, ze podnoszenie
do kwadratu odpowiada kolejnym pozycjom w rozwinieciu binarnym, a mnozenie przez x odpowiada cyfrze 1
w rozwinieciu binarnym. A zatem, liczba mnozen jest nie wieksza niz dwa razy dtugos¢ binarnego rozwiniecia
wyktadnika. Wiemy skadinad, ze dtugoS¢ rozwiniecia binarnego liczby m wynosi ok. log,m. Mamy w przybli-
zeniu log,12345678912345678912345678912345 = 104, a zatem podniesienie do tej potegi wymaga wyko-
nania nie wiecej niz ok. 200 mnozen.

W tabeli 3 zamiesciliSmy wartosci logarytmu przy podstawie 2 z rosngcych wartosci liczby m.
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Tabela 3.
Przyblizona dtugos¢ rozwiniecia binarnego liczby m
m log,m
104 10
10¢ 20
10° 30
102 40
10% 66,5
10%° 166
10100 332,2

Z tabeli 3 wynika, ze obliczenie wartosci potegi dla wyktadnika o stu cyfrach wymaga wykonania nie wiecej
niz 670 mnozef, a to trwa nawet na komputerze osobistym utamek sekundy.

Problem potegowania jest najlepsza ilustracja powiedzenia Ralfa Gomory’ego, ze prawdziwe przyspieszenie
obliczef osiggamy dzieki efektywnym algorytmom, a nie szybszym komputerom.
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W projekcie Informatyka +, poza wyktadami i warsztatami,

przewidziano nastepujgce dziatania:

= 24-godzinne kursy dla ucznidow w ramach modutéw tematycznych
= 24-godzinne kursy metodyczne dla nauczycieli, przygotowujgce
do pracy z uczniem zdolnym
= nagrania 60 wyktadow informatycznych, prowadzonych
przez wybitnych specjalistow i nauczycieli akademickich
= konkursy dla uczniéw, trzy w ciggu roku
= udziat uczniéw w pracach két naukowych
= udziat uczniéw w konferencjach naukowych

= obozy wypoczynkowo-naukowe.

Szczegbtowe informacje znajduja sie na stronie projektu

www.informatykaplus.edu.pl
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