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Streszczenie
Na poczatku zostanie podana seria prostych przyktadéw, aby stuchacze mogli w miare tatwo odkry¢ reguty
ukryte w danych. Proces odkrywania regut mozna interpretowac jako algorytmu uczenia sie systemu ze zbio-
ru treningowego. Podane zostang dwa przyktady danych z gtebiej ukryta struktura, nie do zdroworozsadko-
wego zauwazenia. Jeden z tych przyktad6w jest o naturze statystycznej, drugi — o naturze kombinatorycznej,
zorientowany na zastosowanie drzewa decyzyjnego. Podane zostanie intuicyjne objasnienie wykrycia rozkta-
du normalnego ukrytego w danych — histogram, standaryzacja wartoSci danych, zastosowanie rozktadu nor-
malnego do sformutowania prognozy dotyczacej danych z przyktadu o naturze statystycznej. Nastepnie zo-
stanie podana definicja i przyktad drzewa decyzyjnego opartego o zbiér, przyjetych jako dostepne, testéw na
danych. Zwrécona zostanie uwaga na znaczenie ekspresywnosci jezyka, w ktérym prébujemy sformutowac
hipoteze o strukturze ukrytej w danych. Nastepnie sformutowany zostanie zbiér dostepnych testéw dla ana-
lizy przyktadu o naturze kombinatorycznej i podane zostanie intuicyjne objasnienie klasycznego algorytmu
indukcji z danych drzewa decyzyjnego, w tym kryterium wyboru testu przez entropie. Intuicyjnie zostanie wy-
prowadzone z danych przyktadu drugiego drzewo decyzyjne i zastosowane do sklasyfikowania danych przy-
ktadu drugiego.

Na zakofczenie, ostrzezenie, ze eksploracja danych jest szeroka dziedzing oferujgca dziesiatki (a moze
setki) algorytmoéw, podana zostanie rdwniez informacja o niektérych zastosowaniach algorytméw eksplora-
cji danych.

Przedmiotem warsztatow bedzie:

m Analiza statystyczna przyktadowych danych z uzyciem tylko arkusza Excel.

m Wspomagane arkuszem Excel wyliczenia prowadzace do skonstruowania drzewa decyzyjnego z podanego
konkretnego zbioru treningowego.

m Programowanie prostych algorytmdw uzytecznych dla zrozumienia zjawiska nadmiernego dopasowania.
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1 WSTEP

Odkrywanie struktury ukrytej w danych zaprezentujemy na dwoch przyktadach. Jeden z tych przyktadéw (roz-
dziat drugi, O pewnym problemie duzej firmy taksowkowej) bedzie miat nature statystyczna, a drugi (rozdziat
trzeci, Drzewa decyzyjne) — kombinatoryczng. Przyktad o naturze kombinatorycznej nalezy do dziedziny sys-
temow uczacych sie (ang. machine learning). Dziedzina ta zajmuje sie metodami konstruowania ogélnych kla-
syfikatoréw ze zbioréw trenujacych. Podamy tu minimalny aparat pojeciowy dotyczacy drzew decyzyjnych,
konieczny do postawienia pewnego problemu do samodzielnego zbadania przez uczniéw, ktérzy umieja i lu-
big programowac. Przyktad o naturze statystycznej jest zastosowaniem klasycznej metody dopasowania roz-
ktadu prawdopodobiefistwa do danych. Statystyke wtgczyliSmy do prezentowanego materiatu dlatego, Zze
jest ona bardzo wazna w eksploracji danych. Na przyktad, statystyczne systemy uczace sie to bardzo wazny
dziat eksploracji danych, chyba o najsilniejszych zastosowaniach.

Eksploracja danych jest obszerng dziedzing informatyki, oferujgca dziesigtki metod i chyba setki algo-
rytméw. Naszym celem jest tylko opowiedzenie o tej dziedzinie na poziomie intuicyjnym i przekonanie stu-
chaczy, ze istniejg powazne jej zastosowania. Nie nalezy tego materiatu traktowaé jako wstepu do eksplora-
cji danych, wstepu, ktéry ma dac pewien (chocby minimalny) oglad tej dziedziny.

2 0 PEWNYM PROBLEMIE DUZE) FIRMY TAKSOWKOWE]

Wyobrazmy sobie, Ze zarzad duzej firmy takséwkowej potrzebuje nastepujacej informacji: jaki procent za-
moéwien (w perspektywie kilkuletniej) bedzie dotyczy¢ odlegtosci co najmniej 40-stu kilometrow? Méwimy
tu o odlegtosciach miedzy miejscem zaméwienia a zajezdnig przy lotnisku. Powiedzmy, ze informacja ta jest
istotna przy podejmowaniu decyzji, jakiego rodzaju samochody i w jakich proporcjach zakupic. Firma dopiero
zaczyna swojg dziatalnos¢ i nie ma danych o zaméwieniach z poprzednich lat. Mozna tylko obserwowac bie-
73ca dziatalnos¢ firmy.

Czy mozesz zaproponowac jakis sposob rozwiqgzania,
bez zatrudniania drogiego specjalisty?

Nastepujacy spos6b wydaje sie by¢ bardzo naturalny. WeZmy, przyktadowo, 100 losowych probek odlegtosci
miejsce zamoOwienia-zajezdnia z biezgcej tygodniowej dziatalnosci. Policzmy, ile tych wartoSci to co najmniej
40 km i mamy stosowny procent.

Powiedzmy, ze pobrano losowa populacje 100 probek odlegtoSci miejsce zamdwienia-zajezdnia, poko-
nywanych w jedna strone przez takséwki. Wyniki sg podane w tab. 1 (utozenie prébek w tablicy kwadratowej
nie ma zadnego znaczenia).

Tabela 1.
Préba pierwsza losowych odlegtosci

21 5 36 54 7 14 43 7 3 24
22 41 56 2 10 39 48 2 43 14
36 29 49 42 35 23 35 41 28
56 30 22 9 46 15 58 28 21 56
37 40 14 55 41 36 23 55 53 52
69 35 51 62 41 15 65 15 29 26
60 29 22 70 44 42 16 48 77 44
29 22 28 41 48 3 54 55 42 68
30 29 11 46 17 69 68 4 76 28
31 32 47 56 21 55 36 52 48 83

9]

Zadanie 1. Wpisz dane z tab. 1 do arkusza Excel i po posortowaniu danych oblicz stosowny procent.
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Zapewne otrzymasz, ze 47% kurséw takséwek miato dtugos¢ co najmniej 40 km. Jezeli nie sprawdzites tego,
to jednak sprawdz. Czy mozna zaufaé tej prognozie? Pewien ostrozny cztonek zarzgdu zdecydowat, ze nale-
7y jeszcze raz dokonaé pomiaru losowych prébek odlegtosci. Wyniki losowych prébek z kolejnego tygodnia
sg zamieszczone w tab. 2.

Odpowiedni procent dla drugiej proby losowej wynidst 40%. Sprawdz to. R6znica z poprzednig progno-
23 to 7% — powiedzmy, ze nie do zaakceptowania z punktu widzenia celdw zarzadu. To naturalne rozwigzanie
okazuje sie byé wysoce niepewne. Co mozna zaproponowaé? Moze branie prob losowych z kolejnych tygodni
i wziecie Sredniej prognozy? Nie jest to catkiem wiarygodna propozycja. Pomysl, co sie dzieje, jezeli jest pew-
na sezonowo$c¢: latem jest troche wiecej zaméwien z dalszych odlegtosci, zimg troche mniej. Aby radykalnie
wyeliminowaé propozycje brania préb losowych z kolejnych tygodni, zatézmy, Ze stosowna informacja jest
potrzebna ,,na wczoraj” i nie ma czasu przeciggac na tygodnie obliczenia rozwigzania.

Czy w takim razie w ogble mozna rozwigzaé nasze zadanie? Mozna. Wiodaca ideg jest nastepujaca
mysl: w zebranych danych ukryta jest jakas struktura, jakies prawo. Jezeli odkryjemy te strukture, to prawo,
to bedziemy mogli sformutowaé sensowna prognoze procentu odlegtosci wiekszych réwnych od 40-stu kilo-
metrow.

Zadanie wykrycia ukrytej w danych struktury byto rozwazane jeszcze w czasach przed powstaniem
komputeréw. Bardzo wazne metody wykryta statystyka matematyczna zajmujaca sie zastosowaniem rachun-
ku prawdopodobiefistwa w analizie danych. Powszechna dostepnosé stosunkowo duzych mocy obliczenio-
wych komputeréw data silny impuls do rozwoju nowych dziedzin informatyki: eksploracji danych (ang. da-
ta-mining), systemow uczacych sie (ang. machine-learning), hurtowni danych (ang. date warehouses) i do dal-
szego rozwoju statystyki.

Drogi uczniu, bedziemy prébowali wykry¢ strukture w podanych stu danych, uzywajgc tylko arkusza
Excel. Uzyjemy metody proponowanej przez statystyke matematyczng. Metody statystyczne prébuja ,,wygta-
dzi¢” skoficzony zbiér danych, dopasowujac do danych stosowny rozktad prawdopodobiefstwa. Pasujgcy do
danych rozktad prawdopodobiefistwa to prawo ukryte w danych, ktérego bedziemy poszukiwac i w oparciu
o nie obliczymy rozwigzanie naszego zadania. Nie wszystkie istotne kwestie beda do kofica zmatematyzowa-
ne. Bedziemy odwotywac sie do intuicji.

Wykrywanie ukrytych w danych struktur i praw o naturze innej niz statystyczna to przedmiot badan
dziedzin informatyki, takich jak: systemy uczace sie (ang. machine-learning), teoria zbiorow przyblizonych
(ang. rough-sets theory), systemy wielo-agentowe (ang. multi-agent systems), sieci neuronowe (ang. neural
nets), algorytmy genetyczne (ang. genetic algorithms). Mozesz poznac te zagadnienia, gdy wybierzesz studia
matematyczne lub informatyczne na dobrej uczelni.

Zrealizowanie naszego zamierzenia wykrycia struktury w naszych stu danych wymaga poznania poje¢, ta-
kich jak:

histogram danych,

zmienna losowa — ciggta lub dyskretna,

rozktad prawdopodobiefistwa zmiennej losowej,

wartos¢ Srednia i odchylenie standardowe zmiennej losowej,

rozktad normalny,

miara x-kwadrat dopasowania danych do rozktadu.

Po kolei oméwimy te pojecia bez Scistych podstaw matematycznych, odwotujgc sie w duzym stopniu do intu-
icji. Nie bedzie to bardzo trudne. No c6z, na razie bedzie troszeczke tzw. teorii, a mniej recznej roboty klikania
w arkusz. Na pocieche, pojawiajace sie posrednie zadania bedziemy rozwigzywac uzywajac arkusza Excel.

2.1 HISTOGRAM

W przypadku danych dyskretnych, histogram danych daje informacje o czestosci wystapienia danej wartosci
wsréd danych. W przypadku danych ciggtych, histogram daje informacje o liczbie danych nalezgcych do za-
danych przedziatow.

Przed przystgpieniem do konstruowania histogramu danych nalezy zdecydowaé, czy dane sa ciagte
czy dyskretne. Histogram dla danych ciggtych konstruuje sie troche inaczej niz histogram dla danych dyskret-
nych. Wprawdzie nasze dane sg liczbami naturalnymi, lecz zasadniczo odlegtosci moga byé dowolnym utam-
kiem. Decydujemy wiec, ze nasze dane s3 ciagte.
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Przyktadem danych dyskretnych sg wyniki ankiety studenckiej oceny pewnego semestralnego wykta-
du w skali dyskretnej od -5 do 5, tzn. ze mozliwe oceny nalezg do zbioru {-5, -4, -3, -2,-1,0, 1, 2, 3, 4, 5},
a przyktadem danych ciagtych sg wyniki pomiaru np. temperatury albo odlegtosci.

Konstrukcja histogramu danych ciagtych

m Posortuj dane.

m Podziel posortowane dane na przedziaty. W przypadku 100 danych powszechng praktyka jest wziecie od 10
do 15 przedziatéw. Réwnie powszechna praktyka jest branie takich przedziatéw, ze przypada co najmniej od
5 do 8 danych na przedziat. W naszym przypadku po prostu bierzemy przedziaty potencjalnie po 7 danych:
[0,7),17,14),[14, 21), [21, 28), [28, 35), [35, 42), [42, 49), [49, 56), [56, 63), [63, 70), [70, 77), [77, 84).

m Oblicz, ile danych wpada do pierwszego przedziatu, do drugiego przedziatu, do kolejnych przedziatéw, az
po ostatni — to jest wtadnie poczatkowy histogram.

m taczymy przylegajace przedziaty, do ktérych wpadto mniej niz 5 danych i dostajemy wynikowy histogram.

Zadanie 2. Postugujac sie arkuszem Excel oblicz histogram poczatkowy bez ztagczenia przylegajacych
przedziatéow zawierajgcych mniej niz 5 danych.

Wskazowka. Popatrz kolejno na posortowane dane i zlicz, ile danych wpada do kolejnych przedziatow
[0, 7), [7, 14), [14, 21),... Ambitniejsi uczniowie moga te obliczenia zaprogramowac w jezyku Visual Ba-
sic for Excel jako funkcje h(f) obliczajaca liczbe danych wpadajacych do przedziatu nr .

Powinienes otrzymac histogram poczatkowy przedstawiony w tab. 3.

Tabela 3.
Histogram bez taczenia przedziatéw zawierajgcych mniej niz 5 danych

Nr. przedz. |[lewy kr. prawy kr.) liczba danych
0 0 7 6
1 7 14 7
2 14 21 8
3 21 28 11
4 28 35 13
5 35 42 15
6 42 49 14
7 49 56 11
8 56 63 7
9 63 70 5
10 70 77 2
11 77 83 2

Histogram po ztaczeniu przylegajacych przedziatéw, zawierajgcych mniej niz 5 danych, jest przedstawiony
w tab. 4. PotgczyliSmy trzy przedziaty [63, 70), [70, 77), [77, 83) dlatego, Ze potgczenie dwdch przedziatow [70,
77), [77, 83) dato tylko 4 dane w potaczonym przedziale — nadal mniej niz 5. Prawy kraniec ostatniego prze-
dziatu ustaliliSmy na 999 jako reprezentacje +%. Chodzi o to, ze wszystkie dane wieksze od lub réwne 63 trak-
tujemy juz jako dane wpadajgce do jednego przedziatu [63,+).

Gdy chcemy wyjasnié sens pojecia histogramu i co wiecej, rozwigzaé opisany problem duzej firmy tak-
séwkowej, musimy odwotaé sie do pojecia zmiennej losowej i, co gorsza, do jej rozktadu prawdopodobiefi-
stwa.

2.2 ZMIENNA LOSOWA
Drogi uczniu, zapewne nie przepadasz za prawdopodobiefistwem i pojeciami z nim zwigzanymi, a w szczeg6l-
nosci za zmiennymi losowymi. Postaramy sie wyjasni¢ potrzebne pojecia na prostych przyktadach, nie wcho-
dzac w matematyczne definicje.
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Tabela 4.
Histogram po ztgczeniu przylegajgcych przedziatéw zawierajgcych mniej niz 5 danych

Nr. przedz. [lewy kr. prawy kr.) | liczba danych
0 0 7 6
1 14
2 14 21 8
3 21 28 11
4 28 35 13
5 35 42 15
6 42 49 14
7 49 56 11
8 56 63 7
9 63 999 9

Przyktad 1. Stynna zmienna dyskretna rzut_kostka. Czy domyslasz sie, jaki jest zbi6ér wartosci, ktore moze
przyjac ta zmienna? Oczywiscie tym zbiorem jest {1, 2, 3, 4, 5, 6}. A jaki jest rozktad prawdopodobiefstwa tej
zmiennej, czyli z jakim prawdopodobiefistwem zmienna dyskretna przyjmuje poszczeg6lne swoje wartosci?
Zapewne czujesz, ze jezeli kostka jest rzetelna to rozktad prawdopodobiefistwa tej zmiennej jest jednostaj-
ny: kazda wartosc¢ ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5, 6} moze by¢ przyjeta z jednakowym prawdopodobiefstwem 1/6.

Przyktad 2. Dzienna sprzedaz jednostek towaru x w pewnym sklepie. Czy domyslasz sie, jaki jest zbidr wartosci,
ktére moze przyjac ta dyskretna zmienna losowa? Zbiorem tym jest caty zbiér liczb naturalnych N={0, 1, 2,...}. Drogi
uczniu, zapewne stusznie zauwazysz, ze astronomicznie wielkie wartosci nie beda wartoSciami tej zmiennej, wiec
dlaczego caty zbiér liczb naturalnych jest przyjety jako zbiér wartosci zmiennej? Odpowied? jest nastepujgca: praw-
dopodobiefstwo przyjecia astronomicznie wielkich wartoSci przez tg zmienng jest réwne 0. O rozktadzie prawdo-
podobiefstwa tej zmiennej nic nie mozemy powiedzie¢ poza tym, ze prawdopodobiefstwo przyjecia bardzo du-
zych wartosci jest 0. Wiecej substancjalnych informacji o rozktadzie prawdopodobienstwa tej zmiennej statystycy
potrafig podac badajac histogramy dostatecznie licznych préb wartosci tej zmienne;j.

Przyktad 3. OdlegtoS¢ miejsca zaméwienia takséwki od zajezdni, czyli zmienna losowa, ktérej probe stu
wartosci analizujemy. Jak juz wspomnieliSmy, zasadniczo odlegtos¢ moze by¢ dowolnym utamkiem, wiec
zbiorem wartosci, ktére moze przyjaé ta zmienna, jest zbior liczb rzeczywistych R. Jest to ciggta zmien-
na losowa. Drogi uczniu, jakie jest prawdopodobiefistwo, ze zmienna przyjmie warto$¢, przyktadowo,
z = 27,835281735901209827 km? Dla ciggtych zmiennych losowych mozemy sensownie pyta¢ nie o to, ja-
kie jest prawdopodobiefistwo przyjecia jakiejs konkretnej wartosci, lecz o to, jakie jest prawdopodobiefstwo
przyjecia przez zmienng wartosci z mniejszej od zadanego x € R. Rozktad prawdopodobiefistwa zmiennej lo-
sowej ciggtej, w odréznieniu od zmiennej dyskretnej, daje informacje nie o tym, jakie jest prawdopodobief-
stwo przyjecia danej konkretnej wartosci x R, lecz o tym, jakie jest prawdopodobiefistwo przyjecia warto-
$ci mniejszej od danej konkretnej wartoSci x € R. Co mozemy powiedzieé o rozktadzie prawdopodobiefistwa
zmiennej odlegto$¢? Na razie tylko tyle, ze prawdopodobiefistwo tego, ze zmienna losowa odlegtosS¢ przyjmie
wartos¢ mniejszg od bardzo duzej liczby x jest bliskie 1 i prawdopodobiefistwo, ze zmienna losowa odlegtosé
przyjmie wartos¢ mniejszg od bardzo matej liczby x jest bliskie 0. Doktadniejsze zbadanie rozktadu prawdo-
podobieAstwa tej zmiennej jest naszym celem.

Uczniowie odwazni i zdecydowani na wszystko moga przeczytaé nastepujace definicje doktadniej wyjasnia-
jace omawiane pojecia, ale nie jest to konieczne do zrozumienia dalszej czesci tego opracowania.

Zmienna losowa ciagta
Formalnie rzecz biorac, ciggta zmienna losowa jest funkcja o wartoSciach rzeczywistych, okreslong na pew-
nej przestrzeni z prawdopodobiefistwem X:
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p: X—R.

Zwykle przestrzen X nie jest wyraznie wyspecyfikowana, jedynie mozemy obserwowac wartosci zmiennej lo-
sowej . Wymaga sie, by dla kazdej liczby rzeczywistej x € R nastepujace prawdopodobiefstwo byto dobrze
okreslone:

f) =Pr(fe eX]| @le) <x}).

Funkcja f to wtasnie rozktad prawdopodobieistwa ciggtej zmiennej losowej ¢. Wartos¢ f(x) jest prawdopo-
dobiefstwem tego, ze wartos¢é zmiennej losowej @ bedzie mniejsza lub réwna x.

Nie od rzeczy jest bys zajrzat do Twojego podrecznika matematyki do rozdziatéw o rachunku prawdopodo-
biefistwa i poznat stosowne definicje i przyktady, ale nie jest to konieczne.

W naszym przypadku zaktadamy, ze obserwowane odlegtoSci sa wartoSciami pewnej ciggtej zmiennej
losowej.

Zmienna losowa dyskretna
Niech A bedzie pewnym podzbiorem (skoficzonym lub nie) zbioru liczb catkowitych Z. Dyskretna zmienna lo-
sowa jest funkcjg okreslong na pewnej przestrzeni X z prawdopodobiefistwem, o wartoSciach w zbiorze A.

p: X A.
Wymagamy, by dla kazdego elementu a € A nastepujace prawdopodobiefistwo byto dobrze okreSlone:
f@=Pr{xexX|pX)=a}).

Funkcja f to rozktad prawdopodobiefistwa dyskretnej zmiennej losowej ¢. Warto$¢ f(a) jest prawdopodo-
biefistwem tego, ze dyskretna zmienna losowa ¢ przyjmie wartos¢ a. Tak jak w przypadku ciagtej zmiennej
losowej, przestrzeh X zwykle nie jest wyspecyfikowana. Mozemy jedynie obserwowac wartosci dyskretnej
zmiennej losowej. Mozna zajrze¢ do podrecznika, aby poznaé wiecej przyktadéw dyskretnych zmiennych lo-
sowych.

Liczba odwiedzin w ciagu dnia pewnej strony internetowej w kolejnych dniach to kolejny przyktad wartoSci
dyskretnej zmiennej losowe;.

Wartosc Srednia, wariancja i odchylenie standardowe zmiennej losowej

Intuicyjnie méwigc, wariancja (czy odchylenie standardowe) zmiennej losowej jest liczbg mierzaca, jak bardzo war-
tosci zmiennej r6znig sie od wartosci Sredniej — czy to w kierunku wartosci wiekszych, czy mniejszych od wartosci
Sredniej zmiennej losowej. Dla naszych celéw nie sg niezbedne Sciste definicje wymienionych wyzej pojeé. Zamiast
tych definicji uzyjemy tzw. estymatoréw wymienionych wielkosci: wyliczanie z losowej proby wartosci zmiennej

przyblizenia jej Sredniej, przyblizenia jej wariancji i odchylenia standardowego. Prawdziwa wartos¢ srednia zmien-
nej bedziemy oznaczaé symbolem u, a odchylenie standardowe symbolem 3.

WréEémy do naszej préby stu odlegtoSci miejsca zaméwienia od zajezdni. Liczno$¢€ proby oznaczymy jako n =
100. Srednig u naszej zmiennej losowej przyblizymy jako wartoé¢ $rednia

x = (suma odlegtosci x danej losowej populacji odlegtosci)/n.
Wariancje w naszej zmiennej losowej przyblizymy jako nastepujgca sume:

w=2 (x-x?/(n-1)

x € proba odlegtosci

R6znica miedzy wartoscia x i Srednig x jest podniesiona do kwadratu. Czy domyslasz sie, dlaczego? Dlatego,
ze w sumie bardziej maja ,,wazy¢” wartosci x odlegte od Sredniej x niz wartoSci bliskie Sredniej x. Dzielenie
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jest przez n - 1 a nie przez n dlatego, by przyjete przyblizenie wariancji byto bardziej wiarygodne. Wynika to
z podstaw matematycznych naszej metody, ktore to podstawy pomijamy.

Odchylenie standardowe 0 naszej zmiennej losowej przyblizamy jako pierwiastek kwadratowy s z przyblize-
nia w wariancji.

s=vw.

Przyjmujemy teraz dos¢ arbitralne zatozenie: wielko5ci x, w, s dobrze przyblizaja prawdziwg wartos¢ srednig
u, prawdziwg wariancje i odchylenie standardowe d naszej zmiennej losowej.

Zadanie 3. Oblicz w arkuszu Excel warto$¢ x dla naszej proby stu odlegtosci.

Zadanie 4. ZnajdZ w pomocy arkusza Excel, wsréd funkcji statystycznych funkcje obliczajaca odchyle-
nie standardowe serii danych i oblicz warto$¢ s naszej proby odlegtosci. Mozna to obliczenie takze za-
programowac samemu w jezyku Visual Basic for Excel na podstawie podanych wzoréw nax, wi s.

Nasze dane traktujemy jako prébe wartoSci zmiennej losowej, ktorej wartoSciami sg odlegtosci miejsca zaméwie-
nia od zajezdni. Histogram jest pewnym przyblizeniem rozktadu prawdopodobiefistwa zmiennej losowej. Zauwaz,
ze jezeli podzielisz warto$ci naszego histogramu przez 100 (licznoS¢ préby), to otrzymasz liczby, ktére mozna in-
terpretowac jako przyblizenie prawdopodobiefnstwa tego, ze wartos¢ zmiennej losowej bedzie nalezata do stosow-
nego przedziatu.

Zadanie 5. Jakie jest przyblizone prawdopodobiefistwo tego, ze zdarzy sie zamodwienie o odlegtosci
miejsca zamoéwienia od zajezdni wiekszej rownej niz 28 i mniejszej niz 357

Zadanie 6. Przedstaw histogram poczatkowy jako wykres (stupkowy).

Wykres stupkowy poczatkowego histogramu, przed taczeniem przylegajacych przedziatéw zawierajgcych
mniej niz 5 danych jest przedstawiony na rys.1. Liczby ponizej stupkéw oznaczajg kolejne przedziaty: 1 —
przedziat [0, 7),2 — przedziat [7, 14) itd.

liczba danych

8 |[liczba danych

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Rysunek 1.
Wykres stupkowy histogramu Préby 1 (Tabela 1) odlegtosci
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Wyprzedzajac troche oméwienie rozktadu normalnego powiemy, ze ksztatt, w jaki uktadaja sie stupki

histogramu sugeruje, ze dane pasujg do rozktadu normalnego. Zauwaz, ze wartos¢ Srednia nalezy do prze-
dziatu, do ktérego wpada najwiecej danych.

Zadanie 7. Oblicz histogram i wykres dla drugiego zestawu stu odlegtosci.

Zapewne stwierdzisz, Zze dostate$ prawie taki sam histogram! Zaczyna sie ujawniaé struktura ukryta w na-
szych danych. Dane z obu zestawdéw maja co$ wspdlnego: pasuja do pewnego rozktadu prawdopodobiefi-
stwa, ktory to rozktad chcemy wykryé.

2.3 ROZKEAD NORMALNY
Moéwiac niedoktadnie, ale obrazowo, jezeli wartoSci zmiennej losowej bliskie Sredniej sg bardziej prawdopodob-
ne i prawdopodobiefstwo wartoSci symetrycznie maleje, gdy wartosci sg coraz dalsze od $redniej, to zapewne roz-
ktad prawdopodobiefistwa zmiennej losowej jest tzw. normalny. Po prostu, wartosci zmiennej bliskie Sredniej sg
bardziej prawdopodobne niz te bardziej odlegte od Sredniej.

Zadanie 8. Zbierz dane wzrostu uczniéw, powiedzmy z dwdch, trzech klas, wpisz je do arkusza Excel
i oblicz histogram zebranych danych oraz naszkicuj jego wykres. Sprawdz, czy mozna podejrzewac, ze
rozktad prawdopodobiefistwa zmiennej losowej ‘wzrost ucznia’ jest normalny.

Uwaga. Nalezycie dobierz przedziaty histogramu.

Histogram naszych stu danych odlegtoSci sugeruje, ze mamy do czynienia z rozktadem normalnym. Odlegto-
sci bliskie Sredniej x sg bardziej prawdopodobne niz odlegtosci dalsze od Sredniej.

Funkcja gestosci rozktadu normalnego
Uczniowie odwazni i zdecydowani na wszystko mogg nie zastaniac¢ oczu i spojrzec¢ na stynny wz6ér gestosci
prawdopodobiefistwa rozktadu normalnego:

f()=—c %{%T

2o

gdzie d jest odchyleniem standardowym zmiennej losowej ¢ o rozktadzie o powyzszej gestosci, a u jest Sred-
nig tej zmienne;j.

Jaki jest sens pojecia gestoSci prawdopodobiefistwa? Gestos¢ jest zdefiniowana tak, ze pole p po-
wierzchni pod krzywa wykresu gestosci prawdopodobiefistwa na lewo od prostej odcietej x rowne jest warto-
sci w punkcie x rozktadu prawdopodobiefstwa zmiennej losowej . Inaczej méwiac:

p = prawdopodobiefstwo tego, ze zmienna ¢ przyjmie wartos¢
mniejszg lub réwna x.

Zauwaz, ze we wzorze gestoSci prawdopodobiefistwa rdéznica x — u reprezentuje odchylenie wartosci zmien-
nej od Sredniej. Odchylenie to ma byé wyrazone w jednostkach 8, czyli réwnych odchyleniu standardowemu,
stad we wzorze jest wyrazenie (x — w)/8.

Przyktad 4. Przypuscmy, ze warto$¢ Srednia u pewnej zmiennej losowej to 10, a odchylenie standardowe & to
2. Odchylenie wartoSci x = 5 od Sredniej to x — uw = -5. Wynik jest ujemny, bowiem odchylenie wartosci x jest
w kierunku mniejszych od Sredniej wartosci. Jak warto$é -5 wyraza sie w jednostkach & = 2? Wartos¢ -5 =
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(x - w)/d odchylen standardowych & = (5 — 10)/2 odchylef standardowych 6 = 2.5 *2. Standaryzowana, czy-
li liczona w jednostkach 6 wartosé -5 to -2.5.
Jezeli dokonamy zmiany wspétrzednych:

X’ = (x-u)/d - standaryzowana wartos¢ x,

to wzdr na gestosé prawdopodobiefistwa przyjmuje postaé standardowa:

1 L2

f(X):Ee :

czyli rozktad normalny, gdy Srednia u = 0 i odchylenie standardowe § = 1.

Wykres standaryzowanego rozktadu normalnego i interpretacja powierzchni pod krzywa

Rysunek 2.
Wykres gestosci standardowego rozktadu normalnego

Narys. 2, cata powierzchnia pod krzywa to 1, czyli 100%. Powierzchnia p na lewo od z jest rowna prawdopo-
dobiefistwu p, Ze zmienna losowa o rozktadzie standardowym normalnym przyjmie wartos¢ < z. Wartosci po-
wierzchni p na lewo od zadanego z sg do odczytania z tablic wartosci standardowego rozktadu normalnego.
Mozna je takze wylicza¢ w arkuszu Excel stosujac funkcje statystyczna arkusza, obliczajgca pole powierzch-
ni na lewo od zadanego z pod krzywa gestosci rozktadu normalnego.

Jakie znaczenie ma powierzchnia p na lewo od z w kontekscie naszej proby losowej stu odlegtosci
(i rownie dobrze kazdej innej proby losowej wartosci zmiennej)? Powierzchnia p na lewo od z to w przyblize-
niu procent elementéw losowych obserwacji dajacych wartosé zmiennej losowej mniejszej lub réwnej z, czyli
procent obserwacji o wartoSci mniejszej lub réwnej z.

Mamy zatem

pxliczba_obserwacji = teoretyczna oczekiwana liczba obserwacji
o wartosci < z dla losowej populacji obserwacji
o0 zadanej licznosci réwnej liczba_obserwacji.

Powyzsza wtasnos¢ bedzie uzyta w ocenie wiarygodnosci hipotezy, ze nasze dane stu odlegtosci pasujg do
rozktadu normalnego.

Przyktad 5. WyliczyliSmy z naszej préby losowej odlegtosci, ze x = 36.56 a s = 19.25. Przypominamy, ze x
oznacza Srednig wartos¢ naszej proby stu odlegtosci, s jest wyliczonym z tej proby przyblizeniem odchylenia
standardowego naszej zmiennej ‘odlegtosé’.
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Standaryzowana warto$¢ prawego kranca przedziatu [0, 7) to (7 — 36.56)/19.25 = -1.536. Odczytana z tabli-
cy warto$¢ powierzchni standardowego rozktadu normalnego na lewo od z = -1.536 jest réwna p = 0.0623.

p*liczba_obserwacji = 6.23%%100 = 6.23

jest to teoretyczna, oczekiwana liczba odlegtosci < 7 na 100 obserwacji, o ile odlegtosci faktycznie maja roz-
ktad normalny o Sredniej bliskiej 36.56 i odchyleniu standardowym bliskim 19.25.

Zadanie 9. ZnajdZ w pomocy arkusza Excel wérdd funkcji statystycznych funkcje stuzacg do obliczania
wartoSci standardowego rozktadu normalnego i oblicz stosowng wartos¢ dla z = -1.536.

Jezeli przyjmiemy hipoteze, ze nasze sto danych odlegtosci pasuja do rozktadu normalnego, to jesteSmy juz
bardzo blisko rozwigzania naszego problemu wiarygodnej oceny procentu odlegtosci od miejsca zaméwienia
do zajezdni, wiekszych od lub réwnych 40 kilometréw.

Standaryzowana warto$¢ 40 jest rowna (40 — 36.56)/19.25 = 0.1787. Pole na lewo od wartosci 0.1787 standaryzo-
wanego rozktadu normalnego, odczytane z tablicy, jest rowne 0.5709. Pole na prawo od warto$ci 0.1787 standary-
zowanego rozktadu normalnego wynosi wiec 1 — 0.5709 = 0.4291, czyli 42.9% stanowi oczekiwany procent zam6-
wief z odlegtoSci powyzej 40 kilometrow.

Zadanie 10. Powt6rz caty proces obliczania prognozy dla drugiego zestawu stu odlegtosci.

Zapewne otrzymate$ nieco inng warto$¢, co bierze sie stad, ze Srednia drugiej proby i obliczone z drugiej pré6-
by przyblizenie odchylenia standardowego sg nieco inne niz dla pierwszego zestawu danych. A wiec standa-
ryzowana wartos¢ 40-stu tez bedzie nieco inna. Jednak réznica tych prognoz to o rzad wielkosci mniej niz 7%
r6znicy naiwnych prognoz wyliczonych z tych dwéch prob!

2.4 OCENA WIARYGODNOSCI HIPOTEZY
Zajmiemy sie tutaj zagadnieniem oceny wiarygodnos$ci hipotezy, ze nasze sto danych odlegtosci pasuja do
rozktadu normalnego, postugujac sie miara x-kwadrat dopasowania danych do rozktadu.

Drogi uczniu, teraz zaczynaja sie ,schody”. Powiemy na pocieszenie, ze znajomos¢ zagadnief prezentowa-
nych w tej czeSci nie jest konieczna do sformutowania naszej prognozy, ktéra juz zostata sformutowana, jak i do
zrozumienia czeSci trzeciej dotyczacej Drzew Decyzyjnych. Ponizsze intuicyjne rozwazania sg dla tych, ktérzy chcie-
li by zobaczyé, jak nasze wzrokowe wrazenie, ze ksztatt stupkéw histogramu pasuje do krzywej gestosci rozkta-
du normalnego, mozna mniej wiecej sformalizowaé. Zrozumienie doktadnej formalizacji tego zagadnienia wyma-
ga gtebszych studiéw statystyki.

Wykres gestosci rozktadu normalnego zmiennej losowej o rozktadzie normalnym z wartosciag Srednig
bliskg 36.56 i odchyleniem standardowym 19.25 ma ksztatt mniej wiecej taki, jak na rys. 3.

TN

] —

—7 14 21 28 35 4365 42 49 56 63

Rysunek 3.
Wykres gestoSci zmiennej losowej o rozktadzie normalnym z wartoscia srednig bliskg 36.56 i odchyleniem
standardowym 19.25
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Niech pp bedzie polem paska wyznaczonego przez wartosci y <z, gdzie y,zsa kraficami kolejnego przedziatu. Przy-
ktadowo, y = 28, z= 35. Pole pp paska obliczamy nastepujgco. Najpierw obliczamy standaryzowane wartosci y’, 2’
wartosci y i z. Nastepnie obliczamy réznice wartosci standaryzowanego rozktadu normalnego dla wartosciy’ i z’.
Otrzymana réznica to pole pp paska. Wynika to z interpretacji pola pod krzywa gestosci rozktadu normalnego na
lewo od prostej odcietej x.

pp*liczba_obserwacji = E = teoretyczna liczba obserwacji o wartoSci pomiedzy yiz.
O = obserwowana w prébie liczba obserwacji o wartosciach pomiedzy yi z.
Wartos¢ O to wartoS¢ histogramu dla przedziatu [y, 2).
Zadanie 11. Zaktadajac, ze nasze dane pasujg do rozktadu normalnego oblicz, jakie jest teoretycz-

ne prawdopodobiefistwo tego, ze zmienna losowa odlegtos¢ przyjmie wartoSé wiekszg lub réwng 28
i mniejszg od 357 Jaka jest teoretyczna liczba obserwacji o wartosciach pomiedzy 28 i 35?7

Zadanie 12. Wypetnij w arkuszu Excel tabele 5.

Tabela 5.
Wartosci oczekiwane i obserwowane

kr. przedz std. wart. std. norm. pasek E 0]

14
21
28
35
42
49
56
63
999

W tabeli 5, pierwsza kolumna zawiera prawe krafice kolejnych przedziatow histogramu. Druga kolumna
ma zawiera standaryzowane wartosci prawych krafcéw kolejnych przedziatéw histogramu. Trzecia ko-
lumna ma zawiera¢ pole powierzchni pod krzywa gestosci standardowego rozktadu normalnego na lewo
od standaryzowanego krafica kolejnego przedziatu histogramu. Czwarta kolumna ma zawierac pole po-
wierzchni pod krzywa gestosci standardowego rozktadu normalnego miedzy standaryzowanymi warto-
Sciami kraficow kolejnego przedziatu histogramu, czyli rowne réznicy biezacej i poprzedniej wartosci
w kolumnie trzeciej. Pigta kolumna ma zawierac teoretyczne oczekiwane liczby obserwacji o wartosciach
z kolejnego przedziatu histogramu, czyli liczby réowne odpowiadajacej warto$¢ w kolumnie czwartej po-
mnozonej przez liczbe obserwacji (czyli przez 100). Sz6sta kolumna ma zawierac liczby obserwacji Proby
1 o wartoSciach z kolejnego przedziatu histogramu.
Powinienes otrzymac tabele z wartoSciami jak w tab. 6.

W ostatnim wierszu, dla krafica przedziatu 999 przez pasek rozumiemy pole powierzchni na prawo od stan-
daryzowanej wartosci 63. Ta powierzchnia réwna sie 1 minus pole powierzchni na lewo od standaryzowanej
wartosci 63, czyliwynosi 1 — 0.9147 = 0.0853.
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Tabela 6.
Wartosci oczekiwane i obserwowane

kr. przedz std. wart. std. norm. pasek E 0
7 -1,535584 0,0621 0,0621 6,21 6
14 -1,171948 0,121 0,0589 5,89
21 -0,808312 0,209 0,088 8,8
28 -0,444675 0,33 0,121 12,1 11
35 -0,081039 0,4681 0,1381 13,81 13
42 0,2825974 0,6103 0,1422 14,22 15
49 0,6462338 0,7422 0,1319 13,19 14
56 1,0098701 0,8438 0,1016 10,16 11
63 1,3735065 0,9147 0,0709 7,09
999 0,0853 8,53 9

Miara x-kwadrat dopasowania danych do rozktadu
Nastepujacy wzér

2= 2 (0-EE

0, E dla kolejnych przedziatéw histogramu
omdéwimy na poziomie intuicji, nie dotykajac jego podstaw matematycznych.

Sprébuj odpowiedzie¢ na pytanie, czy z punktu widzenia dobrego dopasowania danych do rozktadu normal-
nego lepiej jest, gdy wartos¢ )2 jest duza, czy gdy jest mata. Jezeli wartos¢ )2 jest mata, to sktadniki sumy sg
mate, bowiem sktadniki sumy sg dodatnie. Jezeli sktadniki sumy sg mate, to wartosci O, E sg bliskie sobie. Je-
zeli wartoéci O, E sg bliskie sobie, to dane pasujg do rozktadu normalnego — bowiem warto$ci obserwowane
O mato sie rd6znig od teoretycznych wartosci E, ktére powinny byé obserwowane, jezeli rozktad prawdopodo-
biefistwa zmiennej jest doktadnie rozktadem normalnym. Zatem odpowiedZ na nasze pytanie brzmi: jest le-
piej, gdy wartos¢ »2 jest mata.

Kiedy mozemy uznaé, ze wartos¢ )2 jest ,,mata”, czyli, ze dane pasuja do rozktadu normalnego? Jest to trud-
ne zagadnienie i oméwimy je tylko z grubsza. Z podstaw matematycznych omawianego wzoru na 2 wyliczono pew-
ng prostokatng tablice wartosci y2. Numer rzedu tej tablicy odpowiada tzw. poziomowi ufnosci, numer kolumny od-
powiada tzw. stopniowi swobody procesu liczenia wartosci )2. Te trudne pojecia oméwimy tylko na poziomie intu-
icji. Jezeli okreslimy jako$ liczbe stopni swobody sumy )2 i przyjmiemy pewien poziom ufnosci, to mozemy odczytac
z tablicy pewng warto$¢ chi. Jezeli wyliczona z proby warto$¢ )2 jest mniejsza od tablicowej warto$ci chi, to uznaje-
my, ze wartos¢ »? jest,,mata” i ze dane préby pasuja do rozktadu normalnego.

Poziom ufnosci
JeZeli zdecydowanie nie chcemy rozprawiac o ,kwantylach rzedu a rozktadu y? z n stopniami swobody”, to zo-
staje nam jedna z popularnych i bardzo nieprecyzyjnych interpretacji poziomu ufnosci:

poziom ufnosci a oznacza, ze ryzyko przyjecia btednego wniosku,
ze dane pasujg do rozktadu normalnego, jest mniejsze niz a.

To samo powiedziane inaczej: wniosek, ze dane pasujg do rozktadu normalnego, jest pewny w stopniu co naj-
mniej 1 — a.. Co to naprawde oznacza, mozesz dowiedzie¢ sie gtebiej studiujgc podstawy statystyki matema-
tycznej, miedzy innymi owe kwantyle rozktadu »2.

Liczba stopni swobody
Jest to jedna z najtrudniejszych do intuicyjnego wyttumaczenie koncepcji w statystyce. Sprébujemy objasni¢
ja na prostym przyktadzie. Rozwazmy wzér
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Zat6zmy, ze zostato ustalone, ze a = 10. lle jest stopni swobody omawianego wzoru? No jasne, ze 3. Jezeli
przyjmiemy dowolne trzy wartosci zmiennych x,, x,, X,, x, to wartoS¢ czwartej z nich jest juz wyznaczona, bo-
wiem wartoSci wszystkich tych zmiennych sumuja sie do a = 10.

Podobnie, jak w przypadku pojecia poziomu ufnosci, okreslimy tylko intuicyjnie liczbe stopni swobody na-
szego wzoru

2 =2 (0-EP/E

0, E dla kolejnych przedziatéw histogramu

W sumie »? jest 10 sktadnikéw. Wszystkie dziesie¢ wartosci obserwowanych O sumuja sie do 100, tak samo jak war-
toSci oczekiwane E. Ile jest zatem swobodnych wartosci O — £? Tylko 9, bowiem wszystkie 10 r6znic O - E sumujg
sie do zera. Z naszych 100-tu danych wyliczyliSmy dwa parametry x oraz s, ktére zostaty uzyte (poprzez standary-
zacje kraficow przedziatéw histogramu) do wyliczenia kolejnych wartosci E. ,,Swoboda” wyliczania E jest pomniej-
szona o 2. Przyjeta przez nas liczba stopni swobody to 10 - 1 - 2 = 7. Nie jest to jasne? Drogi uczniu, nie przejmu;j
sie. JesteS w dobrym towarzystwie wielu specjalistow, ktérym zdarzato sie Zle wyliczaé liczbe stopni swobody roz-
wazanych wzoréw.

Wr6émy do naszego przypadku zestawu stu danych. Z wyliczonej tab. 6 odczytujemy kolejne wartosci
O, Eii liczymy wartoS¢ 2.

=2 (0-EPE=(6-6,21)2/6,21+(7-5,89)?/5,89 +...+(9 — 8,53)/8,53
% = 0,625538.

Zadanie 13. Oblicz w arkuszu Excel wartos¢ ? wedtug powyzszego wzoru, wykorzystujac wczesniej ob-
liczone wartosci O i Ew tablicy 6.

Liczba stopni swobody wynosi 10 — 2 — 1, czyli jest réwna 7, a poziom istotnosci wynosi 0,05, czyli 5%. Tabli-
cowa wartos¢ chidla siedmiu stopni swobody i poziomu istotnoSci 5% wynosi 14,06713, czyli duzo wiecej niz
obliczona z populacji wartos¢ statystyki x>. Wnioskujemy, ze nasze dane dobrze pasujg do rozktadu normal-
nego. Uznajemy, Ze nasza prognoza 42.9% jest wiarygodna.

Zadanie 14. Oblicz miare »? dla drugiego zestawu stu danych.

3 DRZEWA DECYZY|NE

3.1 ZASTOSOWANIE DRZEWA DECYZYJNEGO DO KLASYFIKAC)I DANYCH
Indukcja drzew decyzyjnych jest jedng z klasycznych metod, stosowanych w systemach uczacych sie. Naj-
pierw przedstawimy podstawowe pojecia na poziomie intuicyjnym.

Zatézmy, ze stany pogody opisane w tabeli zostaty poklasyfikowane przez eksperta do dwéch kategorii: 0
(nie nadaje sie do gry w golfa) i 1 (nadaje sie do gry w golfa). Tabela ta jest przyktadem zbioru treningowego.
Zadaniem algorytmu uczenia sie jest uogélnic klasyfikacje podanag w zbiorze treningowym na wszystkie po-
zostate obiekty (tutaj na wszystkie pozostate stany pogody, w szczegdlnoSci na stan w wierszu 15).

Zmierzamy do przedstawienia idei klasycznego algorytmu uczenia sie, indukcji drzew decyzyjnych. Za-
t6zmy, ze mamy do dyspozycji pewien zbior S testéw. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze do zbioru S naleza
tylko testy rownoSciowe, np.
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Przyktad 6. Tabela stanéw pogody

Tabela 7.

Stany pogody

X |Aura Temperatura wilgotnos¢ wiatr klasyfikacja
1 stoneczna ciepta duza staby 0

2 stoneczna ciepta duza silny 0

3 pochmurna ciepta duza staby 1

4 deszczowa umiarkowana duza staby 1

5 deszczowa zimna normalna staby 1

6 deszczowa zimna normalna silny 0

7 pochmurna zimna normalna silny 1

8 stoneczna umiarkowana duza staby 0

9 stoneczna zimna normalna staby 1

10 |deszczowa umiarkowana normalna staby 1

11 |stoneczna umiarkowana normalna silny 1

12 |pochmurna umiarkowana duza silny 1

13 |pochmurna ciepta normalna staby 1

14 |deszczowa umiarkowana duza silny 0

15 |deszczowa ciepta duza staby ?

stoneczna, gdy atrybutem aura obiektu x jest stoneczna
t,.00= { pochmurna, gdy atrybutem aura obiektu x jest pochmurna
deszczowa, gdy atrybutem aura obiektu x jest deszczowa
Ile testéw réwnosciowych mozemy przyjaé dla naszego zbioru treningowego standéw pogody? OczywiScie
cztery testy t, b oeraurar Luitgotnose it ... Kazdy test generuje pewien podziat zbioru treningowego. Na przy-
ktad test t, _ dzieli nasz zbidr treningowy na trzy klasy obiekt6w, ktorych atrybutem aura jest odpowiednio
stoneczna, pochmurna i deszczowa. Nastepnie, na kazdym z tych zbioréw zadany jest podziat na kategorie,

zgodnie ze zbiorem treningowym. Przyktadowo, dla testu t, _dostajemy trzy podziaty:

(@) podziat obiektéw X zbioru treningowego z atrybutem aura = stoneczna na te
zakwalifikowane do kategorii 0 i na te zakwalifikowane do kategorii 1,

(b) podziat obiektéw X zbioru treningowego z atrybutem aura = pochmurna na te
zakwalifikowane do kategorii 0 i na te zakwalifikowane do kategorii 1,

(c) podziat obiektéw X zbioru treningowego z atrybutem aura = deszczowa na te
zakwalifikowane do kategorii 0 i na te zakwalifikowane do kategorii 1.

Zadanie 15. Podaj doktadnie podziaty (a), (b) i (c).
Entropia podziatu

Entropia ma by¢ miarg nieporzadku w podziale. Przyktadowo, rozwazmy nastepujgce podziaty P, i P, przed-
stawione narys. 4.

Rysunek 4.
Dwa podziaty
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JeZeli popatrzymy na podziaty P, P, z punktu widzenia tego, ze musimy zdecydowac si¢ na jedng z trzech
(w tych podziatach) kategorii, to P, reprezentuje wiekszy porzadek (czyli mniejsza entropie) niz P,. Dlaczego?
Dlatego, ze jezeli mamy zdecydowac sie na zakwalifikowanie wszystkich elementéw zbioru, na ktérym roz-
piety jest podziat P, do pewnej kategorii, to decydujemy sie na tg wyraznie najliczniejsza (dominujgcg) w po-
dziale P, kategorig. W przypadku podziatu P, nie mamy dominujgcej kategorii.

Jezeli méwimy o zbiorach nieskoficzonych, to za dominujaca kategorie uwazamy te, o znaczgco wiek-
szym w poréwnaniu z innymi kategoriami, prawdopodobiefstwie wylosowania elementu z tej dominujacej ka-
tegorii.

Jak mierzy¢ to, Ze w podziale pojawiajg sie dominujace (w sensie licznosci) kategorie? Mierzy to wartos¢
zwana entropig zdefiniowana podanym wzorem. JeZeli p, jest prawdopodobiefistwem wylosowania obiektu
z i-tej kategorii (1 < i < n), to wzdr na entropie podziatu na n kategorii jest nastepujacy:

E =2 —p*log(p)

i przebiegajace kategorie

Uwaza sie, ze im wieksza jest entropia, tym wiekszy jest nieporzagdek. W przypadku skoficzonych zbioréw, na
ktérych rozpiety jest podziat, prawdopodobiefistwo p, 0znacza po prostu stosunek licznoSci zbioru obiektow
kategorii i do licznoSci catego zbioru, na ktérym rozpiety jest podziat. Przyktadowo, jezeli na zbiorze X zada-
ny jest podziat na zbiory A, A,,..., A_to wzor na entropig przybiera nastepujgca postac:

E= 2 ~(Al/IXD*log(IAl/IX)

1<isn

Zadanie 16. Dla n = 2 i dla n = 3 przygotuj w arkuszu Excel tabele do obliczania entropii n sumujgcych
sie do jedynki prawdopodobiehstw. Ambitniejsi uczniowie moga napisac program ktéry dla podanej
liczby n i podanych n prawdopodobiefistw p.,..., p, (sumujgcych sie do jedynki) obliczy entropie tych
prawdopodobiefstw wedle powyzszego wzoru.

Entropia testu wzgledem zbioru treningowego
Jak juz wspomnielisSmy, kazdy test ¢ generuje podziat zbioru treningowego T na zbiory, powiedzmy, 7,..., T ,
gdzie m jest liczbg mozliwych wartoSci testu. Kazdy zbi6r T, dziedziczy ze zbioru treningowego T podziat na
kategorie. Entropia testu to wazona suma entropii podziatéw zbioréw T, na kategorie. W wazonej sumie entro-
pii tych podziatéw bardziej maja wazy¢ entropie podziatéw rozpigtych na liczniejszych zbiorach T. Na przy-
ktad, entropig testu t _wzgledem zbioru treningowego zadanego przez tabele 7 stanow pogody jest:
entropia podziatu (@)*stosunek licznosci zbioru na ktérym rozpiety jest podziat (a) do licznosci catego
zbioru treningowego +
entropia podziatu (b)*stosunek licznosci zbioru na ktérym rozpiety jest podziat (b) do licznosci cate-
go zbioru treningowego +
entropia podziatu (c)*stosunek licznosci zbioru na ktérym rozpiety jest podziat (c) do licznoSci catego
zbioru treningowego.
Konkretnie, test ¢ dzieli zbiér treningowy stanéw pogody {1, 2,..., 14} na nastepujace zbiory:
T ={1,2,8,9, 11} - stany z atrybutem aura = stoneczna,
T,={3,7,12,13} - stany z atrybutem aura = pochmurna,
T,={4,5, 6, 10, 14} - stany z atrybutem aura = deszczowa.

Na kazdym z tych zbioréw mamy nastepujace podziaty na kategorie (najpierw stany z kategorig 0, potem sta-
ny z kategorig 1):
{{1,2,8},{9,11}} - zatézmy, ze entropia tego podziatu jest liczba e ,
{9,{3,7,12,13}} -tylko obiekty z kategorig 1, zbi6r obiektéw ze zbioru
{3,7,12, 13} z kategorig O jest pusty. Entropig podziatu na jeden zbiér jest e, = 0.
{{6, 14}, {4, 5, 10}} - zatdzmy, Ze entropia tego podziatu jest liczba e..
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Entropia testu ¢

aura

wzgledem zbioru treningowego stanéw pogody jest réwna
(5/14)*e, + (4/14)%e, + (5/14)%e,

Drogi uczniu, jezeli zastosujesz przygotowane tabele badz program z zadania 16 do obliczenia entropii e, i e,,
to mozesz wyliczy€ konkretng warto$¢ liczbowa entropii testu t  _wzgledem zbioru treningowego stanéw po-
gody.

Nastepujacy przyktad ma zobrazowac graficznie pojecie entropii testu wzgledem zbioru treningowego
i ma poméc w dobrym ,,wyczuciu” tego pojecia.

Przyktad 7. Przedstawienie graficzne intuicji entropii testu wzgledem zbioru treningowego.

Rysunek 5.
Zobrazowanie intuicji entropii testu

Kwadrat na rys.5 reprezentuje pewien zbi6r treningowy, z elementami kategorii z6tty, biaty, czerwony.
Pola ilustruja licznos¢ (badZ prawdopodobiefistwo) poszczegdlnych kategorii. Test ¢, dzieli zbi6r treningo-
wy na dwa zbiory z dominujgcymi kategoriami (z6tta w jednym zbiorze podziatu, biata w drugim), test ¢,
nie. Entropia testu f, jest zapewne znaczgco mniejsza niz entropia testu ¢,.

Zadanie 17. Wylicz w arkuszu Excel entropie testu ¢ wzgledem zbioru treningowego stanéw po-

temperatura

gody. Wykorzystaj narzedzia przygotowane w zadaniu 16.

Nie bedziemy w tym miejscu przytaczaé formalnej definicji entropii dowolnego testu. Waznym jest widzie¢, ze
zhiér treningowy rozpada sie na kolejne mniejsze zbiory treningowe przyporzadkowane ,,odn6zkom” testu.
W naszym przyktadzie te kolejne zbiory treningowe to podziaty (a), (b), (c).

Przyktad drzewa decyzyjnego dla zbioru treningowego stanéw pogody

W kazdym wierzchotku drzewa narys. 6 jest wpisany jeden z dostepnych testéw. Wierzchotek ma tyle nastep-
nikdw, ile jest mozliwych wartosci testu wpisanego w ten wierzchotek. Przy korzeniu jest wypisany poczatko-
wy zbior treningowy. Przy kolejnych wierzchotkach sg wypisane kolejne mniejsze zbiory treningowe, na ktére
jest dzielony biezgcy zbiér treningowy przez test zapisany w wierzchotku. W lisciach drzewa sg wpisane kate-
gorie klasyfikacji standéw pogody. Drzewo to klasyfikuje stan 15 w tabeli do kategorii 1. Obliczenie przebiega
nastepujaco. WartoScig testut. dla stanu 15 jest deszczowa. Zatem kolejnym testem, ktéry zastosujemy do

stanu 15 jestt . Wartoscig testut . dla stanu 15 jest staby. Dochodzimy w drzewie do liscia z kategorig 1

wiatr® wiatr

i do tej kategorii jest zaklasyfikowany stan 15.

Zadanie 18. Czy jest sensowne, by na jednej Sciezce od korzenia do liscia pewien test wystapit dwu-
krotnie?
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{1,2,3,4,56,7,8,9,10,11,12,13,14}

sfoneczna
deszczowa

pochmurna

{1,2,8,9,11} {4,5,6,10,14}

{3,7.12,13}

{9,11} {1,2,8} {4,510} {6,14}

Rysunek 6
Przyktad drzewa decyzyjnego

Idea algorytmu indukcji drzew decyzyjnych
Algorytmindukcjidrzewdecyzyjnychjestalgorytmemrekurencyjnym.Drogiuczniu,mozeszdowiedzieésie,co
tojestalgorytmrekurencyjnyuczeszczajgcpilnienazajeciazalgorytmiki.Tutajpowiemytylkotyle,zealgorytmy
rekurencyjne przetwarzajg dang wejéciowa d wedle nastepujgcego schematu:

1. jezeli dana d jest prosta (tzw. dno rekursji) to algorytm od razu oblicza wynik.

2. jezeli dana d jest ztozona, to
2.1 algorytm oblicza dekompozycje danej d na prostsze dane d ..., d. .
2.2 odwotujgc sie do siebie samego algorytm oblicza rozwigzaniar,, r,,..., r, dla prostszych danych d,,..., d,

(wywotania rekurencyjne).

2.3 z czeSciowych rozwigzah r, r,,..., r, algorytm oblicza rozwigzanie r dla danej d.

Algorytm indukcji drzew decyzyjnych rekurencyjnie tworzy kolejne wierzchotki drzewa decyzyjnego. Do kaz-
dego kolejnego poziomu rekursji sg przekazywane nastepujace dane:

m biezacy zbior treningowy T,

m biezacy zbiér S dostepnych testow,

m domniemana kategoria k.

Funkcja buduj(7, S, k) zwraca korzei drzewa decyzyjnego zbudowanego dla zbioru treningowego 7T, zbioru
dostepnych testow S i domniemanej kategorii k. Zdefiniowanie nalezytego zbioru dostepnych testéw jest na
0g6t bardzo subtelnym zagadnieniem. Nie ma tu ogdlnych regut — po prostu nalezy dobrze wykorzystywac
specyfike konkretnego analizowanego przypadku.
algorytm buduj(T, S, K):
jezeli Tjest pusty to zwr6é iS¢ z wpisang kategoriag domniemang k //dno rekursji
w przeciwnym przypadku
jezeli w Tjest tylko jedna kategoria to zwrd¢ liS¢ z wpisana tag jedyng w T kategorig //dno rekurs;i
w przeciwnym przypadku
jezeli S jest pusty to zwrd¢€ lis¢ z wpisang tg kategoria, ktéra jest najliczniejsza w zbiorze T //dno rekursji
w przeciwnym przypadku // zbiory Ti S sq niepuste
{ 1.utwbrz kolejny wezet n;
2. ze zbioru S wybierz, wedle przyjetego kryterium wyboru testu, test t i wpisz go do utworzonego
wezta n;
3. jako k przyjmij najliczniejsza w T kategorie ;
4. oblicz zbiory treningowe T,..., T_, na ktére test t dzieli zbi6r 7, gdzie m jest liczbg mozliwych war-
tosci testu t;
5. // budowanie nastepnikow wezta n
dla wszystkich i = 1,..., m wykonaj
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i-ty nastepnik wezta n := buduj(T, S - {t}, K); // wotania rekurencyjne
6. zwrd¢ wezet n jako wynik funkcji;

b

Sercem algorytmu indukcji drzew decyzyjnych jest kryterium wyboru testu dla kolejnych wierzchotkéw bu-
dowanego drzewa decyzyjnego. Klasyczny algorytm przez entropie dla kazdego generowanego wierzchotka
konstruowanego drzewa decyzyjnego wybiera test o minimalnej entropii liczonej wzgledem kolejnego zbioru
treningowego pojawiajgcego sie przy tym wierzchotku. Zatem wybieramy test, ktéry dzieli biezacy zbi6r tre-
ningowy na zbiory, w ktérych pojawiaja sie dominujace kategorie. To, w jakim stopniu w zbiorach podziatu wy-
znaczonego przez test pojawiaja sie dominujace kategorie, mierzy entropia testu. Oprécz wyboru testu przez
entropie stosowanych jest takze wiele innych kryteriéw wyboru testu.

Zmierzamy do pokazania, ze przyktadowe drzewo z rys. 6 jest wynikiem dziatania algorytmu induk-
cji drzewa decyzyjnego, zastosowanego do przyktadowej tab. 7, zawierajacej stany pogody, oraz zbioru S te-
stéw réwnosciowych t, emperatura? Lwitgotnose? Luiatr Obliczenia wykonane za pomoca algorytmu buduj dla nasze-

go zbioru treningowego stanéw pogody przebiegajg nastepujaco.

1. Dla poczatkowego zbioru treningowego {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14} oblicz entropie dostepnych
testowt ,t t t .Okazuje sie, ze testem o minimalnej entropii jest t. . Do poczatkowego

aura’ “temperatura’ “wilgotnosé® “wiatr® aura®
wierzchotka (kgrzenia) érzewa wstawiany jest testt .
2. Testt dzieli poczatkowy zbidr treningowy na zbiory T, ={1, 2, 8,9, 11}, T, = {3, 7, 12, 13}, T, = {4,5, 6,10,
14}. Zbior T, (wartos¢ testu pochmurna) zawiera elementy tylko kategorii 1, wiec jako drugi nastepnik korze-
nia jest generowany lis¢ z tg kategoria,
3. (Wywotanie rekurencyjne) Dla zbioru treningowego T, oblicz entropie dostepnych testow ¢

temperatura’ twilgotnoéﬁ’

t .. Okazuje sie, ze testem o minimalnej entropii wzgledem zbioru T, jest L iigotnoce DO gENErOWanego pierw-
szego nastepnika korzenia wstawiamy testt,, ...
4, Test igotnose dzieli zbi6r T, na zbiory T, ={9, 11}, T, = {1, 2, 8}. Zbior T , zawiera tylko elementy kategorii 1,

zbidr T, zawiera tylko elementy kategorii 0. Generowane sg dwa liscie jako nastepniki biezgcego wezta, ze
stosownymi kategoriami.

5. (Wywotanie rekurencyjne) Dla zbioru treningowego T, oblicz entropie dostepnych testéw temperatura? Lwilgotnose?
tae- OKazuje sig, ze testem o minimalnej entropii wzglgdem zbioru T jest ¢, . Do generowanego trzeciego
nastepnika korzenia wstawiamy test ¢, .

6. Testt  dzieli zbi6r T, na zbiory T, = {4, 5,10}, T,= {6, 14}. Zbior T, zawiera tylko elementy kategorii 1,

zbior T, zawiera tylko elementy kategorii 0. Generowane sg dwa liScie jako nastepniki biezacego wezta

(trzeciego nastepnika korzenia), ze stosownymi kategoriami.

Zadanie 19. Napisz program, ktéry na wejsciu dostaje zbiér treningowy i podziat zbioru treningowego
jako wynik testu na tym zbiorze. Na wyjSciu obliczana jest entropia takiego testu wzgledem podanego
zbioru treningowego. Zastosuj swoj program do wyliczenia drzewa decyzyjnego ze zbioru treningowe-
go stanéw pogody.

Wskazowka. Zadeklaruj duza tablice dwuwymiarowga o wartos$ciach typu rzeczywistego do zapisywania
podawanego na wejsciu zbioru treningowego. Wartosci atrybutéw tzw. nominalne (np. pochmurna, sto-
neczna, deszczowa) koduj liczbowo. Podzbiory zbioru treningowego mozesz reprezentowac jako zbio-
ry numerdw wierszy twojej dwuwymiarowej tablicy. Na zajeciach z algorytmiki zapewne poznasz r6zne
sposoby reprezentowania zbioru liczb w programie, np. listy. Podziat zbioru treningowego mozesz re-
prezentowac jako tablice jednowymiarowa list reprezentujgcych zbiory numeréw wierszy tablicy dwu-
wymiarowej reprezentujgcej zbiér treningowy.

3.2 BEAD KLASYFIKATORA | WALIDACJA KRZYZOWA
WyobraZzmy sobie, ze dla jednego duzego i ztozonego zbioru treningowego zostaty wyliczone na podstawie
r6znych metod dwa rézne drzewa decyzyjne. Nalezy zdecydowaé, ktére z nich wybraé. Na podstawie jakie-
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go kryterium dokonamy wyboru drzewa? Sg metody szacowania prawdopodobiefistwa btednej klasyfikacji
przez drzewo. OczywiScie wybierzemy to drzewo, ktérego oszacowane prawdopodobiefistwo btednej klasy-
fikacji bedzie mniejsze.

W tej czeSci wprowadzimy konieczne definicje prowadzace do podstawowych pojec zwigzanych z bte-
dem klasyfikatora. Oméwimy elementarne podstawy metody zwanej walidacja krzyzowa oceniania btedu
klasyfikatora. Pojecie btedu klasyfikatora jest istotne dla zrozumienia waznego zjawiska zwanego nadmier-
nym dopasowaniem. Przy okazji, podamy formalna definicje entropii testu. Bedzie to potrzebne tym, ktérzy
zdecydujg sie zaprogramowacé w petnej ogélnosci algorytm indukcji drzewa decyzyjnego.

Bedziemy méwic o zbiorze X wszystkich mozliwych przyktadow (ktére mogg byc klasyfikowane), o po-
jeciu w zbiorze przyktadéw X i kategoriach tego pojecia, o zbiorze H hipotez (albo inaczej klasyfikatorow),
o btedzie hipotezy wzgledem pojecia. Omdéwimy intuicyjnie te pojecia na przyktadach, potem podamy formal-
ne definicje, wyjawszy przypadek btedu hipotezy wzgledem pojecia. Dla nieskoficzonych zbioréw przyktadow
X btad hipotezy wzgledem pojecia omdéwimy tylko intuicyjnie.

Przyktad 8. Wr6émy do naszego przyktadu 6 stanéw pogody. Sa trzy mozliwe wartosci atrybutu aura, trzy
mozliwe wartoSci atrybutu temperatura, dwie mozliwe wartoéci atrybutu wilgotnos¢ i dwie mozliwe wartoSci
atrybutu wiatr. Zbiér X wszystkich mozliwych stanéw pogody ma 3*3*2*2 = 36 elementédw. W zbiorze X sta-
néw pogody rozwazane jest pojecie ocena-pogody, ktore dzieli zbioér X na dwie kategorie tego pojecia: 0 — nie
nadaje sie do gry w golfa i 1 — nadaje sie do gry w golfa. Pojecie ocena-pogody tak naprawde jest funkcja

ocena-pogody: X — {0, 1}

Nie mamy definicji pojecia ocena-pogody — tylko , kawatek” tego pojecia zapisany jest jako zbi6r treningowy
dany tabelg 7. Nie mniej uwazamy, Ze jest jaka$ funkcja ocena-pogody dobrze oddajaca intuicje dobrej (czy
ztej) pogody do gry w golfa. Mozemy wybrac jakas funkcje

h: X— {0, 1}

zdefiniowana przez pewne drzewo decyzyjne, w wierzchotkach ktérego moga pojawic sie tylko testyt ¢

peratura? Luitgotnose? Luiate? jako hipoteze dla pojecia ocena-pogody. Btad hipotezy h wzgledem pojecia ocena-pogo-
dy jest zdefiniowany nastepujaco:

err(h, ocena-pogody) = [{x € X| h(x) # ocena-pogody(x) }|/ |X|

czyli stosunek liczby przyktadéw btednie klasyfikowanych przez hipoteze h do liczby wszystkich mozliwych
przyktadéw. Jako zbiér H mozliwych hipotez przyjmujemy zbiér funkcji definiowalnych przez pewne drzewo
decyzyjne w kt6rego wierzchotkach moga pojawic sie testy tylko ze zbioru {t  , Eemperatura? wilgotnose? Luiatr }. Na
ogb6t tak jest, ze zbidr H hipotez jest wyznaczony przez pewien jezyk, w ktérym funkcje ze zbioru H moga by¢
zdefiniowane. W tym przypadku jezyk drzew decyzyjnych dla zbioru dostepnych testow {t_ , emperatura® Luitgot
tocer b - Podsumowujagc, mamy tu nastepujgce rzeczy:

zbiér X przyktadéw — zbiér wszystkich stanéw pogody,

zbiér C kategorii pojecia ocena-pogody, C= {0, 1},

pojecie ocena-pogody: X — C

zbioér hipotez H réwny zbiorowi funkcji h: X — C definiowalnych przez pewne drzewo decyzyjne dla
przyjetego zbioru dostepnych testéw.

btad hipotezy h wzgledem pojecia ocena-pogody.

Zadanie 20. Podaj jakis zbior treningowy dla pojecia pogoda-srodziemnomorska i oblicz dla tego zbioru
treningowego drzewo decyzyjne algorytmem indukcji drzewa decyzyjnego dla zbioru dostepnych testow

{taura’ ttemperatura’ twilgotnoéc” twiatr }
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Przyktad 9. Kazdy przyktad x z rozpatrywanego zbioru X wszystkich przyktadéw samochodéw jest opisany
przez atrybuty:

klasa: atrybut o wartosciach miejski, maty, kompakt, duzy,
nos$nos¢: atrybut o wartosciach niska, srednia, duza,
osiagi: atrybut o wartoSciach stabe, przecietne, dobre,

niezawodnosé:  atrybut o wartosciach mata, przecietna, duza.

Rozwazamy pojecie rodzaj-samochodu z kategoriami m-o — miejski osobowy, o — osobowy, d — dostawczy.
Zbior kategorii pojecia to C={m-o, o, d} (tym razem trzy a nie dwie kategorie). Pojecie rodzaj-samochodu jest
funkcja

rodzaj-samochodu: X — C.

Zbiér H hipotez to zbiér funkcji h: X — C definiowalnych przez pewne drzewo decyzyjne dla zbioru dostepnych te-
stow rownosciowycht, ¢t t t Btad hipotezy wzgledem pojecia rodzaj-samochodu jest zdefi-

klasa® "nosnosé’ “osiagi’ “niezawodnos¢®

niowany analogicznie jak w przyktadzie 8, bowiem zbiér X jest skoficzony.

Przyktad 10. Jest to przyktad z nieskoficzonym zbiorem X wszystkich przyktadéw. Niech X bedzie zbiorem
wszystkich punktéw x = (a, b) ptaszczyzny takich,ze 0<a<1i0<b<1 (czyli Xjest kwadratem jednostkowym
na ptaszczyznie). Zbiér Xjest zbiorem przyktadéw. Pojeciem p jest prostokat o punktach naroznych x, = (1/v3,
1/V6),x, = (1/V2,1/V6),x, = (1/V2,1/V8), x, = (1/V3, 1/V8) — wszystkie punkty narozne prostokgta p o wspot-
rzednych niewymiernych. Pojecie p dzieli zbiér X na dwie kategorie: 0 — punkty nie nalezgce do prostokata p,
1 - punkty nalezace do prostokata p.

Zbiér H hipotez to zhidr prostokatéw h, ktérych punkty narozne naleza do zbioru X i majg wszystkie wspét-
rzedne wymierne. Btad hipotezy h wzgledem pojecia p okreslimy tylko intuicyjnie, bowiem zbiér X jest nie-
skoficzony.

err(h, p) = prawdopodobiefistwo wylosowania przyktadu xeX takiego,
ze h(x) # p(x)

W tym przypadku mozemy przyjac, ze err(h, p) = pole réznicy symetrycznej zbiordw h i p.

Ogélne definicje
Niech X bedzie zbiorem przyktadéw a C bedzie zbiorem rozpatrywanych kategorii. Pojeciem jest pewna funk-
cja

c.X—>C

T T

pojecie  zbiér kategorii

Niech H bedzie pewnym zbiorem funkcji: dla heH, h: X— C. Funkcje te nazywamy hipotezami (albo klasyfika-
torami). Na og6t, przestrzen hipotez jest wyznaczona przez pewien jezyk, w ktdrych te funkcje moga byc zde-
finiowane. Na przyktad, funkcje definiowalne przez drzewa decyzyjne dla ustalonego zbioru dostepnych te-
stow. Pojecie, dla ktérego chcemy znalez¢ klasyfikator, na 0g6t nie jest doktadnie definiowalne w przyjetym je-
zyku definiowania klasyfikatoréw. Innym przyktadem jezyka definiowania klasyfikatoréw sg sieci neuronowe.

Btad hipotezy (klasyfikatora) h wzgledem pojecia c intuicyjnie okreSlamy nastepujgco:
er(h, ¢) = prawdopodobienstwo wylosowania przyktadu x takiego, ze h(x) # c(x).

Jezeli zbidr X jest skoficzony, to mozemy formalnie zdefiniowa¢ btad hipotezy h wzgledem pojecia c.
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er(h,o) = |[{xeX| h(x) # c()}/|X].

Zbiorem treningowym dla pojecia ¢ jest pewien zbidr T przyktadéw wraz z przypisanymi tym przyktadom,
zgodnie z pojeciem ¢, kategoriami. O zbiorze treningowym moéwimy ze jest zbiorem etykietowanych przykta-
dow. Dla deC oznaczmy T(d) = {xT | x ma w T kategorie d}.

Testem jest pewna funkcja t: X =+ W={r,,..., r }. O elementach r,,..., r_ méwimy, ze s3 to odnézki
testu.

Entropia testu t wzgledem zbioru treningowego T
Dlai=1,.., m definiujemy T = {xeX | x&T A t(x) =r,}, czyli T, jest i-tym zbiorem podziatu zbioru T przez test f.
Definiujemy

E(T) = > -(IT.(@I/IT)*log(|T.(d)/|T]) — entropia podziatu zbioru T, na kategorie,
dec

ELT) = > (IT|/ITD*E(T) - entropia testu t wzgledem zbioru treningowego T.

1<is<m
Podalismy formalny wz6ér na entropie testu, bowiem to moze by¢ potrzebne tym, ktérzy sprébuja rozwigzaé
postawiony przez nas problem.

Ocenianie btedu klasyfikatora - walidacja krzyzowa

Zwykle przestrzefi Xwszystkich mozliwych przyktadéw i docelowe pojecie ¢ nie sa doktadnie zdefiniowane. Dys-
ponujemy tylko zbiorem treningowym, w ktérym ,,odbija” sie intuicja eksperta klasyfikujgcego dane trenujgce. Aby
oceni¢ prawdopodobienstwo dokonania btednej klasyfikacji przez klasyfikator, postepujemy nastepujaco. Bierze-
my pewng cze$C T’ (np. jedna piata) danego zbioru treningowego Ti traktujemy te czes¢ jako nowy zbidr treningo-
wy. Stosujemy nasz algorytm uczenia sie (np. indukcje drzewa decyzyjnego) do zbioru T’ jako zbioru treningowe-
go. Wynikowy klasyfikator stosujemy do wszystkich elementéw x zbioru T— T’i zliczamy, ile razy nasz klasyfikator
daje inng kategorie elementu x niz ta zapisana w zbiorze T dla elementu x. Uznajemy, ze utamek

zliczona liczba btednych klasyfikacji na elementach xz T= T’/(licznos¢ zbioru T- T°)

przybliza prawdopodobiefistwo btednej klasyfikacji klasyfikatora obliczonego np. z catego zbioru treningowego T.
Postepowanie takie nazywa sie walidacja krzyzowa.

Walidacja krzyzowa jest metoda zdrowo-rozsgdkowa, ktérej zasadno$é jest oparta na zatozeniach, ktére bar-
dzo trudno jest sprawdzic.

1. Nalezy zatozy¢, ze struktura ukryta w zbiorze treningowym T dla pojecia
c dobrze przybliza strukture ukryta w catej przestrzeni Xi w pojeciu c.
Innymi stowy, zbiér T ma byé w stosownym sensie reprezentatywny
dla przestrzeni Xi pojecia c.
2. Zbiér T’ wybrany do walidacji krzyzowej powinien byé reprezentatywny
dla zbioru T — struktura ukryta w 7’ powinna dobrze przyblizaé strukture ukrytg w T.

Nie podano jeszcze satysfakcjonujacej teorii precyzujacej doktadne znaczenie zatozefi 1 i 2. Stosuje sie r6z-
ne ad hoc podpérki liczenia wariancji po zbiorach T’ btedu klasyfikacji lub tzw. k-krotng walidacje krzyzowa.
Céz, czekamy az pojawi sie jakis mtody zdolny cztowiek, ktéry znajdzie wtasciwy aparat pojeciowy i objasni
wszystkim doktadne znaczenie zatozef 1i 2, w tym pojecie reprezentatywnosci zbioru treningowego.

3.3 ZJAWISKO NADMIERNEGO DOPASOWANIA
Zagadnienie to oméwimy na prostym i troche sztucznym przyktadzie. Nie ma jeszcze teorii oferujacej po-
wszechnie przyjety aparat pojeciowy wyjasniajacy te kwestie.
Jako przestrzef przyktadéw X wezmy zbiér N x N par liczb naturalnych. Niech ¢ bedzie pojeciem zdefiniowa-
nym nastepujaco:



> Odkrywanie struktur ukrytych w danych, czyli eksploracja danych  <25>

1 gdyk=2n lub k=2n+1
cln, k) =

0 w przeciwnym przypadku.

Rozwazamy zbiér treningowy T dla pojecia ¢, przedstawiony w tab. 8.
Zauwazmy, ze kategorie przyktadéw okreSlone w zbiorze treningowym T sg zgodne z pojeciem c. Zatézmy,
ze jezykiem definiowania klasyfikatorow sa drzewa decyzyjne z nastepujacymi dostepnymi testami ¢, t,, t..

Tak, gdyn, ksa parzyste
t(n, k)=

Nie, w przeciwnym przypadku.

Tak, gdy njest parzystaik=2n lub n jest nieparzysta
t,(n, k) = . .
Nie, w przeciwnym przypadku.

Tak, gdy njestnieparzystaik=2n+1 lub njest parzysta
t,(n, k) =

Nie, w przeciwnym przypadku.
Zbior {Tak, Nie} to zbiér mozliwych wartoSci testow £, t,, t.
Intuicyjnie rzecz biorac, zbiér treningowy T nie jest reprezentatywny dla pojecia ¢, bowiem nie uwzglednia on
np. wiecej przypadkéw (n, 2n+1) klasyfikowanych przez pojecie ¢ do kategorii 1. Algorytm indukcji drzew de-

cyzyjnych z kryterium wyboru testu przez entropie wyznaczy drzewo D, pokazane na rys. 7.

Tabela 8.
Zbiér treningowy dla pojecia ¢

X |n k klasyfikacja
1 4 8 1
2 6 12 1
3 |3 15 0
4 6 13 1
5 2 4 1
6 10 |20 1
7 3 15 0
8 8 16 1
9 5 7 0
10 |12 |24 1
11 (13 |1 0
12 |22 |44 1
13 (16 |32 1
14 |14 |28 1
15 |5 9 0
16 (30 |60 1
17 |9 7 0
18 |7 13 0
19 |11 15 0

Zauwazmy, ze entropia testu t, wzgledem zbioru treningowego T jest bardzo bliska 0, bowiem test ¢, dzieli
nasz zbiér treningowy T na dwa zbiory, w ktérych prawie wszystkie elementy (poza jednym) maja takg samg
kategorie, czyli sg w tych zbiorach zdecydowanie dominujace kategorie. Prawdopodobiefistwo tego, ze drze-
wo D, bedzie btednie klasyfikowac jest duze. To bardzo zty klasyfikator dla pojecia ¢, ale niemal idealnie
zgadza sie ze zbiorem treningowym T. O klasyfikatorach, ktére dobrze klasyfikuja prawie wszystkie elemen-
ty zbioru treningowego, ale w ogédlnosci Zle klasyfikujg dane, powiadamy, Ze sg nadmiernie dopasowane do
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D1:
Tak Nie

Rysunek 7.
Klasyfikator D,

zbioru treningowego. Klasyfikator D, jest nadmiernie dopasowany do zbioru 7, bowiem zbidr T nie obrazuje
nalezycie struktury pojecia c.

Zadanie 21. Wykorzystaj program stuzacy do liczenia entropii testu (zadanego jako podziat podanego
zbioru treningowego) do obliczenia entropii testéw t, t,, t, wzgledem zbioru treningowego T.

Drzewo D, przedstawione na rys. 8 jest lepszym klasyfikatorem pojecia c niz drzewo D,, gdyz w poréwnaniu
z D, bedzie znacznie czeSciej dobrze klasyfikowac dane. Klasyfikator D, nie jest tak nadmiernie dopasowany
do zbioru treningowego jak klasyfikator D,.

Zadanie 22. Napisz program, ktory wylosuje 100-elementowy zbi6r przyktadow ze zbioru N x N z mniej
wiecej réwna liczbg elementéw kategorii 1 i kategorii 0 i obliczy, ile razy klasyfikator D, popetnia btad
na elementach z wylosowanego zbioru, a ile razy D, popetnia btgd na tych elementach.

Tak Nie

Rysunek 8.
Klasyfikator D,
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4 PROPOZYCJA PRZEPROWADZENIA PROSTYCH BADAN

Przypuszczamy, ze algorytm indukcji drzewa decyzyjnego z kryterium wyboru testu przez entropie bardzo
czesto oblicza nadmiernie dopasowany klasyfikator. Stawiamy teze, ze jezeli zmienimy kryterium wyboru te-
stu na zupetnie losowy wybér testu, to obliczane w ten spos6b drzewa decyzyjne czesto nie beda miaty zna-
czgco gorszego prawdopodobiefistwa btednej klasyfikacji niz drzewa decyzyjne obliczone z kryterium wy-
boru testu przez entropie, co prawdopodobnie bierze sie stad, ze losujgc test unikamy nadmiernego dopa-
sowania.

Losowy wybor testu to idea, ktéra ma sens w metodzie tworzenia klasyfikatorow zwanej lasem loso-
wym. Lasy losowe znajduja silne zastosowania w powaznych (nawet bardzo powaznych) analizach danych
biologicznych.

Drogi uczniu, proponujemy Ci przeprowadzenie, byé moze wraz z kolegami, wtasnych badan i eksperymentu
programistycznego wedle nastepujacego scenariusza.

1. Sciagnij ze strony http://archive.ics.uci.edu/ml/ pliki z oferowanymi tam zbiorami treningowymi. Uzyj takze
przekazanych przez nas plikdw heart_disease.txt, iris.txt, diabets.txt, wine.txt. jako zbiorédw treningowych.
2. Dla kazdego z badanych plikéw napisz program, ktéry:
2.1. wczyta zbiér treningowy z pliku,
2.2. wsrdd zadeklarowanych funkcji programu beda funkcje reprezentujgce zbiér S dostepnych testéw na
danych, stosownie do specyfiki konkretnego zbioru treningowego,
2.3. program obliczy drzewo decyzyjne z kryterium wyboru testu przez entropie i drzewo decyzyjne z kryte-
rium losowego wyboru testu,
2.4. zgodnie z metodg walidacji krzyzowej zostang obliczone prawdopodobiefistwa btednej klasyfikacji dla
jednego i drugiego drzewa i te prawdopodobiefistwa zostang wyswietlone jako wyniki obliczed.

Wyniki obliczeh moga wesprze¢ badZ wrecz obali¢ postawiong przez nas teze. Jest to ambitne zadanie wy-
magajace sporej zrecznosci w programowaniu, ale chyba jeszcze w zasiegu bardzo dobrych uczniéw, fana-
tykéw programowania, tzw. high level fellows. Staniecie ,,twarzg w twarz” z problemem wtasciwego ogra-
niczenia zbioru dostepnych testéw. Po prostu wszystkich mozliwych testéw w niektérych przypadkach be-
dzie bardzo duzo - tak duzo, Ze w rozsadnym czasie program nie obliczy wynikowego drzewa decyzyjnego.
Gdyby wyniki obliczeh wsparty nasza teze, mielibyScie piekny przyktad na to, ze sformutowany tutaj waru-
nek stopu algorytmu indukcji drzewa decyzyjnego nie zawsze jest adekwatny. Analiza warunku stopu po-
prowadzi was do zagadnief unikania nadmiernego dopasowania poprzez tzw. przycinanie drzewa.

5 NIEKTORE DZIEDZINY ZASTOSOWAN METOD EKSPLORACJI DANYCH

Przedstawiamy w skrécie wybrane zastosowania metod eksploracji danych

Automatyczna klasyfikacja plam stonecznych

Astronomowie klasyfikujg plamy stoneczne do kilku kategorii na podstawie zestaw6éw danych generowanych przez
automatyczne aparatury obserwatoriéw stofica. Metody teorii zbioréw przyblizonych Pawlaka zostaty uzyte w stwo-
rzeniu klasyfikatora plam stonecznych z prawdopodobiefistwem btednej klasyfikacji bardzo matym i akceptowal-
nym z punktu widzenia celéw badaf plam stonecznych.

Wsparcie diagnostyki w medycynie
Przyktadowo, drzewa decyzyjne zostaty uzyte w klasyfikacji danych medycznych kobiet powyzej 20-go roku
zycia na:

m dane wskazujgce cukrzyce,

m dane wskazujgce nieobecnos¢ cukrzycy .
Rekord danych zawiera informacje, takie jak: wynik testu glukozowego, cisnienie rozkurczowe krwi, indeks
masy ciata, wiek i inne. Dane z 532 przypadk6w zostaty uzyte jako zb6r treningowy. Jako dostepne testy przy-
jeto poréwnanie wartosci wybranego atrybutu, np. wynik testu glukozowego < 127.5, wiek < 42 itp. Obliczone
drzewo decyzyjne klasyfikowato pozostate przypadki.
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Bankowos¢ i marketing

WezZmy przyktad z badaf marketingowych. Przypusémy, Ze ankieterzy zebrali ok. 1000 rekordéw danych
o klientach. Liczba atrybutéw w rekordzie wynosi ok. stu. Przyktadowo, przyjeto atrybuty, takie jak: ocena
w skali od 1 do 10 wartosci wiedzy, ocena w skali od 1 do 10 warto$ci sity fizycznej.. Psycholog razem z so-
cjologiem sklasyfikowali 50 wybranych rekordéw do kategorii, takich jak: ,krélowe disco polo”, ,,gadzecia-
rze”, ,mtode leniwe byczki” ijeszcze okoto 10 innych kategorii. Aby wydostaé stosowng informacje marke-
tingowa, agencja badafn marketingowych potrzebuje petnej klasyfikacji wszystkich rekordéw. Po zastosowa-
niu jednej z metod eksploracji danych (np. indukcji regut) otrzymano ogélny klasyfikator, ktéry dokonat po-
trzebnej klasyfikacji. Oczywiscie, aby oceni¢ wiarygodnos¢ otrzymanej klasyfikacji, poproszono obu panéw
psychologa i socjologa, by sklasyfikowali inne niz poprzednio 50 rekordéw i poréwnano wyniki ich klasyfika-
cji z klasyfikacja automatyczna. Jezeli zgodnos¢ byta bardzo znaczaca, mozna uznaé wyniki automatycznej
klasyfikacji jako podstawe do wyciggniecia stosownej informacji marketingowej.

Klasyfikacja danych biologicznych

Bardzo czesto jednym z podstawowych urzadzef laboratoriow biochemicznych jest komputer o duzej mocy
obliczeniowej analizujgcy automatycznie zbierane dane np. o tahcuchach biatek. Stosowane sg niemal
wszystkie metody eksploracji danych, w tym lasy losowe.
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Oméwienie literatury
Przyktady zbioréw treningowych i pojec zostaty wziete z ksigzki [1], algorytm indukcji drzewa decyzyjnego zo-

stat przedstawiony réwniez w oparciu o te ksigzke.(Rozdziat o drzewach decyzyjnych.).

Przyktad eksploracji o naturze statystycznej zostat opracowany na podstawie przyktadu prezentowanego
w ksigzce [4]. Mozna tam przeczytac intuicyjne wyjasnienia wielu pojec¢ statystyki.

Formalne definicje zmiennej losowej, jej wartosci Sredniej i odchylenia standardowego, jak tez zagadnienia
zwigzane z estymatorami tych wielkosci mozna studiowac na podstawie ksigzki [3].

Zagadnienie walidacji krzyzowej jest dobrze przedstawione w ksigzce [2], str. 95 — 98.

W ksigzce [5] sa przedstawione podstawowe informacje o specjalnych bazach danych zwanych hurtownia-
mi danych.
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W projekcie Informatyka +, poza wyktadami i warsztatami,

przewidziano nastepujgce dziatania:

= 24-godzinne kursy dla uczniéw w ramach modutéw tematycznych
= 24-godzinne kursy metodyczne dla nauczycieli, przygotowujace
do pracy z uczniem zdolnym
= hagrania 60 wyktadoéw informatycznych, prowadzonych
przez wybitnych specjalistow i nauczycieli akademickich
= konkursy dla ucznidéw, trzy w ciggu roku
= udziat uczniéw w pracach két naukowych
= udziat uczniéw w konferencjach naukowych

= obozy wypoczynkowo-naukowe.

Szczegb6towe informacje znajdujg sie na stronie projektu

www.informatykaplus.edu.pl
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