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Streszczenie

Ten wyktad jest wprowadzeniem do algorytmiki i zawiera elementy implementacji algorytméw w jezyku pro-
gramowania. Na przyktadach bardzo prostych probleméw przedstawione jest podejscie do rozwigzywania
probleméw w postaci algorytméw i do ich komputerowej implementacji w jezyku programowania. Omawiane
sg m.in. specyfikacja problemu, schematy blokowe algorytméw, podstawowe struktury danych (ciag i tabli-
ca) oraz pracochtonnosé algorytmow. Wykorzystywane jest oprogramowanie edukacyjne, utatwiajgce zrozu-
mienie dziatania algorytméw i umozliwiajace wykonywanie eksperymentéw z algorytmami bez koniecznosci
ich programowania. Przytoczono ciekawe przyktady zastosowah omawianych zagadnien.

Zakres tematyczny tego wyktadu obejmuje problemy poszukiwania elementéw (informacji) w zbiorach nie-
uporzadkowanych i uporzadkowanych oraz problem porzadkowania (sortowania), ktéremu poSwiecamy
szczegblnie wiele miejsca ze wzgledu na jego znaczenie w obliczeniach. Algorytmy sortowania sg okazjg by
na ich przyktadzie zademonstrowaé r6zne techniki rozwigzywania probleméw, jak metode dziel i zwyciezaj
oraz rekurencje.

Rozwazania ogblne na temat algorytmiki, algorytmicznego mySlenia i rozwigzywania probleméw z pomoca
komputeréw sa zamieszczone w Dodatku (rozdz. 8). Materiat tam zawarty moze by¢ dobrym podsumowa-
niem zajec. Jako literature rozszerzajgca prowadzone tutaj rozwazania polecamy podreczniki [2], a zwtasz-
cza ksigzki [7]i [8].

Rozwazania sg prowadzone na elementarnym poziomie i do ich wystuchania wystarczy znajomo$¢ informa-
tyki wyniesiona z gimnazjum. Te zajecia sg adresowane do wszystkich uczniéw w szkotach ponadgimnazjal-
nych, zgodnie bowiem z nowg podstawg programowa, ksztatceniem umiejetnosci algorytmicznego rozwigzy-
wania probleméw maja by¢ objeci wszyscy uczniowie.
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1.PRZESZUKIWANIE ZBIORU

Zajmiemy sie bardzo prostym problemem, ktéry kazdy z Was rozwigzuje wielokrotnie w ciggu dnia. Chodzi
o0 znajdowanie w zbiorze elementu, ktéry ma okreslong wtasnos¢. Oto przyktadowe sytuacje problemowe:

®m znajdZ najwyzszego ucznia w swojej klasie; a jak zmieni sie Twoj algorytm, jesli chciatbys znalezé w klasie
najnizszego ucznia?

®m znajdZ w swojej klasie ucznia, ktéremu droga do szkoty zabiera najwiecej czasu;

®m znajdzZ najstarszego ucznia w swojej szkole; jak zmieni sie Twoj algorytm, gdybys chciat znalezé w szkole
najmtodszego ucznia?

®m znajdz najwiekszg karte w potasowane;j talii kart;

® znajdZ najlepszego gracza w warcaby w swojej klasie (zaktadamy, ze wszyscy potrafig gra¢ w warcaby);

m znajdzZ najlepszego tenisiste w swojej klasie.

Tego typu problemy pojawiajg sie bardzo czesto, réwniez w obliczeniach komputerowych, i na og6t sg rozwia-
zywane w dos¢ naturalny sposéb — przegladany jest caty zbiér, by znalez¢ poszukiwany element. Zastanowi-
my sie, jak dobra jest to metoda, i czy moze istnieje szybsza metoda znajdowania w zbiorze elementu o okre-
Slonych wtasnosciach.

Postawiony problem moze wyda¢ sie zbyt prosty, by zajmowac¢ sie nim na informatyce — kazdy uczeh
zapewne potrafi wskaza¢ metode rozwigzywania, polegajaca na systematycznym przeszukanie catego zbio-
ru danych. Tak pojawia sie metoda przeszukiwania ciggu, ktérag mozna nazwaé przeszukiwaniem liniowym.
Przy tej okazji w dyskusji pojawi sie zapewne réwniez metoda pucharowa, ktéra jest czesto stosowana w roz-
grywkach turniejowych. Metodzie pucharowej odpowiada drzewo algorytmu, ktére stuzy do wyjasnienia wie-
lu innych kwestii zwigzanych gtdwnie ze ztozonoscig algorytmaow.

Zatozenia
Poczyfimy najpierw pewne zatozenia.

Zatozenie 1. Na poczatku wykluczamy, ze przeszukiwane zbiory elementéw sg uporzadkowane, np. klasa —
od najwyzszego do najnizszego ucznia lub odwrotnie, szkota — od najmtodszego do najstarszego ucznia lub
odwrotnie, Gdyby tak byto, to rozwigzanie wymienionych wyzej probleméw i im podobnych bytoby dziecinnie
tatwe — wystarczytoby wzigé element z poczatku albo z kofica takiego uporzadkowania.

Zatozenie 2. Przyjmujemy takze, ze nie interesujg nas algorytmy rozwigzywania przedstawionych sytuacji proble-
mowych, ktére w pierwszym kroku porzadkuja zbiér przeszukiwany, a nastepnie juz prosto znajduja poszukiwa-
ne elementy — to zatozenie wynika z faktu, ze sortowanie ciggu jest znacznie bardziej pracochtonne niz znajdowa-
nie wyr6znionych elementéw w ciggu. Przeszukiwaniem zbioréw uporzgdkowanych zajmiemy sie w punkcie 6.2.

Z powyzszych zatozeh wynika doS¢ naturalny wniosek, ze aby znalezé w zbiorze poszukiwany element musi-
my przejrze¢ wszystkie elementy zbioru, gdyz jakikolwiek pominiety element mégtby okazaé sie tym szuka-
nym elementem.

Przy projektowaniu algorytmdw istotne jest rowniez okreslenie, jakie dziatania (operacje) moga by¢ wykony-
wane w algorytmie. W przypadku problemu poszukiwania szczegdlnego elementu w zbiorze wystarczy, jesli
bedziemy umieli poréwnac elementy miedzy soba. Co wiecej, w wiekszoSci wymienionych problemoéw poréw-
nanie elementéw sprowadza sie do poréwnania liczb, wtasciwych dla poréwnywanych elementéw, a oznacza-
jacych: wzrost, czas na dojscie do szkoty (np. liczony w minutach), wiek. Elementy zbioréw utozsamiamy wiec
zich wartoSciamii wartosci te nazywamy danymi, chociaz czesto prowadzimy rozwazania w jezyku problemu,
postugujac sie nazwami elementéw: wzrost, wiek itp.

Przy poréwnywaniu kart nalezy uwzglednié ich kolory i wartoSci. Natomiast, by znalez¢ w klasie najlep-
szego gracza w tenisa, nalezy zorganizowac turniej — ten problem oméwimy w dalszej czesci wyktadu.

1.1 SPECYFIKACJA PROBLEMU | ALGORYTM
Dla uproszczenia rozwazah mozna wiec zatozy¢, ze dany jest pewien zbiér liczb A i w tym zbiorze nalezy zna-
leZ¢ liczbe najmniejsza (lub najwieksza). Przyjmijmy, ze tych liczb jest n i oznaczmy je jako ciag liczb: x , x,,
...,X . Mozemy teraz podac specyfikacje rozwazanego problemu:
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Problem Min — Znajdowanie najmniejszego elementu w zbiorze

Dane:  Liczba naturalna ni zbiér n liczb, dany w postaci ciaggu Xps Xos ees X .

Wynik: ~ Najmniejsza sposréd liczb x , x, ..., x — oznaczmy jej wartos¢ przez min.
1 2 n

Algorytm Min

Dla powyzszej specyfikacji podamy teraz algorytm, ktéry polega na przejrzeniu ciggu danych od poczatku do
kofica. Opis algorytmu poprzedza specyfikacjg problemu, ktéry ten algorytm rozwiazuje — tak bedziemy na
0g6t postepowac w kazdym przypadku. Przedstawiony ponizej opis algorytmu ma postac listy krokéw. O in-
nych sposobach przedstawiania algorytmoéw piszemy w dalszej czesci.

Algorytm Min — znajdowanie najmniejszego elementu w zbiorze

Dane:  Liczba naturalna n i zbiér n liczb, dany w postaci ciggu x,, x,, ..., X .

Wynik: ~ Najmniejsza sposréd liczb x,, x,, ..., X, — 0znaczmy jej wartoS¢ przez min.

Krok 1. Przyjmij za min pierwszy element w zbiorze (w ciggu), czyli przypisz min := x,.

Krok 2. Dla kolejnych element6w x, gdzie i =2, 3, ..., n, jeSli min jest wieksze niz x,, to za min przyjmij x,
czyli, jesli min » x, to przypisz min := x..

Uwaga. W opisie algorytmu pojawito sie polecenie (instrukcja) przypisania®, np. min :=x, w ktorej wystepuje
symbol :=, ztozony z dw6ch znakéw: dwukropka i réwnosci. Przypisanie oznacza nadanie wielkosci zmiennej
stojacej po lewej strony tego symbolu wartosci rownej wartosci wyrazenia (w szczegélnym przypadku to wy-
razenie moze by¢ zmienna) znajdujacego sie po prawej stronie tego symbolu. Przypisanie jest stosowane na
przyktad wtedy, gdy nalezy zmieni¢ warto$¢ zmiennej, np.i:=i+ 1 — w tym przypadku ta sama zmienna wy-
stepuje po lewej i po prawej stronie symbolu przypisania. Polecenie przypisania wystepuje w wiekszoSsci je-
zykdéw programowania, stosowane sg tylko rézne symbole i ich uproszczenia dla jego oznaczenia. W schema-
cie blokowym na rys. 2 symbolem przypisania jest strzatka <—.

Metoda zastosowana w algorytmie Min, polegajgca na badaniu elementéw ciggu danych w kolejnosci, w ja-
kiej sa ustawione, nazywa sie przeszukiwaniem liniowym, w odr6znieniu od przeszukiwania przez potowie-
nie (lub binarnego), o ktérym jest mowa w rozdz. 6.

Demonstracja dziatania algorytmu Min

Dziatanie algorytmu Min mozna zademonstrowa¢ postugujac sie programem edukacyjnym Maszyna sortu-
jaca (patrz rys. 1), ktory jest udostepniony wraz z tymi materiatami. W tym programie mozna ustali¢ liczbe
elementéw w ciggu (miedzy 1 16) i wybrac rodzaj ciggu danych, ktéry moze zawiera¢ elementy: losowe, po-
sortowane rosngco lub posortowane malejgco. Poniewaz ten program stuzy do porzadkowania ciggu, o czym
bedzie mowa w dalszej czesci zajec (patrz rozdz. 4), zalecamy tutaj wykonanie demonstracji praca krokowa
i przerwanie jej po znalezieniu najmniejszego elementu w ciggu — nastepuje to w momencie, gdy dolna zielo-
na strzatka znajdzie sie pod ostatnim elementem w ciagu i wygaszony zostanie czerwony kolor, wyrdzniaja-
cy pordbwnywane elementy.

Algorytm Max - Prosta modyfikacja algorytmu Min

Podany powyzej algorytm Min, stuzacy do znajdowania najmniejszej liczby w ciggu danych, moze by¢ tatwo
zmodyfikowany do znajdowania najwiekszego elementu ciggu — wystarczy w tym celu zmienié¢ tylko zwrot
nierdwnosci.

Jeszcze jedna modyfikacja algorytmu Min

Czesto, poza znalezieniem elementu najmniejszego (lub najwiekszego), chcielibydmy znac jego potoznie, czy-
li miejsce (numer) w ciggu danych. W tym celu wystarczy wprowadZ nowg zmienna, np. imin, w ktérej bedzie
przechowywany numer aktualnie najmniejszego elementu — szczegbty tej modyfikacji pozostawiamy do sa-
modzielnego wykonania.

! Polecenie przypisania jest czasem nazywane niepoprawnie podstawieniem.
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Liczba elementow Liczba porwnari: 5
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porzadkowanych liczb

W 100% LY

Rysunek 1.
Demonstracja dziatania algorytmu Min w programie Maszyna sortujaca

1.2 SCHEMATY BLOKOWE ALGORYTMU MIN

Schemat blokowy algorytmu (zwany réwniez siecig dziataf lub siecig obliczen) jest graficznym opisem: dzia-
taf sktadajacych sie na algorytm, ich wzajemnych powigzaf i kolejnosci ich wykonywania. W informatyce
miejsce schematéw blokowych jest pomiedzy opisem algorytmu w postaci listy krokéw, a programem, napi-
sanym w wybranym jezyku programowania. Nalezg one do kanonu wiedzy informatycznej, nie sa jednak nie-
zbednym jej elementem, chociaz moga okazac sie bardzo przydatne na poczatkowym etapie projektowania
algorytméw i programéw komputerowych. Z drugiej strony, w wielu publikacjach algorytmy sg przedstawiane
w postaci schematéw blokowych, pozadana jest wiec umiejetnos¢ ich odczytywania i rozumienia. Ten sposéb

reprezentowania algorytmoéw pojawia sie rwniew zadaniach maturalnych z informatyki.

Na rys. 2 przedstawiono schemat algorytmu Min. Jest to bardziej schemat ideowy dziatania algorytmu,
niz jego schemat blokowy, jest bardzo ,,zgrubny”, gdyz zawarto w nim jedynie najwazniejsze polecenia i po-

minieto szczeg6ty realizacji poszczegblnych polecen.

min ¢ pierwszy element
ze zbioru A

v A
Czy poréwnano wszystkie
elementy ze zbioru A?

Koniec x « kolejny element
algorytmu ze zbioru A

e

min>x ———

min & x ———»

Rysunek 2.
Pierwszy, ,,zgrubny” schemat blokowy algorytmu Min

Na rys. 3 jest przedstawiony szczegdtowy schemat blokowy algorytmu Min, uwzgledniono w nim réwniez mo-
dyfikacje zaproponowana pod konie poprzedniego punktu oraz zawarto bloki wczytywania danych i wypro-
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wadzania wynikéw. Jest on zbudowany z blokéw, ktérych ksztatty zalezg od rodzaju wykonywanych w nich
polecen. | tak mamy:

blok poczatku i blok kofica algorytmu;

blok wprowadzania (wczytywania) danych i wyprowadzania (drukowania) wynikéw — bloki te majg taki sam ksztatt;
blok operacyjny, w ktérym sg wykonywane operacje przypisania;

blok warunkowy, w ktérym jest formutowany warunek;

blok informacyijny, ktéry moze stuzyé do komentowania fragmentéw schematu lub tgczenia ze sobg czesci
wiekszych schematéw blokowych.

Nie istnieje petny uktad zasad poprawnego konstruowania schematéw blokowych. Mozna natomiast wymie-
ni¢ doS¢ naturalne zasady, wynikajace z charakteru blokow:

schemat zawiera doktadnie jeden blok poczatkowy, ale moze zwiera¢ wiele blokéw koficowych — poczatek
algorytmu jest jednoznacznie okreslony, ale algorytm moze sie koficzyé na wiele r6znych sposobéw;

z blokéw: poczatkowego, wprowadzania danych, wyprowadzania wynikéw, operacyjnego wychodzi
doktadnie jedno potgczenie, moze jednak wchodzi¢ do nich wiele potaczen;

z bloku warunkowego wychodzg dwa potaczenia, oznaczone wartoscig warunku: TAK i NIE;

potaczenia wychodzace moga dochodzi¢ do blokéw lub do innych potaczen.

Wprowadz liczbe :
nindanych:

danych
Xl’XZ’ ""X/’l """""""""""""""""
v
min := xq;
imin:=1; 77777 Blok operacyjny
i2=2; PTTTTTTTTTTTToToTommmmmmmmmm

min := Xj; ™
imin :=1;

| Blokwyprowadzania | ,/  Wyprowadz
; wynikéw ' min i imin

Rysunek 3.
Szczegbdtowy schemat blokowy algorytmu Min

Schematy blokowe maja wady, trudne do wyeliminowania. tatwo konstruuje sie z ich pomoca algorytmy dla
obliczef nie zawierajgcych iteracji i warunkéw, ktérym w schematach odpowiadajg rozgatezienia, nieco trud-
niej dla obliczef z rozgatezieniami, a trudniej dla obliczef iteracyjnych (wczytywanie ciggu i realizacja Kroku
2 z algorytmu Min). Za pomocg schematéw blokowych nie mozna w naturalny sposdb zapisac rekurencji oraz
objasdni¢ znaczenia wielu pojeé zwigzanych z algorytmika, takich np. jak programowanie z uzyciem procedur,
czyli podprograméw z parametrami. .

1.3 KOMPUTEROWA REALIZACJA ALGORYTMU

Reprezentowanie danych w algorytmach
Zanim podamy komputerowa realizacje pierwszego algorytmu, musimy ustali¢, w jaki sposéb bedg reprezen-
towane w algorytmie dane i jak bedziemy je podawac do algorytmu.
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WspomnieliSmy juz przy projektowaniu algorytmu Min, Zze dane dla tego algorytmu sg zapisane w po-
staci ciagu n liczb x, X,, ..., x_. Liczby te moga by¢ naturalne (czyli catkowite i dodatnie), catkowite lub dzie-
sietne (np. z kropka). Rodzaj danych liczb nazywa sie typem danych. Przyjmujemy dla uproszczenia, ze dany-
mi dla algorytm6éw omawianych na tych zajeciach sa liczby catkowite.

Zbiér danych, ktdry jest przetwarzany za pomoca algorytmu, moze byé podawany (czytany) z klawiatu-
ry, czytany z pliku lub moze by¢ zapisany w innej strukturze danych.

Dla wygody bedziemy zaktadaé, ze wiemy, ile bedzie danych i ta liczba danych wystepuje na poczatku
danych — jest nig liczba n w opisie algorytmu Min. W ogélnosci, jesli np. dane naptywaja do komputera z ja-
kiegos urzadzenia pomiarowego, mozemy nie wiedzie¢, ile ich bedzie. W takich przypadkach wprowadza sie
dane az do specjalnego znaku, ktéry Swiadczy o ich koficu. Takim znakiem moze by¢ koniec pliku, jesli dane
sg umieszczone w pliku. Moze nim byé réwniez wyrdzniona liczba zwana wartownikiem, kt6rej rolg jest pilno-
wanie kofica danych. O uzyciu wartownika powiemy p6zniej (punkt 6.1), a teraz przedstawimy realizacje algo-

rytmu Min dla danych podawanych z klawiatury.

Uwaga. Piszemy ,,zbiér danych”, ale uzycie tutaj pojecia zbiér nie zawsze jest matematycznie poprawne.
W zbiorze elementy sie nie powtarzaja, a w danych moga wystepowac takie same liczby. Catkowicie popraw-
nie powinnismy méwié o tzw. multizbiorach, czyli zbiorach, w ktérych elementy moga sie powtarzac, ale dla
wygody bedziemy stosowaé pojecie zbioru, pamietajac, ze moga powtarzaé sie w nim elementy. Sytuacje
upraszcza nam zatozenie, ze zbiér danych w algorytmie bedzie przedstawiony w postaci ciggu elementéw,

a w ciggu elementy moga sie powtarzac.

Komputerowa realizacja algorytmu Min - dane z klawiatury

Zapiszemy teraz algorytm Min postugujac sie poleceniami jezyka Pascal. Przyjmujemy, ze dane sg podawa-
ne z klawiatury — na poczatku nalezy wpisa¢ liczbe wszystkich danych, a po niej kolejne elementy danych
w podanej ilosci. Po kazdej danej liczbie naciskamy klawisz Enter. Program, ktéry jest zapisem algorytmu
Min w jezyku Pascal, jest umieszczony w drugiej kolumnie w tab. 1. Jezyk Pascal jest zrozumiaty dla kompu-
teréw, ktére sg wyposazone w specjalne programy, tzw. kompilatory, przektadajace programy uzytkownikéw
na jezyk wewnetrzny komputeréw. Program w tab. 1 bez wiekszego trudu zrozumie takze cztowiek dysponu-
jacy opisem algorytmu Min w postaci listy krokéw. W wierszu nr 2 znajduja sie deklaracje, czyli opisy zmien-
nych — komputer musi wiedzie¢, jakimi wielkoSciami postuguje sie algorytm i jakiego sg one typu, integer

oznacza liczby catkowite. Polecenia w jezykach programowania
nazywaja sie instrukcjami. Jesli chcemy z kilku instrukcji zrobié
jedna, to tworzymy z nich blok, umieszczajac na jego poczatku
stowo begin, a na koficu — end. Pojedyncze instrukcje koficzy-
my Srednikiem. Na koficu programu stawiamy kropke.

Dwie instrukcje wymagajg wyttumaczenia, chociaz row-
niez sg dos¢ oczywiste. W wierszach 6 — 11 znajduja sie instruk-
cje, ktore realizujg Krok 2 algorytmu, polegajacy na wykonaniu
wielokrotnie sprawdzenia warunku. Instrukcja, stuzaca do wie-
lokrotnego wykonania innych instrukcji nazywa sie instrukcja
iteracyjna lub instrukcja petli. W programie w tab. 1 ta instruk-
cja zaczyna sie w wierszu nr 6 a koficzy w wierszu nr 11:

for i:=2 to n do begin

end

Ada Augusta, corka Byrona, uznawana
powszechnie za pierwszg programistke
komputeréw, przetomowe znaczenie
maszyny analitycznej Ch. Babbage’a,
pierwowzoru dzisiejszych komputeréw,
upatrywata wtasnie ,,w mozliwosci
wielokrotnego wykonywania przez

nig danego ciggu instrukcji, z liczbg
powtérzef z gory zadang lub zalezna od

wynikéw obliczen”, a wiec w iteracji.

Ta instrukcja iteracyjna stuzy do powtérzenia instrukcji warunkowej, ktéra zaczyna sie w wierszu nr 8 i kofi-

czy w wierszu nr 10. Ma tutaj postac:

if min>x then begin

end

Inne typy instrukcji iteracyjnej i warunkowej bedg wprowadzane sukcesywnie.
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Tabela 1.
Program w jezyku Pascal (druga kolumna)

Lp Program w jezyku Pascal Odpowiedniki instrukcji po polsku Zagtebiajgce
1. Program MinKlawiatura; nazwa programu sie bloki
2. var i,imin,min,n,x:integer; | deklaracja zmiennych:i,imin, min,n,x instrukji
3. begin poczatek gtéwnego bloku programu 7/

4. read(n); czytaj(n);

5 read(x); min:=x; imin:=1; czytaj(x); poczatek szukania min

6 for i:=2 to n do begin dla i:=2 do n wykonaj - poczatek iteracji

7. read(x); czytaj(x);

8 if min>x then begin jesli min>x to — instrukcja warunoowa /

9 min:=x; imin:=i min:=x; imin:=i

10. end koniec instrukcji warunkowej

11. end; koniec iteracji

12. write(imin,min) drukuj(imin, min)

13. end. koniec. — na kofcu stawiamy kropke 1

1.4. PRACOCHEONNOSC (Zt0ZONOSC) ALGORYTMU MIN
Problem znajdowania najmniejszego (lub najwiekszego) elementu w zbiorze jest jednym z elementarnych
problemoéw najczesciej rozwigzywanych przez cztowieka i przez komputer, dlatego interesujgce jest pytanie,
czy rozwigzujemy go mozliwie najszybciej. W szczegblnosci, czy podany przez nas algorytm Min i jego kom-
puterowe implementacje? sg najszybszymi metodami rozwigzywania tego problemu.

W algorytmach Min i Max i w ich implementacjach podstawowg operacja jest poréwnanie dwéch ele-
mentow ze zbioru danych — policzmy wiec, ile poréwnan jest wykonywanych w tych algorytmach. Liczba tych
poréwnai w algorytmie zalezy od liczby danych. W kazdej iteracji algorytmu jest wykonywane jedno poréw-
nanie min > x,, a zatem w kazdym z tych algorytméw jest wykonywanych n — 1 poréwnaf (tyle razy bowiem
jestwykonywana iteracja w kroku 2). Pozostate operacje stuzg gtdwnie do organizacji obliczef iich liczba jest
zwigzana z liczbg poréwnaf. Na przyktad, operacja przypisania min :=x. moze by¢ wykonana tylko o jeden raz
wiecej —w kroku 1in -1 razy w kroku 2.

Mozemy wiec podsumowac nasze rozumowanie:

najmniejszy (lub najwiekszy) element w niepustym zbiorze da-
nych mozna znalez¢ wykonujac o jedno poréwnanie mniej niz
wynosi liczba wszystkich elementéw w tym zbiorze.

To nie jest specjalnie wielkie odkrycie, a jedynie sformutowanie dos¢ oczywistej wtasnosci postepowania,
ktore czesto wykonujemy niemal automatycznie, nie zastanawiajac sie nawet specjalnie, w jaki sposéb to ro-
bimy. Juz wiekszym wyzwaniem jest pytanie:

Czy w zbiorze ztozonym z n liczb, mozna znaleZ¢ najmniejszy element wykonujac mniej niz n — 1 poréw-
nah elementéw tego zbioru?

Udzielimy negatywnej odpowiedzi na to pytanie?, postugujac sie interpretacjg wzietg z klasowego turnie-
ju tenisa. Ile nalezy rozegra¢ mecz6w (to sg wtasnie poréwnania w przypadku tego problemu), aby wytonic naj-
lepszego tenisiste w klasie? Lub inaczej — kiedy mozemy powiedzieé, ze Tomek jest w naszej klasie najlepszym
tenisista? Musimy mie¢ pewnosé, ze wszyscy pozostali uczniowie sa od niego gorsi, czyli przegrali z nim, bezpo-

2 Terminem Implementacja okre$la sie w informatyce komputerowa realizacje algorytmu.
3 Postugujemy sie tutaj argumentacja zaczerpnietg z ksigzki Hugona Steinhausa, Kalejdoskop matematyczny (WSiP, War-
szawa 1989, rozdz. 1), [6].
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Srednio lub posrednio. A zatem kazdy inny uczef przegrat przynajmniej jeden mecz, czyli rozegranych zostato
przynajmniej tyle meczéw, ilu jest uczniéw w klasie mniej jeden. | to koficzy nasze uzasadnienie.

Z dotychczasowych rozwazah mozemy wyciggnac wniosek, ze algorytmy Min i Max oraz ich kompute-
rowe implementacje sg najlepszymi algorytmami stuzacymi do znajdowania najmniejszego i najwiekszego
elementu, gdyz wykonywanych jest w nich tyle poréwnan, ile musi wykonaé jakikolwiek algorytm rozwigzy-
wania tych probleméw. O takim algorytmie méwimy, ze jest algorytmem optymalnym pod wzgledem ztozo-
nosci obliczeniowej.

2 KOMPLETOWANIE PODIUM ZWYCIEZCOW TURNIEJU

Przedstawione w poprzednim rozdziale postepowanie nie jest jedyng metoda stuzgca do znajdowania najlep-
szego elementu w zbiorze. Inng metoda jest tzw. system pucharowy, stosowany czesto przy wytanianiu naj-
lepszego zawodnika badzZ druzyny w turnieju. W metodzie tej ,,poréwnanie” dwdch zawodnikéw (lub druzyn),
by stwierdzi¢, ktory jest lepszy (,wiekszy”), polega na rozegraniu meczu. W rozgrywkach systemem pucha-
rowym zaktada sie, ze wszystkie mecze koficzg sie zwyciestwem jednego z zawodnikdw, dlatego w dalszej
czesci bedziemy pisac o rozgrywkach w tenisa, a nie o turnieju w warcaby, gdyz w przypadku warcabéw (jak
i szach6w) partie moga koficzy¢ sie remisem, podczas gdy w meczach w tenisa mozna wyméc, by mecz mie-
dzy dwoma zawodnikami zawsze koficzyt sie zwyciestwem jednego z nich.

Wytanianie zwyciezcy w turnieju

Nurtowa¢ moze pytanie, czy znajdowanie najlepszego zawodnika systemem pucharowym nie jest czasem
metoda bardziej efektywna pod wzgledem liczby wykonywanych poréwnaf (czyli rozegranych meczy), niz
przeszukiwanie liniowe, opisane w poprzednim rozdziale.

Na rys. 4(a) jest przedstawiony fragment turnieju, rozegranego miedzy oSmioma zawodnikami. Zwy-
ciezcg okazat sie Janek po rozegraniu w catym turnieju siedmiu meczéw. A zatem podobnie jak w przypad-
ku metody liniowej, aby wytoni¢ zwyciezce, czyli najlepszego zawodnika (elementu) wéréd oSmiu zawodni-
kéw, nalezato rozegrac o jeden mecz mnie niz wystagpito w turnieju zawodnikéw. Nie jest to przypadek. Ten
fakt jest prawdziwy dla dowolnej liczby zawodnikéw wystepujacych w turnieju, rozgrywanym metoda pucha-
rowa — sprawdz dla 6, 7, 9, 13, 15 zawodnikéw.

Powyzsza prawidtowos¢ wynika z nastepujacego faktu: schemat turnieju jest drzewem binarnym,
a w takim drzewie liczba wierzchotkéw posrednich jest o jeden mniejsza od liczby wierzchotkéw kofcowych.
Wierzchotki koficowe to zawodnicy przystepujacy do turnieju, a wierzchotki posrednie odpowiadaja rozegra-
nym meczom.

Janek
a) [ |
Janek Edek
[ | [ I
Kuba Janek Bartek Edek
Kuba Kazik Jurek Janek Bartek Wojtek Edek Bolek
Edek
b) . 1 [ |
Kuba Bartek Edek
1 N b 1 1
Kuba Kazik Jurek X Bartek Wojtek Edek Bolek
Rysunek 4.

Drzewo przyktadowych rozgrywek w turnieju tenisowym (a) oraz drzewo znajdowania drugiego najlepszego
zawodnika turnieju (b)

Wytanianie drugiego najlepszego zawodnika turnieju

Bardzo ciekawy problem postawit okoto 1930 roku Hugo Steinhaus. Zastanawiat sie on bowiem, jaka jest
najmniejsza liczbha meczéw tenisowych do rozegrania w grupie zawodnikéw, niezbedna do tego, aby wyto-
ni¢ wéréd nich najlepszego i drugiego najlepszego zawodnika. Wtedy, tak jak i dzisiaj, rozgrywano turnie-
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je tenisowe systemem pucharowym. Zapewnia on, ze zwyciezca

finatu jest najlepszym zawodnikiem, gdyz pokonat wszystkich ~ Pamietaj. Wicemistrz wytoniony sys-
uczestnikéw turnieju: niektérych bezposrednio — wygrywajgc ~ temem pucharowym na ogét nie jest

z nimi w spotkaniach, a niektérych posrednio — pokonujac ich  druga najlepsza druzyng (zawodni-
zwyciezcow. W takich turniejach druga nagrode otrzymuje zwy-  Kiem) turnieju.

kle zawodnik pokonany w finale. | tutaj Steinhaus miat stuszne

watpliwosci, czy jest to wtasciwa decyzja, tzn., czy pokonany w finale jest drugim najlepszym zawodnikiem
turnieju, czyli czy jest lepszy od wszystkich pozostatych zawodnikéw z wyjatkiem zwyciezcy turnieju.

By sie przekonac, ze watpliwosci H. Steinhausa byty rzeczywiscie uzasadnione, spdjrzmy na drzewo
turnieju przedstawione narys. 4(a). Zwyciezcg w tym turnieju jest Janek, ktéry w finale pokonat Edka. Edkowi
przyznano wiec druga nagrode, chociaz wykazat, ze jest lepszy jedynie od Bolka, Bartka i Wojtka (gdyz prze-
grat z Bartkiem). Nic nie wiemy, jakby Edek grat przeciwko zawodnikom z poddrzewa, z ktérego jako zwy-
ciezca zostat wytoniony Janek. Jak mozna naprawié ten btgd organizatoréw rozgrywek tenisowych? Istnieje
prosty sposéb znalezienia drugiego najlepszego zawodnika turnieju — rozegrac jeszcze jedna petng runde
z pominieciem zwyciezcy turnieju gtéwnego. Wowczas, najlepszy i drugi najlepszy zawodnik zawodéw zo-
staliby wytonieni w 2n-3 meczach. Hugo Steinhaus oczywiscie znat to rozwigzanie, pytat wiec o najmniej-
szg potrzebna liczbe meczdw, i takiej odpowiedzi udzielit w 1932 inny polski matematyk J. Schreier, chociaz
jego dowdd nie byt w petni poprawny i zostat skorygowany dopiero po 32 latach (w 1964 roku przez S.S. Ki-
slicyna).

Jesli chcemy, aby drugi najlepszy zawodnik nie musiat by¢ wytaniany w nowym petnym turnieju, to mu-
simy umieé skorzystac ze wszystkich wynikow gtéwnego turnieju. Postuzymy sie drzewem turnieju z rys. 4(a).
Zauwazmy, ze Edek jest oczywiscie najlepszy wsréd zawodnikéw, ktérzy w drzewie rozgrywek znajdujg sie
w wierzchotkach lezacych ponizej najwyzszego wierzchotka, ktéry on zajmuje. Musimy wiec jedynie poréw-
na¢ go z zawodnikami drugiego poddrzewa. Aby i w tym poddrzewie wykorzysta¢ wyniki dotychczasowych
meczéw, eliminujemy z niego Janka — zwyciezce turnieju i wstawiamy Edka na jego poczatkowe miejsce X.
Spowoduje to, ze Edek zostanie poréwnany z najlepszymi zawodnikami w drugim poddrzewie. Na rys. 4(b)
oznaczyliSmy przerywana linig mecze, ktére zostang rozegrane w tej czesci turnieju — Jurek z Edkiem i zwy-
ciezca tego meczu z Kuba, a wiec dwa dodatkowe mecze.

Algorytm ten mozna, po zmianie stownictwa, zastosowaé do znajdowania najwiekszej i drugiej naj-
wiekszej liczby w zbiorze danych.

Ztozonosc wytaniania zwyciezcy i drugiego najlepszego zawodnika turnieju

Ile poréwnan jest wykonywanych w opisanym algorytmie znajdowania najlepszego i drugiego najlepszego za-
wodnika w turnieju? Najlepszy zawodnik jest wytaniany w n — 1 meczach, gdzie n jest liczbg wszystkich za-
wodnikdw. Z kolei, aby wytoni¢ drugiego najlepszego zawodnika, trzeba rozegrac tyle meczoéw, ile jest pozio-
méw w drzewie turnieju gtéwnego (z wyjatkiem pierwszego poziomu). A zatem, jaka jest wysoko$¢ drzewa
turnieju? Dla uproszczenia przyjmijmy, ze drzewo jest petne, tzn. kazdy zawodnik ma pare, czyli w kazdej run-
dzie turnieju gra parzysta liczba zawodnikéw. Stad wynika, Ze na najwyzszym poziomie jest jeden zawodnik,
na poziomie nizszym — dwéch, na kolejnym — czterech itd. Czyli, liczba zawodnikéw rozpoczynajacych tur-
niej jest potega liczby 2, zatem n = 2%, gdzie k jest liczba pozioméw drzewa — oznaczmy ja przez log,n. Algo-
rytm wykonuje wiec (n - 1) + (log,n - 1) =n + log,n — 2 poréwnaf. Jesli n nie jest potegg liczby 2, to na og6t
w turnieju niektérzy zawodnicy otrzymujg wolng karte, a podana liczba jest oszacowaniem z gory liczby roze-
granych meczéw.

Poréwnaj wartoSci dw6ch wyrazef: 2n — 3 oraz n + log,n - 2, odpowiadajgcych liczbie poréwnaf wyko-
nywanych w dwéch, oméwionych wyzej algorytmach znajdowania najlepszego i drugiego najlepszego zawod-
nika turnieju. Dla utatwienia obliczef przyjmij, ze n jest potegg liczby 2.

Przedstawiony powyzej algorytm znajdowania najlepszego i drugiego najlepszego zawodnika turnieju
jest optymalny, tzn. najszybszy w sensie liczby rozegranych meczéw (poréwnan).

Na naszym podium zwyciezcédw turnieju tenisowego brakuje jeszcze trzeciego najlepszego zawodnika, czy-
li kogos, kto jest lepszy od wszystkich pozostatych zawodnikéw z wyjatkiem juz wytonionych — najlepszego
i drugiego najlepszego. Znalezienie go bardzo przypomina wytanianie drugiego najlepszego zawodnika. Przy-
pusémy, ze w naszym przyktadowym turnieju, drugie miejsce zajat Kuba. W jaki spos6b nalezy zorganizowac
dogrywke, by wytonic trzeciego najlepszego zawodnika turnieju. A jesli drugie miejsce zajat jednak Edek — jak
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nalezy postepowac w tym przypadku? Sformutuj og6lng zasade i oblicz, ile meczédw nalezy rozegraé, by wyto-
ni¢ zawodnika zajmujgcego trzecie miejsce?

To postepowanie mozna kontynuowa¢ wyznaczajgc czwartego, pigtego itd. zawodnika turnieju. Osta-
tecznie otrzymamy petne uporzadkowanie wszystkich zawodnikéw biorgcych udziat w turnieju. Taka metoda
nazywa sie porzadkowaniem na drzewie i moze byé stosowana réwniez do porzadkowania liczb.

3 JEDNOCZESNE ZNAJDOWANIE NAJMNIE)JSZEGO | NAJWIEKSZEGO ELEMENTU

Jedna z miar, okreslajaca, jak bardzo sa porozrzucane wartosci obserwowanej w doSwiadczeniu wielkosci,
jest rozpietos¢ zbioru, czyli réznica miedzy najwiekszg (w skrécie, maksimum) a najmniejszag wartoscia ele-
mentu (w skrdcie, minimum) w zbiorze. Im wieksza jest rozpietosé, tym wiekszy jest rozrzut wartosci elemen-
téw zbioru. Interesujgce jest wiec jednoczesne znalezienie najmniejszej i najwiekszej wartosci w zbiorze liczb.

Rozwiazanie naiwne

Na podstawie dotychczasowych rozwazah, dotyczgcych wyznaczania najmniejszej i najwiekszej wartosci
w zbiorze liczb, zapewne tatwo podasz algorytm znajdowania jednoczesSnie obu tych elementéw w zbiorze.
Ile nalezy w tym celu wykonaé poréwnan?

Odpowiedz na to pytanie ilustruje czeste podejscie, stosowane w matematyce i informatyce, ktére po-
lega na tym, ze w rozwigzaniu nowego problemu korzystamy ze znanej juz metody. Stosujemy wiec najpierw
algorytm Min do catego zbioru, a pdzniej algorytm Max do zbioru z usunietym minimum. W takim algorytmie
»jednoczesnego wyznaczania” minimum i maksimum w ciggu ztozonym z n liczb jest wykonywanych (n — 1) +
(n—2) =2n -3 poréwnan. Ale czy rzeczywiscie te dwie wielko$ci sg wyznaczane jednocze$nie?

Rozwigzanie metoda dziel i zwyciezaj

Postaramy sie znacznie przyspieszy¢ to postepowanie, a bedzie to polegato na rzeczywiscie jednoczesnym
szukaniu najmniejszego i najwiekszego elementu w catym zbiorze, jak réwniez wykorzystaniu poznanego al-
gorytmu znajdowaniu tych elementéw w pewnych podzbiorach rozwazanego zbioru. W tym celu rozwazmy
ponownie podstawowa operacje — poréwnanie elementdw — i zauwazmy, ze jesli dwie liczby x i y spetniaja
nierdbwnos¢ x < y, to x jest kandydatem na najmniejsza liczbe w zbiorze, a y jest kandydatem na najwieksza
liczbe w zbiorze. (Jesli prawdziwa jest nierowno$¢ odwrotna, to wnioskujemy odwrotnie.) A zatem, poréw-
nujgc elementy parami, mozna podzieli¢ dany zbiér elementéw na dwa podzbiory, kandydatéw na minimum
i kandydatéw na maksimum, i w tych zbiorach - ktére sg niemal o potowe mniejsze niz oryginalny zbi6r! — szu-
ka¢ odpowiednio minimum i maksimum. Pewnym problemem jest to, co zrobi¢ z ostatnim elementem ciggu,
gdy zbiér ma nieparzysta liczbe elementéw. W tym przypadku mozemy dodac ten element do jednego i do
drugiego podzbioru kandydatéw. Postepowanie to jest zilustrowane przyktadem na rys. 5.

Kandydaci na maksimum 3 2 5 8 5 6 max=38
booA b by
Podziat zbioru 3<1 2<2 5<3 4<8 2<5 6
20 A 2 A \

Kandydaci na minimum 1 2 3 4 2 6 min=1

Rysunek 5.
Przyktad postepowania podczas jednoczesnego znajdowania minimum i maksimum w ciagu liczb

Zapiszmy opisane postepowanie w postaci algorytmu poprzedzajgc go specyfikacja.

Algorytm Min-i-Max — jednoczesne znajdowanie najwiekszego i najmniejszego elementu w zbiorze
Dane:  Liczba naturalna ni zbiér n liczb dany w postaci ciaggu x, X,, ..., X .
Wynik:  Najmniejsza liczba min i najwieksza liczba max wsrdd liczb x,, x,, ..., x .
Krok 1. {Podziat zbioru danych na dwa podzbiory: M — zbiér kandydatéw na minimum i N — zbiér kandyda-
téw na maksimum. Na poczatku te zbiory sg puste.}
Jesli n jest liczbg parzysta,todlai=1,3,...,n -1, ajeslinjest liczbg nieparzysta,todlai=1, 3, ...,
n — 2 wykonaj:
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jeSlix;<x, ,todotaczx, doM,ax,_ doN,
aw przeciwnym razie dotagcz x, do N, ax,, do M.
Jesli n jest liczbg nieparzysta, to dotgcz x, do obu zbioréw M i N.
Krok 2. Znajdz min w zbiorze M, stosujac algorytm Min.

Krok 3. ZnajdZz maxw zbiorze N, stosujac algorytm Max.

Ten algorytm jest przyktadem metody, lezacej u podstaw bardzo wielu efektywnych algorytméw. Mozna
w nim wyrézni¢ dwa etapy:

m podziatu danych na dwa podzbiory rownoliczne (Krok 1);

m zastosowanie znanych juz algorytmdéw Min i Max do utworzonych podzbioréw danych (Kroki 2 i 3).

Jest to przyktad zasady (metody) rozwigzywania probleméw. ktéra wielokrotnie pojawia sie na zajeciach z al-
gorytmiki i programowania. Nosi ona nazwe dziel i zwyciezaj i jest jedna z najefektywniejszych metod algo-
rytmicznych w informatyce — patrz rozdz. 7. Dziel — odnosi sie do podziatu zbioru danych na podzbiory, zwy-
kle o jednakowej liczbie elementéw, do ktérych nastepnie sg stosowane odpowiednie algorytmy. Zwyciestwo
— to efekt koficowy, czyli efektywne rozwigzanie rozwazanego problemu.

Pracochtonnosé jednoczesnego znajdowania minimum i maksimum

Obliczmy, ile poréwnaf miedzy elementami danych jest wykonywanych w algorytmie Min-i-Max. Rozwazmy
najpierw przypadek, gdy n jest liczba parzystg. W takim przypadku, w kroku podziatu jest wykonywanych n/2
poréwnan, a znalezienie min oraz znalezienie max wymaga kazde n/2 — 1 poréwnan. Razem jest to 3n/2 — 2
poréwnania. Gdy n jest liczba nieparzysta, to otrzymujemy liczbe poréwnaf [3n/2]- 2, gdzie[x]oznacza tzw.
powate liczby*, czyli najmniejsza liczbe catkowita k spetniajgca nieréwnos¢é x < k.

A zatem, w algorytmie Min-i-Max jest wykonywanych[3n/2]- 2 poréwnania, czyli ok. n/2 mniej poréwnaf niz
w algorytmie naiwnym, podanym na poczatku tego punktu.

Zastosowana tutaj zasada dziel i zwyciezaj jest na 0g6t stosowana w sposéb rekurencyjny — problem jest
dzielony na podproblemy, te sg ponownie dzielone na podproblemy, i tak dalej, az do otrzymania podproble-
moéw, dla ktérych rozwigzanie mozna tatwo wskazac, np. gdy liczba danych w podproblemie wynosi jeden lub
dwa. Te og6lng metode dziel i zwyciezaj ilustrujemy dalej na przyktadach poszukiwania elementu w zbiorze
uporzadkowanym (punkt 6.2) oraz sortowania przez scalanie.

4 PROBLEM PORZADKOWANIA - PORZADKOWANIE PRZEZ WYBOR

Porzadkowanie, nazywane réwniez czesto sortowaniem — bedziemy tych terminéw uzywali zamiennie — ma
olbrzymie znaczenie niemal w kazdej dziatalnoSci cztowieka. Jesli elementy w zbiorze sa uporzadkowane
zgodnie z jaka$ reguta (np. ksigzki lub ich karty katalogowe wedtug liter alfabetu, stowa w encyklopedii, daty,
numery telefonéw wedtug nazwisk wtascicieli), to wykonywanie wielu operacji na tym zbiorze staje sie znacz-
nie tatwiejsze i szybsze. Miedzy innymi dotyczy to operacji:

m sprawdzenia czy dany element, czyli element o ustalonej wartosci cechy, wedtug ktérej zbiér zostat
uporzadkowany, znajduje sie w zbiorze,

m znalezienia elementu w zbiorze, jesli w nim jest,

m dotaczenia nowego elementu w odpowiednie miejsce, aby zbiér pozostat nadal uporzadkowany.

Komputery w duzym stopniu zawdzieczajg swojg szybko$¢ temu, Ze dziatajg na uporzadkowanych informa-
cjach. To samo odnosi sie do nas — ludzi, gdy postugujemy sie nimi, informacjami i komputerami. Jesli chce-
my na przyktad sprawdzi¢, czy w jakims katalogu dyskowym znajduje sie plik o podanej nazwie, rozszerzeniu,
czasie utworzenia lub rozmiarze, to najpierw odpowiednio porzadkujemy liste plikdw (np. w programie Eks-
plorator Windows) i wtedy na ogét znajdujemy odpowiedzZ natychmiast. Porzadkowanie jest rowniez podsta-
wowa operacja wykonywana na duzych zbiorach informacji, np. w bazach danych.

“ Funkcja powata (i towarzyszaca jej funkcja podtoga) odgrywajg wazng role w rozwazaniach informatycznych.
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Czesto porzadkujemy rézne elementy lub wykonujemy powyzsze operacje na uporzagdkowanych zbio-
rach nie korzystajac z komputera — w tym rowniez mogg nam poméc metody porzgdkowania i algorytmy dzia-
tajace na uporzadkowanych zbiorach oméwione na zajeciach komputerowych.

4.1 PROBLEM PORZADKOWANIA
Na tych zajeciach bedziemy zajmowac sie gtdwnie porzadkowaniem liczb, chociaz wiele praktycznych proble-
moéw dotyczy porzadkowania innych obiektéw przechowywanych w komputerze. Przyjmijmy wiec nastepuja-
ca specyfikacje tego problemu.

Problem porzadkowania (sortowania)
Dane:  Liczba naturalna niciggn liczb x, X5, ..., Xp.
Wynik: Uporzadkowanie tego ciggu liczb od najmniejszej do najwiekszej.

Z zatozenia, ze porzgdkujemy tylko liczby wzgledem ich wartosci wynika, Ze interesujg nas algorytmy, w kt6-
rych gtéwna operacja jest poréwnanie, wykonywane miedzy elementami danych.

W ogdlnym sformutowaniu problemu porzadkowania nie czynimy zadnych zatozeh dotyczacych ele-
mentow, ktére porzadkujemy, wazna jest jedynie relacja miedzy wartosciami liczb. W og6lnym przypadku na
og6t zaktadamy, ze porzadkowane liczby sa catkowite dodatnie. W wielu sytuacjach praktycznych porzadko-
wane sg najrézniejsze obiekty, np. stowa (przy tworzeniu stownika), adresy (do ksigzki telefonicznej) czy bar-
dzo ztozone zestawy danych, jak np. informacje o koncie bankowym i jego wtascicielu. Szczeg6lnym przypad-
kiem porzadkowania liczb jest sytuacja, w ktérej liczby maja niewielkie wartosci — specjalny algorytm porzad-
kowania takich liczb jest zamieszczony w rozdz. 5.

4.2 PORZADKOWANIE KILKU ELEMENTOW
Jesli liczba elementéw w ciggu jest mata, np. n = 2, 3, 4, to tatwo mozna podac algorytmy, w ktérych jest wy-
konywana mozliwie najmniejsza liczba poréwnan.

Majac dwa elementy, wystarczy jedno poréwnanie, by ustawic je w porzgdku. Nieco wiecej zachodu wy-
maga porzadkowanie trzech liczb. Majac do uporzadkowania trzy liczby, mozemy postgpi¢ nastepujaco: naj-
pierw ustawic¢ a i b w odpowiedniej kolejnosci, a potem wstawi¢ ¢ w odpowiednie miejsce wzgledem a i b.
W pierwszym etapie wykonujemy jedno pordwnanie, a w drugim? Zatézmy, Zze po pierwszym poréwnaniu, czy
as< b, otrzymujemy uporzadkowanie (a,b). Wtedy, jesli c < a, to (c,a,b) jest szukanym uporzadkowaniem. W prze-
ciwnym razie musimy jeszcze sprawdzic, czy c < b. Jesli tak, to otrzymujemy uporzadkowanie (a,c,b), a w prze-
ciwnym razie — (a,b,c). Podobnie postepujemy, gdy po pierwszym poréwnaniu kolejnos¢ liczb ai b jest (b,a).

Wszystkie te przypadki mozna zapisaé w postaci drzewa algorytmu, przedstawionego na rys. 6. Drze-
wo algorytmu jest pewnego rodzaju ,schematem blokowym” algorytmu — w sposéb graficzny ilustruje prze-
bieg dziatania algorytmu dla dowolnych danych. Ta reprezentacja algorytmu jest bardzo przydatna do Sledze-
nia, jak algorytm dziata dla poszczegblnych danych. Wygodna jest rowniez do analizy pracochtonnosci algo-
rytmu, czyli do wyznaczania, ile pordwnafi wykonuje algorytm dla poszczegdlnych danych.

asb = .
Korzefi drzewa
TAK NIE — poczatek algorytmu
t<a csb < Wierzchotki posrednie
— dziatania algorytmu
TAK NIE TAK NIE
(c,a, b bsc (c, b, a) c<a Wierzchotki koAcowe
—wyniki algorytmu
TAK NIE TAK NIE /
(a, b, 0) @@, c b) b, ¢, a) b, a, o)

Rysunek 6.
Drzewo algorytmu porzadkujacego trzy liczby
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Wykonywanie algorytmu, zapisanego w postaci drzewa, rozpoczyna sie w korzeniu tego drzewa, przechodzi
przez wierzchotki posrednie, odpowiadajgce operacjom wykonywanym w algorytmie, i koficzy sie w wierz-
chotku koAicowym. Wierzchotki koficowe drzewa algorytmu zawierajg wszystkie mozliwe rozwigzania — w na-
szym przyktadzie sa to wszystkie mozliwe uporzadkowania trzech elementéw. Takich uporzadkowan jest 6,

Moze sie zdarzyé, ze porzadkowane liczby sg uporzadkowane, mogg sie rowniez powtarzac — algorytm
porzadkowania powinien dawaé poprawna odpowiedZ réwniez w tych przypadkach, czyli dziata¢ jak ,bez-
myslny automat” do wykonywania obliczefi. W tym konkretnym przypadku nie powinien ,zauwazyc”, ze licz-
by sg juz uporzadkowane, i przystapic¢ do dziatania, jak dla dowolnej innej tréjki liczb. Jest to potwierdzenie
uniwersalnosci algorytmu porzadkowania trzech liczb — moze on by¢ stosowany do dowolnej tréjki liczb, zad-
nej specjalnie nie wyrdzniajac.

Algorytm porzadkowania trzech liczb moze by¢ tatwo rozszerzony do algorytmu porzadkowania czte-
rech liczb przez wstawienie czwartej liczby do juz uporzadkowanego ciggu trzech liczb w kazdym wierzchot-
ku wiszacym drzewa — wymaga to wykonania dodatkowo dwéch poréwnaf.

Niestety, w podobny sposéb nie da sie otrzymac najlepszego algorytmu porzadkowania pieciu liczb — odsyta-
my do ksiazki [7], gdzie szczegbtowo opisano taki algorytm, ktéry wykonuje 7 poréwnahi w najgorszym przypadku.

Wspomnielismy, ze drzewo algorytmu utatwia analize pracochtonnosci algorytmu. Na podstawie drzewa
z rys. 6 wynika, ze przy porzadkowaniu trzech liczb trzeba wykona¢ co najwyzej 3 poréwnania — jest to bo-
wiem najdtuzsza (w sensie liczby wierzchotkéw posrednich, ktére odpowiadaja dziataniom w algorytmie) dro-
ga z korzenia do wierzchotka koficowego. Dtugo$¢ takiej drogi nazywamy wysokoScig drzewa.

4.3 PORZADKOWANIE PRZEZ WYBOR
Zajmiemy sie teraz porzagdkowaniem ciggdw, ktére moga zawieraé dowolng liczbe elementéw. Wykorzysta-
my w tym celu jeden z poznanych wczesniej algorytmoéw. O innych algorytmach porzadkowania wspominamy
w dalszej czesci wyktadu.

Jeden z najprostszych algorytméw porzadkowania mozna wyprowadzi¢ korzystajgc z tego, co juz po-
znaliSmy w poprzednich punktach. Zauwazmy, ze: jesli mamy ustawié elementy w kolejnosci od najmniejsze-
go do najwiekszego, to najmniejszy element w zbiorze powinien sie znalezé na poczatku tworzonego ciagu, za
nim powinien by¢ umieszczony najmniejszy element w zbiorze pozostatym po usunieciu najmniejszego ele-
mentu itd. Taki algorytm jest wiec iteracjg znanego algorytmu znajdowania Min w ciggu i nosi nazwe algoryt-
mu porzadkowania przez wybor.

Demonstracja dziatania porzadkowania przez wybér

Aby zilustrowaé dziatanie tego algorytmu zatézmy, ze ciag elementéw, ktéry mamy uporzadkowad, jest zapi-
sany w kolumnie (zob. rys. 7). Chcemy ponadto, aby wynik, czyli ciag uporzadkowany, znalazt sie w tym sa-
mym ciggu — o takim algorytmie moéwimy, ze dziata in situ, czyli ,w miejscu”. W tym celu wystarczy znalezio-
ny najmniejszy element w ciggu zamieni¢ miejscami z pierwszym elementem tego ciggu — zob. rys. 7 ilustru-
jacy kolejne kroki dziatania algorytmu porzadkowania przez wybér.

4 4 4 4 4 >4 >6 7
3 3 33 7|::7|:Z 6
5 6 6| 6 6 l»6 4 4
1 22| 4[24 4 4 4
7 7|:7 7 3 3 3 3
2 >»2 L4 2 2 2 2 2
4[:3 2 2 2 2 2 2
2 1 1 1 1 1 1 1

Rysunek 7.
Ilustracja dziatania algorytmu porzadkowania przez wybér. W kazdej kolumnie, pogrubiony zostat najmniej-
szy element w podciagu od goéry do kreski, a klamra wskazuje zamiane elementéw miejscami

Zanim podamy szczegbtowy opis tego algorytmu porzadkowania, przyjrzyj sie petnej demonstracji jego dzia-
tania w programie Maszyna sortujaca, ktéry byt wykorzystany do demonstracji dziatania algorytmu znajdu-
jacego najmniejszy element w ciggu.
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# Macromedia Flash Player, B

17. Wyszukiwanie minimum wirdd ni dkowanych liczb
18. Znall

19. Znalezio owe minimum= 59

Rysunek 8.

Demonstracja dziatania algorytmu porzadkowania przez wyb6r w programie Maszyna sortujaca — cztery
pierwsze elementy znajduja sie juz na swoim miejscu w ciggu uporzadkowanym i szukany jest najmniejszy
element w pozostatej czeSci ciggu, by przenie$¢ go na miejsce pigte

Polecamy réwniez inny program Sortowanie, ktéry stuzy do demonstracji dziatania oraz porownywania mie-
dzy soba wielu algorytméw porzadkujgcych. Ten program jest rowniez zatgczony do materiatéw tych zajeé
i moze byé wykorzystany w celach edukacyjnych.

%2 Sortowanie przez wybdr - Mozilla Firefox |._||E||i|
Plik. Edwcja  Widok  Historia  Zakdadki  Marzedzia  Pomoc

6- |~ c x (' (D |fi\e:,|’,|’;’C:J‘DDcumants and Settings,l’OEM,l’Mo]-ﬂ}' '| |'|mmm ,’:‘|

d-|0 Snip : Zapla | @ Uniwersytet | || kurs: Tnfor |‘|xxv Jesienn ] wr Portal INTE | [ sorto... @ |+ -
A

Sortowanie przez wybér u

Typ danyeh: Wielkose danych:

Zakoficzono

Rysunek 9.
Demonstracja dziatania algorytmu porzadkowania przez wybér w programie Sortowanie

Opis algorytmu porzadkowania przez wybér
Przedstawmy teraz Scisty opis algorytmu porzadkowania przez wybér, znanego jako SelctionSort.

Algorytm porzadkowani przez wybér — SelectionSort
Dane:  Liczba naturalna niciggnliczbx,x,, ...,x .

n

Wynik: Uporzadkowanie danego ciggu liczb od najmniejszej do najwiekszej, czyli ciag wynikowy spetnia
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nieréwnosci x, < x, < ... < x . (Uwaga. Elementy ciggu danego i wynikowego oznaczamy tak samo,
gdyz porzadkowanie odbywa sie ,,w tym samym miejscu”.)
Krok 1. Dlai=1,2,...,n—-1wykonaj kroki 2 i 3, a nastepnie zakofcz algorytm.
Krok 2. Znajdz k takie, ze x, jest najmniejszym elementem w ciggu x,, ..., X
Krok 3. Zamief miejscami elementy x, oraz x,.

n*

Uwaga. Zauwaz, ze liczba k znaleziona w Kroku 2 moze by¢ rowna i w tym kroku, a zatem w Kroku 3 ten sam
element jest zamieniany miejscami ze sobg. Z taka sytuacja mamy do czynienia w piatej iteracji przyktado-
wej demonstracji dziatania algorytmu, przedstawionej na rys. 7, gdzie element 4 jest zamieniany ze soba.

Ztozonosc algorytmu SelectionSort

Obliczmy teraz, ile poréwnaf i zamian elementéw, w zaleznosci od liczby elementéw w ciagu n, jest wykony-
wanych w algorytmie SelectionSort oraz w jego komputerowych implementacjach. W tym celu wystarczy za-
uwazyc, o czym pisaliSmy juz powyzej, ze algorytm jest iteracjg algorytmu znajdowania najmniejszego ele-
mentu w ciagu, a ciag, w ktérym szukamy najmniejszego elementu, jest w kolejnych iteracjach coraz krotszy.
Liczba przestawief elementéw jest rowna liczbie iteracji, gdyz elementy sg przestawiane jedynie na koficu
kazdej iteracji, ktérych jest n — 1, a wiec wynosi n —1. Jesli zas chodzi o liczbe poréwnan, to wiemy juz, ze al-
gorytm znajdowania minimum w ciggu wykonuje o jedno poréwnanie mniej niz jest elementéw w ciggu. Po-
niewaz w kazdym kroku liczba elementéw w przeszukiwanym podciggu jest o jeden mniejsza, caty algorytm
porzgdkowania przez wyb6ér, dla ciggu danych ztozonego na poczatku z n elementéw wykonuje liczbe poréw-
nan réwna:

n-D+0-2D+n-3)+..+3+2+1

Wartos¢ tej sumy mozna obliczy¢ wieloma sposobami. Przedstawimy dwa z nich — sg one ciekawe przez swo-
ja prostote. Inny sposéb, w ktérym korzysta sie ze wzoru na sume postepu arytmetycznego, pomijamy tutaj,
jako oczywisty dla tych, ktérzy wiedza, co to jest postep arytmetyczny — nasze sposoby tego nie wymagaja.

Dowéd geometryczny
Kolejne liczby naturalne od 1 do n — 1 mozna przedstawi¢ w postaci tréjkata, ktérego wiersz i, liczac od dotu,
zawiera i diamentéw (na rys. 10 sa to czarne diamenty). Dwa takie same trdjkaty pasujg do siebie i tworzg
prostokat zawierajacy (n — 1)n diament6w, zatem warto$¢ powyzszej sumy jest potowg liczby wszystkich dia-
mentéw w catym prostokacie, czyli jest réwna:
(n-=Dn
2

Ten geometryczny dowdd, zamiesz-
czony obok, znali juz starozytni Gre-
cy. Na podstawie geometrycznej inter-
pretacji, warto5¢ sumy kolejnych liczb
naturalnych nazywali liczbami tréjkat-
nymi.
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Rysunek 10.
Ilustracja geometrycznego wyznaczania wartosci sumy kolejnych liczb naturalnychod 1don -1

Spostrzezenie nudzqcego sie geniusza

Anegdota moéwi, ze nauczyciel matematyki w klasie, do kt6-
rej uczeszczat mtody Carl Friedrich Gauss (1777-1855), jeden
z najwiekszych matematykéw w historii, by zajaé przez dtuz-
szy czas swoich uczniéw Zzmudnymi rachunkami, datim do ob-
liczenia warto$é sumy stu poczagtkowych liczb naturalnych, czyli1 + 2 + 3 +... + 98 + 99 + 100. Nie cieszyt sie
jednak zbyt dtugo spokojem, po chwili otrzymat bowiem gotowa odpowiedz od Carla, ktéry szybko zauwazyt,

Geniusz — geni juz.
Hugo Steinhaus
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ze suma liczb w skrajnych parach, 1+100, 2+99, 3+98 itd. az do 50+51 jest taka sama, a takich par jest poto-
wa ze stu, czyli z liczby wszystkich elementéw. Stad natychmiast otrzymat powyzszy wz6r.

Otrzymalismy wzér na liczbe poréwnafn w algorytmie porzadkowania przez wybér, ktéry zalezy tylko od
liczby porzadkowanych elementéw. Mozna uznac za stabg strone tego algorytmu, ze wykonuje on taka sama
liczbe dziatan (poréwnan i przestawief) na ciggach o tej samej dtugosci, bez wzgledu na stopien ich uporzad-
kowania. W nastepnym podpunkcie wspominamy o metodzie porzadkowania, ktéra jest ,,bardzo czuta” na
stopieh uporzagdkowania elementéw w porzagdkowanym ciggu.

4.4 INNE ALGORYTMY PORZADKOWANIA

Znanych jest bardzo wiele algorytméw porzadkowania liczb i innych obiektéw przechowywanych w kom-
puterze, jak stéw, dat (to nie sa liczby tylko uktady liczb), rekordéw (czyli uktadéw danych réznych typow).
Temu zagadnieniu poswiecono wiele opastych ksigzek, np. Donald Knuth napisat na ten temat ponad 1000
stron jeszcze w latach 60. XX wieku, patrz [4]. Na tych zajeciach, problem sortowania pojawia sie jeszcze kil-
ka razy. W rozdz. 5 opisujemy algorytm porzadkowania matych liczb, a w rozdz. 7 przedstawiamy algorytm
sortowania przez scalanie bazujgc na metodzie dziel i zwyciezaj, bedacy jednym z najszybszych metod sor-
towania.

5 PORZADKOWANIE PRZEZ ZLICZANIE

W algorytmie porzadkowania, ktéry opisaliSmy w poprzednim rozdziale, nie poczyniliémy zadnych zatozeh
dotyczacych elementéw, ktére porzadkujemy. Stuzy on do porzadkowania dowolnych liczb (przyjelismy, ze
porzadkowane liczby sg catkowite), wykonujgc poréwnania miedzy tymi liczbami — wazne jest tylko, ktéra
z dwbch liczby jest wieksza, a ktéra mniejsza. W rzeczywistych sytuacjach porzadkowane moga byé liczby
szczegblnej postaci, a ogdlnie — porzadkowane sg najrézniejsze obiekty, np. stowa (do stownika), adresy (do
ksigzki telefonicznej) czy bardzo ztozone zestawy danych, jak np. informacje o koncie bankowym i jego wta-
Scicielu.

Szczegblnym przypadkiem porzadkowania liczb jest sytuacja, w ktorej liczby sa niewielkie, jest ich nie-
wiele réznych i nalezg do niewielkiego przedziatu. Takie wtasnosci ma na przyktad cigg stopni wierzchotkéw
w grafie (bedzie o tym mowa na innych zajeciach). Na potrzeby tego rozdziatu zmiefimy wiec nieco opis pro-
blemu porzadkowania, jak nastepuje:

Problem porzadkowania niewielkich liczb

Dane:  Liczba naturalna n i cigg n liczb catkowitych x, x,, ..., X , nalezacych do przedziatu [1..M], gdzie M
jest porownywalne co do wartosci z n (na 0g6t przyjmuje sie, ze M < n).

Wynik: Uporzadkowanie tego ciggu liczb od najmniejszej do najwieksze;j.

Aby uporzadkowac liczby, ktore spetniajg warunek z opisu danych, wystarczy policzyé, ile wérdd danych jest
liczb réwnych 1, liczby réwnych 2, itd. A nastepnie po policzeniu, ile jest konkretnych liczb, ustawié je w kolej-
nosci: najpierw elementy réwne 1, p6Zniej elementy réwne 2, itd. Taki algorytm nazywa sie porzadkowaniem
przez zliczanie (ang. counting sort). Zat6zmy, ze c,0znacza liczbe elementéw porzadkowanego ciggu réwnych
i— ¢, mozna wiec uznac za licznik elementéw réwnych /. Ten algorytm sktada sie z dwéch krokéw (Krok 1 jest
tylko przygotowaniem do porzadkowania):

Algorytm. Porzadkowanie przez zliczanie - CountingSort

Krok 1. Dlai=1,2,..,M, przyjmij c,= 0. {Zerowanie licznikéw elementow.}

Krok 2. Dlai=1,2,..,n,zwiekszc, 01, gdzie k=x.

Krok 3. Zacznij od pierwszej pozycji w ciggu x i
dlai=1,2,..,M,nakolejnych ¢, pozycjach w ciagu x ustaw element /.

Z postaci algorytmu wynika, ze jesli porzagdkowane elementy przyjmuja nie wiecej, niz M wartosci i M nie jest
wieksze od liczby porzadkowanych elementéw (M < n), to algorytm porzadkowania przez zliczanie jest algo-
rytmem o ztozonosci liniowej wzgledem liczby elementéw w porzgdkowanym ciggu. A zatem jest znacznie
szybszy niz algorytm porzadkowania przez wybér, przedstawiony w rozdziale 4.
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6 POSZUKIWANIE INFORMAC)I W ZBIORZE

Komputery bardzo utatwiajg szybkie poszukiwanie informacji umieszczonych na ptytach CD i na serwerach
sieci Internet. Jest to zastuga nie tylko szybkosci dziatania procesordw, ale tez dobrej organizacji pracy, dzieki
czemu pozostaje im ... niewiele do roboty. Przypomnijmy poczynione zatozenia, dotyczace przeszukiwanych
zbioréw. Zbidr moze zawierac elementy powtarzajace sie (czyli o takich samych wartoSciach) i w obliczeniach
jest dany w postaci ciggu, ktéry na og6t jest poprzedzony liczbg jego elementéw. Cigg ten moze by¢ uporzad-
kowany, np. od najmniejszego do najwiekszego elementu, lub nieuporzadkowany.

W drugim rozdziale zajmowaliSmy sie znajdowaniem szczegdlnych elementéw w zbiorze nieuporzgdkowa-
nym, najmniejszego i najwiekszego. Teraz bedziemy rozwazaé problem poszukiwania w ogblniejszej postaci.

Problem poszukiwania elementu w zbiorze

Dane:  Zbiér elementéw w postaci ciagu n liczb x, x,, ..., x . Wyrézniony element y.

Wynik: )esliy nalezy do tego zbioru, to podaj jego miejsce (indeks) w ciggu, a w przeciwnym razie — sygna-
lizuj brak takiego elementu w zbiorze.

Problem poszukiwania ma bardzo wiele zastosowan i jest rozwigzywany przez komputer na przyktad wtedy,
gdy w jakims$ ustalonym zbiorze informacji staramy sie znalez¢ konkretng informacje. Rozwazana przez nas
wersja tego problemu jest bardzo prosta, na ogét bowiem zbiory i ich elementy majg bardzo ztozong postac,
nie sg ograniczone tylko do pojedynczych liczb. Przedstawione przez nas metody moga by¢ jednak uogélnio-
ne na bardziej ztozone sytuacje problemowe.

W nastepnych podpunktach, najpierw rozwigzujemy problem poszukiwania w dowolnym zbiorze ele-
mentdw, a pdZniej — w zbiorze uporzgdkowanym.

6.1 POSZUKIWANIE ELEMENTU W ZBIORZE NIEUPORZADKOWANYM
Jesli nic nie wiemy o elementach w ciggu danych x, x, ..., x , to aby stwierdzi¢, czy wérdd nich jest element
rowny danemu y, musimy sprawdzi¢ kazdy z elementéw tego ciggu, gdyz element y moze sie znajdowaé w do-
wolnym miejscu ciggu, a w szczegdlnym przypadku moze go tam nie byé. W takim przypadku stosujemy prze-
szukiwanie (lub poszukiwanie) liniowe, ktére stosowalismy w rozdz. 1 do znajdowania w ciggu elementu naj-
mniejszego lub najwiekszego. Na ogbét takie przeszukiwanie odbywa sie ,,od lewej do prawej”, czyli od po-
czatku do kofica ciggu. Mozna je opisac nastepujaco.

Algorytm poszukiwania liniowego

Dane:  Zbiér elementéw w postaci ciagu n liczb x, x,, ..., x . Wyrézniony element y.

Wynik: )esliy nalezy do tego zbioru, to podaj jego miejsce (indeks) w ciggu, a w przeciwnym razie — sygna-
lizuj brak takiego elementu w zbiorze.

Krok 1. Dlai=1,2,...,n,jeslix,=y,to przejdZ do kroku 3.

Krok 2. Komunikat: W ciggu danych nie ma elementu réwnego y. Zakofcz algorytm.

Krok 3. Element réwny y znajduje sie na miejscu i w ciggu danych. Zakofcz algorytm.

Jesli element y znajduje sie w przeszukiwanym ciagu, to algorytm kofczy dziatanie po natknieciu sie na nie-
g0 po raz pierwszy, a jesli nie ma go w tym ciggu to kofczy sie po dojsciu do kofica ciggu. W obu przypadkach
liczba dziatan jest proporcjonalna do liczby elementéw w ciggu. W pierwszym przypadku najwiecej operacji
jest wykonywanych wéwczas, gdy poszukiwany element jest na koficu ciggu.

Algorytm poszukiwania moze wykonywacé r6zna liczbe iteracji nawet dla ustalonego ciggu danych, za-
lezy ona bowiem od wartoSci poszukiwanego elementu y. Mamy wiec okazje, by postuzyc sie instrukcja itera-
cyjna, w ktérej liczba iteracji moze zaleze¢ od spetnienia podanego warunku. W przypadku algorytmu poszu-
kiwania, kofczy on dziatanie w jednej z dwoch sytuacji: albo zostat znaleziony poszukiwany element y, albo
zostat przejrzany caty cigg i nie znaleziono tego elementu. Musimy uwzglednic jedna i druga ewentualnosc.
Umozliwia nam to nastepujaca funkcja — przyjmujemy, ze wartoScia funkcji jest indeks znalezionego elemen-
tu, jesli znajduje sie on w ciggu, lub — 1, jesli element o wartoSci y nie istnieje w ciggu:

function PrzeszukiwanielLiniowe(n,y:integer; x:tablicax):integer;
{Wartoscia funkcji jest indeks elementu tablicy
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rownego y, lub -1, jesli brak takiego elementu w ciagu.}
var i:integer;
begin
i:=1;
while (x[i]<>y) and (i<n) do i:=i+1;
if x[i]=y then PrzeszukiwanieLiniowe:=1i
else PrzeszukiwanieLiniowe:=-1

end; {PrzeszukiwanieLiniowe}
Warunkowa instrukcja iteracyjna: while (x[i]<>y) and (i<n) do i:=i+l;
jest wykonywana tak dtugo, jak dtugo spetniony jest warunek: (x[i]<>y) and (i<n)

Czyli, gdy badany element ciggu jest rézny od y oraz nie zostat jeszcze osiggniety koniec ciggu. Wtedy zwiek-
szany jest biezgcy indeks elementdw ciggu. Po tej instrukcji nastepuje ztozona instrukcja warunkowa:

if x[i]=y then PrzeszukiwanieLiniowe:=1i
else PrzeszukiwanieLiniowe:=-1

ktérej zadaniem jest zbadanie, z jakiego powodu nastgpito zakoficzenie iteracji. Jesli x[1]=y, to w ciggu zo-
stat znaleziony element réwny vy, a w przeciwnym razie (e1se) nie ma w ciggu elementu o wartosci y.

Przeszukiwanie liniowe z wartownikiem

Ciekawe wtasnoSci ma niewielka modyfikacja powyzszego algorytmu, wykorzystujgca specjalny element,
umieszczony na koficu ciggu, zwany wartownikiem. Rolg wartownika jest ,,pilnowanie”, by proces przeszuki-
wania nie wyszedt poza cigg. Jak wiemy, gdy cigg zawiera element o wartosci y, to przeszukiwanie koficzy sie
na tym elemencie. Aby mie¢ pewnosé, ze przeszukiwanie zawsze zakoficzy sie na elemencie o wartosci y, do-
taczamy na koficu ciggu element — wartownika — wtasnie o wartosci y. W efekcie, przeszukiwanie zawsze za-
koficzy sie znalezieniem elementu o wartosci y, nalezy jedynie sprawdzié, czy znaleziony element y znajdu-
je sie na dotaczonej pozycji zbioru, czy tez wystapit wczesniej. W pierwszym przypadku, badany zbiér nie za-
wiera elementu rownego y, a w drugim — y nalezy do zbioru. Wida¢ stad, ze dotaczony do zbioru element od-
grywa role jego wartownika — nie musimy bowiem sprawdzac, czy przegladanie objeto caty zbiér czy nie - za-
wsze zatrzyma sie ono na szukanym elemencie, ktérym moze byé dotgczony wtasnie element. A oto fragment
przeszukiwania z wartownikiem:

begin

i:=1;

x[n+l]:=y;

while x[i]<>y do i:=i+l;

if i<=n then PrzeszukiwanielLinioweWartownik:=i
else PrzeszukiwanieLinioweWartownik:=-1

end;

6.2 POSZUKIWANIE ELEMENTU W ZBIORZE UPORZADKOWANYM
W tym podrozdziale zaktada¢ bedziemy, ze poszukiwania elementéw (informacji) sa prowadzone w uporzad-
kowanych zbiorach (ciggach) elementéw — chcemy albo znalez¢ element, albo umiesci¢ go w takim zbiorze
z zachowaniem uporzadkowania.

Porzadek w informacjach

Zbiory moga miec r6zng strukture — moga to by¢ ksigzki w bibliotece, hasta w encyklopedii, liczba w ustalo-
nym przedziale lub numery w ksigzce telefonicznej. Te przyktady sg bliskie codziennym sytuacjom, w ktérych
nalezy odszukac pewng informacje i zapewne stosowane przez Was w tych przypadkach metody sg podobne
do opisanych tutaj. Naszymi rozwazaniami chcemy utwierdzi¢ Was w przekonaniu, ze:

integralna czescia informacji jest jej uporzadkowanie,



<22 Informatyka +

gdyz w przeciwnym razie ... nie jest to informacja. To stwierdzenie nie jest naukowym okresleniem informa-
cji°, ale odnosi sie do informacji w potocznym znaczeniu, do informacji, ktére nas zalewajg i nieraz przytta-
czaja, do informacji, wérdd ktérych mamy odnalezé te nam potrzebna lub ,,zrobi¢ wéréd nich porzadek”. Pod-
stawowym przygotowaniem do zycia w erze i spoteczefistwie informacji jest bowiem nabycie umiejetnosci ta-
kiego postepowania z informacja (uporzagdkowang oczywiscie), by w postugiwaniu sie nig korzystac z jej upo-
rzagdkowania, nie psuc go i ewentualnie naprawiaé, gdy ulega zniszczeniu, lub gdy informacja sie rozrasta.

Wykonaj teraz éwiczenie, ktére zapewne wykonywate$ juz nieraz w swoim zyciu, nie zdajgc sobie na-
wet z tego sprawy. WezZ do reki jedna z ksigzek: stownik ortograficzny, stownik polsko-angielski lub ksigzke
telefoniczna, wybierz trzy stowa zaczynajace sie na litery: ¢, [ oraz wi znajdzZ je w wybranej ksigzce. Zanotuj,
ile razy ja otwierata$, zanim znalaztes strone z poszukiwanym stowem.

Jesli ksigzka, ktérg wybrates, ma miedzy 1000 a 2000 stron, to dla znalezienia jednego stowa nie po-
winiene$ otwierac jej czeSciej niz 11 razy; jesli ma miedzy 500 a 1000 stron — to nie czesciej niz 10 razy; jesli
miedzy 250 a 500 stron — to nie czesciej niz 9 razy itp.

Skad to wiemy? Przypuszczamy, ze w poszukiwaniu hasta, po zajrzeniu na wybrang strone wiesz, ze
znajduje sie ono przed nig, albo po niej, mozesz wiec jedna z czesci ksigzki pomingé w dalszych poszukiwa-
niach. Co wiecej, w nieodrzuconej czesci kartek wybierasz jako kolejng te, ktéra jest bliska srodka, lub lezy
w poblizu litery, na kt6érg zaczyna sie poszukiwany wyraz. Stosujesz wiec — moze nawet o tym nie wiedzac
- metode poszukiwania, ktéra polega na podziale (potowieniu) przeszukiwanego zbioru. MozZesz jg zastoso-
wac, bo przeszukiwany zbiér jest uporzgdkowany. A ile préb musiatby$ wykonaé, gdyby hasta w stowniku nie
byty uporzadkowane?

Pamietaj. Staraj sie wykorzystywac

Poréwnaj teraz: uporzadkowanie zbioru, ktéry
m W alfabetycznym spisie telefonéw na 1000 stronach wystarczy przeszukujesz — znacznie skraca

przejrzec co najwyzej 10 stron, by znalez¢ numer telefonu to Twoja prace. Utrzymuj réwniez
danej osoby. porzadek w swoich zbiorach

m Ajesli miatbys znalez¢ osobe, ktéra ma telefon o numerze (rzeczach), a bedziesz mniej czasu
1234567, to w najgorszym przypadku musiatbys przejrzeé tracit na ich przeszukiwanie.

wszystkie 1000 stron!

Czy to poréwnanie nie Swiadczy o potedze uporzadkowania i o sile algorytmu zastosowanego do uporzadko-
wanego wykazu?

Zabawa w zgadywanie liczb
Strategie podobna do poszukiwania w alfabetycznych spisach stosuje sie podczas gry, polegajacej na zgady-
wania ukrytej przez druga osobe liczby. Wybierz sobie Partnera do gry, ktéra polega na odgadywaniu liczby
naturalnej wybranej z przedziatu [m, n]. Partner wybiera liczbe, a Ty masz ja odgadna¢. Na Twoj wybér Partner
moze jedynie odpowiedzie¢: ,,tak”, ,za mata” lub ,,za duza”. Jaka przyjmiesz strategie odgadywania liczby,
by ja znalez¢ w mozliwie najmniejszej liczbie préb? Zamieficie sie rolami i powtérzcie te gre dla r6znych prze-
dziatéw i dla r6znych ukrytych liczb.

Rozegraj ze swoim partnerem kilka rund tej gry. Wéréd ukrywanych liczb niech bedga liczby z obu kon-
cow przedziatu oraz liczba ze srodka przedziatu. Za lewy koniec przedziatu wybierz réwniez liczbe wieksza
od 1.

Jesli nie od razu, to na pewno po kilku prébach odkryjesz, ze najlepsza strategia polega na podawaniu Srod-
kowych liczb z przedziatu, w ktérym znajduje sie poszukiwana liczba. Przypusémy, ze poszukujemy liczby
w przedziale [1, 100]. JeSli pierwszym wyborem bytaby liczba 75 i otrzymalibySmy odpowied? ,,za duza”, to
pozostatby do przeszukania przedziat [1,75]. JeSli natomiast wybierzemy w pierwszej prébie 50, to bez wzgle-
du nato, jaka liczbe wybrat Partner, pozostanie do przeszukania nie wiecej niz piec¢dziesiat liczb, w przedzia-
le [1, 49] albo [51, 100].

> W teorii informacji, informacja jest definiowana jako ,miara niepewno3ci zajscia pewnego zdarzenia sposr6d skofczo-
nego zbioru zdarzen mozliwych” — na podstawie Nowej encyklopedii powszechnej PWN.
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Przedstawione przyktady poszukiwania przez potowienie w zbiorze uporzadkowanym ilustruja, ze ta metoda
jest kolejnym zastosowaniem zasady dziel i zwyciezaj.

Algorytm poszukiwania przez potowienie
Algorytm poszukiwania przez potowienie jest zwany réwniez binarnym poszukiwaniem. Opiszemy teraz ten
algorytm dla troche ogélniejszej sytuacji niz w zabawie w odgadywanie liczb. Po pierwsze zauwazmy, ze
w podanej wyzej metodzie nie majg znaczenia wartosci elementéw w tablicy, tak dtugo, jak dtugo sg uporzad-
kowane. Musimy mie¢ jedynie pewnos¢, ze po poréwnaniu wskazanej w tablicy liczby z poszukiwang i po wy-
braniu potowy zbioru, poszukiwana liczba znajduje sie w wybranej potowie, a do tego wystarczy, by elemen-
ty w tablicy byty uporzadkowane, nie musza by¢ koniecznie kolejnymi liczbami. Tablica moze réwniez zawie-
ra¢ takie same liczby — wtedy oczywiScie zajmujg one miejsca obok siebie. Po drugie, poszukiwana liczba
nie musi znajdowac sie w tablicy — wtedy naszg odpowiedzig bedzie jaka$ specjalnie wybrana liczba, np. 1.
Przyjmijmy, Zze przeszukiwany ciag liczb jest umieszczony w tablicy x[k..l]. Zat6zmy dodatkowo, Ze
wartos¢ poszukiwanego elementu y mieSci sie w przedziale wartoSci elementow w tej tablicy, czylix, < y < x.
Algorytm, ktéry podajemy gwarantuje, ze w trakcie jego dziatania, podobnie jak w grze w odgadywanie licz-
by, przeszukiwany przedziat zawiera poszukiwany element y, czylix,,, <y < Xorawy 12 wtasnos¢ oraz to, ze
dtugosc tego przedziatu zmniejsza sie w kazdej iteracji (zob. krok 3), zapewniaja, ze ponizszy algorytm jest
poprawny.

Algorytm poszukiwania przez potowienie (algorytm binarnego przeszukiwania)
Dane: ~ Uporzadkowany ciag liczb w tablicy x[k..[], tzn. x, < x, < ... < x; oraz element y spetniajgcy nierwno-
Scix <ys<x,.
Wyniki: Takies (k<s=<1),zex_=y, lub przyjagc s = -1, jesliy # x, dla kazdego i (k< i< ).
Krok 1. lewy:=k; prawy:=1;  {Poczatkowe kofice przeszukiwanego przedziatu.}
Krok 2. )esli lewy > prawy, to przypisz s := -1 i zakoficz algorytm.
{Oznacza to, ze poszukiwanego elementu y nie ma w przeszukiwanej tablicy.}
Krok 3. s:=(lewy + prawy) div 2; {Operacja div oznacza dzielenie catkowite.}
Jeslix_=y, to zakoficz algorytm. {Znaleziono element y w przeszukiwanej tablicy.}
Jeslix_<y, to lewy :=s + 1, a w przeciwnym razie prawy := s — 1.
Wr6¢ do kroku 2.

Implementacja poszukiwania przez potowienie
Jak podaje Donald E. Knuth [4], napisanie w petni poprawnej komputerowej implementacji algorytmu poszu-
kiwania przez potowienie, sprawito ktopot wielu programistom. Ponizej podajemy naszg implementacje:

function PrzeszukiwanieBinarne(x:tablicax; k,l:integer;
y:integer):integer;
{Przeszukiwanie binarne ciagu x[k..l] w poszukiwaniu elementu vy.
Wartoscia funkcji jest indeks elementu tablicy rownego y, lub -1,
jesli brak takiego elementu. W programie glownym nalezy zdefiniowac
typ danych: tablicax=array[l..n] of integer.}
var Lewy,Prawy,Srodek:integer;
begin
Lewy:=k; Prawy:=1;
while Lewy<=Prawy do begin
Srodek:=(Lewyt+Prawy) div 2;
if x[Srodek]=y then begin
PrzeszukiwanieBinarne:=Srodek; exit
end; {Element y nalezy do przeszukiwanego ciagu.}
if x[Srodek]<y then Lewy:=Srodek+l
else Prawy:=Srodek-1
end;
PrzeszukiwanieBinarne:=-1
end; {PrzeszukiwanieBinarne}



<24 > Informatyka +

Ztozonos¢ algorytmu binarnego przeszukiwania
Nasuwa sie teraz pytanie, ile poréwnan jest wykonywanych w algorytmie binarnego przeszukiwania. Zat6z-
my, ze poszukiwany element znajduje sie w ciggu — bo jesli go tam nie ma, to jest wykonywana jedna dodat-
kowa iteracja (przekonaj sie o tym).
Pytanie o liczbe poréwnah w powyzszym algorytmie mozna sformutowaé nastepujaco: ile razy nale-

7y odrzucac potowe biezgcego ciaggu, by pozostat tylko jeden element (zauwazmy tutaj, ze jesli elementu y
nie ma w ciaggu, to kontynuujemy algorytm az do wyczerpania wszystkich elementéw, czyli wykonujemy o je-
den krok wiecej). Jesli n = 32, to jeden element pozostaje po pieciu podziatach, a jesli n = 16 — to po czte-
rech. Stad mozna wywnioskowac, ze jesli wartos¢ n zawiera sie miedzy 16 a 32, to wykonujemy nie wiecej
niz pie¢ poréwnan. Jak te obserwacje mozna uogdlnic? Zapewne jest to zwigzane z potega liczby 2, a doktad-
niej z najmniejszym wyktadnikiem potegi, ktérej wartos¢ nie jest mniejsza od n. Pojawia sie wiec tutaj w na-
turalny sposéb funkcja odwrotna do potegowania — logarytm. Mozna nawet przyja¢ ,,informatyczna” defini-
cje tej funkgji:

log,n jest réwny liczbie krokéw prowadzacych od n do 1, w kt6rych biezaca

liczba jest zastepowana przez zaokraglenie w gore jej potowy.

Algorytm binarnego umieszczania

Algorytm binarnego przeszukiwania ma dos¢ istotne uogélnienie, gdy dla elementu y, bez wzgledu na to, czy
nalezy do ciggu czy nie, chcemy znaleZ¢ takie miejsce, by po wstawieniu go tam, cigg pozostat uporzadkowa-
ny. Odpowiedni algorytm mozna w tym przypadku nazwaé binarnym umieszczaniem.

Poszukiwanie interpolacyjne, czyli poszukiwania w stownikach
Czy rzeczywiscie przeszukiwanie binarne jest najszybsza metoda znajdowania elementu w zbiorze uporzad-
kowanym?

WyobraZzmy sobie, Ze mamy znaleZé w ksigzce telefonicznej numer telefonu Pana Bogusza Alfreda. Wte-
dy zapewne skorzystamy z tego, Ze litera B jest blisko poczatku alfabetu i, owszem, zastosujemy metode po-
dziatu. W pierwszej prébie nie bedziemy jednak dzieli¢ ksiazki na dwie potowy, ale raczej sprébujemy trafic
blisko tych stron, na ktérych znajduja sie nazwiska zaczynajace sie na litere B. W dalszych krokach bedziemy
postepowac podobnie. Te obserwacje mozna wykorzystaé¢ w algorytmie poszukiwania. Zauwazmy najpierw,
ze w algorytmach binarnych jest sprawdzana jedynie relacja, czy dana liczba y jest wieksza (lub mniejsza
lub réwna) od wybranej z ciggu, natomiast nie sprawdzamy i nie wykorzystujemy tego, jak bardzo jest wiek-
sza. Podczas odnajdywania wyrazéw w encyklopediach korzystamy natomiast z informacji, w jakim miejscu
alfabetu znajduje sie litera, ktérg rozpoczyna sie poszukiwany wyraz, i w zaleznosci od tego wybieramy od-
powiednia porcje kartek. Strategia ta nazywa sie interpolacyjnym poszukiwaniem, gdyz uwzglednia nie tyl-
ko potozeniu szukanej liczby wzgledem Srodka ciggu, ale uwzglednia jej wartos¢ wzgledem rozpietosci kraf-
cowych wartosci w ciggu. Szczeg6towe informacje na temat interpolacyjnego poszukiwania mozna znalezé
w ksiazce [7].

7 DZIEL | ZWYCIEZA], REKURENCJA - SORTOWANIE PRZEZ SCALANIE

W rozdz. 3 rozwazaliSmy problem jednoczesnego znajdowania w zbiorze najwiekszego i najmniejszego ele-
mentu i podalismy algorytm Max-i-Min, w ktérym mozna wyrdznic trzy etapy:

1. Podziat problemu na podproblemy.

2. Rozwigzywanie podproblemow.

3. Potaczenie rozwigzah podprobleméw w rozwigzanie gtéwnego problemu.

Pierwszy etap polega na podziale zbioru danych na dwa podzbiory: kandydatéw na maksimum i kandydatéw
na minimum, w drugim etapie — maksimum i minimum sg znajdowane w zbiorach kandydatéw, a trzeci etap
w przypadku tego problemu jest jedynie wyprowadzeniem rozwigzania sktadajacego sie z dwéch liczb, otrzy-
manych jako rozwigzania dwéch podproblemow.

Podkreslalismy juz wielokrotnie, Ze naturalnym podejSciem w rozwigzywaniu probleméw powinno by¢
dazenie do wykorzystania znanych rozwigzafh probleméw — miejscem ku temu w powyzszym schemacie jest
etap drugi. W przypadku problemu Max-i-Min, korzystamy na tym etapie ze znanych algorytméw znajdowa-
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nia najwiekszego i najmniejszego elementu w zbiorze. To natu-
ralne podejscie w rozwigzywaniu probleméw przyjmuje szcze-
gblng postaé, gdy tworzone podproblemy rozwigzujemy ... tg
samg metoda, jaka stosujemy do gtéwnego problemu. A zatem,
podproblemy réwniez dzielimy na ich podproblemy i stosujemy
... te samg metode. Kontynuujemy ten proces podziatu tak dtu-
g0, az dojdziemy do podproblemu, dla ktérego znamy rozwigza-
nie, np. gdy ma mato elementéw. W takich metodach rozwigzy-
wania w naturalny sposéb pojawia sie rekurencja, ktéra polega
na tym, ze algorytm odwotuje sie do siebie samego. Na rekuren-
cyjna metode rozwigzywania probleméw, mozna wiec spojrzeé

Nazwa zasady dziel i zwyciezaj
pochodzi od angielskich stow

divide and conquer. Nie nalezy jej
jednak myli¢ z podobnie brzmiaca
starozytng zasada dziel i rzadz (tac.
divide et impera), ktéra odnosita sie
do sposobu rzadzenia Cesarstwem
Rzymskim, polegajacego na dzieleniu
wielkich obszaréw i spoteczehstw na
mniejsze czesci, ktére w ten sposéb
miaty utrudniong komunikacje

miedzy soba, stanowity wiec mniejsze
zagrozenie dla cesarzy. W przypadku
zas zasady dziel i zwyciezaj celem
jest taki podziat problemu na
mniejsze czesci, by ich rozwigzania
ztozyty sie na jak najefektywniejsze
rozwigzanie gtéwnego problemu.

rowniez jak na che¢ skorzystania ze znanego rozwigzania pro-
blemu, tylko ze w tym przypadku jest to ten sam problem, a jego
rozwigzanie ... wtasnie otrzymujemy.

Metoda dziel i zwyciezaj realizowana rekurencyjnie wraz
z jej komputerowa implementacja jest jedng z najsilniejszych
technik komputerowego rozwigzywania probleméw. W tej me-
todzie, czes¢ organizacji obliczen jest ,zrzucana na komputer”,
faktycznie wiec wykorzystywana jest potega komputeréw.

ZwréEmy jeszcze uwage na bardzo wazng ceche metody dziel i zwyciezaj, dzieki ktérej algorytmy tego typu sg
bardzo efektywne. Ot6z na danym etapie podziatu problemu na podproblemy staramy sie, by problemy byty
definiowane na réwnolicznych lub niemal réwnolicznych podzbiorach danych. Jesli wiec dzielimy problem na
dwa podproblemy, to zwykle te podproblemy sg definiowane na potowach zbioru danych. Ta wtasnos¢ nazy-
wa sie rownowazeniem podproblemdéw.

Jeszcze jeden komentarz w kwestii, na ile podprobleméw rozpada sie problem w metodzie dziel i zwyciezaj.
Najczesciej problem jest dzielony na dwa podproblemy i oba sg dalej rozwigzywane. Nie zawsze tak musi
byc. Przeszukiwanie zbioru uporzadkowanego metoda przez potowienie (p. 6.2) jest przyktadem algorytmu
dzielizwyciezaj, w ktérym problem jest dzielony na dwa podproblem, ale dalej jest rozwigzywany tylko jeden
znich —wtej czesci danych, gdzie moze znajdowac sie poszukiwany element. Znane sg zastosowania metody
dziel i zwyciezaj — na przyktad mnozenie macierzy — w ktérych problem o rozmiarze n jest dzielony na 8 pod-
problemdw o rozmiarze n/2.

W tym rozdziale zastosujemy metode dziel i zwyciezaj w algorytmie porzadkowania przez scalanie. W tym al-
gorytmie jest wykorzystywana metoda scalania uporzgdkowanych ciggdw, czyli ich tgczenia w jeden cigg.

Scalanie ciagow uporzadkowanych

Przyjmijmy, Ze scalane zbiory sg uporzadkowanymi ciggami liczb i wynik scalania ma by¢ réwniez ciggiem
uporzagdkowanym. Scalenie dwéch uporzgdkowanych ciggéw w jeden cigg uporzadkowany moze by¢ wykona-
ne w bardzo prosty sposéb: patrzymy na poczatki danych ciagéw i do tworzonego ciaggu przenosimy mniejszy
z elementéw czotowych lub ktérykolwiek z nich, jesli sg rowne. llustrujemy to przyktadem na rys. 11.

Scalony ciag Scalone ciagi

13571012
35 7 10 12

12 6 9 11 15 17 20 yﬁlanie

12691115 17 20

Rysunek 11.
Przyktad scalania dwéch ciagéw uporzadkowanych
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Kolejnos¢ przenoszenia elementéw z ciggdw zalezy od ich warto$ci, ktére moga powodowad, ze jeden cigg
moze by¢ znacznie wczesniej przeniesiony niz drugi. Czy mozna okreslic, ile poréwnaf nalezy wykonaé, aby
scali¢ dwa ciggi? Liczba poréwnah moze zaleze¢ od wartosci elementéw. Zastanéwmy sie wiec, ile najwiecej
poréwnah musimy wykonaé, by scali¢ dwa ciggi? Rozwazanie réznych mozliwych uktadéw wartosci elemen-
téw w obu scalanych ciggach nie daje szybkiej odpowiedzi na to pytanie. Spdjrzmy natomiast od strony two-
rzonego ciggu. Z wyjatkiem elementu przeniesionego do niego na kofcu, przeniesienie kazdego innego ele-
mentu moze by¢ zwigzane z wykonaniem poréwnania miedzy elementami danych ciagéw. Tak jest wtedy, gdy
w kroku przed przedostatnim, oba scalane ciggi zawieraja jeszcze po jednym elemencie. Przypusémy wiec, ze
na poczatku jeden cigg zawiera k elementéw a drugi ma [ elementéw. razem n, czyli n = k + [. Ta dyskusja pro-
wadzi do konkluzji, ze bez wzgledu na licznosci danych ciggdw, ich scalenie moze wymagac wykonania n -1
poréwnaf i kazde z tych poréwnan jest zwigzane z przeniesieniem jednego elementu, z wyjatkiem elementu,
ktéry trafia do scalonego ciggu na kofcu.

Z tej dyskusji wynika jeszcze jeden wniosek — poniewaz nie potrafimy przewidzieé, ktéry z ciggbw i kie-
dy wyczerpie sie w trakcie scalania, tworzony cigg nie moze by¢ umieszczany na miejscu ciggéw danych do
scalenia, musi wiec by¢ tworzony na nowym miejscu. Zatem potrzebna jest dodatkowa pamieé — méwimy
w takim przypadku, ze ta metoda nie dziata ,,w miejscu” (in situ). Ta dodatkowo wykorzystywana pamiec jest
staba strong operacji scalania.

Polecamy uruchomienie programu Sortowanie i przyjrzenie sie rozszerzonej demonstracji dziatania al-
gorytmu porzgdkowania przez scalanie. Zaobserwuj przebieg etapu scalania, ktéry ma miejsce ponizej sor-
towanego ciagu, patrz rys. 12.

Ciagi scalane

;| Dane przypadkowe v

Powstajacy
w dodatkowym
miejscu cigg scalony

Rysunek 12.
Scalanie dwoch ciggébw uporzadkowanych — ilustracja z programu Sortowanie pokazujaca, ze scalanie nie
moze byé wykonywane w tym samym miejscu

Algorytm scalania dwé6ch ciggow uporzadkowanych — Scal

Dane:  Dwa uporzgdkowane ciagi xi y.

Wynik: Uporzadkowany cigg z, bedacy scaleniem ciggdw xi y.

Krok 1. Dopdki oba ciagixiy nie sg puste wykonuj nastepujaca operacje:
przenie$ mniejszy z najmniejszych elementéw z ciggébw x i y do ciagu z.

Krok 2. Do konhca ciggu z dopisz elementy pozostate w jednym z ciggéw x lub .

Porzadkowanie przez scalanie

Algorytm scalania dwéch uporzgdkowanych ciggéw mozna zastosowac do tworzenia uporzadkowanych cia-
gbéw z podciagdw juz uporzadkowanych. A czy moze by¢ jaki$ pozytek z tego algorytmu scalania uporzadko-
wanych ciagéw przy porzadkowaniu dowolnych ciggdw? Tak — jesli potrafimy najpierw uporzadkowac te pod-
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ciagi. A czy moglibySmy zatozyé, Ze te podciagi zostaty uporzadkowane ... tg sama metoda? Mozemy — i tu-
taj przydaje sie rekurencja. Dodatkowo zatozymy, ze na kazdym etapie podciggi majag prawie taka sama dtu-
goS¢. Dochodzimy w ten sposdb do metody porzadkowania ciggu, ktéra, na zasadzie dziel i zwyciezaj, sca-
la dwa prawie réwnoliczne podciagi, uporzagdkowane tg sama metoda. Dziatanie tej metody mozna przesle-
dzi¢ narys. 13.
Poziomy wywotaf
rekurencyjnych:

2,1,2,9,5,00 <= 1
podziel

2,1,2) 9,50 +——-——2

2,9 @) (9,5) 0 <—3
/odziel\A /d\

2 €] © ©) -— 4
\scal / \1 /

1,2 (5,9 -3
\Scfl \1

1,2,2 (0,5,9)= 2
\S‘Ci/

©0,1,2,2,5,9% 1

Rysunek 13.
Przyktad dziatania algorytmu porzadkowania przez scalanie

Zapiszemy teraz algorytm porzadkowania przez scalanie w postaci listy krokéw. Z powyzszego szkicu oraz
z ilustracji na rys. 13 wynika, ze porzadkowany ciag jest dzielony w kazdym kroku na dwa, niemal réwnej
dtugosci podciagi, ktore rekurencyjnie sg porzgdkowane tg sama metodg. Warunkiem zakoficzenia rekuren-
cji wtym algorytmie jest sytuacja, gdy ciagg ma jeden element, wtedy nie mozna go juz podzieli¢ na podciagi,
chociaz nie ma nawet po co — jest to juz bowiem cigg uporzadkowany. Zatem powrét z wywotaf rekurencyj-
nych rozpoczyna sie z ciagami ztozonymi z pojedynczych elementéw, ktére sg scalane w ciggi o dtugosci dwa,
nastepnie w ciggi o dtugosci trzy lub cztery itd. Jak zwykle, w opisie algorytmu rekurencyjnego, po nazwie al-
gorytmu wystepuje uktad parametréw okreslajacych rozwigzywany problem, ktéry jest wykorzystany w tresci
algorytmu, w odwotaniu do niego samego przy rozwigzywaniu mniejszych podproblemaéw.

Algorytm porzadkowania przez scalanie MergeSort(l,p,x)

Dane:  Ciagliczb x, x,,, o X,

Wynik: Uporzgadkowanie tego ciggu liczb od najmniejszej do najwieksze;j.

Krok 1. )esli l<p, to przyjmij s:=(l+p) div 2 i wykonaj trzy nastepne kroki.

Krok 2. Zastosuj ten sam algorytm do ciagu (I,s,x), czyli wykonaj MergeSort(/,s,x).

Krok 3. Zastosuj ten sam algorytm do ciagu (s+1,p,x), czyli wykonaj MergeSort(s+1,p,X)

Krok 4. Zastosuj algorytm scalania Scal do ciggbw (x,, ...,xs), (xm, ...,xp) i wynik umieS¢ z powrotem
w ciggu (x, ...,xp).

Obejrzyj na rysunku 14 kolejng demonstracje w programie Sortowanie. Zwré¢ uwage na poszczeg6lne etapy
algorytmu: wywotania rekurencyjne dla coraz krétszych ciagéw i scalanie podciagéw w coraz dtuzsze ciagi.
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B BEm

Scalane ciagi
Posortowana - -
pierwsza Wynik scalania
potowa ciggu w dodatkowym

miejscu

Rysunek 14.

Demonstracja dziatania porzadkowania przez scalanie w programie Sortowanie. Posortowana jest juz pierw-
sza potowa ciggu i w trakcie sortowania drugiej potowy, scalane sg dwa podciagi z pierwszej czesci drugiej-
potowy, uporzadkowane wczesniej rekurencyjnie tg sama metoda

Jak juz wspomnieliSmy przy okazji scalania ciggéw — wykonanie tej operacji wymaga dodatkowego miejsca
w pamieci komputera, patrz rowniez rys. 12 i 14. Mozna jednak nie zapetnia¢ tego miejsca w catosci, oszcze-
dzajac przy tym na liczbie wykonywanych operacji. W algorytmie scalania dwoch uporzadkowanych ciagéw
Scal, w kroku 2 koficowa czeS¢ jednego z ciagdw jest dopisywana do ciaggu z. Gdy s3 scalane dwa podciagi
tego samego ciggu (jak w algorytmie porzadkowania przez scalanie), to nie zawsze jest to konieczne: jesli na-
lezy przenies¢ koficowa czes¢ pierwszego podciggu, to mozna od razu umiescic jg na koficu tworzonego cig-
gu (uwaga, trzeba to robi¢ od konca przenoszonego podciagu), a jesli nalezy przenie$¢ koficowa czes¢ dru-
giego podciggu, to mozna zostawic jg tam, gdzie jest. Taka modyfikacja kroku 4 w algorytmie MergeSort zo-
stata uwzgledniona w ponizszej implementacji tego algorytmu

procedure MergeSort(Dol,Gora:integer; var x:Tablicaln);
{Porzadkowanie metoda przez scalanie.}
var s:integer;
procedure Scal(l,s,p:integer);
{Scalanie podciagow uporzadkowanych x[l..s-1] i x[s..p]
w ciag uporzadkowany x[l..p].}
var i,J,k,m:integer;
z :Tablicaln;
begin
i:=1; J:=s; m:=1;
while (i<s) and (j<=p) do begin
if x[i]<=x[j] then begin
z[m]:=x[1]; 1i:=i+l end
else begin z[m]:=x[j]; 3J:=j+1 end;
m:=m+1
end; {while}
if i<s then begin
J:=s-1; k:=p;
while j>=i do begin
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x[k]:=x[71;
k:=k-1; J:=7j-1
end
end;

for i:=1 to m-1 do x[i]:=z[i]
end; {Scal}
begin {MergeSort}
if Dol<Gora then begin
s:=(Dol+Gora) div 2;
MergeSort(Dol, s, x);
MergeSort(s+l,Gora,x);
Scal(Dol,s+1,Gora)
end
end; {MergeSort}

ZtozonoSc¢ sortowania ciggu n liczb przez scalanie wynosi okoto nlog,n, jest zatem znacznie mniejsza niz zto-
zonos¢ algorytmu sortowania przez wybér.

8 ALGORYTM, ALGORYTMIKA | ALGORYTMICZNE ROZWIAZYWANIE PROBLEMOW

Ten rozdziat jest krétkim wprowadzeniem do zaje¢ w module ,,Algorytmika i programowanie”. Krétko wyja-
Sniamy w nim podstawowe pojecia oraz stosowane na zajeciach podejscie do rozwigzywania probleméw
z pomoca komputera.

Algorytm

Powszechnie przyjmuje sie, ze algorytm jest opisem krok po kroku rozwigzania postawionego problemu lub
sposobu osiaggniecia jakiego$ celu. To pojecie wywodzi sie z matematyki i informatyki — za pierwszy algorytm
uznaje sie bowiem algorytm Euklidesa, podany ponad 2300 lat temu. W ostatnich latach algorytm stat sie
bardzo popularnym synonimem przepisu lub instrukcji postepowania.

W szkole, algorytm pojawia sie po raz pierwszy na lekcjach matematyki juz w szkole podstawowej, na przy-
ktad jako algorytm pisemnego dodawania dwéch liczb, wiele klas wczeéniej, zanim staje sie przedmiotem za-
je€ informatycznych.

0 znaczeniu algorytméw w informatyce moze Swiadczyé nastepujace okreSlenie, przyjmowane za definicje
informatyki:

informatyka jest dziedzing wiedzy i dziatalnoSci zajmujaca sie algorytmami

W tej definicji informatyki nie ma duzej przesady, gdyz zawarte sa w niej posrednio inne pojecia stosowane
do definiowania informatyki: komputery — jako urzadzenia wykonujace odpowiednio dla nich zapisane algo-
rytmy (czyli niejako wprawiane w ruch algorytmami); informacja — jako materiat przetwarzany i produkowa-
ny przez komputery; programowanie — jako zesp6t metod i Srodkéw (np. jezykéw i systemow uzytkowych) do
zapisywania algorytméw w postaci programéw.

PotoZzenie nacisku w poznawaniu informatyki na algorytmy jest jeszcze uzasadnione tym, ze zaréwno kon-
strukcje komputerdw, jak i ich oprogramowanie bardzo szybko sie starzeja, natomiast podstawy stosowania
komputeréw, ktére sa przedmiotem zainteresowan algorytmiki, zmieniaja sie bardzo powoli, a niektére z nich
w og6le nie ulegajg zmianie.

Algorytmy, zwtaszcza w swoim popularnym znaczeniu, wystepuja wszedzie wokét nas — niemal kazdy ruch
cztowieka, zaréwno angazujgcy jego miesnie, jak i bedgcy jedynie dziataniem umystu, jest wykonywany we-
dtug jakiegos przepisu postepowania, ktérego nie zawsze jesteSmy nawet Swiadomi. Wiele naszych czynno-
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Sci potrafimy wyabstrahowac i podaé w postaci precyzyjnego opisu, ale w bardzo wielu przypadkach nie po-
trafimy nawet powtdrzy¢, jak to sie dzieje lub jak to sie stato®.

Nie wszystkie postepowania z naszego otoczenia, nazywane algorytmami, sg Scisle zwigzane z komputera-
mi i nie wszystkie przepisy dziatai mozna uznac za algorytmy w znaczeniu informatycznym. Na przyktad nie
sa nimi na ogdt przepisy kulinarne, chociaz odwotuje sie do nich David Harel w swoim fundamentalnym dzie-
le 0 algorytmach i algorytmice [3]. Ot6Z przepis np. na sporzadzenie ,,ciggutki z wisniami”, ktérg zachwyca-
ta sie Alicja w Krainie Czardw, nie jest algorytmem, gdyz nie ma dwéch oséb, ktére na jego podstawie, dyspo-
nujac tymi samymi produktami, zrobityby taka sama, czyli jednakowo smakujaca ciggutke. Nie moze byé bo-
wiem algorytmem przepis, ktéry dla identycznych danych daje r6zne wyniki w dwdéch r6znych wykonaniach,
jak to najczesciej bywa w przypadku robienia potraw wedtug ,,algorytméw kulinarnych”.

Algorytmika
Algorytmika to dziat informatyki, zajmujacy sie réznymi aspektami tworzenia i analizowania algorytmow,
przede wszystkim w odniesieniu do ich roli jako precyzyjnego opisu postepowania, majacego na celu znale-
zienie rozwigzania postawionego problemu. Algorytm moze byé wykonywany przez cztowieka, przez kompu-
ter lub winny sposéb, np. przez specjalnie dla niego zbudowane urzadzenie. W ostatnich latach postep w roz-
woju komputeréw i informatyki byt nierozerwalnie zwigzany z rozwojem coraz doskonalszych algorytmow.
Informatyka jest dziedzing zajmujaca sie rozwigzywaniem probleméw z wykorzystaniem komputeréw.
0 znaczeniu algorytmu w informatyce moze Swiadczy¢ fakt, ze kazdy program komputerowy dziata zgodnie
z jakim$ algorytmem, a wiec zanim zadamy komputerowi nowe zadanie do wykonania powinnismy umieé
»~wyttumaczyé” mu doktadnie, co ma robi¢. Bardzo trafnie to sformutowat Donald E. Knuth, jeden z najznako-
mitszych, zyjacych informatykéw:

Méwi sie czesto, ze cztowiek dotqd nie zrozumie czegos,
zanim nie nauczy tego — kogos innego.

W rzeczywistosci,

cztowiek nie zrozumie czego$ naprawde,

zanim nie zdota nauczy¢ tego — komputera.

Staramy sie, by prezentowane algorytmy byty jak najprostsze i by dziataty jak najszybciej. To ostatnie Zadanie
moze wydawac sie dziwne, przeciez dysponujemy juz teraz bardzo szybkimi komputerami i szybkos¢ dziata-
nia procesordw stale roénie (wedtug prawa Moore’a podwaja sie co 18 miesiecy). Mimo to istniejg problemy,
ktérych obecnie nie jest w stanie rozwigza¢ zaden komputer i zwiekszenie szybkosci komputeréw niewiele
pomoze, kluczowe wiec staje sie opracowywanie coraz szybszych algorytmaéw. Jak to ujat Ralf Gomory, szef
oSrodka badawczego IBM:

Najlepszym sposobem przyspieszania komputeréw
jest obarczanie ich mniejszq liczbq dziatan.

Algorytmiczne rozwigzywanie probleméow

Komputer jest stosowany do rozwigzywania probleméw zaréwno przez profesjonalnych informatykow, ktorzy
projektuja i tworza oprogramowanie, jak i przez tych, ktérzy stosuja tylko technologie informacyjno-komuni-
kacyjna, czyli nie wykraczajg poza postugiwanie sie gotowymi narzedziami informatycznymi. W obu przypad-
kach ma zastosowanie podejscie do rozwigzywania probleméw algorytmicznych, ktéra polega na systema-
tycznej pracy nad komputerowym rozwigzaniem problemu i obejmuje caty proces projektowania i otrzymania
rozwigzania. Celem nadrzednym tej metodologii jest otrzymanie dobrego rozwigzania, czyli takiego, ktore jest:
zrozumiate dla kazdego, kto zna dziedzine rozwigzywanego problemu i uzyte narzedzia komputerowe,
poprawne, czyli spetnia specyfikacje problemu, a wiec doktadny opis problemu,

efektywne, czyli niepotrzebnie nie marnuje zasobéw komputerowych, czasu i pamieci.

¢ Interesujaco ujat to J. Nievergelt w artykule [5] — Jest tak, jakby na przyktad stonoga chciata wyjasnié, w jakiej kolejnoSci
wprawia w ruch swoje nogi, ale z przerazeniem stwierdza, Zze nie moze i$¢ dalej.
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Ta metoda sktada sie z nastepujacych szesciu etapow:

1. Opis ianaliza sytuacji problemowej. Na podstawie opisu i analizy sytuacji problemowej nalezy w petni zrozu-
mieé, na czym polega problem, jakie sg dane dla problemu i jakich oczekujemy wynikéw, oraz jakie sa moz-
liwe ograniczenia.

2. Sporzgdzenie specyfikacji problemu, czyli doktadnego opisu problemu na podstawie rezultatéw etapu 1.
Specyfikacja problemu zawiera:

m opis danych,

= opis wynikow,

m opis relacji (powigzan, zaleznosci) miedzy danymi i wynikami.

Specyfikacja jest wykorzystana w nastepnym etapie jako specyfikacja tworzonego rozwigzania (np. progra-
mu).

3. Zaprojektowanie rozwigzania. Dla sporzagdzonej na poprzednim etapie specyfikacji problemu, jest projekto-
wane rozwigzanie komputerowe (np. program), czyli wybierany odpowiedni algorytm i dobierane do niego
struktury danych. Wybierane jest takze Srodowisko komputerowe (np. jezyk programowania), w ktérym be-
dzie realizowane rozwigzanie na komputerze.

4. Komputerowa realizacja rozwiqzania. Dla projektu rozwigzania, opracowanego na poprzednim etapie, jest
budowane kompletne rozwigzanie komputerowe, np. w postaci programu w wybranym jezyku programowa-
nia. Nastepnie, testowana jest poprawnos¢ rozwigzania komputerowego i badana jego efektywnos¢ dziata-
nia na réznych danych.

5. Testowanie rozwigzania. Ten etap jest poSwiecony na systematyczng weryfikacje poprawnosci rozwigzania
i testowanie jego wtasnosci, w tym zgodnosci ze specyfikacja.

6. Prezentacja rozwigzania. Dla otrzymanego rozwigzania nalezy jeszcze opracowaé dokumentacje i pomoc dla
(innego) uzytkownika. Caty proces rozwigzywania problemu koficzy prezentacja innym zainteresowanym
osobom (uczniom, nauczycielowi) sposobu otrzymania rozwigzania oraz samego rozwigzania wraz z doku-
mentacja.

Chociaz powyzsza metodologia jest stosowana gtéwnie do otrzymywania komputerowych rozwigzan, ktére
majg postac programdw napisanych w wybranym jezyku programowania, moze by¢ zastosowana réwniez do
otrzymywania rozwigzan komputerowych wiekszosci probleméw z obszaru zastosowan informatyki i postu-
giwania sie technologiag informacyjno-komunikacyjna’, czyli gotowym oprogramowaniem.

Dwie uwagi do powyzszych rozwazan.

Uwaga 1. Wszyscy, w mniejszym lub wiekszym stopniu, zmagamy sie z problemami, pochodzacymi z r6z-
nych dziedzin (przedmiotdw). W naszych rozwazaniach, problem nie jest jednak wyzwaniem nie do pokona-
nia, przyjmujemy bowiem, ze problem jest sytuacja, w ktérej uczefi ma przedstawic jej rozwigzanie bazujac na
tym, co wie, ale nie ma powiedziane, jak to ma zrobi¢. Problem na og6t zawiera pewna trudnos¢, nie jest ru-
tynowym zadaniem. Na takie sytuacje problemowe rozszerzamy pojecie problemu, wymagajacego przedsta-
wienia rozwigzania komputerowego.

Uwaga 2. W tych rozwazaniach rozszerzamy takze pojecie programowania. Jak powszechnie wiadomo, kom-
putery wykonujg tylko programy. Uzytkownik komputera moze korzystac z istniejacych programéw (np. za
pakietu Office), a moze takze postugiwac sie wtasnymi programami, napisanymi w jezyku programowania,
ktéry ,,rozumiejg” komputery. W szkole nie ma zbyt wiele czasu, by uczyé programowania, uczniowie tez nie
sg odpowiednio przygotowani do programowania komputerdéw. Istnieje jednak wiele sposobnosci, by ksztat-
ci¢ zdolnos¢ komunikowania sie z komputerem za pomoca programéw, ktére powstaja w inny sposéb niz za
pomoca programowania w wybranym jezyku programowania. Szczeg6lnym przypadkiem takich programéw
jest oprogramowanie edukacyjne, ktére stuzy do wykonywania i $ledzenia dziatania algorytméw. ,,Programo-
wanie” w przypadku takiego oprogramowania polega na dobieraniu odpowiednich parametréw, ktére maja
wptyw na dziatanie algorytméw i tym samym umozliwiajg lepsze zapoznanie sie z nimi.

7 W najnowszej podstawie programowej dla przedmiotu informatyka, przyjetej do realizacji pod koniec 2008 roku, to po-
dejscie jest zalecane jako podstawowa metodologia rozwigzywania probleméw z pomocg komputera.
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W projekcie Informatyka +, poza wyktadami i warsztatami,

przewidziano nastepujgce dziatania:

= 24-godzinne kursy dla ucznidow w ramach modutéw tematycznych
= 24-godzinne kursy metodyczne dla nauczycieli, przygotowujgce
do pracy z uczniem zdolnym
= nagrania 60 wyktadow informatycznych, prowadzonych
przez wybitnych specjalistow i nauczycieli akademickich
= konkursy dla uczniéw, trzy w ciggu roku
= udziat uczniéw w pracach két naukowych
= udziat uczniéw w konferencjach naukowych

= obozy wypoczynkowo-naukowe.

Szczegbtowe informacje znajduja sie na stronie projektu

www.informatykaplus.edu.pl
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