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Streszczenie

Wyktad jest poSwiecony elementom teorii graféw i oblicze na grafach. Grafy odgrywaja podwdjna role w in-
formatyce. Z jednej strony, sa modelami obliczef — w tej roli najczeSciej wystepuja drzewa — lub odzwiercie-
dlaja strukture potaczeh komunikacyjnych, a z drugiej — wiele probleméw o praktycznych zastosowaniach
jest definiowanych na grafach jako strukturach potaczen (zaleznosci) miedzy elementami. W pierwszej cze-
§ci wyktadu zostang przedstawione problemy, ktére miaty wptyw na rozw6j teorii graféw oraz duzg ich popu-
larnosé. Druga czes¢ jest poSwiecona wykorzystaniu drzew jako schematow obliczen i algorytmoéw, a w trze-
ciej czesci zostang przedstawione klasyczne problemy obliczeniowe na grafach, takie jak: znajdowanie naj-
krétszych drég i znajdowanie najkrétszego drzewa rozpinajgcego w grafie z obcigzonymi potaczeniami. Roz-
wigzania probleméw beda prezentowane w specjalnym oprogramowaniu.
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1. GRAFY JAKO MODELE ROZNYCH SYTUAC]I

Ten wyktad jest poSwiecony grafom i ich zastosowaniom. W potocznym sensie grafem jest pewien zbior ele-
mentdw, miedzy ktérymi istniejg potaczenia. Na przyktad, miasta i sie¢ potaczef miedzy nimi tworzg graf. Po-
taczeniami z kolei moga by¢ drogi dla samochodéw, sie¢ potaczen kolejowych lub sie¢ potaczef lotniczych.
Na rysunku 1 sg przedstawione fragmenty potgczef lotniczych. W rozwazaniach informatycznych (algoryt-
micznych) na og6t nie interesuje nas, czemu odpowiadajg elementy w takich sieciach potaczein (miasta, sta-
cje, lotniska) i jaki jest charakter potgczef (drogowy, kolejowy, lotniczy). Elementy w takich sieciach potgczen
nazywamy wierzchotkami, potgczenia — krawedziami (jesli sg symetryczne, czyli nieskierowane) lub tukami
(jesli sa skierowane), a sie¢ — grafem (gdy zawiera symetryczne potaczenia) lub digrafem (gdy zawiera skie-
rowane potaczenia). Graf jest modelem sytuacji, w ktoérej mamy zbiér elementéw i potgczenia miedzy nimi.

KOPENHAGA

Rysunek 1.
Przyktad sieci potgczef lotniczych z Bydgoszczy

Na rysunku 2 przedstawiono inny przyktad pojawiania sie graféw. Jest on zwigzany z Eulerem, ktéry rozwa-
zat siatki wieloScianéw, czyli grafy utworzone z wierzchotkdéw i krawedzi wieloScianéw — stad pochodza na-
zwy wierzchotek i krawedz.

Rysunek 2.

SzeScian i graf jego siatki. Wierzchotki szeScianu sg wierzchotkami grafu, a krawedzie szeScianu sg krawe-
dziami grafu. Dwa inne przyktady szeSciandw sg pokazane obok

Elementarnym wprowadzeniem do teorii graféw jest ksigzka [8]. Zastosowania graféw w informatyce zilustro-
wano w ksigzkach [2], [5], [6]. Grafy zwigzane z zagadkami mozna znaleZé w [6]. Gtebsze rozwazania na temat
graféw i ich algorytmdw zamieszczono w ksigzkach [1], [3], [7].

W rozdziale 2 przytaczamy najbardziej znane przyktady zwigzane z grafami, ktére przyczynity sie do ich po-
pularnosci i wzrostu zainteresowania nimi. W rozdziale 3 ilustrujemy postuzenie sie drzewami — specjalnymi
rodzajami graféw, ktére majg duze zastosowania w informatyce, a doktadniej — w konstrukcji i analizie algo-
rytméw. Natomiast w rozdziale 4 przedstawiamy kilka probleméw i algorytméw zwigzanych z dowolnymi gra-
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fami. Rozwazania na wyktadzie beda ilustrowane za pomocga oprogramowania edukacyjnego, ktére stuzy do
demonstracji dziatania algorytmoéw na grafach i ich komputerowych realizacji.

2 TRZY KLASYCZNE ZAGADNIENIA

Przedstawiamy tutaj trzy przyktady klasycznych zagadnief, ktére uwaza sie, ze najbardziej przyczynity sie do
olbrzymiej popularnosci graféw jako modeli réznych sytuacji.

2.1 GRAFY EULERA
Wspomniany juz wcze$niej Leonhard Euler (1707-1783) jest uwazany za ojca teorii grafow. W roku 1736, gdy
mieszkat w obecnym Kaliningradzie (Rosja), zainteresowat sie, czy mozna zorganizowac wycieczke po tym
mieScie w taki sposéb, aby przejs¢ kazdy most na rzece Pregota, kazdy doktadnie jeden raz. Zagadka ta nosi
nazwe mostoéw krdlewieckich, gdyz Kaliningrad przez jakis czas od potowy XV wieku nosit nazwe Krélewiec;
za czasow Eulera zas nazywat sie Konigsberg. Na rysunku 3, na starej mapie tego miasta z czaséw Eulera, na-
niesiono wspomniane w zagadce mosty, byto ich siedem.

Rysunek 3.
Rzeka Pregota w Kdnigsberg z zaznaczonymi na niej mostami (biate grube kreski), a obok graf (doktadniej —
multigraf) odpowiadajacy tej sytuacji

Zagadke Eulera mozna przettumaczyé na jezyk innej zagadki, w ktérej pytamy, czy dang figure mozna nary-
sowac na kartce papieru bez odrywania otéwka przechodzac kazdg linie doktadnie jeden raz. Taka figura na-
zywa sie jednobiezng lub unikursalna. tatwo zauwazy¢, ze w kazdym wierzchotku takiej figury liczba pota-
czef, ktérymi wchodzimy do wierzchotka musi by¢ réwna liczbie potaczen, ktérymi wychodzimy z tego wierz-
chotka, a wiec liczba potaczef w kazdym wierzchotku — te liczbe nazywamy stopniem wierzchotka — musi
by¢ parzysta, jesli mamy powrdci¢ do punktu startu, lub graf moze zawieraé doktadnie tylko dwa wierzchotki
o stopniach nieparzystych, wtedy droga zawierajaca wszystkie potaczenia musi sie zaczynac i koficzy¢ w tych
wierzchotkach. W pierwszym przypadku, graf zawiera cykl Eulera, a w drugim — droge Eulera. Graf zawieraja-
cy cykl Eulera nazywamy grafem Eulera. tatwo spostrzec, ze graf mostéw krélewieckich na rys. 3 nie jest jed-
nobiezny, gdyz wszystkie jego cztery wierzchotki majg stopnie nieparzyste.

Rysunek 4.
Odpowiedz, ktéra z figur jest jednobiezna?
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2.2 MALOWANIE MAP
W potowie XIX wieku w Anglii duze zainteresowanie wzbudzit Problem Czerech Koloréw, ktéry przez ponad
sto lat byt Przypuszczeniem Czterech Koloréw. Ten problem, jak wiekszo$¢ probleméw dotyczacych grafow,
ma bardzo proste sformutowanie. Bierzemy mape na przyktad mape Polski z podziatem administracyjnym
i chcemy tak pomalowaé wojewddztwa kolorami, by Zadne dwa sgsiadujace ze sobg wojewddztwa nie zostaty
pomalowane tym samym kolorem, staramy sie przy tym uzyé mozliwie jak najmniejszej liczby koloréw. Fran-
cis Guthrie, student De Morgana, w 1852 roku postawit przypuszczenie, ze zawsze cztery kolory wystarcza.

Zwigzek Problemu Czterech Koloréw z grafami jest zilustrowany na rysunku 5. Najpierw tworzymy graf, kt6-
ry bedzie odzwierciedlat sgsiedztwo wojewddztw. A zatem wierzchotki w tym grafie moga odpowiadac stoli-
com wojewddztw i dwa wierzchotki potaczymy krawedzia, jesli odpowiadajace im wojewddztwa bezposred-
nio granicza ze soba. Zauwazmy, ze w tak utworzonym grafie, Zadne dwie krawedzie nie przecinaja sie poza
wierzchotkami — graf, ktéry mozna tak narysowa¢, nazywa sie grafem planarnym, a jego rysunek — grafem
ptaskim. Specyfikacja Problemu Czterech Koloréw dla graféw ma teraz nastepujaca postac:

Problem Czterech Kolorow dla grafow

Dane:  Graf planarny G.

Wynik: Pomalowanie wierzchotkéw grafu G co najwyzej 4 kolorami w taki sposéb, ze zadne dwa wierzchot-
ki potaczone krawedzia, nie zostaty pomalowane tym samym kolorem.

Rysunek 5.

Mapa polski z podziatem na wojewddztwa. Na mapie naniesiono potgczenia odpowiadajace sasiedztwu wo-
jewddztw. Obok graf wojewddztw i jego pokolorowanie czterema kolorami (kolory sg oznaczone liczbami
1,2,3,4)

Wréémy do malowania grafu wojewddztw (patrz rys. 5). Wierzchotki tego grafu pomalowaliSmy 4 kolorami
(oznaczonymi liczbami 1, 2, 3, 4) stosujac algorytm, w ktérym wierzchotki s malowane w kolejnosci stopni,
od najwiekszego i malowanemu wierzchotkowi dajemy kolor o mozliwie najmniejszej liczbie. W taki sposéb,
najpierw Poznan (sasiaduje z 7 wojew6dztwami) otrzymat kolor 1, péZniej £6dz (sasiaduje z 6 wojewddztwa-
mi) otrzymata kolor 2, nastepnie Warszawa otrzymata kolor 1, Kielce — kolor 3, Bydgoszcz — kolor 3, Gdansk
— kolor 2, Olsztyn — kolor 4, Lublin — kolor 2, Katowice — kolor 1, Opole — kolor 3, Szczecin — kolor 3, Biaty-
stok — kolor 3, Rzeszéw — kolor 1, Krakéw — kolor 2, Wroctaw — kolor 2, Zielona Géra — kolor 4. Jako ¢wiczenie
proponujemy sprawdzenie, czy ten graf nie mozna pomalowac trzema kolorami.

Zastosowany przez nas algorytm malowania grafu to algorytm sekwencyjny, ktéry moze byé stosowany do
malowania wierzchotkéw dowolnego grafu. Stosowana jest w nim strategia zachtanna — na kazdym kroku
jest uzywany mozliwie najmniejszy kolor. Problem kolorowania graféw jest bardzo trudny algorytmicznie —
wiecej szczeg6tow na temat tego problemu mozna znalezé w ksigzkach [8] i [7].
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Wréémy jeszcze do historii Problemu Czterech Koloréw. W 1879 roku Alfred B. Kempe opublikowat dowéd, ze
kazdy graf planarny mozna pomalowac co najwyzej 4 kolorami. Jednak w 1890 roku Percy ). Heawood znalazt
btad w dowodzie Kempego, ale byt w stanie udowodnic, ze 5 koloréw wystarczy dla graféw planarnych (do-
wdd jest bardzo prosty — patrz [8]). Przez niemal 100 lat tym problemem interesowali sie niemal wszyscy ma-
tematycy, rozwijajac wiele r6znych metod, az dopiero w 1976 roku Przypuszczenie Czterech Koloréw zostato
potwierdzone przez ... komputer. Dokonali tego Kenneth Appel i Wolfgang Haken przy wspétpracy z progra-
mistg Johnem Kochem. Komputer pracowat przez 1200 godzin. Dotychczas nie udato sie podaé dowodu tego
twierdzenia, ktéry nie korzystatby z komputera.

2.3 GRAFY HAMILTONA | PROBLEM KOMIWOJAZERA
Bardzo podobnie do problemu Eulera z punktu 2.1 brzmi problem postawiony w 1859 roku przez Williama R.
Hamiltona (1805-1865). W tym przypadku, zagadka dotyczyta dwunastoScianu formalnego i nalezato znalez¢é
droge zamknieta przechodzaca po krawedziach tej bryty, ktéra zawiera kazdy jej wierzchotek doktadnie je-
den raz (patrz rys. 6). Taka droge nazywamy cyklem Hamiltona, a graf zawierajacy taki cykl — grafem Hamil-
tona.

Problem Cyklu Hamiltona
Dane:  Dowolny G.
Wynik:  Znalez¢ cykl Hamiltona w grafie G albo stwierdzié, ze takiego cyklu nie ma w grafie G.

Rysunek 6.
Dwunastoscian foremny i jego graf z zaznaczonym cyklem Hamiltona

R6znica miedzy problemami Eulera i Hamiltona tkwi w tym, Ze w pierwszym przypadku poszukujemy cyklu za-
wierajacego wszystkie potaczenia, kazde doktadnie raz, a w drugim — cyklu zawierajacego wszystkie wierz-
chotki, réwniez kazdy doktadnie raz. R6znica wydaje sie by¢ niewielka, jednak obliczeniowo te dwa problemy
naleza do diametralnie réznych klas ztozonosci. Problem Eulera ma tatwe rozwigzanie — wystarczy sprawdzic,
czy stopnie wszystkich wierzchotkdw sg parzyste i czy graf jest sp6jny (tzn. jest w ,jednym kawatku”). Nato-
miast dla problemu Hamiltona nie podano dotychczas efektywnego algorytmu rozwigzywania. Dalej w tym
punkcie zajmiemy sie nastepujaca, praktyczng wersja problemu Hamiltona.

Problem komiwojazera (TSP)

Dane:  n miast (punktéw) i odlegtoSci miedzy kazda para miast.

Wyniki: Trasa zamknieta, przechodzaca przez kazde miasto doktadnie jeden raz, ktérej dtugos¢ jest mozli-
wie najmniejsza.

Przyktadem zastosowania problemu komiwojazera (TSP — Travelling Salesman Problem) moze by¢ zadanie
wyznaczenia najkrotszej trasy objazdu prezydenta kraju po wszystkich stolicach wojewddztw (standw —
w Stanach zjednoczonych, landéw — w Niemczech itp.). Na tej trasie, prezydent wyjezdza ze stolicy kraju, ma
odwiedzi¢ stolice kazdego wojewddztwa doktadnie jeden raz i wrécic do stolicy kraju.

Na rysunku 7 przedstawiliSmy jedng z mozliwych tras dla stolic wojewddztw, ale nie jesteSmy pewni, czy jest
ona najkrétsza. Obstuga biura prezydenta moze jednak chcie¢ znalez¢ najkrétszg trase. W tym celu postano-
wiono generowac wszystkie mozliwe trasy — zastanéwmy sie, ile ich jest. To tatwo policzy¢. Z Warszawy moz-
na sie udac do jednego z 15 miast wojewddzkich. Bedac w pierwszym wybranym miescie, do wyboru mamy
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Rysunek 7.
Przyktadowa trasa przejazdu prezydenta po stolicach wojewddztw

jedno z 14 miast. Po wybraniu drugiego miasta na trasie, kolejne miasto mozna wybrac sposréd 13 miastitak
dalej. Gdy osiggamy ostatnie miasto, to czeka nas tylko powrét do Warszawy. A zatem wszystkich mozliwych
wyboréw jest: 15*14*13*..*2*1. Oznaczmy te liczbe nastepujgco:

15! = 15%14*13*..*2*1
a ogolnie nt=n*n-1*n - 2)*.*2*1

Oznaczenie n! czytamy ,,n silnia”, a zatem n! jest iloczynem kolejnych liczb catkowitych, od jeden do n. War-
tosci tej funkcji dla kolejnych n rosng bardzo szybko, patrz tabela 1.

Tabela 1.

Wartosci funkcji n!
n n!
10 3628800
15 1.30767*10%?
20 2.4329*10%®
25 1.55112*10%
30 2.65253*10%
40 8.15915*10%
48 1.24139*10%
100 9.3326*10%%

Z wartosci umieszczonych w tabeli 1 wynika, Ze postugujac sie superkomputerem o mocy 1 PFlops, czyli wy-
konujacym 10 operacji na sekunde, w realizacji naszkicowanej metody, stuzacej do znalezienia najkrétszej
trasy dla prezydenta, otrzymanie takiej trasy w przypadku Polski zabratoby mniej niz sekunde. Jednak w ol-
brzymim ktopocie znajdzie sie prezydent Standw Zjednoczonych chcac takg sama metoda znalez¢ najkrét-
szg trase objazdu po stolicach wszystkich kontynentalnych standw (jest ich 49, z wyjatkiem Hawajow) trwa-
toby to 3.9*10°¢ lat.

Znane sg metody rozwigzywania problemu komiwojazera szybsze niz naszkicowana powyzej, jednak
problem TSP pozostaje bardzo trudny. W takich przypadkach czesto sg stosowane metody, ktére stuzg do
szybkiego znajdowania rozwigzaf przyblizonych, nie koniecznie najkrétszych. Jedna z takich metod, zwa-
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na metoda najblizszego sasiada, polega na przejezdzaniu w kazdym kroku do miasta, ktére znajduje sie naj-
blizej miasta, w ktdrym sie znajdujemy — jest to typowe podejscie zachtanne, gdyz na kazdym kroku chcemy
wykonywaé mozliwie najlepszy ruch. W rozwigzaniu naszego problemu ta metoda, pierwszym odwiedzonym
miastem powinna byé t6dz, p6zniej Kielce, Krakdw, Katowice, ... Niestety, trasa otrzymana metoda najblizsze-
go sgsiada nie jest krotsza niz trasa naszkicowana na rys. 7.

3 PRZYKEADY ZASTOSOWAN GRAFOW W INFORMATYCE

W tym rozdziale przedstawimy wybrane zastosowania grafow w informatyce. Gtéwnie tymi grafami beda
drzewa. Drzewo jest grafem, ktéry nie zawiera cyklu, czyli drogi zamknietej, i jest spojny, czyli jest w ,,jednym
kawatku”. Ze sp6jnosci wynika, ze kazde dwa wierzchotki w drzewie sg potgczone droga, a z braku cyklu — ze
dla kazdych dwéch wierzchotkéw istnieje doktadnie jedna droga, ktéra je tgczy. Na ogbt w zastosowaniach
informatycznych drzew, drzewa majg wyrdzniony wierzchotek, ktéry nazywamy korzeniem. Na rysunku 8 sa
przedstawione przyktadowe drzewa.

.\\. -

NN AN

Rysunek 8.
Przyktadowe drzewa

W tym rozdziale przedstawimy trzy proste zastosowania drzew. W punkcie 3.1.oméwimy krétko reprezento-
wanie wyrazef na drzewie. Nastepnie wykorzystamy drzewa do reprezentowania algorytméw (punkt 3.2) i na
koficu (punkt 3.3) naszkicujemy metode tworzenia krétkich kodow.

3.1 DRZEWA WYRAZEN
Na poczatku nauki matematyki w szkole podstawowej spotkaliscie sie z drzewem jako schematem obliczania
wartosci wyrazenia. W takim drzewie, zwanym drzewem wyrazenia, argumenty wyrazenia (liczby lub zmien-
ne) znajduja sie w wierzchotkach koicowych (zwanych wiszagcymi a takze lis¢mi), a dziatania sa umieszczo-
ne w wierzchotkach posrednich. Przyktady takich drzew sa pokazane na rys. 9. Wyr6zniony wierzchotek drze-
wa nazywa sie korzeniem. W tekstach informatycznych, drzewo jest na ogdt rysowane z korzeniem u géry, jak
po prawej stronie rysunku. Do elementéw drzewa czesto stosuje sie nazewnictwo wziete z dendrologii — ko-
rzen, liscie.
| wierzchotki '
! koficowe ~ liscie :\*3 _______
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1 1
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Rysunek 9.
Drzewa wyrazef: (6 + 3)*(5 - 3*4) i x>+ y?)/(a - b)
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Wykonanie obliczef zapisanych w postaci drzewa wyrazenia polega na ,,zwinieciu” tego drzewa, poczaw-
szy od lisci, czyli przejsciu od lici do korzenia, w ktérym jest otrzymywana warto$¢ wyrazenia. Stosujemy
przy tym oczywista zasade: aby mdc wykonaé dane dziatanie (umieszczone w wierzchotku posrednim) musi-
my znaé jego argumenty. A zatem, w wyrazeniu po lewej stronie na rys. 9. nie mozna wykonaé odejmowania,
zanim nie bedzie znana wartos¢ odjemnika w wierzchotku powyzej, czyli najpierw nalezy wykona¢ mnozenie
umieszczone w tym wierzchotku. Proponujemy przesledzenie kolejnosci wykonania dziataf podczas oblicza-
nia wartosci wyrazef reprezentowanych przez drzewa na rys. 9.

Drzewa wyrazenia sa przydatne przy interpretacji i tworzeniu postaci wyrazenia w tak zwanej odwrotnej nota-
cji polskiej (ONP), w ktorej zbedne sg nawiasy. Nazwa tej notacji pochodzi od twércy notacji polskiej, polskie-
go logika Jana tukasiewicza (1878-1956). Ta notacja jest stosowana w wielu jezykach programowania, byta
wykorzystana rowniez w kalkulatorach Hewlett-Packard i Sinclair. Posta¢ ONP wyrazenia tworzy sie stosujac
rekurencyjnie nastepujgcg zasade: Zacznij w korzeniu i wypisz to, co jest w wierzchotku dopiero po wypisa-
niu tego co jest w lewym poddrzewie a p6zniej tego, co jest w prawym poddrzewie. Dla przyktadu, zastosuj-
my te zasade do drzewa po lewej stronie na rys. 9. Przed wypisaniem znaku mnozenia musimy najpierw wypi-
sac to, co jest w lewym poddrzewie i w prawym poddrzewie. Przechodzimy wiec do lewego poddrzewa i sto-
sujemy w nim te sama zasade: aby wypisac¢ znak dodawania najpierw wypisujemy oba argumenty tego dzia-
tania, czyli dla lewego poddrzewa wyrazenia ma postaé 6 13 +. Podobnie, dla prawego poddrzewa otrzymuje-
my 5 3 4 * — . A zatem cate wyrazenia ma nastepujgcg postaé ONP: 6 13 + 53 4 * — *,

3.2 DRZEWA ALGORYTMOW
Drzewo algorytmu jest jednym ze sposobdéw zapisywania algorytmoéw, przypominajacym schematy blokowe.
Na rysunku 10 jest przedstawione drzewo algorytmu porzadkowania trzech liczb a, b, c.

e
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(c.ab) bse (c,b,a) c<

(a.bc) (ac.b) (be.a) (b.ae)

Rysunek 10.
Drzewo porzadkowania trzech liczb

Wierzchotki koficowe drzewa algorytmu zawierajg wszystkie mozliwe rozwigzania — w naszym przyktadzie
sg to wszystkie mozliwe uporzadkowania trzech elementéw. Takich uporzadkowan jest 6, a wykonywanie al-
gorytmu zapisanego w postaci drzewa, rozpoczyna sie w korzeniu tego drzewa. Dzieje sie zatem nieco ina-
czej niz w drzewie wyrazenia. Zapisanie tego algorytmu w postaci drzewa jest przejrzystym opisem wykony-
wanych operacji i ich kolejnosci. Ponadto drzewo algorytmu moze stuzyé do konstruowania i analizowania al-
gorytmaow.

Drzewo na rysunku 10 moze by¢ tatwo rozszerzone do drzewa algorytmu, ktéry stuzy do porzagdkowa-
nia czterech liczb a, b, c i d. Wystarczy w tym celu wstawié czwarty element d do uporzadkowanych ciggéw
trzech pierwszych elementéw — w tym celu nalezy wykonaé dwa dodatkowe poréwnania zaczynajac od $rod-
kowego elementu.

Drzewo algorytmu moze stuzy¢ do okreSlenia liczby operacji wykonywanych przez algorytm. Zilustrujemy
to na przyktadzie drzewa przedstawionego na rysunku 10. Dla uzyskania konkretnego wyniku tego algoryt-
mu, ktéry znajduje sie w wierzchotku wiszacym tego drzewa, liczba wykonanych poréwnah réwna sie liczbie
wierzchotkéw posrednich na drodze od korzenia (liczac rowniez korzef) do tego wierzchotka — te liczbe na-
zywamy dtugoscia takiej drogi. Na przyktad, jesli dane trzy liczby a, b i ¢ spetniajg nieréwnoscic<a< b lub
¢ < b <a,to algorytm wykonuje 2 poréwnania, a w pozostatych przypadkach — wykonuje 3 poréwnania. Naj-
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wieksza dtugoscé drogi z korzenia do wierzchotka koficowego w drzewie nazywa sie wysokoScia drzewa. Drze-
wo na rysunku 10 ma wysokosé 3. Wysoko$¢ drzewa to najwieksza liczba operacji wykonywanych w algoryt-
mie dla jakiegokolwiek uktadu danych. W algorytmice wielko$¢ ta nazywa sie ztozonoScig obliczeniowa algo-
rytmu. Jak ilustruje to nasz przyktad, jest to ztozonos¢ pesymistyczna lub ztozonos¢ najgorszego przypad-
ku, gdyz w niektérych przypadkach algorytm moze dziataé szybciej. Dla danego problemu mamy tym lepszy
(szybszy) algorytm, im mniejsza wysokoS$¢ ma jego drzewo.

Drzewo algorytmu moze by¢ wykorzystane do wykazania, ile operacji musi wykona¢ jakikolwiek algorytm
rozwigzywania danego problemu, co moze byé wykorzystane przy dowodzeniu optymalnosci algorytmow,
patrz [5].

3.3 DRZEWA HUFFMANA - KROTKIE KOD

Pojemnos¢ pamieci komputeréw rosnie w jeszcze wiekszym tempie niz szybkos¢ procesoréw. Mozliwos¢ za-
pisania w pamieci komputera catej ksigzki spowodowata che¢ zapisania catych bibliotek. Mozliwo$¢ poka-
zania na ekranie monitora dobrej jakosci obrazu rozwineta sie do rozmiaréw catego filmu. Alternatywa dla
powiekszenia pamieci jest kompresja danych, czyli minimalizowanie ich objetosci przez reprezentowanie
w zwieztej postaci. Gwattowny rozw6j metod i form komunikowania sie nie bytby mozliwy bez ciggtego ulep-
szania metod kompresji danych. Odnosi sie to zaréwno do tradycyjnych form wymiany informacji, takich jak:
faks, modem czy telefonia komérkowa, jak i do wymiany informacji za poSrednictwem sieci Internet, w tym
zwtaszcza do wymiany informacji multimedialnych. Kompresja danych jest mozliwa dzieki wykorzystaniu
pewnych wtasnosci danych, na przyktad czesto powtarzajace sie fragmenty mozna zastepowaé umownym
symbolem lub im czeSciej jakis fragment wystepuje tym mniejsza (kr6tsza) powinna by¢ jego reprezenta-
cja. W dalszej czesci tego punktu zajmiemy sie jedynie kompresja tekstu, ktéra polega na odpowiednim ko-
dowaniu znakéw.

Trudno uwierzyé, ale historia kompresji informacji ma swoj poczatek ... w potowie XIX wieku. 24 maja 1844
roku Samuel Morse po raz pierwszy postuzyt sie zbudowanym przez siebie telegrafem i przestat na odlegtosé
37 mil (z Kapitolu w Waszyngtonie do Baltimore) depesze, w ktdrej zacytowat Biblie ,,To, co uczynit B6g” (ang.
What Hath God Wrought!). Jego osiagnieciem byto nie tylko zbudowanie telegrafu, ale réwniez opracowanie
specjalnego alfabetu, zwanego alfabetem Morse’a, umozliwiajgcego kodowanie znakéw w tekScie za pomocga
dwéch symboli — kropki i kreski, ktérym wtedy odpowiadaty krétsze lub dtuzsze impulsy elektryczne, a dzi-
siaj mogtyby to by¢ cyfry 0 i 1. Morse przy konstrukcji swojego alfabetu przyjat zatozenie, ze im czesciej znak
wystepuje w informacji, tym krotszy powinien mie¢ kod. Dlatego w jego alfabecie litera E ma kod ¢ (kropka),
a litera Tma kod - (kreska), gdyz sg to najczesciej wystepujace litery w tekstach jezyka angielskiego. W jezy-
ku polskim bytyby to odpowiednio litery A oraz I. Wada alfabetu Morse’a jest konieczno$¢ stosowania znaku
oddzielajacego litery, gdyz kod danej litery moze by¢ poczatkowg czescig kodu innej litery. Na przyktad zapis
*s moze oznaczal dwie litery EE a takze litere I, ktéra ma taki kod.

Zauwazmy, ze stosujgc kod ASCIl wszystkie znaki sg kodowane za pomocg jednakowej liczby bitow.

Przedstawimy tera krétko kod Huffmana, ktéry jest zbudowany na podobnych zasadach co alfabet Morse’a,
ale nie ma wspomnianej wady tego alfabetu, czyli nie musza by¢ stosowane znaki do rozdzielania kodéw li-
ter tekstu. W kodzie Huffmana:

znaki sa zapisywane réwniez za pomocg dwdch znakéw (cyfr 0 i 1);

kod Zadnego znaku nie jest poczatkiem kodu zadnego innego znaku — nie trzeba wiec stosowaé znakéw
rozdzielajacych;

Srednia dtugo$¢ kodu znaku w tekscie jest mozliwie najmniejsza.

Kod Huffmana tworzy sie za pomocg specjalnego drzewa, drzewa Huffmana, w ktérym powyzsze wtasnosci
sg realizowane w nastepujacy sposéb:

na gateziach drzewa sa umieszczone cyfry 0i 1;

znaki, dla ktérych jest tworzony kod, znajduja sie w wierzchotkach wiszacych drzewa;

wierzchotki wiszace ze znakami o wiekszej czestoSci wystepowania w tekstach znajduja sie wyzej niz
wierzchotki ze znaki o mniejszych czestosciach.
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Drzewo Hoffmana dla danego zestawu znakéw o podanych czestotliwoSciach jest budowane sukcesywnie
przez taczenie ze soba na kazdym etapie dwdch poddrzew o najmniejszych czestotliwo$ciach i zastepowaniu
ich poddrzewem o sumie ich czestotliwosci. Szczeg6towy opis algorytmu Huffmana mozna znalezé w pod-
reczniku [2] i w ksigzce [6]. Na rysunku 11 przedstawiamy drzewo Huffmana otrzymane tg metoda dla naste-
pujgcych znakdw i ich czestotliwosci (to sg rzeczywiste czestotliwosci wystepowania tych liter w tekstach
w jezyku polskim):

8.71

1.29

3.45

3.10

7.90

4.63

-~ O &~ o T w

W pierwszym kroku tworzenia tego drzewa zgodnie z naszkicowanym algorytmem, tagczone sg dwie najmniej-
sze czestotliwosci odpowiadajgce literom b oraz k i zastepowane sg przez czestotliwos¢ 1.29 + 3.10 = 4.39.
Nastepnie jest tgczona czestotliwos¢ 3.35 (litera d) z otrzymana przed chwila czestotliwoscia, itd.

Rysunek 11.
Drzewo Huffmana dla szeSciu liter

Na podstawie drzewa z rysunku 11 otrzymujemy nastepujgce kody liter:
a 00
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Stowo ABRAKADABRA ma w otrzymanym kodzie posta¢ 00101011001011001000010101100, ztozong z 29
cyfr, a stosujgc kod ASCIl — postaé tego stowa miataby dtugos¢ 88 znakéw. Odpowiada to kompresji o wiel-
kosci 60%.

Algorytm Huffmana jest wykorzystywany w wielu profesjonalnych metodach kompresji tekstu, obrazéw
i dZzwiekdw, réwniez w potaczeniu z innymi metodami. Redukcja wielkosci danych przy stosowaniu tego al-
gorytmu wynosi okoto 50% (w przypadku obrazéw i dZwiekdw kodowane sg nie same znaki, ale rznice mie-
dzy kolejnymi znakami).

4 ALGORYTMY NA GRAFACH

W tej czesci wyktadu przedstawiamy algorytmy na grafach, ktére maja wiele zastosowaf praktycznych, sg
jednoczesnie ilustracja typowych sposobéw rozwigzywania probleméw definiowanych na grafach. Szczegé-
towe rozwazania dotyczace przedstawionych tutaj algorytméw mozna znalez¢ w ksigzce [7].
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W czasie wyktadu, dziatanie prezentowanych algorytméw bedzie ilustrowane za pomocga specjalnego progra-
mu edukacyjnego Algorytmy Grafowe, w ktérym mozna:

m budowac i modyfikowac grafy,

zapoznac sie z podstawowymi sposobami reprezentowania graféw w komputerze,

m Sledzi¢ przebieg dziatania podstawowych algorytméw grafowych, w tym m.in. zwigzanych
z przeszukiwaniem graféw, znajdowaniem najkrétszych drég w grafach i znajdowaniem najkrétszego drzewa
rozpinajacego grafu; podczas dziatania algorytmu, jego przebieg jest zsynchronizowany z demonstracja
wykonywania programu w pseudo-jezyku programowania, pokazywane sg rowniez zmieniajgce sie stany
struktur danych, wykorzystywanych w algorytmach.

Na rysunku 12 jest przedstawione okno programy Algorytmy Grafowe, w ktérym widac graf i jego kompute-
rowe reprezentacje.

Edycja  Algorytmy  Apimacjs  Widok Pomoc
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Graf Hamiltona [graf nieskierowany) |§”E|

Macierz sasiedztwa

Rysunek 12.
Okno w programie Algorytmy Grafowe z grafem dwunastoScianu i jego komputerowymi reprezentacjami

W dalszej czeSci tego rozdziatu, najpierw definiujemy grafy i omawiamy ich komputerowe reprezentacje. Na-
stepnie przedstawiamy dwie grupy probleméw definiowanych na grafach i demonstrujemy dziatanie wybra-
nych algorytméw ich rozwigzywania.

4.4 GRAFY | ICH KOMPUTEROWE REPREZENTACJE
Jak juz pisalismy, kazdy graf sktada sie ze zbioru wierzchotkdéw i zbioru potaczen. Wyr6zniamy dwa rodzaje
graféw: nieskierowane i skierowane.

Grafy nieskierowane nazywamy po prostu grafami. Wszystkie potgczenia w nich sg nieskierowane, a to
oznacza, ze mogg by¢ przechodzone w obie strony. Potgczenia w grafach nieskierowanych nazywamy krawe-
dziami. Przyktadowy graf jest pokazany w oknie programu na rysunku 12.

Z kolei, grafy skierowane nazywamy digrafami. Wszystkie w nich potaczenia maja zaznaczony kierunek
przechodzenia. Potgczenia w digrafach nazywamy tukami. Przyktadowy digraf jest pokazany na rysunku 13.

Grafy i digrafy mozna reprezentowa¢ w komputerze na wiele sposob6éw. Na poczatku przyjmijmy, ze wierz-
chotki sa ponumerowane kolejnymi liczbami 1, 2, 3, ... W kazdym ze sposobdw reprezentowania digrafow
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i grafow w komputerze jest zapisywane sasiedztwo wierzchotkow, czyli dla kazdego wierzchotka jest po-
dane, z ktérymi innymi wierzchotkami jest on potgczony. W przypadku graféw symetrycznych, dla kazdego
wierzchotka podajemy numery wierzchotkéw, z ktérymi jest on potgczony, a dla digraféw — podajemy nume-
ry wierzchotkdéw, do ktérych prowadzi skierowane potaczenie.

Najpopularniejsze sg dwie reprezentacje: macierzowa i w postaci list sgsiadéw. W reprezentacji macierzowej,
jesli graf zawiera potgczenie z wierzchotka j do wierzchotka k, to w macierzy sasiedztwa na przecieciu wier-
szajz kolumna kjest 1, a w przeciwnym razie jest 0. Z kolei w listach sgsiedztwa, w liscie o numerze j wyste-
puja wszystkie wierzchotki, ktére s sgsiednie do wierzchotka k. Na rysunkach 12 i 13 ilustrujemy te kompu-
terowe reprezentacje dla graféw przedstawionych na tych rysunkach. Sasiedztwo w grafach nalezy traktowac
jako relacje symetryczna, natomiast w digrafach sasiedztwo jest wskazywany przez zwrot tukéw.

Losowy R6.14 [graf skierowany]

Macierz sqsiedztwa|§”§|

Rysunek 13.
Digraf i jego komputerowe reprezentacje

4.5 ZNAJDOWANIE NAJKROTSZYCH DROG W GRAFACH
Droga w grafie nazywamy ciag wierzchotkdw, dla ktérych graf zawiera potaczenia miedzy kolejnymi wierz-
chotkami tego ciggu. Zauwazmy na rysunkach 12 i 13, Ze potgczenia majg przypisane im liczby — sg to wagi
potacze, ktére moga oznaczac na przyktad rzeczywistg dtugos¢ potaczenia. Dtugosé drogi definiujemy jako
sume dtugosci potgczen, ktore tworza te droge. Na przyktad, droga (2, 3, 8, 13, 9, 4) w grafie na rysunku 12 ma
dtugosc 9+5+8+1+9 = 32, a droga (1, 3, 4, 5, 2) w digrafie na rysunku 13 ma dtugo$¢ 5+5+1+4 = 15.

Istnieje wiele réznych probleméw, w ktérych celem jest znalezienie najkrétszej drogi. Jeden z takich
problemdw byt przedmiotem naszych rozwazah w punkcie 2.3, gdzie zastanawialiSmy sie, jak znalez¢ trase
dla komiwojazera, czyli najkrétszy cykl przechodzacy przez kazdy wierzchotek w grafie doktadnie jeden raz.
Klasyczne problemy najkrétszych drég mozna podzieli¢ na nastepujace grupy:

1. znalezZ¢ najkrétsza droge miedzy wybrang para wierzchotkéw w grafie;
2. znalez¢ najkroétsze drogi z wybranego wierzchotka w grafie do wszystkich pozostatych wierzchotkéw w grafie;
3. znalez¢ najkrotsze drogi miedzy kazda para wierzchotkéw w grafie.

W tych sformutowaniach probleméw, ,,znaleZé najkrotsza droge” oznacza znalezé dtugos¢ najkrétszej drogi
oraz cigg wierzchotkéw drogi o najkrétszej dtugosci.

tatwo zauwazy¢, ze rozwigzanie problemu typu 1 moze byé wykorzystane w rozwigzaniu probleméw typu 2
i 3. Podobnie, rozwigzanie problemu typu 2 moze byé wykorzystane do rozwigzania problemu typu 3. Na og6t,
rozwigzywanie problemu typu 2 moze byé przerwane, gdy mamy juz rozwigzanie problemu typu 1. Dlatego za-
trzymamy sie jedynie nad problemem typu 2 i dodatkowo zatozymy, ze wszystkie wagi potaczefi sa nieujem-
ne (w ogdlnosci nie musza byc). A zatem, rozwazymy nastepujacy problem, przyjmujac dodatkowo, ze szuka-
my najkrétszych drég w obcigzonych digrafach. Jesli chcemy znaleZ¢ najkrotsze drogi w obcigzonym grafie sy-
metrycznym, to kazda krawedz traktujemy jako pare tukédw przeciwnie skierowanych.
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Problem najkrétszych drég z ustalonego wierzchotka w digrafie obcigzonym
Dane:  digraf G z tukami obcigzonymi nieujemnymi wagami; wybrany wierzchotek s.
Wynik:  najkrétsze drogi w G z s do wszystkich pozostatych wierzchotkéw w digrafie G.

Do rozwigzania tego problemu postuzymy sie algorytmem Dijkstry. Nie zamieszczamy tutaj jednak szczeg6-
towego opisu tego algorytmu, tylko opiszemy jego gtéwna idee, a nastepnie w czasie wyktadu zilustrujemy
dziatanie tego algorytmu postugujac sie programem Algorytmy Grafowe, patrz rysunek 14.

Algorytm Dijkstry ma charakter metody zachtannej. Startujemy z danego wierzchotka s, zaliczamy go
do rozwigzania i w pierwszym kroku obliczamy dtugosci drég z s do wszystkich jego wierzchotéw sasiednich
(te drogi sktadajg sie z pojedynczych tukéw) a nastepnie wybieramy wierzchotek sasiedni w, ktéry jest najbli-
zej s — wierzchotek w zaliczamy do rozwigzania i dla kazdego wierzchotka v, ktory nie nalezy jeszcze do roz-
wigzania, sprawdzamy, czy droga z s do v przez w nie jest krétsza od dotychczasowej drogi najkrotszej z s
do v. Jesli tak jest, to poprawiamy dtugosci drég. Nastepnie, ponownie wybieramy wierzchotek sposréd tych,
ktére nie naleza jeszcze do rozwigzania, a ktory jest najblizszy s i powtarzamy to postepowanie. Liczba ite-
racji w tej metodzie wynosi n — 1, bo tyle wierzchotkéw trzeba dotaczyé do rozwigzania w kolejnych krokach.

Polecamy przesledzi¢ dziatania algorytmu Dijkstry w programie Algorytmy Grafowe na wybranych
przyktadach digraféw i grafow.

I¥] Algorytmy Grafowe - Najkrotsze drogi Dijkstry
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Algorytm

procedure Dijkstra(s: Wierzchoiek)
bhegin
for all v ze zbioru Vi{s} do
Droga(v) := Wagals, w]
Droga(s) := 0O
T := Viis)
while |T| > O do
begin
Inajdé w =z T o najwniejszej Drodze
T := Th{uw}
for all v ze zhioru Outiw) and T do
Droga(wv) := Min(Drogaiv), Dr

Rysunek 14.
Demonstracja dziatania algorytmu Dijkstry w programie Algorytm Grafowe, zastosowana do digrafu z rysunku 13

4.6 ZNAJDOWANIE NAJKROTSZYCH DRZEW ROZPINAJACYCH W GRAFACH

Jak pamietamy, drzewo jest grafem, ktory jest spdjny i nie zawiera cykli, a graf jest spojny, jesli kazda para
jego wierzchotkdw jest potgczona droga. Zaktadamy tutaj ze graf jest symetryczny. Jesli graf jest spdjny, to
mozna znalez¢ w nim podgraf, ktéry jest drzewem — takie drzewo w grafie nazywamy drzewem rozpinajacym.
Drzewo rozpinajgce w grafie spéjnym mozna znajdowac na dwa sposoby. Drzewo o n wierzchotkach ma do-
ktadnie n — 1 krawedzi:

. usuwac krawedzie, ktére nie powoduja rozpojenia grafu, tak dtugo jak dtugo graf ma wiecej nizn — 1 krawe-
dzi, gdzie n jest liczbg wierzchotkéw w grafie;

2. wybiera¢ krawedzie w grafie, ale tylko takie, ktére nie powodujg powstania cyklu wéréd wybranych krawe-

dzi; postepowac tak dtugo, az wybranych zostanie n — 1 krawedzi, gdzie n jest liczba wierzchotkéw w grafie.
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Rozwazany przez nas problem ma nastepujaca postac:

Problem najkrétszego drzew rozpinajacego w grafie obcigzonym

Dane:  graf G z krawedziami obcigzonymi wagami.

Wynik: najkrétsze drzewo rozpinajgce w grafie G. Za dtugos¢ drzewa przyjmujemy sume wag (dtugosci) jego
krawedzi.

Najbardziej znanym algorytmem rozwigzywania tego problemu jest zachtanny algorytm Kruskala. Polega on
tworzeniu drzewa rozpinajacego metodg nr 2 przy zatozeniu, ze krawedzie sa rozpatrywane w kolejnosci od
najlzejszych (najkrétszych) Opiszemy ten algorytm w pseudo-jezyku programowania. Zaktadamy, ze rozwa-
zany graf jest spojny.

algorytm Kruskala;
begin
T:=pusty; (T - zbidér krawedzi tworzonego drzewa}
E - zbidér krawedzi grafu G;
while T ma mniej elementdéw niz n - 1 do begin
wybierz najkrdtsza krawedZz e w zbiorze E;
usun e z E;
if e nie tworzy cyklu z krawedziami w T then
dotacz krawedz e do zbioru T
end
end

Na rysunku 15 jest przedstawione okno z demonstracja algorytmu Kruskala na losowym grafie.

Ciekawa modyfikacjg algorytmu Kruskala jest algorytm Prima-Dijkstry, ktéry jest réwniez algorytmem za-
chtannym, ale podobnie jak algorytm Dijkstry dla znajdowania najkrétszych drég, moze rozpoczaé budowa-
nie najkrotszego drzewa rozpinajacego zaczynajgc w dowolnym wierzchotku grafu, jako korzeniu. Proponuje-
my przeSledzi¢ dziatanie tego algorytmu w programie Algorytmy Grafowe.

-':1 Algorytmy Grafowe - Minimalne drzewo rozpinajace Kruskala
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Algorytm
procedure Kruskal
hegin
Uporzadiuj krawedzie weding niemalejqeych wag
Utwérz rodzing l-clementowych zhioréw wierzehoikéw VF
while [VF| > 1 and istnieje nieprzejrzana krawed: do
hegin
Uyhierz najkrotsza kraveds (v, w)
if (v, w) nie zawyka cyklu w T then
hegin
Potacz zhiory zawierajace v i w

Rysunek 15.
Demonstracja dziatania algorytmu Kruskala w programie Algorytm Grafowe
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W projekcie Informatyka +, poza wyktadami i warsztatami,

przewidziano nastepujgce dziatania:

= 24-godzinne kursy dla ucznidow w ramach modutéw tematycznych
= 24-godzinne kursy metodyczne dla nauczycieli, przygotowujgce
do pracy z uczniem zdolnym
= nagrania 60 wyktadow informatycznych, prowadzonych
przez wybitnych specjalistow i nauczycieli akademickich
= konkursy dla uczniéw, trzy w ciggu roku
= udziat uczniéw w pracach két naukowych
= udziat uczniéw w konferencjach naukowych

= obozy wypoczynkowo-naukowe.

Szczegbtowe informacje znajduja sie na stronie projektu

www.informatykaplus.edu.pl
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