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Streszczenie

Niniejszy kurs ma na celu pomoc w zgtebianiu najtrudniejszych zagadnien algorytmicznych, ktére po-
jawiaja sie na konkursach informatycznych. Przeznaczony jest dla ucznidw, ktérzy opanowali juz naj-
wazniejsze podstawowe techniki rozwigzywania probleméw informatycznych. Szczegédlnie zalecane jest
wczesniejsze zapoznanie sie z kursami ,,Przeglad podstawowych algorytméw” oraz ,Struktury danych
i ich zastosowania”.

Kurs jest zdecydowanie nastawiony na przygotowanie do konkurséw. Jeden z rozdziatéw zawiera
nawet rady co do samej taktyki startowania w zawodach.

Spora cze$¢ kursu zaktada znajomos¢ jezyka C++, nie jest ona jednak wymagana do zrozumienia
wiekszosci idei, ktére staramy sie przekazad.
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1 Taktyka

Jako ze kurs jest prowadzony pod katem rozwiazywania zadan konkursowych, chcielibySmy przedstawié¢
kilka naszych przemyslen co do samego startowania w zawodach informatycznych.

Oczywiscie, nawet najlepsza taktyka nie pomoze, jesli nie potrafimy zrobi¢ zadan, ktére sa do roz-
wigzania. Czesto jednak, dobre podejécie do zawodédw moze znacznie poprawi¢ nasz wynik.

Rozdziat bedzie sktadat sie ze zbioru dobrych rad dotyczacych réznych rodzajow konkurséw.

1.1 Przed zawodami

Waznym elementem, o ktérym czesto sie zapomina, jest przygotowanie jeszcze przed dniem konkursu.
Warto spojrze¢ na poprzednie edycje, zadania, wyniki. Dostarcza to cennych informacji, czego mozna
sie spodziewa¢ na samych zawodach. Upewnijmy sie, ze wiemy ile bedzie zadan, jak oceniane, jak
jest tworzony ranking. Nie ma czasu, by sie nad tym zastanawiaé pdzniej, podczas trwania rywalizacji.
Bardzo wazna jest tez ustalenie, czego musimy dokonaé, zeby by¢ z siebie zadowolonym. Chcemy
rozwigzac jak najszybciej wszystkie zadania, a moze spokojnie i powoli, byle sie nie pomyli¢? A moze
w ogdle nie chcemy ryzykowac i zaktadamy od razu, ze lepiej zrobi¢ jedno zadanie, ale na pewno dobrze,
niz dwa niepewnie. Na te pytania nie ma uniwersalnej odpowiedzi. Zapamietajmy przede wszystkim
nastepujaca rade:

Ustalmy sobie wyrazne cele jeszcze przed zawodami. Nie dajmy sie niczym zaskoczy¢.

1.2 Wybér zadania

Pierwszy problem, jaki napotykamy po rozpoczeciu zawoddéw, to dobry wybér zadania, ktérym sie
zajmiemy. Tutaj strategia zalezy prawdopodobnie od charakteru konkursu. Jesli sg to krétkie zawody,
sie by¢ rozwigzywalne, stara¢ sie je zrobi¢. Jesli natomiast zawody s3a dtuzsze, a czas nie gra wiekszej
roli, to polecamy na poczatku przeczytad wszystkie zadania, zeby mie¢ dobry obraz catosci i lepiegj
zadecydowad, czym sie po kolei zaja¢. Warto wzigé pod uwage pierwsze wrazenie co do trudnosci
zadania, jak réwniez wtasne preferencje tematyczne (,geometria nie”, ,teoria liczb tak sobie”, itp.).

Niezaleznie od formy konkursu, w zdecydowanej wiekszosci przypadkéw warto przeczytaé
wszystkie zadania, ale nie koniecznie na poczatku zawodéw.

Kluczowym elementem strategii, na ktérego braku najtatwiej traci sie punkty czy pozycje w tego typu
konkursach, jest tzw. ,moment odpuszczenia”. Otéz, jedli z jakich$ powoddéw nie mozemy rozwigzaé
zadania, ktérym sie zajmujemy, nalezy je zostawic i przejs¢ do nastepnego. Naturalnie nie chodzi
tutaj o poddawanie sie przy pierwszej napotkanej trudnosci. | wtasnie dlatego musimy sobie okresli¢,
kiedy decydujemy sie na zmiane zadania. Prawdopodobnie bedzie to czas w minutach spedzony nad
danym problemem. Trzeba przy tym pamietad, ze inaczej traktujemy problemy implementacyjne (z nimi
zazwyczaj optaca sie walczy¢ do konca).

Jedli nie potrafimy znalez¢ dobrego rozwiazania zadania po pewnym, ustalonym z géry czasie,
zostawiamy je i prébujemy rozwigzaé nastepne.

1.3 Ponowne czytanie

Bardzo wiele btedéw wynika ze ztego zrozumienia tresci zadania. Jedli tylko specyfika zawodéw na to
pozwala (np. nie s3 bardzo krétkie), goraco polecamy nastepujaca metode:

Przeczytajmy catg tre$¢ zadania jeszcze raz po jego rozwigzaniu. Zrobmy to takze, jesli od
dtuzszego czasu nie mozemy wymysli¢ dobrego rozwiazania.

Po chwili zastanawiania sie nad zadaniem (obojetne, czy z sukcesem, czy nie) mozemy nabraé nowego
spojrzenia, albo po prostu lepiej zrozumieé stawiany przed nami problem. By¢ moze wtasnie wtedy
ponowne przeczytanie treSci da nam poprawny obraz tego, czego sie od nas oczekuje.
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1.4 Testowanie

Jak powszechnie wiadomo, tworzenie programoéw, ktére beda od razu dziataty graniczy z cudem. Bardzo
czesto popetniamy btedy, szczegdlnie w fazie kodowania rozwiazania. Nie powinno nas to zniecheca¢,
trzeba tylko umie¢ sobie z tym problemem radzié.

Jedna z metod jest (czasem wielokrotne) czytanie kodu po jego napisaniu. Niestety, podczas kon-
kursu, gdzie jesteSmy zdani tylko na siebie, jest to zawodna metoda, gdyz ciezko krytycznie spojrzeé
na swoje dzieto i znalez¢ w nim usterke.

Duzo lepszym sposobem jest testowanie programu lub jego fragmentéw. Podajmy naszemu pro-
gramowi konkretne dane i sprawdzmy, czy oblicza poprawny wynik. Warto sie przy tym zastanowié
i wybra¢ dane podchwytliwe czy ztosliwe dla naszego algorytmu. Wazne jest, aby samemu obliczy¢ wy-
nik, najlepiej inng metoda niz ta zaimplementowana w programie i poréwnaé go z wynikiem programu.

Zrobienie kilku testéw jest najpewniejsza metoda sprawdzenia kodu. Uwaga! Testy dostar-
czane wraz z trescig zadania s3 na bardzo wielu konkursach bardzo proste i nie nalezy
wnioskowaé, ze program dziatajacy na nich jest poprawny.

1.5 ,Bruty”

Na zawodach w ktérych mamy odpowiednio duzo czasu na takie zabiegi, bardzo dobre efekty przynosi
pisanie ,brutéw” — programoéw, ktére dziataja szybko tylko dla bardzo matych testéw, ale s3 proste
zaréwno pod wzgledem samej idei rozwigzania, jak i napisanego kodu.

Majac takiego ,bruta” mozemy fatwo sprawdzac nasz program na wielu testach. Nie musimy sie
bowiem martwi¢ o liczenie odpowiedzi na kartce, wystarczy spytac ,bruta” o dobra odpowiedz. W bar-
dzo wielu zadaniach mozemy wrecz losowac testy automatycznie (napisaé kolejny prosty programik do
takiego losowania) i sprawdzaé, czy nasze rozwigzanie i ,brut’ daja jednakowe wyniki. Jesli nie, to
jest to sygnat do szukania btedéw. Taka metoda szukania btedéw przynosi stosunkowo najpewniejsze
rezultaty.

,Bruta” mozemy tez wykorzystaé¢ w inny sposéb. Jesli nie jesteSmy pewni w stu procentach naszego
rozwigzania i nie mamy czasu go juz poprawié, sprawdzié, itp., mozemy zastosowaé metode taczenia
dwoch programéw w jeden. Po wczytaniu danych nasz nowy program moze zadecydowad, czy test jest
bardzo maty i w zwigzku z tym bezpieczniej rozwigzywaé go ,brutem”, czy tez jest na tyle duzy, ze
,brut” nie da rady i trzeba zaryzykowac i postuzy¢ sie niepewnym ale szybszym rozwigzaniem. Takie
wyjécie moze spowodowaé przyznanie wiekszej liczby punktéw za dane zadanie na konkursach, gdzie
otrzymuje sie punkty za kazdy poprawnie rozwigzany test. Rzadko jednak spowoduje poprawe wyniku
na zawodach, w ktérych trzeba mieé cate zadanie dobrze rozwigzane, aby uzyskad jakiekolwiek punkty.

Podczas trwania tego kursu bedziesz miat okazje kilkakrotnie przetestowac te rady w praktyce
i wypracowacé swoja wtasna taktyke na startowanie w zawodach.

2 Standard Template Library

Prawdopodobnie przy tej czy innej okazji spotkates sie juz z biblioteka STL, a pewnie takze wykorzysty-
wates$ ja w swoich programach. Zawiera ona wiele gotowych do uzycia implementacji struktur danych
oraz algorytméw.

Niestety ta biblioteka czesto jest naduzywana. Na przyktad, kto§ uzywa multimap tam, gdzie
w zupetnosci starczytaby zwykta tablica. Dlatego tez biblioteka STL zajmujemy sie szerzej dopiero
w kursie dla zaawansowanych, gdy wiecie juz, co mozna zrobi¢ prostymi metodami.

Intencja tego rozdziatu jest usystematyzowanie wiedzy o tej bibliotece i poznanie sposobéw do-
brego jej wykorzystywania w rozwigzaniach zadan algorytmicznych. W kilku miejscach pokazemy tez
stosowane przez wielu zawodnikéw sztuczki (np. dyrektywy preprocesora), dzieki ktérym mozemy pisaé
troche mniej kodu.
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Oczywiscie nikt nie powinien sie uczy¢ na pamie réznych metod z biblioteki STL. Na wiekszosci
konkurséw (np. na Olimpiadzie Informatycznej) dostepna jest dla zawodnikéw dokumentacja biblioteki
podobna do tej zamieszonej na stronie http://www.sgi.com/tech/stl/. Dlatego tez warto sie z nig
zapoznad i nauczy¢ sie z niej korzystac.

2.1 Kontener vector

Przeglad mozliwosci biblioteki STL zaczniemy od chyba najbardziej popularnego kontenera: vector,
ktéry faczy w sobie cechy stosu i tablicy. Poswiecimy mu dos$é¢ duzo czasu, gdyz wiekszo$¢ jego cech
odnosi sie tez do innych konteneréw.

Aby méc go wykorzysta¢ w programie zwykle piszemy:

#include<vector>
using namespace std;

Co powoduje drugi wiersz? Jest to wprowadzenie przestrzeni nazw std: ,petna nazwa” kontenera
vector to std: :vector. Zatem aby zaoszczedzi¢ sobie pisania tego std:: przed kazdym wystgpie-
niem czego$ z przestrzeni nazw biblioteki standardowej polecamy kompilatorowi, by robit to za nas.
W praktyce zawodowego programisty nie zawsze jest to dobre rozwigzanie, natomiast na konkursach
informatycznych jest bardzo popularne.

Bardzo wazna cecha konteneréw z biblioteki STL jest to, ze mozemy ich uzyé do przechowywania
obiektéw dowolnego typu. Stosuje sie w tym celu zaawansowany mechanizm jezyka C++ jakim s3 sza-
blony. Na przyktad napisanie vector<int> v; powoduje utworzenie przez kompilator specjalnej wersji
kontenera vector, przystosowanej do przechowywania zmiennych catkowitoliczbowych. Jezeli zdefi-
niujemy klase MojaKlasa to nic nie stoi na przeszkodzie, by zadeklarowaé vector<MojaKlasa> vmk.
Mozemy nawet zadeklarowa¢ vector<vector<MojaKlasa> > vvmk — jest to vector, ktéry bedzie
przechowywat kontenery vector zmiennych typu MojaKlasa. Uwaga: spacja miedzy dwoma znakami
> > jest istotna — inaczej kompilator mylitby je z operatorem przesuniecia bitowego.

Przyjrzyjmy sie teraz kilku wazniejszym metodom oferowanym przez obiekty vector<T> v:

e void v.push_back(a) — dodawanie elementu a na koncu v. Jest to na tyle czesto uzywana
metoda, ze wiele 0séb na poczatku programu uzywa dyrektywy: #define PB push_back, dzieki
ktérej moze pisac tylko v.PB(a).

e void v.pop_back() — usuniecie ostatniego elementu.
Uwaga: Ze wzgledéw wydajnosciowych metoda ta jest typu void, czyli nic nie zwraca. Jezeli
chcielibySmy zapamietaé¢ zdejmowany element, to mozemy przed jego zdjeciem skorzysta¢ z me-
tody v.back(), ktéra zwrdci referencje do ostatniego elementu.

e v[i] to odwotanie do i-tego elementu v, zupetnie tak samo jak dla tablicy. Operator ten dziata
w czasie statym.

Metody push_back i pop_back dziatajg w czasie zamortyzowanym statym. Warto wiedzieé, w jaki spo-
s6b uzyskuje sie taka wydajnos¢é. Otéz vector pamieta wskaznik na tablice elementéw odpowiedniego
typu. Poczatkowo jest ona mata, ma na przyktad 5 elementéw. Kiedy po kilkukrotnym uruchomieniu
push_back brakuje w niej miejsca na nowy element, wéwczas alokowana jest nowa, dwa razy wigksza
tablica, a zawarto$¢ starej jest don kopiowana.

Cwiczenie 1. Wrzucamy do poczatkowo pustego kontenera vector pewng liczbe elementéw.
Zaktadajac, ze jest to realizowane tak, jak opisano wyzej udowodnij, ze dodanie pojedynczego
elementu zajmuje zamortyzowany czas staty.

Aby przejrze¢ wszystkie elementy kontenera vector mozna napisaé petle:

for (int i = 0; i < (int) v.size(); i++) { ... %}
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v.size() zwraca wynik typu unsigned int dlatego rzutowanie na int jest istotne, jezeli nie chcemy,
by kompilator meczyt nas ostrzezeniami. Mozna by tez zadeklarowac licznik jako zmienna typu unsigned

Powiedzmy jeszcze o waznej metodzie swap dostepnej dla konteneréw biblioteki STL. Jak nie
trudno zgadnaé, zamienia ona ze soba kontenery przechowywane w dwéch zmiennych. Co ciekawe, jest
to wykonywane w czasie statym niezaleznie od wielkosci struktury (tak na prawde podmieniane s3 tylko
pewne wskazniki).

Kontenerem podobnym do vector, ktéry czasami sie przydaje, jest deque — potaczenie kolejki
i tablicy. Do operacji wykonywanych na kontenerze vector w czasie zamortyzowanym statym dodaje
jeszcze push_front i pop_front, czyli odpowiednio dotozenie i zdjecie elementu z poczatku. Niestety
w praktyce ta struktura nie jest tak wydajna jak vector, dlatego tez nalezy jej uzywac tylko jezeli jest
to absolutnie konieczne.

2.2 lteratory

Bardzo waznym i czesto uzywanym narzedziem biblioteki STL s3 iteratory. Mozemy na nie patrze jako
na specjalne wskazniki, ktére potrafiag przechodzi¢ po elementach konteneréw. Sktadnia jest zresztg
taka sama jak w przypadku wskaznikéw: *it oznacza element, na ktéry wskazuje iterator it, ++it
stuzy do zwiekszenie iteratora, czyli przejécie do kolejnego elementu kontenera, a ——it do cofania siel.
Kolejnosé, w jakiej iterator przeglada elementy kontenera zalezy od rodzaju kontenera.

Aby zadeklarowa¢ iterator dla odpowiedniego typu kontenera piszemy kontener: :iterator it,
(np. vector<int>::iterator it). Zachowanie iteratoréw dla réznych konteneréw moze si¢ mocno
od siebie rézni¢, stad konieczno$¢ wykorzystania iteratora z odpowiedniej przestrzeni nazw (jak np.
vector<int>::).

Przegladanie elementéw

Jezeli chcielibySmy ,przeiterowal” wszystkie elementy kontenera przydadza sie nam funkcje begin()

i end (), ktére zwracajg pierwszy i ostatni iterator w kontenerze. Uwaga: Ostatni iterator nie wskazuje

na zaden obiekt przechowywany w kontenerze, dlatego nigdy nie nalezy sie odwotywaé do *(v.end()).
Mozemy teraz w inny sposéb napisaé petle przegladajaca elementy v:

for (vector<int>::iterator it = v.begin(); it != v.end(); ++it) { ... }

Petle tego typu wykorzystuje sie czesto, a niestety wymagaja one od nas do$¢ duzo pisania. Aby
zaoszczedzié sobie czas mozna prébowaé napisa¢ makro, ktére dostajac tylko nazwe kontenera i iteratora
tworzytoby odpowiednia petle. Problemem jest to, ze na podstawie kontenera zwykle nie mozna uzyskac
typu potrzebnego iteratora. Na szczescie w kompilatorze gcc, ktéry jest wykorzystywany na wiekszosci
zawoddw programistycznych, udostepniona jest funkcja __typeof (), dzieki ktérej mozemy napisaé
nastepujgce makro:

#define FOREACH(i,t) for(__typeof((t).begin()) i=(t).begin(); i!=(t).end(); ++i)

Pozniej w programie, jezeli chcemy petle przegladajaca wszystkie elementy kontenera v, wystarczy
napisaé: FOREACH(i,v).

Iteratory w metodach

Iteratory sa czesto argumentami i wynikami réznych metod. Przyjrzymy sie takiej sytuacji na przyktadzie
kontenera 1ist, czyli listy dwukierunkowej. Jej gtéwna przewaga w stosunku do vector czy tez deque
jest to, ze operacje wstawiania i usuwania pojedynczego elementu ze $rodka dziataja w czasie statym
(do jej elementéw nie mozemy jednak odwotywa¢ sie jak do tablicy).

Do wstawiania stuzy metoda 1.insert(it, x), ktéra umieszcza element o wartosci x w liscie 1
przed iteratorem it. Zwracana warto$¢ to iterator do wtasnie wstawionego elementu.

lstnieja tez wersje operatoréw ++ oraz -- stawiane za argumentem, ale s3 one mniej wydajne.



<10> Informatyka +

W kontenerze 1ist dostepna jest metoda size. Nalezy jej uzywac z rozwaga, gdyz nie jest
ustalone, w jakim czasie ona dziata. Moze sie okazad, ze obliczenie rozmiaru listy bedzie
wymagato przejrzenia wszystkich jej elementéw, co bedzie bardzo kosztowne. Dlatego gdzie
tylko mozna nalezy raczej uzywa¢ metody 1.empty (), ktéra sprawdza czy lista 1 jest pusta
(zamiast sprawdza¢ warunek 1.size() > 0).

2.3 Pary

Przy pisaniu programéw bardzo czesto okazuje sie, ze chcemy przechowywa¢ informacje zawarte w kilku
zmiennych w jednym miejscu. Najbardziej naturalnym rozwigzaniem wydaje sie zdefiniowanie klasy,
w ktorej beda ukryte owe zmienne. Czesto jednak wygodniej jest uzyé par.

e Deklaracja pary ztozonej ze zmiennych typéw T1 i T2: pair<T1, T2> p.
e Pierwszy i drugi element pary: p.first i p.second.
e Utworzenie nowej pary: make_pair(a,b)

Pary sa bardzo wygodnie, miedzy innymi dlatego, ze mozna je ze soba poréwnywac za pomoca standar-
dowych operatoréw. Operator < wyznacza porzadek leksykograficzny na parach: to znaczy, ze najpierw
poréwnujemy pierwsze pozycje z pary. Jezeli sa rézne, to mamy juz wyznaczony porzadek dwdch par.
Jezeli s3 réwne, to poréwnujmy drugie pozycje par.

Pary okazuja sie na tyle wygodne, ze niekiedy uzywa sie ich do przechowywania wiecej niz dwéch
zmiennych. Na przyktad 4 obiekty mozna zgrabnie ,upakowaé” do pary ztozonej z dwéch par.

Aby sprawniej korzysta¢ z par czesto stosuje sie dyrektywy define. Zwykle uzywa sie skrétu
MP zamiast make pair.
Dwa popularne sposoby skracania first, second to F, S oraz ST, ND.

2.4 Kontener set

Kontener set stuzy do przechowywania informacji o zbiorach uporzadkowanych elementéw. Elementy
w zbiorze nie moga sie powtarzaé, co jest zgodne z matematycznym pojeciem zbioru. Kontener ten jest
zaimplementowany jako drzewo czerwono-czarne (jedno ze zréwnowazonych drzew poszukiwan). Dzieki
temu, ponizsze operacje wstawiania, usuwania i szukania elementu maja ztozono$¢ logarytmiczna.

e s.insert(x) prébuje wstawi¢ element x do zbioru s. Zwraca pare ztozong z iteratora wska-
zujacego na element réwny x oraz wartosci logicznej méwiacej, czy mu sie udato. Wstawienie
do zbioru nie udaje sie, gdy istnieje juz w nim element réwny x.

e s.erase(it) usuwa element wskazywany przez iterator it. Bardzo wazna cecha tej funkgji jest
to, ze wszystkie iteratory nie wskazujace na usuwany element pozostaja poprawne, dalej mozna
sie nimi postugiwac.

Element o wartosci x mozna usuwa¢ za pomoca funkgji: s.erase(x).

e s.find(x) stuzy do znajdowania elementu w zbiorze, zwraca iterator do elementu o wartosci
x (jezeli taki iterator nie istnieje to zwraca jedyny iterator, ktéry na nic nie wskazuje, czyli
s.end()).

Jezeli chcemy tylko przekonaé sie czy dany element wystepuje w zbiorze mozemy sprawdzié
warunek s.count(x) > 0.

Podobnym kontenerem jest multiset, ktéry jednakze pozwala na przechowywanie kilku réwnych ele-
mentéw.
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Uporzadkowane elementy w zbiorze

Elementy przechowywane w kontenerach set i mutliset s3 uporzadkowane (zwykle zgodnie z porzad-
kiem wyznaczanym przez operator <). Dwa przydatne fakty z tego wynikajace:

e s.begin() to iterator do najmniejszego elementu

e Przegladajac kolejne elementy za pomoca iteratora (na przyktad za pomoca makra FOREACH)
bedziemy widzieli elementy w kolejnosci niemalejacej (a w zbiorze nawet Sciéle rosnacej).

Cwiczenie 2. W algorytmie Dijkstry potrzebny jest kopiec przechowujacy dla kazdego wierz-
chotka jego odlegtos¢ od wierzchotka startowego i obstugujacy nastepujace operacje:

e zmien warto$¢ przechowywana dla pewnego wierzchotka (to moze wymagaé dodania
tego wierzchotka, jezeli wczesniej nie byto go w kopcu)

e znajdz jeden z wierzchotkéw o najmniejszej odlegtosci, zwrd¢ te odlegtosé i usun go
z kopca.

Jak mozna prosto zrealizowa¢ powyzsze operacje przy uzyciu zbioru z biblioteki STL?
Proponujemy wykorzystaé¢ set<pair<int, int> >.

W omawianych kontenerach s3 jeszcze dwie wazne metody:

e s.lower_bound(x) (ang. dolne ograniczenie) zwraca iterator do pierwszego elementu, ktdrego
wartos$¢ jest nie mniejsza niz x.

e s.upper_bound(x) (ang. gérne ograniczenie) zwraca iterator do pierwszego elementu, ktérego
wartos¢ jest wieksza niz x.

W obu przypadkach gdy nie istnieje taki element zwracany jest iterator s.end ().

Para funkcji o tych samych nazwach wystapi jeszcze przy omawianiu algorytméw z biblioteki STL,
dlatego dobrze jest zrozumiel, dlaczego akurat takie s3 wartosci przez nie zwracane. Pomoze w tym
ponizsze ¢wiczenie:

Cwiczenie 3. Masz dany multiset<int> ms. Napisz petle, ktéra przechodzi po iteratorach,
ktérym odpowiadaja wartosci réwne 1729.

Definiowanie wtasnego porzadku

Czasami chcemy by porzadek elementdéw w zbiorze byt inny niz standardowy. W tym celu powinnismy
zadeklarowa¢ specjalng klase, ktéra bedzie miata tylko jedna metode (a doktadniej operator ()), po-
réwnujaca dwa obiekty okreslonego typu. Metoda ta musi zachowywac sie tak, jak <, a wiec zwracaé
wartos¢ true wtedy i tylko wtedy, gdy pierwszy argument jest mniejszy od drugiego.

Ponizej prezentujemy przyktadowa klase, ktéra umozliwia poréwnywanie elementéw typu vector
wzgledem ich dtugosci:

struct por_vec {
bool operator() (const vector<int>& a, const vector<int>& b){
return a.size() < b.size();
+
3

Zwréémy uwage na jeden z argumentdw operatora: const vector<int>& a. Argumentem jest refe-
rencja do obiektu a, dzieki czemu unikamy kopiowania. Co wiecej, jest ona stata, gdyz chcemy upewnié
sie, ze poréwnywanie dwéch elementédw nie zmieni zadnego z nich.
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Teraz mozemy zadeklarowaé set ztozony z vector<int> uporzadkowanych po liczbie elementéw:
set<vector<int>, por_vec> zb;

WHtasna klase poréwnujaca mozemy tez wykorzystaé, gdy chcemy przechowywaé w zbiorze elementy,
ktére nie maja zdefiniowanego operatora <.

2.5 map

map<T1, T2> to stownik przechowujacy ,ttumaczenia” obiektéw typu T1 na te typu T2. Obiekty
typu T1 nazywamy kluczami, a typu T2 — wartosciami. W stowniku do jednego klucza moze by¢
przyporzadkowana tylko jedna wartos¢.

Przyktadem stownika moze by¢ map<string, int> kalendarz przyporzadkowujacy nazwie mie-
sigca jego numer (np. ,czerwiec’" — 6). Wygodna sktadnia pozwala nam korzystal ze stownika jak
z tablicy np.: kalendarz["marzec"] = 3;.

Poza tym map<T1, T2> m przypomina pod wzgledem uzywania set<pair<T1, T2> >. Iterator
wskazuje na pare klucza i odpowiadajacej mu wartosci. Wstawianie elementu moze sie¢ odbywaé za
pomoca funkcjim. insert (make_pair(t1,t2)) (lub tez za pomoca sktadni tablicowej). Wyszukiwanie
i usuwanie s3 analogiczne jak w przypadku zbioru z t3 réznica, ze jako argument podaje sie tylko klucz.

Jezeli za pomoca sktadni tablicowej odwotamy sie do klucza k, ktéry nie istnieje
w map<T1,T2> to zostanie wstawiona para make pair(k, T2()).

T2() to bezparametrowy konstruktor obiektéw T2, ktéry zwykle reprezentuje domyslng war-
tos¢ (na przyktad 0, vector pusty).

2.6 Sortowanie i wyszukiwanie binarne

Zaczynajac od sortowania, zajmiemy sie teraz ciekawszymi algorytmami dostepnymi w bibliotece STL.
Argumentami funkgji sort (p, k) sa dwa iteratory o dostepie swobodnym (np. vector<T>: :iterator,
ale tez int* dzieki czemu mozemy stosowa¢ te funkcje do zwyktej tablicy). Ustawia ona w kolejnosci
niemalejacej elementy od tego wskazywanego przez p do ostatniego przed k. Zatem aby posortowaé
vector<int> v nalezy napisaé: sort(v.begin(), v.end()).

Jezeli chcemy sortowac elementy, dla ktérych nie ma zdefiniowanego operatora <, lub tez chcemy je
utozy¢ w innej kolejnosci to nalezy dodac funkcje poréwnujacy. Ponizej przyktad funkcji do poréwnywa-
nia elementéw typu vector ze wzgledu na ich dtugos¢. Zwrd¢ uwage na jej podobienstwo do operatora
poréwnujacego wykorzystywanego przez kontener set.

bool fpor_vec (const vector<int>& a, const vector<int>& b) {
return a.size() < b.size(Q);

}

Aby skorzystaé z tej funkcji nalezy podaé ja jako trzeci argument funkcji sort. Kontynuujac nasz
przyktad, zeby posortowaé tablice vector<int> t[10] napiszemy sort (t,t+10,fpor_vec).

Czasami chcemy, zeby po sortowaniu elementy, ktére sa rowne zgodnie z obowigzujacym
sposobem poréwnywania, pozostaty wzgledem siebie w niezmienionym porzadku. Na przy-
ktad gdy w powyzszej tablicy t byty dwa kontenery vector: a i b o trzech elementach to
jezeli poczatkowo a byt przed b, to powinno tak zosta¢ po posortowaniu catej tablicy. Sor-
towanie takie nazywamy stabilnym. Jest ono zaimplementowane w bibliotece STL w funkgji
stable_sort.

Cwiczenie 4. Jaki bedzie wynik sortowania z wykorzystaniem ponizszej funkcji poréwnuja-
cej?

bool por(const int & a, const int & b) { return a >= b; }

Czy na pewno jest ona dobrze napisana?
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Wyszukiwanie binarne

W posortowanej tablicy (lub kontenerze vector) mozemy oczywiscie wyszukiwaé binarnie. Do szukania
wartosci x w przedziale iteratoréw (z dostepem swobodnym) od p do k stuzg funkgje:

e binary_search(p, k, x) — zwraca tylko warto$¢ logiczna oznaczajaca, czy x wystepuje w za-
danym przedziale

e lower_bound(p, k, x) i upper_bound(p, k, x) — podobnie jak w przypadku kontenera
set zwracaja one iterator do pierwszego elementu odpowiednio nie mniejszego niz x i wiekszego
niz x (lub tez k jezeli taki element nie istnieje).

2.7 Permutacje

W rozwigzaniach o duzej ztozonosci czasowej, ktére sprawdzajg wszystkie mozliwosci, zdarza sie ko-
nieczno$¢ generowania kolejnych permutacji zbioru. Okazuje sie, ze takze do tego istnieje w bibliotece
STL gotowa funkcja: bool next_permutation(p, k). Wywotanie jej na przedziale iteratoréw o do-
stepie swobodnym powoduje zmienienie permutacji tworzonej przez elementy *p, *(p+1), ..., *(k-1)
na nastepna w kolejnosci leksykograficznej i zwrdceniu true. Jezeli taka permutacja nie istnieje (tzn.
aktualna jest najwieksza w kolejnosci leksykograficznej) to zwracana jest wartos¢ false, a permutacja
jest zmieniana na pierwsza w kolejnosci leksykograficznej. Pojedyncze wywotanie tej funkcji zajmuje co
najwyzej czas liniowy w stosunku do dtugosci permutowanego przedziatu.
Ponizszy kod powoduje wypisanie wszystkich permutacji zbioru 1,2, ... n:

vector<int> v(n); // konstruowany jest vector o n elementach
for (int 1 = 0; i < n; i++)

v[i] = i+1;
do {

for (int i = 0; i < n; i++)

printf("%d ", v[il);

printf("\n");

} while (next_permutation(v.begin(), v.end()));

Istnieje tez funkcja prev_permutation, ktéra zmienia permutacje na poprzednia w porzadku
leksykograficznym.

3 Haszowanie

3.1 Czym jest haszowanie?

O haszowaniu mozna mysle¢ jak o nadawaniu nowych nazw obiektom z pewnego ustalonego zbioru.
Celem haszowania jest najczesciej zmniejszenie puli mozliwych nazw (uniwersum) do odpowiednio
matego rozmiaru. Przyktadowo, jesli rozwazymy zbidr ludzi mieszkajacych w Polsce i bedziemy identy-
fikowad ich po imieniu i nazwisku to mozliwych par <imig, nazwisko> moze by¢ praktycznie dowolnie
wiele. Jedli jednak zechcemy uprosci¢ sobie sytuacje i identyfikowa¢ ludzi po ich inicjatach to wszyst-
kich mozliwych inicjatéw jest juz tylko 322 = 1024 (przy zatozeniu, ze alfabet liczy 32 litery). Inicjaty
sa w tym przypadku przyktadem hasza (inaczej identyfikatora lub kodu), czyli wtasnie nowej nazwy
obiektu. Innym, mniej naturalnym przyktadem haszowania moze by¢ identyfikowanie ludzi po sumie
kodéw ASCII liter w ich imieniu i nazwisku modulo 1000. W tym wypadku mozliwych identyfikatoréw
jest tyle co reszt, czyli 1000.

Kiedy zmniejszenie uniwersum nazw moze by¢ korzystne? Wyobrazmy sobie, ze chcemy przecho-
wywaé dla kazdego cztowieka z pewnego zbioru jakie$ dane, na przykfad date urodzenia. Jesli nawet
przyjmiemy, ze imiona i nazwiska maja ograniczone dtugosci to wciaz nie bedziemy w stanie zaalo-
kowa¢ osobnej komérki pamieci dla kazdej mozliwej kombinacji <imig,nazwisko>. Z drugiej strony,
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przechowujac zbiér ludzi w stowniku bedacym drzewem zréwnowazonym, skazujemy sie na ztozono$é
co najmniej liniowo-logarytmiczng ze wzgledu na wielko$¢ zbioru. Ponadto, poréwnywanie nazwisk moze
okazac sie bardzo kosztowne w przypadku gdy bedg one dtugie.

Korzystajac z haszowania, moglibySmy utworzy¢ tablice o rozmiarze odpowiadajagcym rozmiarowi
uniwersum haszy, po czym dla kazdego cztowieka ze zbioru przechowywac jego dane w tej tablicy pod
indeksem, takim jak hasz z imienia i nazwiska. Odczyt i zapis danych mégtby by¢ zrealizowany w czasie
statym.

Oczywistym problemem w powyzszym rozwigzaniu sa tzw. kolizje, czyli przypadki, w ktérych dwie,
réznie nazywajace sie¢ osoby otrzymaja takie same hasze. W takiej sytuacji nasz algorytm bedzie prze-
chowywat dane dwéch réznych oséb w tym samym miejscu pamieci, co na pewno doprowadzi do btedu.
Istnieje wiele ré6znych metod rozwigzywania problemu kolizji, jedna z nich prezentujemy ponizej.

3.2 Tablica haszujgca

Tablica haszujaca rozmiaru M sktada sie z tablicy (poczatkowo pustych) list jednokierunkowych, prze-
chowujacych obiekty z U oraz funkcji haszujacej h: U — {0,1,..., M — 1}. Funkcja ta, wczesniej
nieformalnie nazywana ,zmiang nazwy”, generuje dla obiektéw ze zbioru U hasze (kody) bedace licz-
bami naturalnymi z przedziatu [0, M — 1].

Zalezy nam na tym, aby hasze nalezaty wtasnie do takiego przedziatu gdyz odpowiadaja one wtedy
komoérkom tablicy.

Tablica haszujaca T' udostepnia nastepujace operacje:

void insert(x) {
wstaw obiekt x na poczatek listy T[h(x)];
}

void delete(x) {
usui obiekt x z listy T[h(x)];
}

bool find(x) {
if (obiekt x jest na liscie T[h(x)])
return true;
else
return false;

}

Dzieki temu, ze z kazdym haszem jest zwigzane nie jedno pole tablicy a lista, kolizje haszy nie powoduja
utraty danych. Jedli mamy pecha i okaze sig, ze wszystkie obiekty umieszczone w tablicy maja taki
sam hasz, ztozono$¢ powyzszych operacji bedzie liniowa wzgledem ilosci przechowywanych elementéw.
Jednakze przy dobrym wyborze funkcji haszujacej oraz zatozeniu, ze liczba elementéw w tablicy jest
rzedu O(M) mozemy zatozyé, ze $redni czas operacji na tablicy haszujacej jest staty.

Rozwigzywanie problemu kolizji haszy za pomoca list nosi nazwe metody tancuchowej. Istnieje
wiele innych, bardziej efektywnych metod radzenia sobie z kolizjami. Mozna o nich przeczytaé na przy-
ktad w [2].

Cwiczenie 5. Zaproponuj prosta funkcje haszujaca, przypisujaca ciagom znakéw liczby cat-
kowite z przedziatu [0...10000]. Zaimplementuj tablice haszujaca, ktéra wykorzystuje Twoja
funkcje. Poréwnaj szybkos¢ jej dziatania na losowych danych testowych z drzewem zréwno-
wazonym (np. kontenerem set z STL).
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3.3 Haszowanie stéw

Technika haszowania znajduje zastosowanie w wielu algorytmach tekstowych. Ustalmy, dla uproszcze-
nia, ze rozwazamy stowa ztozone z matych liter alfabetu angielskiego oraz, ze kolejne litery alfabetu
utozsamiamy z kolejnymi liczbami naturalnymi (liczac od zera), to znaczya =0,b =1, ..., z = 25.
Hasze dla stéw bedziemy oblicza¢ w nastepujacy sposéb:

h(agas . ..an) = (ag + a1z + azx® + ... + a,z™) mod p

gdzie p jest duza liczba pierwsza a x dowolng ustalong liczba catkowita wieksza od rozmiaru alfabetu,
ale mniejsza od p. Wartosci tej funkcji haszujacej mozemy tatwo obliczaé dla kolejnych, coraz to
dtuzszych, sufikséw stowa, stosujac zaleznosé:

ha;aiyq...an) = (a; + xh(ajy16i42...a,)) mod p

Wyszukiwanie wzorca w tekscie

Zastanéwmy sie jak za pomoca powyzszej metody haszowania zrealizowaé wyszukiwanie wzorca w tek-
Scie. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

e m-literowy wzorzec to W = wiws ... w.,
e n-literowy tekst to T' = t1t5...1,
e hasz podstowa t; ...t;1m—1 (dtugodci m) oznaczmy przez h;

Potrzebujemy szybko obliczy¢ hasze dla wszystkich m-literowych podstéw tekstu i poréwnac je z haszem
wzorca. Majac obliczony hasz h;y1 dla podstowa t;1 ...%;4,, mozemy w czasie statym znalez¢ hasz
podstowa zaczynajacego sie na pozycji t; za pomoca tatwego wzoru:

hi = (ti + xhiy1r — tigma™) mod p

Warto na poczatku stablicowaé sobie wartosci poteg « modulo p.

Majac obliczone wszystkie hasze h; poréwnujemy je kolejno z haszem wzorca h(W). Jedli dla
pewnego ¢ zachodzi h; # h(WW) to na pewno na pozycji 7 nie ma wystapienia wzorca W. Jedli
natomiast zachodzi h; = h(W) to z duzym prawdopodobiefistwem na pozycji i jest wystapienie
wzorca W.

Oczywiscie w przypadku jednowymiarowym takie zastosowanie haszowania nie jest zazwyczaj uzy-
wane gdyz mamy do dyspozycji szybki i fatwy do zaimplementowania algorytm KMP. Jednakze w przy-
padku dwuwymiarowym haszowanie moze okazaé sie interesujaca alternatywa dla dos¢ ztozonego al-
gorytmu Bakera (problem wyszukiwania dwuwymiarowego wzorca w tekscie zostat oméwiony w kursie
“Struktury danych i ich zastosowania”).

Cwiczenie 6. Opracuj szczegoéty algorytmu wyszukiwania dwuwymiarowego wzorca w tek-
Scie, opartego na haszowaniu stéw.

Cwiczenie 7. Sprébuj rozwiazac¢ zadanie Pociggi z XV Olimpiady Informatycznej stosujac
haszowanie (zadanie jest dostepne w serwisie [6]).
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4 Algorytm Karpa-Millera-Rosenberga

Algorytm Karpa-Millera-Rosenberga (w skrécie KMR) jest algorytmem wyszukiwania wzorca w tek-
Scie. Dzieki swojej interesujacej budowie, znajduje on takze zastosowanie w wielu innych problemach
tekstowych. KMR opiera sie na utworzeniu dla stowa pewnej struktury zwanej stownikiem podstéw
bazowych. Struktura ta ma rozmiar O(nlogn) (gdzie n jest dtugoscia stowa) i moze by¢ zbudowana
w takim samym czasie.

Jak zwykle w analizie algorytméw tekstowych zaktadaé bedziemy, ze alfabet ma staty rozmiar.

4.1 Stownik podstéw bazowych

Konstrukcja stownika podstéw bazowych polega na obliczeniu haszy dla wszystkich podstéw wyjscio-
wego stowa o dtugosci 2P dla p = 0,1,..., |logp|. Tym razem jednak nie mozemy uzyé haszowania,
takiego jak w rozdziale 3, gdyz bedziemy wymagali od haszy nieco mocniejszych wtasnosci. Chcemy
bowiem nie dopusci¢ do sytuacji, w ktérej rézne stowa tej samej dtugosci otrzymaja te same hasze.

Przyjmijmy, ze budujemy strukture stownika podstéw bazowych dla stowa S = sps1...5,-1. Przez
idp[t] oznaczmy hasz podstowa dtugosci 2P zaczynajacego sie na pozycji ¢ (jesli takie stowo nie istnieje to
przyjmujemy, ze id,[t] = 0o). Tablice id,[| bedziemy konstruowa¢ dla kolejnych p zaczynajac od p = 0.
Tablica idy|] reprezentuje stowa dtugosci 1 czyli pojedyncze litery. Doskonatym haszem dla pojedynczej
litery jest jej pozycja w alfabecie (tzn. a = 0, b = 1, etc.). A zatem idy[t] = s;. Takie identyfikatory
spetniaja oczywiscie zatozenie unikalnosci.

Zastanéwmy sie teraz, jak obliczy¢ tablice id,; majac obliczong tablice id,. Korzysta¢ bedziemy
z nastepujacego, oczywistego faktu:

Fakt 1. Stowa s[i...i+2P*1 —1]is[j...j+2PT1 —1] s3 réwne wtedy i tylko wtedy, gdy s3
réwne stowa s[i...7+2P —1] i s[j...j+2P — 1] oraz s réwne stowa s[i+ 2P ...i+2P"1 —1]
is[j+2P.. 5420t —1].

Innymi stowy, dwa stowa sg réwne gdy ich lewe potowy s3 réwne oraz ich prawe potowy s3 réwne.
[lustruje to ponizszy rysunek:

w1 w3
| | | | | |
N — N——— e — N ———
aq b1 ag b2

w1:w2<:>a1:a2Ab1:b2

Na podstawie Faktu 1 mozna zauwazy¢, ze dobrym haszem id,,1[t] jest para (id,[t],id,[t + 2F]). My
jednak nie chcemy przechowywac par tylko zamieni¢ je na nowe identyfikatory w postaci kolejnych liczb
naturalnych. Aby to osiagnaé, musimy posortowaé leksykograficznie wszystkie takie pary identyfikato-
row a nastepnie, przegladajac je od najmniejszych, przydzielaé nowe hasze w postaci kolejnych liczb
naturalnych. Oczywiscie takie same pary musza otrzymac ten sam hasz.

Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze wazne jest aby na kazdym etapie sortowac pary identyfika-
toréw w kolejnosci niemalejacej. Jak wkrdtce zobaczymy, bedzie to miato kluczowe znaczenie przy
poréwnywaniu leksykograficznym podstéw. Zauwazmy, ze hasze dla kazdej dtugosci stéw s3a liczbami
z przedziatu [0, maz(n,|X|)], przez co mozemy sortowanie par zaimplementowa¢ w czasie liniowym np.
uzywajac sortowania kubetkowego.

Oto (nieco okrojona) implementacja funkcji build KMR(s) konstruujacej stownik podstéw bazo-
wych dla stowa s i zapisujacej go w tablicy ids[].
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/* Para identyfikatoréw, ktérych zbidér bedziemy sortowali.
Aby méc zapisaé wynikowy hasz musimy pamietaé tez indeks
stowa, ktéremu odpowiada dana para */

struct Pair {
int pl, p2, index;
}s

/* tablica (dwuwymiarowa) identyfikatordw */
vector<vector<int> > ids;

void build_KMR(string &s){
vector<int> curr_id(s.size());
vector<Pair> pairs;

/* hasze s16w dtugosci 1 to kody symboli alfabetu */
for(int i = 0; i < s.size(); ++i)

curr_id[i] = (int) s[i];
ids.push_back(curr_id) ;

int p = 2;
while(p < s.size()){ /* dla kolejnych poteg dwéjki p */
curr_id.resize(s.size() - p + 1);
pairs.resize(s.size() - p + 1);
for(int i = 0; i <= s.size() - p; ++i){
pairs[i].pl = ids.back() [i];
pairs[i].p2 = ids.back() [i + p/2];
pairs([i].index = i;

}

/* posortuj kubetrkowo pary identyfikatordw */
bucket_sort (pairs);

/* przydziel nowe identyfikatory */
int new_id = 0;
for(int i = 0; i < pairs.size(); ++i){
if(i > 0 && pairs[i-1] != pairs[i])
++new_id;
curr_id[pairs[i] .index] = new_id;

}
ids.push_back(curr_id);
P *= 2

¥

W powyzszym fragmencie kodu pominiety zostat algorytm sortowania kubetkowego.

Cwiczenie 8. Jak zmieni sie ztozonoé¢ funkcji build KMR() gdy zamiast sortowania ku-
betkowego zastosujemy sortowanie przez scalanie? Zaimplementuj obie wersje algorytmu
i poréwnaj czasy ich dziatania dla dtugich stéw (w drugiej wersji mozesz wykorzystaé funkcje

sort () z STL).
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4.2 Poréwnywanie podstéow

Majac zbudowany stownik podstéw bazowych mozemy w czasie statym sprawdzi¢, czy dwa podstowa s3
rowne. Oczywiscie jest sens sprawdzaé rowno$¢ tylko stéw tej samej dtugosci. Jesli dtugo$é poréownywa-
nych stéw jest potega dwdjki, sprawdzenie réwnosci sprowadza sie do poréwnania haszy z odpowiedniej
tablicy. Co, jesli tak nie jest? Mozna skorzystac z prostej obserwacji, podobnej do Faktu 1:

Fakt 2. Niech dane beda stowa s; i so dtugosci n. Niech p bedzie najwieksza liczba catkowita,
taka, ze 2P < n. Stowa s1 i 2 53 réwne wtedy i tylko wtedy, gdy sa réwne stowa s1[0. .. 2P —1]
i $2[0...2P7 — 1] oraz s3 réwne stowa si[n —2P...n — 1] i sa[n —2P...n — 1].

w1 w2
| [ | | | [ | |
S—————— S—
S—— S——
ai b1 az bo

w1:w2<:>a1:a2Ab1:b2

Korzystajac z Faktu 2 wystarczy poréwnac najdtuzsze prefiksy oraz najdtuzsze sufiksy, ktérych dtugosci
sg potegami dwdjki. Jedli zatozymy, ze na poczatku stablicowalismy dla kazdej mozliwej dtugosci pod-
stowa najwieksza potege dwodjki nie wigksza niz ta dtugos¢, poréwnywanie podstéw mozna zrealizowaé
w czasie statym.

Jedli przy konstrukcji stownika podstéw bazowych, za kazdym razem sortowaliSmy pary identyfi-
katoréw niemalejaco, to mozemy w analogiczny sposéb zrealizowal w czasie statym poréwnywanie
leksykograficzne podstéw. W terminach oznaczen na powyzszej ilustracji oznacza to, ze wystarczy po-
rownac leksykograficznie pare (a1,b1) z para (ag,bs). Co zrobi¢ w przypadku stéw réznej dtugosci?
Najpierw poréwnac krétsze stowo z prefiksem dtuzszego o tej samej dtugosci. W przypadku, gdy te
okaza sie rébwne, mniejsze leksykograficzne bedzie stowo krétsze.

4.3 Najdtuzsze powtarzajace sie podstowo

Zastanéwmy sie najpierw, jak sprawdzié, czy w stowie istnieja dwa réwne podstowa ustalonej dtugosci.
Kazdemu takiemu podstowu odpowiada para identyfikatoréw dwéch krétszych podstéw (jak na ilustra-
cji do Faktu 2). Mozemy wszystkie takie pary posortowal kubetkowo w czasie liniowym a nastepnie
sprawdzi¢ czy nie ma dwéch takich samych. Jesli dodatkowo, obok pary zapamietamy indeks w tablicy,
bedziemy mogli takie powtarzajace sie podstowo tatwo odtworzy¢.

Jesli w stowie istnieja dwa réwne podstowa dtugosci d, to istniejg réwniez dwa réwne podstowa
kazdej dtugosci mniejszej od d (sa nimi na przyktad prefiksy podstéw dtugosci d). Wykorzystujac
te obserwacje mozemy znalezé najdtuzsze powtarzajace sie podstowo w czasie O(nlogn) stosujac
wyszukiwanie binarne po jego dtugosci.

Cwiczenie 9. Jak znalez¢ najdtuzsze podstowo, ktére wystepuje w tekscie doktadnie %
razy?

4.4 Najdtuzsze wspoélne podstowo

Algorytm znajdowania najdtuzszego wspdlnego podstowa dwéch stéw s; i so jest analogiczny do algo-
rytmu szukajacego powtarzajacego sie podstowa. Wystarczy zbudowaé stownik podstéw bazowych dla
stowa s1#s2 (gdzie ,#" jest symbolem nie wystepujacym w alfabecie), a nastepnie znalez¢ najdtuzsze
powtarzajace sie podstowo. Aby zagwarantowad, ze znalezione podsfowo wystepuje zaréwno w s; jak
i w so (a nie na przyktad dwukrotnie w s1) musimy przy sortowaniu par identyfikatoréw pamietaé
dodatkowo, z ktérego stowa pochodzi dana para i akceptowac tylko powtdrzenie pary z réznych stéw.



» Zaawansowane algorytmy <19>

5 Maksymaliny przeptyw

Wyobrazmy sobie, ze planujemy sie¢ rurociggéw, ktéra ma za zadanie transportowaé rope ze ztoza
do rafinerii. Mamy juz mape z zaznaczonymi rurami, o kazdej z nich wiemy, jaka jest jej maksymalna
przepustowos¢ (ilos¢ przeptywajacej ropy w jednostce czasu).

2 N
1 10 9 3 1 6

Przyktadowa sie¢ rurociagdéw z przepustowosciami

Zastanawiamy sie teraz, jaka jest przepustowo$¢ catej sieci, czyli ile ropy moze przez nig przeptynaé
od ztoza (oznaczonego numerem 1) do rafinerii (numer 6). Rozwazamy wtasnie problem poszukiwania
maksymalnego przeptywu, ktéry jest tematem tego rozdziatu.

Formalne ujecie problemu

Mamy dany graf skierowany G, z wyrdznionymi dwoma wierzchotkami: Zrédtem s i ujsciem t. Kazda
krawedz w grafie ma okreslong przepustowos¢: dla krawedzi miedzy wierzchotkami u i v oznaczamy ja
przez c(u,v). Wymaga to zatozenia, ze miedzy dwoma wierzchotkami, w jedna strong, istnieje tylko
jedna krawedz. W celu uproszczenia dalszego opisu mozemy przyjaé tez, ze jezeli w grafie istnieje
krawedz (u,v) to jest takze krawedz (v,w). Aby dany graf zaczat spetnia to ograniczenie wystarczy
doda¢ don krawedzie ,powrotne” z przepustowoscia réwna 0.

Graf zadany w ten sposéb bedziemy nazywali siecig, w ktérej bedziemy szukali przeptywu f. Jest
to funkcja, ktéra dla dwdch wierzchotkdw u i v sieci G méwi nam, ile jednostek przemieszcza sie
bezposrednio miedzy u i v. Oznacza to, ze zawsze f(u,v) < c(u,v): przeptyw przez krawedz miedzy
dwoma wierzchotkami nie moze by¢ wiekszy niz jej przepustowos¢. Ustalmy tez, ze f(u,v) = —f(v,u),
czyli z dodatnim przeptywem w jedna strone jest zwigzany ujemny w druga.

Przez przeptyw wchodzacy do wierzchotka u rozumiemy sume dodatnich elementéw postaci f (v, u),
dla dowolnego wierzchotka v. Natomiast przeptyw wychodzacy z u to suma dodatnich elementéw po-
staci f(u,v) dla dowolnego wierzchotka v. Chcemy aby przesytane jednostki nie akumulowaty sie
w wierzchotkach, czyli aby dla kazdego wierzchotka przeptyw wchodzacy byt réwny przeptywowi wy-
chodzacemu. Jedynie zrdédto i ujScie moga nie spetniaé¢ tego warunku. Zgodnie z nazwa, w zrédle
przeptyw wychodzacy moze by¢ wiekszy niz przeptyw wchodzacy, natomiast w ujsciu odwrotnie: prze-
ptyw wchodzacy moze by¢ wiekszy od wychodzacego.

Mozna udowodnié, ze réznica przeptywu wychodzacego i wchodzacego do zrédta, jest réwna réz-
nicy przeptywu wchodzacego i wychodzacego z ujscia. Wielkos¢ te nazywamy wartoscia przeptywu
i oznaczamy W (f). Maksymalny przeptyw to ten o najwigkszej wartosci przeptywu.

Krawedz (u,v) bedziemy nazywali uzyteczna, jezeli f(u,v) < c(u,v). Po krawedzi uzytecznej
mozemy zawsze przestal jakis dodatkowy przeptyw. Zauwazmy, ze krawedz (u, v) moze byé uzyteczna,
nawet jesli ma przepustowos$¢ réwna 0. Dzieje sie tak gdy przeptyw f(u,v) jest ujemny, czyli gdy z v
do u s3 przesytane jakies jednostki (—f(u,v) = f(v,u) > 0).

Cwiczenie 10. Przy opisie problemu przyjeliémy zatozenie, ze w grafie nie ma wielokrot-
nych krawedzi miedzy zadna para wierzchotkéw. Bardzo prosto jest zmieni¢ dowolny graf
z przepustowosciami do takiej postaci: wystarczy krawedzie wielokrotne zastapic¢ jedna, kto-
rej przepustowos¢ bedzie suma przepustowosci tamtych.

Czy mozna na podstawie przeptywu znalezionego w tak zmodyfikowanym grafie skonstruowac
przeptyw w oryginalnym grafie?
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Cwiczenie 11. Mamy dana sie¢ w ktérej znajduje sie kilka zrédet i kilka ujs¢. Jak nalezy
zmieni¢ te sie¢, aby miata po jednym Zrédle i ujsciu, ale przeptywy w zmodyfikowanej sieci
daty sie tatwo przetozy¢ na te w oryginalnej.

5.1 Metoda Forda-Fulkersona

Metoda Forda-Fulkersona jest podstawa wielu algorytmoéw rozwigzujacych problem maksymalnego prze-
ptywu. Polega ona na konstruowaniu kolejnych przeptywéw az do osiagniecia przeptywu maksymalnego.

Zaczynamy od pustego przeptywu (f(u,v) = 0 dla dowolnych par wierzchotkéw). Nastepnie szu-
kamy sciezki powiekszajacej, czyli Sciezki od zrédta do ujscia ztozonej tylko z uzytecznych krawedzi.
Jezeli takiej Sciezki nie ma, to mamy juz maksymalny przeptyw. Jezeli za$ znalezliSmy Sciezke ztozona
z wierzchotkéw s = vy, va,...,v, = t, to mozemy powiekszy¢ przeptyw. Na kazdej z krawedzi od v;
do v;11 mozemy przestaé co najwyzej c(v;, vi11) — f(vi,vi+1), zatem mozemy powiekszyé przeptyw
na kazdej krawedzi ze $ciezki o najmniejsza z tych wartosci. Dla krawedzi (u, v) wielko$¢ ¢(u, v)— f(u, v)
nazywa sie niekiedy przepustowoscia residualna.

Na ponizszym przyktadzie zostato zilustrowana jedna faza metody Forda-Fulkersona. Na tym i na na-
stepnych obrazkach etykietki nad krawedzia od u do v beda postaci f(u,v)/c(u,v). Aby nie kompli-
kowa¢ niepotrzebnie diagramu cze$¢ krawedzi o zerowej przepustowosci zostanie pominieta.

NN e

s 1/1 -1/10 t s -10/1 10/10 t

Woyszukanie Sciezki powiekszajacej i poprawienie przeptywu

Nietrudno uwierzy¢ w to, ze metoda ta zwrdci poprawng odpowiedz. Formalnie dowiedziemy tego
troche pézniej, w twierdzeniu o maksymalnym przeptywie i minimalnym przekroju.

Oszacujmy teraz czas dziatania metody Forda-Fulkersona. Kazda faze (znalezienie Sciezki powiek-
szajacej i poprawienie przeptywu) mozna zrealizowaé za pomoca pojedynczego przeszukiwania grafu
(wszerz lub w gtab). W kazdej fazie zwiekszamy przeptyw o co najmniej 1, zatem maksymalna liczba
faz jest rébwna warto$ci maksymalnego przeptywu. Jezeli liczbe krawedzi grafu oznaczymy przez m, to
omawiana metoda dziata w czasie O(W (fiax) m).

Cwiczenie 12. W ponizszym grafie znajdz maksymalny przeptyw.
Zatézmy, ze znajdujemy go wykorzystujac metode Forda-Fulkersona. Jaka jest minimalna
i maksymalna mozliwa liczba faz, ktére wykonujemy?

109 10°

10 107

Graf z podanymi przepustowosciami krawedzi
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5.2 Algorytm Edmondsa-Karpa

Ostatnie ¢wiczenie pokazuje, ze metoda Forda-Fulkersona moze dziata¢ wolno nawet dla bardzo ma-
tych graféw, gdyz liczba faz moze okazac sie bardzo duza. Aby poprawié te sytuacje w algorytmie
Edmondsa-Karpa (ktéry jest ukonkretnieniem tej metody) poszukujemy zawsze mozliwe najkrétszej
(tzn. o najmniejszej liczbie krawedzi) Sciezki powigkszajacej. Mozemy tego prosto dokonaé za pomoca
przeszukiwania wszerz. Okazuje sig, ze po dodaniu tego ograniczenia uzyskujemy algorytm wydajny nie-
zaleznie od wielkoSci maksymalnego przeptywu: liczba faz w sieci o n wierzchotkach i m krawedziach
WYynosi co najwyzej nm.
Aby udowodni¢ powyzsze ograniczenie skorzystamy z nastepujacego lematu:

Lemat.

Odlegtoscia wierzchotkdéw nazwiemy dtugos$¢ najkrotszej Sciezki miedzy nimi ztozonej tylko
z krawedzi uzytecznych. W kolejnych iteracjach algorytmu Edmondsa-Karpa odlegtos¢ do-
wolnego wierzchotka od zrédta nie maleje.

Dowéd tego lematu jest troche techniczny, nie bedziemy go tu przedstawiaé. Zainteresowanych odsytam
do ,Wprowadzenia do algorytméw” [2]. Przystapmy teraz do dowodu oszacowania.

W kazdej Sciezce powiekszajacej istnieja dwa kolejne wierzchotki v; i v;41, dla ktérych przepustowosé
residualna c¢(v;,vi+1) — f(vi,vi+1) jest najmniejsza na tej Sciezce. Oznacza to, ze po powiekszeniu
przeptywu wzdtuz tej Sciezki nowy przeptyw miedzy v; i v;11 wyniesie f(v;,vit1) + (c(vi,vip1) —
fwi,vi11)) = e(vi,vi41), a wiec krawedz od v; do v; 1 przestanie by¢ uzyteczna. Jedyna sytuacja,
po ktérej znowu stanie sie¢ uzyteczna, jest przestanie przeptywu od v;4+1 do v;.

Wezmy teraz dowolng krawedz od u do v i obliczmy ile razy w czasie wykonania algorytmu
Edmondsa-Karpa moze by¢ ona krawedzia o najmniejszej przepustowosci residualnej na $ciezce po-
wiekszajacej. Przez d oznaczmy odlegtos¢ u od zrédta tuz przed jakas faza algorytmu, w ktérej usta-
lona krawedz bedzie t3 o najmniejszej przepustowosci residualnej. Poniewaz $ciezka powiekszajaca jest
najkrétsza w grafie uzytecznych krawedzi, to odlegtos¢ v od Zrédta wynosi d+ 1. Zgodnie z tym, co po-
wiedzieliSmy wczesniej, po tej fazie krawedz (u, v) przestanie by¢ uzyteczna. Oznacza to, ze nie bedzie
tez w zadnej Sciezce powiekszajacej, dopdki nie przeslemy przeptywu z v do u. W takim za$ momencie
odlegtos¢ od zrédta do v wyniesie co najmniej d + 1 (bo odlegtoéci nie maleja, zgodnie z lematem),
a v bedzie na najkrotszej Sciezce ze zrédta do u, zatem odlegto$¢ u wyniesie nie mniej niz d 4 2.

Podsumowujac powyzszy wywdd: pomiedzy dwoma fazami, w ktérych ustalona krawedz od w do
v bedzie ta o najmniejszej przepustowosci residualnej, odlegto$é od zrédta do u musi sie zwiekszyé co
najmniej o 2. Jako, ze najwieksza mozliwa odlegtos¢ to n, kazda krawedZ moze by¢ ta o najmniejszej
przepustowosci residualnej co najwyzej 5 razy.

Wszystkich krawedzi jest m, a w kazdej fazie musi by¢ jakas krawedz o najmniejszej przepustowosci
residualnej, zatem rzeczywiscie wszystkich faz bedzie nie wiecej niz §m, czyli O(nm).

Powyzsze ograniczenie na liczbe faz pozwala podaé oszacowanie ztozonosci algorytmu Edmondsa-
Karpa: wynosi ono O(nm?) (co najwyzej nm faz, kazda wykonujemy w czasie m). Istnieja szybsze
sposoby wyszukiwania maksymalnego przeptywu, oparte o metode Forda-Fulkersona: algorytm Dinica
oraz algorytm Malhotry, Kumara i Maheshwariego. Sa one jednak dos¢ skomplikowane, takze w imple-
mentacji. Zainteresowani moga o nich poczyta¢ w ksiagzkach ,Kombinatoryka dla programistéw” [5]
oraz ,Algorytmy optymalizacji dyskretnej” [8].

Cwiczenie 13. Zaimplementuj algorytm Edmondsa-Karpa.

Wskazéwka: Ztozono$¢ algorytmu powoduje, ze zwykle dane nie s3 zbyt duze i mozna so-
bie pozwoli¢ na postuzenie sie reprezentacjg grafu w postaci macierzy sasiedztwa, a takze
trzymanie aktualnych wartosci przeptywu w tablicy kwadratowe;.
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5.3 Twierdzenie o maksymalnym przeptywie i minimalnym przekroju

Podziat wierzchotkéw sieci G o zrddle s i ujsciu t na dwa zbiory S i T takie, ze s € S at € T nazywamy
przekrojem grafu G. Wéwczas przepustowoscig przekroju nazywamy sume wszystkich przepustowosci
krawedzi (u, v), ktére prowadza z S do T' (czyliu € Sit € T'). Oznaczamy ja przez ¢(S,T). Natomiast
sume przeptywédw przez krawedzie prowadzace z S do T' nazywamy przeptywem netto przez przekrdj
i oznaczamy f(S,T). Nietrudno zauwazy¢, ze przeptyw netto przez przekrdj jest nie wiekszy niz jego
przepustowo$¢: f(S,T) < ¢(S,T).

Co wiecej, przeptyw netto przez dowolny przekrdj jest réwny wartoéci przeptywu. Gdy przekréj sktada
sie z dwdch zbioréw, w ktérym jednym jest tylko Zrédto, a w drugim wszystkie pozostate wierzchotki
to po prostu definicja przeptywu netto i wartosci przeptywu pokrywaja sie. Aby udowodni¢ ten fakt
dla dowolnego podziatu wystarczy zauwazyé, ze przekroje S i T oraz S U {z} i T \ {z} maja taka
sama warto$¢ przeptywu netto (o ile x # t). Jest tak gdyz rdznica tych dwdch przeptywéw netto:
f(S,T) — f(SU{x}, T\ {z}) rébwna jest sumie elementéw postaci f(s1,z) dla s; € S odja¢ suma
f(z,ty) dla t; € T. W zwiazku z tym, ze —f(x,t1) = f(t1,x) otrzymujemy, ze szukana réznica to
po prostu suma f(y,z) dla wszystkich wierzchotkéw y, czyli réznica wchodzacego i wychodzacego z x
przeptywu. Ta za$ wartos¢ jest réwna 0.

Sformutujmy teraz i udowodnimy bardzo wazne twierdzenie:

Twierdzenie o maksymalnym przeptywie i minimalnym przekroju.
W danej sieci G jest okres$lony przeptyw f. Woéwczas nastepujace warunki sg réwnowazne:

1. przeptyw jest maksymalny
2. nie istnieje $ciezka powiekszajaca

3. istnieje przekrdj, ktérego przepustowos¢ jest rowna wielkosci przeptywu

Dowéd sktada sie z trzech implikacji:

1 = 2: dowdd nie wprost jest trywialny. Jezeli istniataby Sciezka powiekszajaca to moglibySmy
wzdtuz niej zwiekszy¢ przeptyw f co oznacza, ze nie byt on maksymalny. Sprzeczno$¢.

2 = 3: Niech S bedzie zbiorem tych wierzchotkéw, ktére mozna odwiedzi¢ ze Zrdédta idac tylko
po uzytecznych krawedziach, a T' pozostatym zbiorem wierzchotkéw. Poniewaz nie ma Sciezki powiek-
szajacej, to zrédto t € T', a zatem S i T jest pewnym przekrojem grafu.

Zgodnie z definicjg, miedzy S i T nie istnieje zadna uzyteczna krawedz, a zatem dla dowolnych
s1 € S, t1 € T potaczonych krawedzia mamy f(s1,t1) = ¢(s1,t1). Gdy zsumujemy te réwnosci dla
wszystkich mozliwych s; i t1 po lewej stronie otrzymamy przeptyw netto przez przekréj S i T' (a wiec
W (f) zgodnie ze wczedniejszym spostrzezeniem), a po prawej przepustowo$¢ przekroju.

3 = 1: Dla dowolnego przekroju S i T mamy, ze f(S,T) < ¢(S,T), czyli przepustowos¢ dowolnego
przekroju stanowi gérne ograniczenie na wielko$¢ przeptywu przez ten przekrdj (a zatem tez na wielkosé
przeptywu w sieci). Jezeli zatem istnieje przekréj, dla ktérego mamy réwnosé miedzy przeptywem netto,
a przekrojem to tym samym nas przeptyw osigga najwieksza mozliwg wartosc.

WHtasnie zakonczyliémy dowdd twierdzenia. Przy okazji pokazaliSmy tez formalnie poprawno$¢ me-
tody Forda-Fulkersona dla sieci o catkowitoliczbowych przepustowosciach: algorytm konczymy, gdy nie
ma juz zadnej Sciezki powiekszajacej, wtedy tez uzyskany przeptyw jest maksymalny. Gdy przepusto-
wosci sa catkowitoliczbowe, w kazdej fazie zwiekszamy warto$¢ przeptywu o co najmniej 1. Zatem
metoda Forda-Fulkersona zawsze sie zakonczy: wykonamy tylko skonczenie wiele faz, gdyz skonczona
jest wielko$¢ minimalnego przekroju, ktory ogranicza z géry wielkos¢ przeptywu.

Cwiczenie 14. Wiemy juz, ze wielkos¢ maksymalnego przeptywu jest réwna minimalnej
przepustowosci przekroju. Jak mozemy wykorzysta¢ metode Forda-Fulkersona do znalezienia
przekroju, ktéry ma minimalng przepustowos¢?



Notatki (23>

5.4 Przekroje w zadaniach

Okazuje sie, ze udowodnione wtasnie twierdzenie ma znaczenie nie tylko teoretyczne. Na konkursach
zdarzaja sie trudne zadania, ktérych rozwiazanie polega wtasnie na wskazaniu minimalnego przekroju.
Przyjrzyjmy sie nastepujacemu przyktadowi:

W pewnym regionie mieszkaja dwa wrogo nastawione do siebie plemiona: Arbuzanie i Ba-
nanici. W regionie tym znajduje sie wiele wiosek, kazda z nich jest zamieszkana przez
mieszkancéw jednego plemienia. Obecnie planowane jest zasiedlenie kilku kolejnych wio-
sek.

Wiesz, ktére wioski s3 zamieszkane przez Arbuzan, ktére przez Bananitéw, a ktére czekaja
na zasiedlenie. Majac dany graf opisujacy drogi miedzy wioskami wskaz takie zasiedlenie,
ktére zminimalizuje liczbe drég taczacych wioski zamieszkane przez rézne plemiona.

Gdy z géry wiemy, w jaki sposéb nalezy rozwigzaé zadanie, nie wydaje sie ono bardzo trudne. Nalezy
zbudowac sie¢, gdzie zrédtami beda wioski zamieszkane przez Arbuzan, a ujsciami te bananickie.

A B A B
~
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B A B

Sie¢ reprezentujaca wioski oraz poprawne rozwigzanie
(pogrubione sa krawedzie liczone w przepustowosci przekroju)

Kazdy przekrdj S iT w takim grafie bedzie stanowit w istocie podziat wiosek na arbuzanskie i bananic-
kie (oczywiscie wszystkie zrédta beda w S, a wszystkie ujscia w T'). Przepustowoscia przekroju bedzie
liczba drég taczacych wioski zamieszkate przez Arbuzan i Bananitéw. Liczba takich drég ma by¢ jak
najmniejsza, zatem poszukiwany podziat jest wyznaczany przez minimalny przekrdj.

6 Skojarzenia

Skojarzeniem w grafie nazywamy taki podzbiér jego krawedzi, ze zadne dwie nie stykaja sie w wierz-
chotku. Innymi stowy z zadnego wierzchotka nie wychodza dwie krawedzie ze skojarzenia.

5.“ 1 ---- 4
/4 B

1 1 2 - -5

) /3 /

2 3 ---46

Skojarzenia w grafie i grafie dwudzielnym

Graf G nazywamy dwudzielnym, gdy jego wierzchotki mozna podzieli¢ na dwa zbiory: X i Y w taki
sposob, ze nie ma krawedzi pomiedzy wierzchotkami z jednego zbioru (a wiec kazda krawedz jest po-
staci (z,y) gdzie x € X oraz y € Y'). Umbéwmy sie na potrzeby tego rozdziatu, ze zbiory X i Y zawsze
beda oznaczaty opisany wyzej podziat wierzchotkéw grafu G.

W ramach zaje¢ bedziemy sie zajmowal wytacznie skojarzeniami w grafach dwudzielnych. Maja
one nastepujaca naturalng interpretacje:
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X i Y to zbiory mezczyzn i kobiet. Krawedziami fgczymy osoby, ktére s sobg zaintereso-
wane w sensie matrymonialnym. Oczywiscie nie mozemy zada¢, by jakikolwiek mezczyzna
byt zainteresowany tylko jedna kobietg, lub tez jakas kobieta tylko jednym mezczyzng! Przez
skojarzenie rozumiemy wskazanie tych par, ktére zostang matzenstwami: tu juz obowiazuje
monogamia!

Krawedzie ktére naleza do skojarzenia nazywamy skojarzonymi, pozostate zas wolnymi. Podobnie wolne
beda te wierzchotki, ktére nie sg incydentne z zadna krawedzig skojarzenia.

6.1 Maksymalne skojarzenia

Jak wiec znalez¢ maksymalne (tj. o najwiekszej liczbie krawedzi) skojarzenie w grafie dwudzielnym?
Podobnie jak w przypadku maksymalnego przeptywu bedziemy starali sie w kolejnych krokach zwiekszac
skojarzenie dopoki bedzie to mozliwe.

Przez sciezke powigkszajaca bedziemy teraz rozumieli $ciezke pomiedzy dwoma wierzchotkami wol-
nymi, ktérej krawedzie beda na przemian wolne i zajete. Znalezienie w grafie takiej Sciezki oznacza,
ze mozemy powiekszy¢ skojarzenie:

1 ---- 4 1 ——( 4 ] — 4
2“5 2 — (5 3 —— 5
3+ --{6 3 ——( 6 c J)

Znalezienie Sciezki powigkszajacej i zwigkszanie skojarzenia
OtrzymaliSmy zatem bardzo prosty algorytm: w kazdej fazie szukamy $ciezki powiekszajacej. Jezeli ona
istnieje, to zwiekszamy skojarzenie. Jezeli nie, to konczymy.
Aby udowodnié, ze algorytm jest poprawny potrzebny jest nam nastepujacy fakt:

Twierdzenie Berge’a.
W grafie nie ma $ciezki powiekszajacej wtedy i tylko wtedy, gdy uzyskane skojarzenie jest
maksymalne.

Cwiczenie 15. Udowodnij powyzsze twierdzenie. Mozesz ograniczy¢ sie tylko do graféw
dwudzielnych, cho¢ twierdzenie jest prawdziwe dla dowolnych.

Jaka jest ztozono$¢ zaproponowanego algorytmu dla grafu o n wierzchotkach i m krawedziach? W ta-
kim przypadku wielko$¢ skojarzenia jest na pewno nie wieksza niz n. W kazdej fazie, po znalezieniu
nowej $ciezki powiekszajacej wielkos¢ skojarzenia zwieksza sie o 1, zatem bedzie co najwyzej n faz.
Co wiecej, do znalezienia jednej Sciezki wystarczy przeszukiwanie grafu w gtab, ktére zajmuje czas
liniowy wzgledem liczby krawedzi. Podsumowujac ztozono$¢ czasowa tego algorytmu to O(nm).

Przyjrzymy sie teraz bardzo prostej implementacji tego algorytmu dla grafu dwudzielnego G. W zbio-
rach X i Y wierzchotki s3 w ponumerowane od 0 do nx — 1 i od 0 do ny — 1 odpowiednio.

W implementacji korzystamy z nastepujacych globalnych zmiennych:

e Krawedzie grafu incydentne z wierzchotkiem i-tym z X przechowywane s3 w i-tym wektorze
tablicy vector<int> gr[N].

e W i-tej komoérce tablic int skojx[N], skojy[N] przechowujemy numer wierzchotka aktualnie
skojarzonego z i-tym z odpowiedniego zbioru (X lub Y"). Warto$¢ —1 oznacza wierzchotek wolny.

e Do wykonywania algorytmu DFS bedziemy wykorzystywali tablice bool odw[N].
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Potrzebujemy funkcji, ktéra bedzie probowata znalez¢ Sciezke powiekszajaca z danego wierzchotka,
a jezeli sie uda to uaktualni skojarzenia. Oto ona:

bool skojarz (int a)
{
if (odwl[al)
return false;
odwlal = true;
FOREACH (it, grlal)
if (skojy[*it] == -1 || skojarz (skojy[*it]))
/* sasiad *it aktualnego wierzchotka jest wolny, lub tez mozna
znalez¢ Sciezke powiekszajgcag zaczynajgcg sie od wierzchoika,
z ktérym *it jest skojarzony
*/
{
skojx[al = *it;
skojy[*it] = a;
return true;
}
return false;

}
Nastepnie wystarczy uruchomié te procedure dla kolejnych wierzchotkéw ze zbioru X.

int wyn = 0;
for (int i = 0; i < nx; i++)

{
for (int j = 0; j < nx; j++)
odw[j] = false;
if (skojarz(i))
wyn++;
}

Aby sie przekona¢ o poprawnos$ci tego rozwigzania, trzeba zauwazy¢ dwa fakty. Po pierwsze, jezeli
istnieje Sciezka powiekszajaca z danego wierzchotka (a tablica odw jest cata ustawiona na false), to
funkcja skojarz na pewno ja znajdzie. Po drugie, gdy wierzchotek raz stanie sie skojarzony, to nie
zmieni tego zadne wywotanie funkcji skojarz (cho¢ oczywiscie moze sie zmieni¢ wierzchotek, z ktérym
jest skojarzony). Zatem rzeczywiscie mozemy prébowac znajdowaé Sciezki powiekszajace w dowolnej
kolejnosci, na przyktad od zaczynajacych sie w 0 do zaczynajacych sie w nx — 1.

W wielu ksigzkach problem maksymalnego skojarzenia w grafie dwudzielnym podaje sie jako szcze-
gblny przypadek problemu maksymalnego przeptywu. Tutaj przedstawiliémy jednak bezposrednie roz-
wigzanie, by podkresli¢ jego niezwykta prostote.

6.2 Szybsze rozwigzania

Czy istnieje szybszy sposéb znajdowania skojarzenia w grafie dwudzielnym? Odpowied? jest twierdzaca
— algorytm Hopcrofta-Karpa rozwiazuje ten problem i dziata ze ztozonoscia O(m+/n). Jest to jednak
dos¢ ztozony algorytm, dlatego nie bedziemy go tutaj omawiaé. Zainteresowanych ponownie odsytamy
do znakomitej ksigzki Witolda Lipskiego [5].

Przedstawimy natomiast lekko zmodyfikowana wersje poprzedniego algorytmu. Wprawdzie jego
ztozono$¢ to nadal O(nm), ale w praktyce dziata bardzo szybko, czesto poréwnywalnie do algorytmu
Hopcrofta-Karpa.

Pomyst jest bardzo prosty: zamiast za kazdym razem czyscié tablice odwiedzonych wierzchotkéw
(odw) sprébujmy w kazdej fazie znajdowac od razu kilka roztacznych Sciezek powiekszajacych.

Implementacja wykorzystuje zdefiniowana wczesniej funkcje skojarz i jest bardzo prosta:
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int wyn = O;
bool zmiana;
do {
zmiana = false;
for (int i = 0; i < nx; i++)
odw[i] = false;
for (int i = 0; i < nx; i++)
if (skojx[il==-1 && skojarz(i)){
zmiana = true;
wyn ++;
}

} while(zmiana);

Cwiczenie 16. Udowodnij, ze jezeli wielkos¢ maksymalnego skojarzenia w grafie jest réwna
M, to w pierwszym obrocie petli do while algorytm znajdzie skojarzenie o licznosci co
najmniej |2 ].

Niestety nie istnieje formalny dowdd tego, ze algorytm ten wykonuje mata liczbe faz — istniejg ztosliwe
przypadki, w ktérych moze on dziataé nieefektywnie. W praktyce sprawdza sie jednak bardzo dobrze. Aby
uchronié¢ sie przed owymi ztosliwymi przypadkami mozna prébowaé na poczatku w losowej kolejnosci
poustawiaé wierzchotki w listach sasiedztwa.

6.3 Twierdzenie Koniga

Niekiedy wykorzystuje sie maksymalne skojarzenie do obliczania innych wartoéci dla grafu. W tym
rozdziale zajmiemy sie twierdzeniu Koniga, ktére jest przyktadem takiej sytuacji.

Zaczniemy od definicji: pokryciem wierzchotkowym grafu GG nazywamy taki podzbiér P jego wierz-
chotkéw, ze kazda krawedz z G jest incydentna z wierzchotkiem z P. Okazuje sie, ze zachodzi:

Twierdzenie Koniga.
W grafie dwudzielnym licznosci maksymalnego skojarzenia i minimalnego pokrycia wierzchot-
kowego s3 sobie réwne.

Dowdd tego faktu bedzie przeprowadzony na podstawie twierdzenia o maksymalnym przeptywie i mi-
nimalnym przekroju. Aby z niego skorzysta¢ musimy jednak mieé sie¢ zamiast grafu dwudzielnego.
Istnieje prosty sposéb uzyskania odpowiedniej sieci.

Graf dwudzielny i odpowiadajaca jemu siec

Dany jest graf dwudzielny D, o dwéch zbiorach wierzchotkéw X i Y (miedzy ktérymi przebiegaja
wszystkie krawedzie grafu). Dodajemy do niego dwa wierzchotki: zrédto s i ujécie t. Zrédto taczymy
z wierzchotkami zbioru X za pomoca krawedzi o przepustowosci 1, podobnie wierzchotki zbioru Y ta-
czymy z ujSciem. W koncu wszystkie krawedzie grafu D zamieniamy na skierowane krawedzie od wierz-
chotkéw z X do tych z Y, nadajemy im tez bardzo duza przepustowo$¢ — na przykfad wieksza niz
liczba wszystkich wierzchotkéw D.

Aby spetni¢ zadane przez nas wczesniej wymagania dotyczace sieci, nalezy jeszcze dodaé dla kazdej
krawedzi w sieci krawedz powrotna o przepustowosci 0. Uzyskang w ten sposéb sie¢ oznaczmy przez G.
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Pokazemy teraz, ze maksymalne skojarzenie w grafie D jest rébwne maksymalnemu przeptywowi
w sieci G. Wynika to z tego, ze dowolne skojarzenie w D wyznacza przeptyw w G i odwrotnie:

e Kazda krawedz (z,y) w pewnym skojarzeniu w grafie D wyznacza nam $ciezke s — =z —
y — t w G, po ktérej mozemy przestaC jedna jednostke przeptywu. Krawedzie ze skojarzenia
nie s3 incydentne ze sobga, a wiec uzyskane Sciezki nie maja punktéw wspdlnych (poza zrédtem
i ujSciem). Oznacza to, ze mozemy pusci¢ przeptyw przez wszystkie Sciezki naraz, uzyskujac
przeptyw o wartosci réwnej wielkosci skojarzenia w D.

e Majac dany przeptyw w sieci G wybierzmy te krawedzie ze zbioru X do Y, ktére maja niezerowy
przeptyw (maja one zawsze przeptyw réwny 1). Zauwazmy, ze co najwyzej jedna wybrana krawedz
moze by¢ incydentna z pewnym wierzchotkiem x € X - gdyby incydentnych krawedzi byto
wiecej to przeptyw przechodzacy przez x bytby nie mniejszy niz 2, a tymczasem krawedz (s, )
o przepustowosci 1 to jedna krawedZ o niezerowej przepustowosci wchodzaca do x. Podobnie
dowiedziemy, ze co najwyzej jedna wybrana krawedz jest incydenta z dowolnym wierzchotkiem
z Y. Oznacza to, ze odpowiedniki wybranych przez nas krawedzi stanowia skojarzenie w D
o licznosci réwnej wartosci rozwazanego przeptywu w G.

Pokazemy teraz réowno$¢ liczebno$ci minimalnego pokrycia wierzchotkowego w D i przepustowosci
minimalnego przekroju w G. Podobnie jak przed chwila pokazemy pewnego rodzaju odpowiednios¢
miedzy tymi obiektami:

e Mamy dany graf D z pokryciem ztozonym z wierzchotkéw zbioru P. Wskazemy teraz taki podziat
wierzchotkdéw sieci G na zbiory S'i T', ze wyznaczany przez nie przekrdj bedzie miat przepustowosc¢
réowng |P|. Do zbioru S naleze¢ bedzie zrédto s, zbiér X\ P (incydentne z s, ale nie wybrane
do pokrycia) oraz zbiér Y N P (wierzchotki incydentne z ¢, ktdre zostaty wybrane do pokrycia).
Pozostate wierzchotki wpadajg do T

Policzymy teraz przepustowos$¢ tego przekroju, czyli sume przepustowosci krawedzi prowadzacych
ze zbioru S do T'. Po pierwsze zauwazmy, ze do tej sumy nie zostanie nigdy wliczona przepu-
stowos¢ krawedzi (z,y) dla x € X iy € Y. Mozna by ja wliczy¢ tylko wtedy, gdy = € S (czyli
x ¢ P)orazy € T (czyli y ¢ P), a zatem istniataby krawedz, ktérej oba wierzchotki nie bytyby
w pokryciu P, co stoi w sprzecznosci z definicja pokrycia.

Zatem krawedzie liczone do przepustowosci przekroju beda postaci (s,a) dlaa e XNP CT

oraz (b,t) dlab € Y NP C S. Wida¢ wyraznie, ze jest ich doktadnie |P|, a kazda z nich ma
przepustowo$¢ 1, zatem wskazany przekrdj rzeczywiscie ma przepustowo$¢ |P|.

e Teraz majac dany przekrdj (S, T) w sieci G zbudujemy pokrycie grafu D. Rozpatrujemy wszystkie

krawedzie prowadzace z S do T'. Dla kazdej krawedzi postaci (s, ), gdzie x € X N'T dodajemy
wierzchotek 2 do pokrycia. Podobnie dla krawedzi (y,t), gdzie y € Y NS dodajemy wierzchotek
y. Natomiast dla kazdej krawedzi (z,y), gdziez € X NS iy € Y NT dodajemy zaréwno z jak
i y.
Nietrudno zauwazy¢, ze tak wskazany zbiér rzeczywiscie jest pokryciem: wezmy dowolng krawedz
(z,y) w D, ktéra wyznacza $ciezke s — = — y — t w sieci G. Sciezka ta zaczyna sie w zbiorze
S, a konczy w T, wiec ktéras z krawedzi (s, ), (z,y), (y,t) bedzie ,graniczna” miedzy tymi
zbiorami, a zatem z, lub g, lub nawet oba wierzchotki zostang dodane do pokrycia. Dzieki temu
krawedz (z,y) grafu D bedzie incydentna z ktérym$ wierzchotkiem pokrycia.

Zauwazmy teraz, ze wprawdzie liczno$¢ pokrycia moze sie rézni¢ od przepustowosci przekroju,
ale tylko w przypadku gdy do przekroju wliczymy krawedz prowadzaca z X do Y. Kazda taka
krawedz ma przepustowos¢ wieksza niz | X UY'|, wiec przepustowos¢ takiego przekroju jest z pew-
noscig wieksza niz przepustowos$¢ przekroju ({s}, X UY U {t}). Wynika z tego, ze jezeli intere-
suja nas minimalne przekroje (a ostatecznie pokrycia) to nie musimy sie zajmowac¢ przekrojami,
do ktérych wliczaja sie krawedzie prowadzace z X do Y.

Udowodnilismy wtasnie, ze liczno$¢ minimalnego pokrycia w grafie D jest rowna wielkosci minimalnego
przekroju w sieci G. Przed chwilg uzyskaliSmy tez réwno$¢ maksymalnego przeptywu w G i maksy-
malnego skojarzenia w D. Twierdzenie o maksymalnym przeptywie i minimalnym przekroju méwi nam
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o réwnosci tych dwoéch wartoéci w dowolnej sieci. Zaaplikowanie tego twierdzenia do sieci G konhczy
dowdd twierdzenia Koniga.

Cwiczenie 17. Wykorzystujac twierdzenie Kéniga, rozwiaz nastepujace zadanie:
Mamy punkty na ptaszczyznie. lle minimalnie trzeba poprowadzi¢ prostych pionowych lub
poziomych, zeby kazdy punkt lezat na ktérejs z nich?

7 Przecinanie sie obiektéow geometrycznych na ptaszczyznie

Niezaleznie, jakim problemem geometrycznym sie zajmujemy, majac pewne obiekty na ptaszczyznie,
moga nas interesowaé pewne szczegdlne punkty. Naturalnie, podstawowym rodzajem punktéw szcze-
gblnych sa przeciecia obiektéw, tzn. miejsca gdzie co najmniej dwa obiekty sie spotykaja. Zajmijmy sie
wiec sposobami znajdowania takich punktéw.

7.1 Przeciecie dwéch prostych

Proste to najpopularniejsze i najprostsze z obiektéw, ktérych przeciecie moze nas interesowal. Przeciecie
dwéch prostych sprowadza sie do rozwigzania uktadu dwéch réwnan, ztozonego z réwnan opisujacych
te proste. Jedli przyjmiemy, ze proste to Ayx + By + C1 = 0 oraz Asx + Boy + Cy = 0, to:
e jesli A1By = As By oraz A1Cy = As(C, to te dwie proste sa jednakowe, a wiec ich przeciecie
jest im réwne
e jesli A1 By = AyBy ale A1Cy # A;CYq, to te dwie proste s3 rownolegte, ale sie nie pokrywaja
i w takim wypadku nie ma punktéw wspdlnych

o jedli A1 By # As By, to jest dokfadnie jeden punkt przeciecia i jest nim

C1By — CyB; C1Ay — Co4y
A1B2 — AQBI, BlAQ — B2A1 '

7.2 Przeciecie dwéch odcinkéw

Odcinek jest fragmentem prostej ograniczonym z obu stron, naturalnym wiec pomystem na znalezienie
przeciecia dwéch odcinkéw jest przeciecie dwéch prostych, ktére te odcinki zawieraja. Nie jest to
jednakze petne rozwigzanie. Moze si¢ bowiem zdarzyé, ze odcinki nie przecinaja sie w ogdle, a ich
proste — tak.

Niech jeden z odcinkéw ma konce (z1,y1) i (x2,y2), a drugi: (p1,q1) i (p2,q2). W takim razie, ich
proste sg opisane réwnaniami A;x + Byy + C1 = 0 oraz Asx + Boy + Co = 0, gdzie:

A =y1 — Yo Ay =q1 — @2
By = — 1 By =p2 —p1
C1 = 212 — 2211 Co = p1g2 — p2q1

Postepujemy teraz tak, jakbySmy przecinali te dwie proste, przy czym:

e gdy s3 t3 sama prosta, to ich przeciecie jest puste, jednym punktem lub odcinkiem; aby to
sprawdzi¢ przyporzadkowujemy punktom wspdtrzedne na tej prostej tak, ze odcinki maja konce
a1 < ag oraz by < by, odpowiednio, a nastepnie rozpatrujemy odcinek

[max(ay, by), min(ag, ba)].
e gdy sa réwnolegte ale rézne, to odcinki sie nie przecinajg

e gdy nie s3 rownolegte, to proste przecinaja sie w jednym punkcie a odcinki albo przecinajg sie
w tym witasnie punkcie, albo wcale — aby to sprawdzi¢, pytamy czy tenze punkt nalezy do kazdego
z odcinkoéw.

Cwiczenie 18. Jak zamieni¢ wspétrzedne punktu ptaszczyzny (z1,y1) lezacego na prostej
Az + By + C = 0 na jedna wspdtrzedna opisujaca potozenie na tej prostej?
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7.3 Przeciecie prostej i okregu

Tym razem zatézmy, ze prosta ma réwnanie y = px + q, a okrag: (x — a)? + (y — b)? = 2. Wtedy
mamy:
(x—a)’ + (pr+q—b)?*=r?

132(1 —|—p2) + z(2pq — 2pb — 2a) + (a2 + (g — b)2 — 7’2) =0

Takie réwnanie kwadratowe umiemy juz rozwigzaé. Mamy A = 472 (1+p?)—4(ap+q—b)?, i w zaleznosci
od tego, czy A jest ujemna, réwna zero czy dodatnia, mamy zero, jeden lub dwa punkty przeciecia.

Cwiczenie 19. Co nalezy zrobi¢, gdy prosta jest pionowa (o réwnaniu = = ¢)?

7.4 Przeciecie dwdch okregow

Uktad réwnan kwadratowych moze nie by¢ prosty do rozwigzania. W przypadku uktadu
(x —a1)® + (y — b1)? =i
( —az)? +(y —b2)? =13
jest o tyle tatwiej, ze po odjeciu tych réwnan stronami otrzymujemy
(2a1 — 2a3)x + (2by — 2by)y + (a2 — a3 + b3 — b2 + 72 —712) =0

co jest rébwnaniem prostej, do ktérej beda nalezaty wszystkie punkty przeciecia. Wystarczy wiec przeciaé
te wiasnie prosta z dowolnym z tych dwdch okregéw i otrzymane punkty bedg wtasnie punktami
przeciecia okregéw. Jedyna watpliwos¢ nastaje, gdy a1 = ao oraz by = by, bo wtedy otrzymane
réwnanie nie opisuje proste;j.

Cwiczenie 20. Czym jest przeciecie okregéw w takim wypadku?

8 Potozenie punktu wzgledem obiektéw ptaszczyzny

8.1 Wozgledem proste;j

Tym razem niech prosta bedzie opisana przez dwa rézne jej punkty, (z1,y1) i (z2,y2). Punkt (p, q) lezy
po ktérej$ ze stron tej prostej, w zaleznosci od znaku iloczynu wektorowego wektorédw o poczatkach
w (x1,y1) i koncach w (z2,y2) i (p,q). W szczegdlnosci, gdy iloczyn ten jest zerem, punkt lezy
na prostej.

Cwiczenie 21. Majac dana prosta o réwnaniu Az + By + C' = 0 oraz dwa punkty (p1,q1)

i (p2,q2), sprawdz czy leza one po dwdch réznych stronach tej prostej.

8.2 Wozgledem okregu

Punkt (x1,y1) lezy wzgledem okregu o promieniu 7 i $rodku w (a,b):
e wewnatrz okregu, gdy (z1 —a)? + (y1 — b)? < r?
e na okregu, gdy (71 —a)? + (y1 — b)?> =12

e na zewnatrz okregu, gdy (21 — a)? + (y1 — b)? > r?
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8.3 Wzgledem wielokata

Najpopularniejsza metoda sprawdzania, czy punkt lezy wewnatrz wielokata jest wziecie potprostej
o poczatku w tym punkcie. Jedli potprosta ta przecina wielokat parzysta liczbe razy, to punkt lezy
na zewnatrz, a jesli nieparzystg — wewnatrz. O ile sama metoda jest prosta, nalezy uwazal przy jej
implementacji. Probleméw nastreczajg przede wszystkim wierzchotki wielokata lezagce na naszej pot-
prostej. Najlepiej wiec wybraé taka poétprosta, zeby po prostu wierzchotkdédw wielokata na niej nie byto.
Co wiecej, potprosta mozna traktowac jako odcinek, ktérego drugi koniec jest po prostu bardzo daleko.
Przyktadowo, jeli interesuje nas punkt (z,y) to czesto dobrym pomystem jest wzigé za ,p6tprosta”
odcinek [(z,y),(x + 1,y + M)]. Dla odpowiednio duzego M, taki odcinek przecina tyle samo, co
pbtprosta go zawierajaca, a takze nie zawiera zadnych wierzchotkéw wielokata.
Takie sprawdzenie wymaga liniowej wzgledem ilosci bokéw wielokata liczby operacji.

Wzgledem wielokata wypuktego

Naturalnie, skoro potrafimy rozwigzac ten problem dla dowolnego wielokata, potrafimy takze zrobic
to dla wielokata wypuktego. W tym szczegdlnym przypadku mozliwe jest jednak znacznie efektyw-
niejsze rozwigzanie. Niech bedzie wyrdzniony jeden z wierzchotkéw wielokata, A, a pozostate utozone
w kolejnosci zgodnej z ruchem wskazéwek zegara. PoprowadZmy z A wszystkie przekatne, tak aby
podzieli¢ wielokat na tréjkaty. Zauwazmy, ze mozemy wyszukaé binarnie, pomiedzy ktérymi dwoma
prostymi (zawierajagcymi przekatne) znajduje sie interesujacy nas punkt, uzywajac iloczynu wektoro-
wego do sprawdzenia po ktérej stronie pewnej przekatnej sie on znajduje. Na koniec trzeba juz tylko
sprawdzi¢, czy zawiera sie w pewnym trdjkacie co mozna zrobi¢ w czasie statym (chocby metoda
z potprosta i obliczeniem parzystosci liczby przecigd).

Catosé¢ dziata w czasie O(logn), gdzie n jest iloscia bokéw wielokata, przy zatozeniu, ze wierzchotki
wielokata podane s3 po kolei.

8.4 Znajdowanie najdalszych punktéw w danym zbiorze

Mamy dany zbiér n punktéw na ptaszczyznie i chcemy znalez¢ takie dwa z nich, zeby odlegtos¢ pomiedzy
nimi byta jak najwieksza.

Zauwazmy najpierw, ze oba te punkty beda nalezaty do wypuktej otoczki catego zbioru. Gdyby
bowiem ktoérys koniec nie nalezat do otoczki, moglibysmy go zamieni¢ na pewien punkt otoczki tak,
zeby nadal odlegto$¢ byta maksymalna (albo wrecz wieksza, co znaczytoby, ze dotad nie mielismy
dobrego rozwiazania).
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Zacznijmy wiec od znalezienia wypuktej otoczki dla tego zbioru. Nastepnie, ustalmy punkt a, jeden
z wierzchotkdw otoczki, i poszukajmy dla niego najdalszego wierzchotka, b. Bedziemy teraz przesuwaé
wskaznik a zgodnie z ruchem wskazdwek zegara na kolejne wierzchotki otoczki. Wskaznik b (aktualnie
najdalszy punkt od @) takze bedzie si¢ przesuwat i takze zgodnie z ruchem wskazéwek zegara, a kiedy a
zatoczy peten obrét po otoczce — b uczyni to samo, co oznacza ze taczny czas takiego przeszukiwania
bedzie liniowy. Zauwazmy, ze w kazdym momencie, aby znalez¢ dla danego a optymalne b, przesuwamy
b tak dtugo zgodnie z ruchem wskazéwek zegara, jak dtugo powieksza to odlegto$é. Taka metoda dziata
tylko dlatego, ze otoczka jest wielokatem wypuktym.

Cate rozwiazanie dziata w czasie O(nlogn), ktéry jest potrzebny na znalezienie otoczki wypukfe;.

8.5 Znajdowanie najblizszych punktéw w danym zbiorze

Tym razem w danym zbiorze n punktéw chcemy znalez¢é takie dwa, ktére leza najblizej siebie. Problem
znajdowania najblizszych punktéw wydaje sie podobny do poprzedniego, jednak jego rozwiazanie jest
zupetnie inne.

Uzyjemy metody ,dziel i zwyciezaj”. Wezmy taka pionowa prostg na ptaszczyznie, ktéra dzieli nasz
zbidr na pét, tzn. potowa punktéw lezy po lewej, a potowa po prawej stronie (blisko potowa, gdyby byto
ich nieparzyscie wiele). Punkty ktére leza doktadnie na prostej przydzielamy do stron wedle uznania.
Rozwigzujemy kazdy z dwdch mniejszych podprobleméw niezaleznie, a nastepnie przyjmujemy § jako
mniejszy z dwéch uzyskanych wynikéw.

Wynikiem dla catego zbioru jest albo §, albo tez jakas mniejsza liczba, jesli istnieja punkt z lewego
i punkt z prawego zbioru, ktére leza od siebie w odlegtosci mniejszej niz §. Zauwazmy ponadto, ze takie
punkty musza leze¢ w pionowym pasie szerokosci 2§ ktérego srodkiem jest wybrana wczeéniej prosta.

Blisko potozone punkty z réznych stron prostej

Co wiecej, takie dwa punkty musza leze¢ w pewnym prostokacie — wycinku tegoz pasa o wysoko-
$ci . W takim prostokacie moze by¢ jednak co najwyzej 8 punktéw, w kazdym z kwadratéw po 4,
gdyz jak wiemy, wyniki dla lewej i prawej czesci zbioru osobno sa réwne co najmniej d. Stad, wystarczy
posortowal po wspotrzednej iy punkty lezace w pasie szerokosci 20 wokdt naszej prostej, a nastepnie
sprawdzi¢ odlegtosci z kazdego z nich do siedmiu kolejnych. W ten sposéb uzyskamy wynik dla catego
zbioru. Widzimy, ze naiwna implementacja dziata w czasie O(n log? n) (jest to rozwigzanie réwnosci
T(n) =2T(5) + O(nlogn)).

Cwiczenie 22. Jak zaimplementowaé powyzsze rozwiazanie aby dziatatlo w czasie
O(nlogn)?

Podpowiedz: gtéwnym kosztem kazdej fazy jest sortowanie punktéw pasa po wspotrzednej
y. Sprébuj wyeliminowac ten sktadnik sortujac punkty tylko raz na poczatku.
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