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Streszczenie

Komputery nie przestaty by¢ maszynami matematycznymi — jak kiedy$ je nazywano — i obecnie stuzg réw-
niez do wykonywania réznych obliczef. Wyktad jest poswiecony m.in. algorytmom obliczania: wartosci dzie-
sietnej liczby binarnej, postaci binarnej liczby dziesietnej, wartoSci wielomianu, najwiekszego wspélnego
dzielnika dwdch liczb (algorytm Euklidesa) oraz wartoSci potegi. Motywacja dla wprowadzenia tych algoryt-
mow jest cheé objasnienia metody szyfrowania informacji z kluczem publicznym RSA, powszechnie stosowa-
nej w kryptografii komputerowej. Na warsztatach uczniowie zapoznaja sie z komputerowymi demonstracja-
mi oméwionych na wyktadzie algorytmoéw oraz zaprogramuja w jezyku Pascal lub C++ i przetestujg wybrane
algorytmy.

Te zajecia sa druga czescig wprowadzenia do algorytmiki i programowania. Omawiane sg wiec row-
niez ogblne pojecia z zakresu algorytmiki, jak specyfikacja problemu, schematy blokowe algorytméw, pod-
stawowe struktury danych (ciag i tablica) oraz pracochtonnosc¢ (ztozonos¢) algorytméw. Na warsztatach zo-
stajg wprowadzone podstawowe instrukcje jezyka programowania (iteracyjna i warunkowa oraz procedura
i funkcja niestandardowa), wystarczajgce do zaprogramowania i uruchomienia komputerowych realizacji al-
gorytméw oméwionych na wyktadzie. Przytoczono ciekawe przyktady zastosowan omawianych zagadnien.

Rozwazania sg prowadzone na elementarnym poziomie i do ich wystuchania oraz wziecia udziatu
w warsztatach wystarczy znajomo$¢ informatyki wyniesiona z gimnazjum oraz matematyki na poziomie szko-
ty Sredniej. Te zajecia s adresowane do wszystkich uczniéw w szkotach ponadgimnazjalnych, zgodnie bo-
wiem z nowa podstawa programowa, ksztatceniem umiejetnosci algorytmicznego rozwigzywania probleméw
maja by¢ objeci wszyscy uczniowie.
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WPROWADZENIE

Komputery w dalszym ciggu sg przede wszystkim maszynami matematycznymi, chociaz uzytkownik widzi
czesto teksty i obrazy, styszy muzyke, oglada filmy. Wyktad jest poSwiecony algorytmom wykonywania ele-
mentarnych obliczen, takich jak: obliczanie wartosci dziesietnej liczby binarnej, postaci binarnej liczby dzie-
sietnej, warto$ci wielomianu, najwiekszego wspélnego dzielnika dwdch liczb, wartosci potegi.

Te zajecia sg druga czescig wprowadzenia do algorytmiki i programowania. Omawiane sg wiec row-
niez ogblne pojecia z zakresu algorytmiki, jak specyfikacja problemu, schematy blokowe algorytméw, pod-
stawowe struktury danych (ciag i tablica) oraz pracochtonnos¢ (ztozono$¢) algorytmdw. Na warsztatach zo-
stajg wprowadzone podstawowe instrukcje jezyka programowania (iteracyjna i warunkowa oraz procedura
i funkcja niestandardowa), wystarczajace do zaprogramowania i uruchomienia komputerowych realizacji al-
gorytméw oméwionych na wyktadzie. Przytoczono ciekawe przyktady zastosowain omawianych zagadnien.

Rozwazania ogblne na temat algorytmiki, algorytmicznego myslenia i rozwigzywania probleméw z po-
moca komputeréw sg zamieszczone w Dodatku (rozdz. 7). Materiat tam zawarty moze by¢ dobrym podsumo-
waniem zajec.

Jako literature rozszerzajaca prowadzone tutaj rozwazania polecamy podreczniki [2], a zwtaszcza
ksigzki [5] i [6].

1 SYSTEM DZIESIETNY | SYSTEM BINARNY

Obecnie w powszechnym uzyciu jest system dziesietny, zwany teZ systemem dziesigtkowym. Komputery na-
tomiast wszystkie operacje wykonujg w systemie binarnym, zwanym réwniez systemem dwéjkowym. Oba
systemy, to dwa przyktady tzw. systemu pozycyjnego zapisywania wartosci liczbowych. Powinny one by¢
Wam znane z lekcji matematyki. Przypomnijmy jednak jeden i drugi system.

Liczba zapisana w systemie dziesietnym, np. 357, oznacza warto$¢, na ktorg sktadaja sie trzy setki,
pie€ dziesiatek i siedem jednoSci, a zatem wartos¢ tej liczby mozna zapisac jako 357 = 3-100 + 5-10 + 71,
a takze jako 357 = 3-10% + 5-10* + 7-10°.

A zatem, dziesietna liczba naturalna ztozona z n cyfr:

d . d dd

n-1 "n-2"°°" 0

oznacza wartosc:
d 10" +d 102+ .. +d 10" +d 10° @)

Liczba 10 w tej reprezentacji nazywa sie podstawa systemu li-

czenia. Do zapisywania liczb w systemie dziesietnym sg uzy- Dwa tysigce lat przed naszg erg

wane cyfry: 0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7,81 9. Ten sposdb reprezento- Babilonczycy stosowali system kopowy
wania liczb nazywa sie system pozycyjnym, gdyz w tym syste- (tj. przy podstawie 60) — przypuszcza
mie znaczenie cyfry zalezy od jej pozycji w ciagu cyfr, okresla- sie, ze stad wziat sie podziat kata
jacym liczbe. Na przyktad, liczby 123 i 321 maja r6zng wartos¢, petnego na 360 stopni, godziny — na 60
chociaz sg ztozone z tych samych cyfr, a liczba 111 jest ztozona minut, a minuty — na 60 sekund.

z trzech jedynek, z ktérych kazda ma inne znaczenie dla warto-

sci tej liczby.

Cwiczenie 1. Wszystkim sg znane tzw. cyfry rzymskie: I, V, X, L, C, D. M. Oznaczajg one odpowiednio
liczby: 1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000. W tym systemie, liczba Ill ma dziesietng warto$¢ 3, a zatem kazda
z cyfrw tejliczbie ma takie samo znaczenie, a wartos¢ jest obliczana przez dodawanie wartosci cyfr. Za-
pisz w tym systemie liczby 2009 i 2012. Na liczbach rzymskich trudno wykonuje sie podstawowe dzia-
tania: dodawanie, odejmowanie i mnozenie. Liczby te byty stosowane przez Rzymian gtéwnie do zapi-
sywania wartosci liczbowych, a nie do wykonywania na nich dziatan.

Za podstawe systemu liczenia mozna przyjg¢ dowolna liczbe naturalng p wieksza od 1, np. 2, 5, 8, 16 czy 60.
Jesli p jest podstawa systemu liczenia, to liczby w tym systemie sg zapisywane za pomoca cyfr ze zbioru {0,
1,..,p-1}L
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W rozwazaniach zwigzanych z komputerami pojawiajg sie liczby w systemach o podstawach 2, 8 i 16. Naszg
uwage skupimy gtéwnie na systemie o podstawie 2, a o innych systemach jest mowa w éwiczeniach.

Jesli p = 2, to system nazywa sie binarnym lub dwéjkowym
— cyfry liczby, zapisanej w tym systemie, mogg mie¢ wartoS¢  Za prekursora systemu binarnego uwaza sie
0 lub 1 i nazywaja sie bitami. Liczba naturalna a dana w syste- G.W. Leibniza, ktory w pracy opublikowanej
mie dziesietnym ma nastepujaca postaé w systemie binarnym w 1703 roku zilustrowat wykonywanie
dla pewnego n: czterech podstawowych dziataf
arytmetycznych na liczbach binarnych.

a=b _2"'+b 2"7+...+b2"+b 2, 2
gdzie wspétczynniki b, b, , ..., b , b, sg liczbami 0 lub 1. W skrécie piszemy zwyklea = (b, b _, ... bb),
i ciagg bitow w nawiasie nazywamy binarnym rozwinieciem liczby a. Na przyktad mamy, 8 = (1000),, 12 =
(1100),, 7 = (111),. Cyfra b, | jest najbardziej znaczaca, a b, — najmniej znaczacg w rozwinieciu liczby a.

Sposoby wykonywania dziatafh w systemach innych niz dziesietny sg prostym przeniesieniem zasad z syste-
mu dziesietnego.

Jesli sie dobrze przyjrzymy wzorom oznaczonym przez (1) i (2), to zauwazymy, ze przypominaja one specjalne
wielomiany — wspétczynnikami tych wielomiandw sg cyfry rozwiniecia, a argumentem wielomianu — jest pod-
stawa systemu liczenia. Aby wiec obliczy¢ wartoS¢ dziesietna liczby, danej w innym systemie, poznamy algo-
rytm, ktory stuzy do bardzo efektywnego obliczania wartosci wielomianu.

2 OBLICZANIE WARTOSCI WIELOMIANU - SCHEMAT HORNERA

Jednym z najwazniejszych krokéw w algorytmach jest powtarzanie tej samej czynnosci (operacji), czyli itera-
cja. W tym punkcie zilustrujemy iteracje na przyktadzie szybkiego sposobu obliczania wartoSci wielomianu.

Obliczanie wartoSci wielomianu o zadanych wspétczynnikach

jest jedna z najczesSciej wykonywanych operacji w komputerze. Ada Augusta, cérka Byrona, uznawana
Wynika to z waznego matematycznego faktu, zgodnie z ktdrym powszechnie za pierwsza programistke
kazda funkcje (np. funkcje trygonometryczne) mozna zastapic komputeréw, przetomowe znaczenie
wielomianem, ktérego postac zalezy od funkcji i od tego, jaka maszyny analitycznej Ch. Babbage’a,

chcemy uzyskaé doktadnos¢ obliczen. pierwowzoru p6zniejszych komputeréw,
Na przyktad, obliczanie wartosci funkcji cos x w prze-  upatrywata wtasnie ,,w mozliwosci
dziale 0 <x< /2 z btedem nie wiekszym niz 0.0009, mozna za-  wielokrotnego wykonywania przez
stapic obliczaniem wartosci nastepujacego wielomianu: nig danego ciggu instrukcji, z liczhg
powtdrzeh z gory zadana lub zalezna
cosx=1-0.49670x%+ 0.03705x". od wynikéw obliczef”.

Zacznijmy od prostych éwiczenf.
Jesli dane sg wartosci wspotczynnikéw a, b i ¢ wielomianu stopnia 2:

w(x) =ax?+ bx+c,
to jego warto5¢ mozna obliczyé wykonujac zaznaczone mnozenia i dodawania: a-x-x + b-x + ¢, czyli 3 mnoze-
nia i dwa dodawania. Mozna takze nieco inaczej — wytaczmy x z dwéch pierwszych sktadnikéw — wtedy otrzy-
mamy:

wx) = (ax+ b)x+c

i dla tej postaci obliczanie wartosci tego wielomianu przyjmuje postac: (a-x + b)-x + ¢, czyli sg wykony-
wane tylko 2 mnozenia i dwa dodawania.
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W podobny sposéb mozna przedstawié wielomian stopnia 3:

vix)=ax> +bx* +cx+d

najpierw wytaczam x z pierwszych trzech wyrazéw, a nastepnie wytaczamy x z dwéch pierwszych wyrazéw
W nawiasie:

v =ax +bx* +cx+d=v(x) =v(x) = (ax* + bx+ )x + d, = ((ax + b)-x + ¢)-x + d.

Widac z tego ostatniego wzoru, ze warto$¢é wielomiany stopnia 3 mozna obliczy¢ za pomoca 3 mnozef i 3 do-
dawan.

Rozwazmy teraz wielomian stopnia n:
— n n-1
w,(X)=ax"+ax"+..+a _x+a ©)]

i zastosujmy grupowanie wyrazéw podobnie, jak w wielomianie stopnia 3 — najpierw wytgczamy x ze wszyst-
kich wyrazéw z wyjatkiem ostatniego, a nastepnie stosujmy ten sam krok wielokrotnie do wyrazéw, ktére
beda pojawiaty sie w najgtebszych nawiasach, az pozostanie jednomian:

= - - - -2

w X =ax"+ax+..+a _x+a=@x"'+ax+..+a )x+a
=(@ax?+ax>+..+a Jx+a _Jx+a =
=(..(@x+a)x+a)x+..+a Jx+a )x+a (4)

Cwiczenie 2. Przedstaw w postaci (4) nastepujace wielomiany:

wx) =3x*— x>+ 5x + 7x— 2
wX) =x>-x2+4x>+3x-1
wx) =xt —x3 +x

Zapiszmy teraz specyfikacje, czyli doktadny opis rozwazanego tutaj problemu:

Problem: Obliczanie wartoSci wielomianu
Dane:  n-nieujemna liczba catkowita — stopiefi wielomianu;
a, a,,...a —n+l wspétczynnikéw wielomianu;
z — wartos¢ argumentu.
Wynik: ~Warto$¢ wielomianu (4) stopnia n dla wartoSci argumentu x=z.

Aby obliczy¢ ze wzoru (4) warto$¢ wielomianu dla wartoSci argumentu z, nalezy postepowac nastepujaco
(v oznacza pomocnicza zmienna):

y:=a,
y:=yz+a,
y:==yz+a,
y:==yz+a,
y:i=yz+a,

Wszystkie wiersze, z wyjgtkiem pierwszego mozna zapisa w jednolity sposéb — otrzymujemy wtedy:

y:=a,

)
y:=yz+a dlai=1,2,..,n.

Ten sposdb obliczania wartosci wielomianu nazywa sie schematem Hornera.
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Uwaga. W opisie algorytmu pojawito sie polecenie (instrukcja)

przypisania’, np. y := a,, w ktérej wystepuje symbol :=, ztozony ~ Schemat Hornera zostat podany przez
z dwéch znakédw: dwukropka i réwnoSci. Przypisanie oznacza  jego autoraw 1819 roku, chociaz znacznie
nadanie wielko$ci (zmiennej) stojacej po lewej strony tego sym- wczesniej Isaac Newton stosowat
bolu wartosci rownej wartosci wyrazenia (w szczeg6lnym przy- podobng metode obliczania wartosci
padku to wyrazenie moze by¢ zmienng) znajdujgcego sie popra-  wielomianéw w swoich rachunkach
wej stronie tego symbolu. Przypisanie jest stosowane na przy- fizycznych. W 1971 roku, A. Borodin
ktad wtedy, gdy nalezy zmieni¢ wartos¢ zmiennej, np. j =7+ 1 udowodnit, ze schemat Hornera jest
— w tym przypadku ta sama zmienna wystepuje po lewej i po optymalnym, pod wzgledem liczby
prawej stronie symbolu przypisania. Polecenie przypisania wy- wykonywanych dziataf, algorytmem
stepuje w wiekszoSci jezykdw programowania, stosowane sa obliczania wartoSci wielomianu.
tylko ré6zne symbole i ich uproszczenia dla jego oznaczenia.

Cwiczenie 3. Zastosuj schemat Hornera do obliczenia wartoci wielomianéw z éwicz. 2 w punkcie z= 1.

Mozemy wiec teraz zapisac:

Algorytm: Schemat Hornera
Dane:  n— nieujemna liczba catkowita (stopief wielomianu);

a,d,...,a,—n+l wspotczynnikdw wielomianu;

z — wartos¢ argumentu.
Wynik: y=w (2) — wartos¢ wielomianu (4) stopnia n dla wartosci argumentu x = z.
Krok 1. y:=a, - poczatkowa wartoScia jest wspdtczynnik przy najwyzszej potedze.
Krok 2. Dlai=1,2,..,nobliczwartos¢ dwumianuy:=yz +a,

Wynika stad, ze aby obliczyé wartos¢ wielomianu stopnia n wystarczy wykonaé n mnozef i n dodawan. Udo-
wodniono, Ze jest to najszybszy sposdb obliczania warto$ci wielomianu.

Schemat blokowy schematu Hornera

Schemat blokowy algorytmu (zwany réwniez siecig dziatan lub siecig obliczen) jest graficznym opisem: dzia-
tafn sktadajacych sie na algorytm, ich wzajemnych powigzaf i kolejnosci ich wykonywania. W informatyce
miejsce schematéw blokowych jest pomiedzy opisem algorytmu w postaci listy krokdw, a programem, napi-
sanym w wybranym jezyku programowania. Nalezg one do kanonu wiedzy informatycznej, nie sg jednak nie-
zbednym jej elementem, chociaz mogga okazac sie bardzo przydatne na poczatkowym etapie projektowania
algorytméw i programéw komputerowych. Z drugiej strony, w wielu publikacjach algorytmy sg przedstawia-
ne w postaci schematéw blokowych, pozadana jest wiec umiejetnos¢ ich odczytywania i rozumienia. Warto
nadmienic, ze ten spos6b reprezentowania algorytmoéw pojawia sie w zadaniach maturalnych z informatyki.

Narys. 1 jest przedstawiony schemat blokowy algorytmu Schemat Hornera. Jest on zbudowany z blokéw, kté-
rych ksztatty zalezg od rodzaju wykonywanych w nich polecen. | tak mamy:

m blok poczatku i blok kofica algorytmu;

m blok wprowadzania (wczytywania) danych i wyprowadzania (drukowania) wynikdw — bloki te maja taki sam
ksztatt;

m blok operacyjny, w ktdrym sg wykonywane operacje przypisania;

m blok warunkowy, w ktérym jest formutowany warunek;

m blok informacyjny, ktéry moze stuzyé do komentowania fragmentéw schematu lub tgczenia ze sobg czesci
wiekszych schematéw blokowych.

Nie istnieje petny uktad zasad poprawnego konstruowania schematéw blokowych. MoZzna natomiast wymie-
ni¢ dos¢ naturalne zasady, wynikajgce z charakteru blokéw:

1 Polecenie przypisania jest czasem nazywane niepoprawnie podstawieniem
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m schemat zawiera doktadnie jeden blok poczatkowy, ale moze zwieraé wiele blokéw koAcowych — poczatek
algorytmu jest jednoznacznie okreslony, ale algorytm moze sie koficzyé na wiele r6znych sposobéw;

m z blokéw: poczatkowego, wprowadzania danych, wyprowadzania wynikéw, operacyjnego wychodzi
doktadnie jedno potgczenie, moze jednak wchodzi¢ do nich wiele potaczef;

m z bloku warunkowego wychodzg dwa potaczenia, oznaczone wartoscig warunku: TAK i NIE;

m potaczenia wychodzace moga dochodzi¢ do blokéw lub do innych potaczen.

Wprowad? liczbe ni n+1 :

danych: aq, a4, ay, ...,a, /€ danych
orazz /e
Y
. Blok wyprowadzenia | =0 e T Siok operacyiny
! wyniku y=aq St v £ 0 SN

R

Wyprowadz: i=i+1
wynik y yi=yz+a;
\ ¢—,
( STOP )«_.

Rysunek 1.
Realizacja schematu Hornera w postaci schematu blokowego

€wiczenie 4. Zakresl na schemacie blokowym na rys. 1 fragmenty odpowiadajace poszczegélnym kro-
kom w opisie algorytmu Schemat Hornera. Zauwaz, ze ten schemat blokowy zawiera réwniez fragmen-
ty odpowiadajgce wczytywaniu danym i wypisywaniu wynikow.

€wiczenie 5. Blok wprowadzania danych w schemacie na rys. 1 polega na wczytaniu liczby n a pézniej
na wczytaniu n + 1 liczb a. Narysuj szczegtowy schemat blokowy tego bloku.

Schematy blokowe maja wady, trudne do wyeliminowania. tatwo konstruuje sie z ich pomoca algorytmy dla
obliczef nie zawierajgcych iteracji i warunkéw, ktérym w schematach odpowiadajg rozgatezienia, nieco trud-
niej dla obliczef z rozgatezieniami, a trudniej dla obliczef iteracyjnych. Za pomocg schematéw blokowych nie
mozna w naturalny spos6b zapisaé rekurencji oraz objasni¢ znaczenia wielu pojeé zwiazanych z algorytmika,
takich np. jak programowanie z uzyciem procedur, czyli podprograméw z parametrami. .

W dalszej czeSci zaje¢ rzadko bedziemy korzystaé ze schematéw blokowych, wystarczy nam bowiem
umiejetno$é programowania.
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Schemat Hornera ma wiele zastosowaf. Moze by¢ wykorzystany m.in. do:
m obliczania wartosci dziesietnej liczb danych w innym systemie pozycyjnym (rozdz. 3);
m szybkiego obliczania wartoSci potegi (rozdz. 5).

Reprezentowanie danych w algorytmach
Zanim podamy komputerowg realizacje pierwszego algorytmu — schematu Hornera, musimy ustali¢, w jaki
spos6b beda reprezentowane w algorytmie dane i jak bedziemy je podawac do algorytmu.

Danymi dla schematu Hornera sg stopief wielomianu n, zapisane w postaci ciggu n + 1 liczb wspét-
czynnikiwielomianua,, a,,a,,...,a, oraz liczba z, dla ktérej chcemy obliczy¢ wartos¢ wielomianu. Stopiefi wie-
lomianu jest liczbg naturalng (czyli dodatnia liczba catkowita), a pozostate liczby moga by¢ catkowite lub rze-
czywiste, czyli np. dziesietne (tj. z kropka). Rodzaj danych liczb nazywa sie typem danych. Przyjmujemy, ze
poza stopniem wielomianu, pozostate dane sg rzeczywiste.

Dla wygody bedziemy zaktadaé, ze wiemy, ile bedzie danych i ta liczba danych wystepuje na poczatku
danych —jest nig liczba n, stopief wielomianu.

Zbiér danych, ktory jest przetwarzany za pomocg algorytmu, moze byé podawany (czytany) z klawiatu-
ry, czytany z pliku lub moze by¢ zapisany w algorytmie w odpowiedniej strukturze danych.

Komputerowa realizacja schematu Hornera - dane z klawiatury

Zapiszemy teraz schemat Hornera postugujac sie poleceniami jezyka Pascal (odpowiedni program w jezyku
C++ zostanie podany na zajeciach warsztatowych). Przyjmujemy na poczatku, Ze dane sg podawane z klawia-
tury — na poczatku nalezy wpisac liczbe wszystkich danych, a po niej kolejne elementy danych w podanej ilo-
§ci. Po kazdej danej liczbie naciskamy klawisz Enter.

Program, ktéry jest zapisem schematu Hornera w jezyku Pascal, jest umieszczony w drugiej kolum-
nie w tab. 1. Jezyk Pascal jest zrozumiaty dla komputeréw, ktére sg wyposazone w specjalne programy, tzw.
kompilatory, przektadajgce programy uzytkownikéw na jezyk wewnetrzny komputeréw. Program w tab. 1
bez wiekszego trudu zrozumie takze cztowiek dysponujacy opisem schematu Hornera w postaci listy kro-
kéw. Kilka tylko stéow komentarza. W wierszach nr 2 i 3 znajduja sie deklaracje zmiennych — komputer musi
wiedzieé, jakimi wielkoSciami postuguje sie algorytm i jakie to sg liczby, czyli jakiego sg one typu — inte-
ger oznacza liczby catkowite (np. stopieft wielomianu jest liczbg catkowitg), real oznacza liczby rzeczywi-
ste, czyli np. liczby, ktére zawieraja kropke dziesietna. Polecenia w jezykach programowania nazywaja sie
instrukcjami. Jesli chcemy z kilku instrukcji zrobi¢ jedna, to tworzymy z nich blok, umieszczajac na jego po-
czatku stowo begin, a na koicu — end. Pojedyncze instrukcje koAiczymy Srednikiem. Na kofcu programu
stawiamy kropke. Pokrétce to wszystkie podstawowe zasady pisania programéw w jezyku Pascal dla kom-
puteréw.

Jedna instrukcja wymaga wyttumaczenie, chociaz rowniez jest dos¢ oczywista. W wierszach 9 — 12
znajduja sie instrukcje, ktore realizujg Krok 2 algorytmu polegajgcy na wykonaniu jednej iteracji schematu
Hornera. Dodatkowo, wczesniej jest czytany kolejny wspotczynnik wielomianu. Instrukcja, stuzaca do wie-
lokrotnego wykonania innych instrukcji nazywa sie instrukcja iteracyjna lub instrukcja petli. W programie
w tab. 1 ta instrukcja zaczyna sie w wierszu nr 9 a koficzy w wierszu nr 12:

for i:=1 to n do begin
end
Ta instrukcja iteracyjna, jak napisaliSmy, stuzy do powtdrzenia dwéch instrukgji:

read(a);
y:=y*z+a

Inne typy instrukcji iteracyjnej bedg wprowadzane sukcesywnie.
Uwaga. Poniewaz zatozyliSmy, ze dane sa podawane z klawiatury, zmieniliSmy ich kolejno$¢ w stosunku

do specyfikacji — liczba z, dla ktérej jest obliczana wartos¢ wielomianu, jest podawana na poczatku, przed
wspo6tczynnikami wielomianu.
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Tabela 1.

Program w jezyku Pascal (druga kolumna)

Lp Program w jezyku Pascal Odpowiedniki instrukcji po polski

1. Program Horner; nazwa programu;

2. var i,n :integer; zmienne 1i,n: naturalne;

3. var a,y,z:real; zmienne a,y,z: rzeczywiste;

4, begin poczatek

5. read(n); czytaj(n);

6. read(z); czytaj(z);

7. read(a); czytaj(a);

8. y:=a; poczatkowa wartosé wielomianu
9. for i:=1 to n do begin dla i:=1 do n wykonaj poczatek
10. read(a); czytaj(a);

11. y:=y*z+a modyfikacja wartosci wielomianu
12. end; koniec iteraciji;

13. write(y) drukuj(y) - wartos$¢ wielomianu
14. end. koniec. - na koncu stawiamy kropke

Zagtebiajace
sie bloki
instrukcji

W wyniku wykonania tego programu, wypisywana jest na ekranie wartos¢ wielomianu y w punkcie z. Ta war-
tos¢ jest wypisywana w postaci normalnej, np. liczba 30 jest wypisywana jako:

3.00000000000000E+001

czyli 3.00000000000000-10/1. Nie jest to najwygodniejsza postac liczb, zwtaszcza liczb o niewielkich war-
tosciach. Aby wybraé inny format wyprowadzanych liczb, mozemy napisac:

write(y:2:2)

co bedzie oznaczac, ze wartos¢ y zostanie wySwietlona (wydrukowana, wyprowadzona) z dwoma cyframi

przed kropka i zdwoma cyframi po kropce.

Cwiczenie 6. Uruchom program Horner i wykonaj obliczenia dla wybranego wielomianu i kilku jego
argumentow.

Komputerowa realizacja schematu Hornera - dane w tablicy
Zmodyfikujemy teraz nasz pierwszy program tak, aby:

stopief i wspétczynniki wielomianu byty czytane na poczatku i przechowywane w programie

— do przechowania w programie wspotczynnikéw uzyjemy tablicy, ktéra jest synonimem ciggu w jezyku
programowania;

mozna byto liczy¢ wartos¢ wielomianu o wczytanych wspétczynnikach dla wielu argumentéw — zaktadamy

w tym celu, Ze cigg argumentow jest zakoficzony liczbg 0 (jest to tak zwany wartownik ciggu, gdyz jego rolg
jest pilnowanie kofica ciggu).
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Przy tych zatozeniach, program bedacy implementacja? schematu Hornera, moze mieé nastepujacg postac:

Program Horner tablica;
var i,n:integer;
y,z:real;
a c:array[0..100] of real;
{Przyjmujemy, ze wielomian ma stopien co najwyzej 100}
begin
read(n);
for 1:=0 to n do read(alil);
writeln(’z v');
read(z);
while z <> 0 do begin
y:=al0];
for i:=1 to n do
y:=y*z+alil;
write(’ Y, y:i2:5);
writeln;
read(z)
end
end.

Skomentowania wymaga uzyta instrukcja warunkowa:

while z <> 0 do begin
y:=al0];

for i:=1 to n do
y:i=y*z+alil;

write(’ V,v:i2:5);
writeln;

read(z)

end

W bloku tej instrukcji jest wykonywany schemat Hornera dla kolejnych wartosci argumentu z tak dtugo, jak
dtugo czytana liczba zjestréznaod 0 (z <> 0).

Dodatkowo, w programie wprowadziliSmy drukowanie wynikéw w postaci tabelki.

€wiczenie 7. Uruchom program Horner tablica i wykonaj obliczenia dla wybranego wielomianu
i kilku jego argumentéw. Popraw wyglad wynikow.

3 ZAMIANA LICZBY BINARNE]) NA DZIESIETNA

Binarne rozwiniecie dziesietnej liczby naturalnej (prawa strona we wzorze (2)) przypomina swojg postacig wie-
lomian (patrz wzér (3)), gdzie a jest wartoscig wielomianu stopnia n — 1 o wspétczynnikach b _,b_,...,b,, b,
nalezgcych do zbioru {0, 1}, dla warto$ci argumentu x = 2. Z tej interpretacji rozwiniecia (2) wynika sposéb ob-
liczania dziesietnej wartoSci liczby naturalnej a, gdy jest dane jej binarne rozwiniecie (b, b, ...b.b ),. Wystar-
czy zastosowaé schemat Hornera, ktory dla wielomianu, danego wzorem (2), przyjmuje nastepujgcg postac:

a 2"+ b 272+ L+ b 2"+ b 2°

b—l
(b, 2+b )2+..+b)2+b, 6)

2 Terminem implementacja okresla sie w informatyce realizacje algorytmu w postaci programu komputerowego.
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Cwiczenie 8. Napisz program stuzacy do obliczania dziesietnej wartosci liczby a danej w postaci binar-
nego rozwiniecia (b, \b_,...b.b ..

Wskazéwka. Zmodyfikuj odpowiednio program Hornera tablica. Zwré¢ uwage, ze kolejne cyfry
rozwiniecia binarnego liczby w postaci (2) sg ponumerowane odwrotnie niz wspotczynniki wielomianu
we wzorze (3) i zauwaz przy tym, ze indeks wsp6tczynnika odpowiada potedze liczby 2, przed kt6rg stoi
ten wspétczynnik. Nie powinno to jednak utrudnié Ci wykonania tego éwiczenia.

Postac rozwiniecia binarnego (6) sugeruje bardzo prosty spos6b obliczania wartosci liczby a za pomoca kal-
kulatora.

Cwiczenie 9. Oblicz za pomoca kalkulatora dziesietng wartosé liczby a, przedstawionej w postaci roz-
winiecia binarnego. Wykorzystaj algorytm wynikajacy z postaci (6). Zauwaz, ze nie musisz korzystac
z dodatkowej pamieci kalkulatora.

Wskazowka. Mozesz skorzystac z kalkulatora dostepnego wsrod akcesoriow Srodowiska Windows.

Wszystkie fakty podane powyzej przenosza sie na rozwiniecia liczby w systemie przy dowolnej podstawie p.

Cwiczenie 10. Zmodyfikuj program napisany w éwicz. 8 tak, aby mégt byé stosowany do obliczania
dziesietnej wartosci liczby a danej w postaci rozwiniecia przy podstawie p.

4 OTRZYMYWANIE BINARNEGO ROZWINIECIA LICZBY DZIESIETNE)

Interesuje nas teraz czynnosé odwrotna — otrzymanie binarnego rozwiniecia dla danej dziesietnej liczby na-
turalnej a.

Zauwazmy, ze we wzorze (2), czyli w binarnym przedstawieniu liczby a, wszystkie sktadniki z wyjatkiem
ostatniego sg podzielne przez 2, a zatem ten ostatni sktadnik, czyli b jest resztg z dzielenia liczby a przez 2.
Bity b,, b.,..., to reszty z dzielenia przez 2 kolejno otrzymywanych ilorazéw. Dzielenie koficzymy, gdy iloraz
wynosi 0, gdyz wtedy kolejne reszty bedg juz caty czas réwne 0, a zera na poczatku rozwiniecia binarnego nie
majg zadnego znaczenia. PrzesledZ ten proces na przyktadzie z rys. 2.

dzielenie iloraz reszta
749 | 2 374 1
3742 187 0
1872 93 1
9312 46 1
462 23 0
232 11 1
1112 5 1
5]2 2 1
2|2 1 0
1]2 0 1

Rysunek 2.
Przyktad tworzenia binarnej reprezentacji liczby dziesietnej 749. Otrzymalismy 749 = (1011101101),

Zauwazmy, ze w powyzszym algorytmie binarna reprezentacja liczby jest tworzona od kohca, czyli od naj-
mniej znaczacego bitu.
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Wprowadzimy teraz dwie operacje, wykonywane na liczbach catkowitych, ktérych wyniki sg réwniez liczbami
catkowitymi, a ktére sg przydatne przy obliczaniu ilorazu i reszty z dzielenia liczb catkowitych przez siebie.

Dla dwéch liczb catkowitych ki [ definiujemy:
r=kmod [ - rjest resztg z dzielenia k przez [, czyli r spetnia nieréwnosci 0 < r <[, gdyz reszta jest nie-
ujemna liczbg mniejsza od dzielnika;
g =kdiv - g jest ilorazem catkowitym z dzielenia k przez [, czyli g jest wynikiem dzielenia k przez !
z pominieciem czesci utamkowej.

Z definicji tych dwéch operacji wynika nastepujgca rownosc¢:
k=1l.qg+r=IL(kdiv]) + (kmod /). @

Upewnij sie, ze dobrze rozumiesz te dwie operacje, ktére czesto wystepuja w obliczeniach komputerowych
na liczbach catkowitych.

€wiczenie 11. Dla liczby naturalnej [ = 6 i dla liczby naturalnej k, zmieniajacej sie od 0 co 1 do 20 oblicz
wartosci k div [ oraz k mod [ i sprawdZ prawdziwos¢ rownosci (7).

Cwiczenie 12. Przyjmij, ze [ = 2, a wiec interesuje nas iloraz i reszta z dzielenia liczby naturalnej k przez
2. Podaj, w zaleznoSci od parzystosci liczby k, ile wynosi k mod 2 oraz k div 2.

Dotychczasowa dyskusja prowadzi nas do nastepujgcego algorytmu:

Algorytm: Zamiana dziesietnej liczby naturalnej na postac binarna

Dane:  Dziesietna liczba naturalna a.

Wynik:  Ciag bitéw, tworzgcych binarne rozwiniecie liczby a, w kolejnosci od najmniej znaczacego bitu.
Krok 1. Powtarzaj krok 2 dopdki a jest liczbg wieksza od zera, w przeciwnym razie zakoficz algorytm.
Krok 2. Za kolejny bit (od kofca) rozwiniecia przyjmij: a mod 2 i przypisz: a := a div 2.

Ponizej przedstawiamy implementacje tego algorytmu w jezyku Pascal.
Program Rozwiniecie binarne;
var a:integer;
begin
read(a);
while a <> 0 do begin
write(a mod 2,’ V');
ar=a div 2
end
end.

Cwiczenie 13. W powyzszym programie, kolejne bity rozwiniecia binarnego liczby a sg wypisywane
w kolejnosci od najmniej znaczacego, a wiec odwrotnie, niz to sie przyjmuje. Zmodyfikuj ten program
tak, aby binarne rozwiniecie danej liczby byto wyprowadzane od najbardziej znaczacego bitu.
Wskazowka. Postuz sie tablicg, w ktdrej beda przechowywane kolejno generowane bity.

Dtugosc rozwiniecia binarnego liczby
0Osoby, ktére nie znajg logarytmu, moga opuscié ten podpunkt.

Liczby w komputerze sg zapisywane w postaci binarnej. Interesujace jest wiec pytanie, ile miejsca w kompu-
terze, czyliile bitdw, zajmuje liczba naturalna a w postaci binarnej. OdpowiedzZ na to pytanie jest bardzo waz-
na w informatyce, nawet dzisiaj, kiedy mozna korzystaé z niemal nieograniczonej pamieci komputeréw i nie
trzeba sie obawiac, ze jej zabraknie.
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Najpierw rozwazymy odwrotne pytanie: Jaka najwieksza liczbe naturalng mozna zapisac na n bitach? Liczba
taka ma wszystkie bity rowne 1 w swoim rozwinieciu binarnym (11...11),, a wiec jej wartos¢, jako suma n po-
czatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego z ilorazem réwnym 2, wynosi:

201 224 21+ 20=(1-2/1-2)=2"-1

Ta rébwnosé ma ciekawag interpretacje. Warto5¢ sumy po lewej stronie jest liczbg o jeden mniejsza od liczby
(100...00),, ktéra w rozwinigciu binarnym sktada sig z n+1 bitéw i ma tylko jeden bit réwny 1 — najbardziej
znaczacy. Ta liczba jest 27. Na rys. 3 pokazano, ile bitéw potrzeba do przedstawienia w postaci binarnej liczb
z poszczegblnych przedziatéw. Z ostatniej rownosci wynika, ze liczba a moze byé zapisana na n bitach, jesli
spetnia nierdwnos¢:

2"-1z2aq, czyli 2">qa+1.

Dla danej liczby a wybieramy najmniejsze n spetniajace te nieréwnosé, gdyz poczatkowe zera w rozwinieciu
liczby nie majg znaczenia. Logarytmujac obie strony nieréwnosci mozna doktadnie okresli¢ wartos¢ n:

n=[log,(a+1)]

Uzylismy funkcji powata, ktérej wartoscia jest najmniejsza liczba catkowita wieksza od liczby stojgcej pod
powata, gdyz liczba bitéw w rozwinieciu liczby a jest zawsze liczbg naturalna, a wartos¢ logarytmu moze nie
by¢ liczba catkowita,

kofice podziatow -1

1 3 7 15 31 63 =2"
liczba bitéw n }—>2<—~—>34—~—>44—~—>54—~—>6 4—{

Rysunek 3.
Liczba bitoéw potrzebnych do zapamietania liczb a z poszczegblnych przedziatow

Z powyzszych rozwazah nalezy zapamietac, ze liczba bitéw potrzebnych do zapamietania w komputerze licz-
by naturalnej jest w przyblizeniu rowna logarytmowi przy podstawie 2 z wartoSci tej liczby. na przyktad, licz-
ba 1000 jest pamietana na[log,(1000 + 1)]= 10 bitach.

Przy tej okazji poréwnaj szybkos¢ wzrastania funkcji liniowej i funkcji logarytmicznej.

Cwiczenie 14. Narysuj w jednym uktadzie wspétrzednych wykresy dwéch funkcji, logarytmicznej i li-
niowej. Utworz takze tabele wartosci obu funkcji dla liczb wybranych z przedziatu [1, 10°]. Zauwaz, jak
wolno rosnie funkcja logarytmiczna w poréwnaniu z funkcja liniowa.

Funkcja logarytmiczna odgrywa bardzo wazng role w informatyce.

5 SZYBKIE OBLICZANIE WARTOSCI POTEGI

Binarna reprezentacja liczb naturalnych jest Zrédtem szybkich metod obliczania wartoSci potegi x™, gdzie m
jest liczba naturalng, a x moze by¢ dowolng liczba rzeczywistg (warto$¢ podstawy x nie ma znaczenia dla na-
szych rozwazan). Metody te znajdujg zastosowanie w algorytmach kryptograficznych, w ktérych sg obliczane
warto$ci poteg o bardzo duzych wyktadnikach.

Postuzmy sie najpierw przyktadem. Przypusémy, ze chcemy obliczyé wartoS¢ potegi. x?2. Proste wy-
mnozenie podstawy przez siebie x?? = x-x-...-x to 21 mnozen. A skorzystajmy z binarnej reprezentacji wyktad-
nika potegi. Mozna go przedstawic¢ jako sume poteg liczby 2:

22=2+4+16=2"+22+24
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wtedy nasza potega przyjmuje postaé x?? = x2+4+16 = x2.x4.x1¢ i mozna ja obliczy¢ wielokrotnie podnoszac do
kwadratu podstawe x i mnozac przez siebie odpowiednie czynniki. Dla potegi 22 obliczanie potegi przebie-
ga nastepujgco: x2, x* = (x?)?, x® = (x*)?, x*¢ = (x¥)2 i mnozymy przez siebie x2-x*x'¢. W sumie wykonujemy 6
mnozen (podniesienie do kwadratu wymaga wykonania jednego mnozenia).

Korzystaja z przedstawienia wyktadnika w reprezentacji binarnej 22 = (10110), w postaci schematu
Hornera, wyktadnik mozna zapisa¢ 22 = 1-2* + 0-23 + 1:22 + 1:2 + 0:2° = (2 + 0)2 +1)2 + 1)2 + 0, a stad otrzy-
mujemy:

X(((2+0)2 +1)2+1)2+0 - (X((2+0)2 +l)2+1)2 o (X((2+0)2 +1)2X)2 - (X(2+0)2 +l)2X)2

= (xC+92x)2x)2 = (x2+9)2%)2)2 = ((x2)2X)2X)2.

Korzystajac z tego zapisu, potege x?? obliczamy wykonujgc kolejno nastepujace mnozenia: X2, x* = (x?)?, x* =
X4x, X10 = (x5)2, x11 = x10-x, x?2 = (x'1)2. W sumie wykonujemy réwniez 6 mnozef.

Cwiczenie 15. W oparciu o jedng i druga metode naszkicowana powyzej, podaj kolejnosé wykonywania
mnozeh podczas obliczania wartosci potegi x>*>. lle mnozef jest wykonywanych w obu przypadkach?

Obie metody potegowania korzystajg z binarnego rozwiniecia wyktadnika, ale r6znia sie tym, ze w pierwszym
przypadku to rozwiniecie jest przegladane od najmniej znaczgcego bitu (méwimy o metodzie od prawej do le-
wej), a w drugim — od najbardziej znaczgcego (czyli metoda od lewej do prawej). Poniewaz reprezentacja bi-
narna liczby naturalnej jest tworzona od najmniej znaczacego bitu (zob. rozdz. 4), podamy teraz algorytm ob-
liczania wartoSci potegi, ktory wykonuje potegowanie rozktadajgc wyktadnik na postac binarng (postac ta
jednak nie jest zachowywana w algorytmie). Szybkie potegowanie, wykorzystujagce schemat Hornera pozo-
stawiamy do samodzielnego wykonania.

Binarny algorytm potegowania ,,od prawej do lewej”

Dane:  Liczba naturalna mi dowolna liczba x.

Wynik: ~Wartos¢ potegi y = x™.

Krok 0. {Ustalenie poczatkowych wartosci potegi y i zmiennych pomocniczych zi L.}
yi=1: l:=m; z:=Xx;

Krok 1. Jeslilmod 2 =1 (czyli l jest liczba nieparzysta), to y := y-z;

Krok 2. [:=ldiv 2;jesli[= 0, to zakoficz algorytm — wynikiem jest biezgca wartos¢ y.

Krok 3. z:=2z-z; wr6¢ do kroku 1.

Cwiczenie 16. Wykonaj powyzszy algorytm dla m = 22 i m = 313. Wypisz kolejne wartosci zmiennych
¥, |, zi pordwnaj kolejne warto$ci zmiennej y z wczes$niej otrzymanymi wartoSciami potegi dla tych war-
toSci wyktadnika.

Cwiczenie 17. Napisz program w jezyku Pascal, bedacy realizacjg algorytmu podnoszenia do potegi
,»,0d prawej do lewej”. Jako wynik, dla danego wyktadnika m, wyprowadzaj liczbe mnozefi wykonywa-
nych w tym algorytmie dla obliczenia wartosci x™.

Szybkie algorytmy potegowania sg stosowane w algorytmach szyfrujacych, w ktérych wyktadniki poteg sa
bardzo duzymi liczbami.

6 ALGORYTM EUKLIDESA

Przedstawiamy w tym punkcie algorytm, ktory wsrdd przepisdw opatrywanych tych mianem, zostat odkryty
jako jeden z najwczesniejszych, bo jeszcze w starozytnosci, przez Euklidesa.
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Danymi sa dwie nieujemne liczby cat-  Euklides stosowat swdj algorytm do znajdowania najdtuzszego
kowite m i n. Liczba k jest najwiek- odcinka mieszczgcego sie catkowitg liczbe razy w dwéch danych
szym wspélnym dzielnikiem m i n, je- odcinkach. Byto to okoto 300 roku p.n.e., na dtugo

§li dzieli m oraz n i jest najwiekszg licz- przed pojawieniem sie okreslenia algorytm.

ba o tej wtasnosci — oznaczamy ja przez Algorytm Euklidesa jest jednym z najczeSciej przytaczanych
NWD(m,n). Algorytm Euklidesa jest  algorytmdw w ksigzkach informatycznych i matematycznych.

najstarsza metoda znajdowania naj- Powodem jest nie tylko szacunek dla jego ,,wieku”, ale to, ze ma
wiekszego wspélnego dzielnika dwéch wiele zastosowan w rozwigzywaniu problemoéw rachunkowych
liczb (patrz ramka obok). i postugujac sie nim, mozna ilustrowac wiele podstawowych pojec

i wtasnosci informatycznych.

Cwiczenie 18. Pierwsza metoda, jaka moze przyjé¢ na mysl, gdy chcemy znalezé najwiekszy wspélny
dzielnik dwéch danych liczb m i n, jest sprawdzanie podzielnosci tych liczb przez kolejne liczby natu-
ralne, poczawszy od 2, a skohczywszy na mniejszej z m i n. lle dzielef nalezy wykona¢, aby obliczyé ta
metoda NWD(24,48) oraz NWD(46,48)? A dla dowolnych m i n? Opisz te metode w postaci algorytmu
w wybranej przez siebie reprezentacji. Mozesz opisac te metode w postaci programu komputerowego.

Nie mozesz by¢ chyba zadowolony z efektywnoSci tego algorytmu, zwtaszcza dla przyktadowych danych licz-
bowych — w pierwszym przypadku, gdy jedna z liczb dzieli druga, od razu widaé, ze ta mniejsza jest poszu-
kiwanym najwiekszym wspo6lnym dzielnikiem obu liczb. A jesli Zadna z liczb nie dzieli drugiej, tak jak w dru-
gim przypadku?

Zatézmy, ze n = m . Wtedy dzielgc n przez m otrzymujemy nastepujgca rownos¢:
n=qgm+r, gdzie Osr<m ®)

Wielkosci g i r sa odpowiednio ilorazem i reszta z dzielenia n przez m. Dla danych z ¢wicz. 17, réwnos¢ (8)
przyjmuje postaé: 48 = 2:24i 48 = 1-46 + 2. Wynikaja stagd nastepujace wnioski:

m jeslir=0,to NWD(m,n) = m, czyli jesli jedna z liczb dzieli drugg bez reszty, to mniejsza z tych liczb jestich
najwiekszym wspélnym dzielnikiem;

m jeslir#0,toréwnos¢ (8) mozna zapisaC w postaci r=n — gm; a stagd wynika, ze kazda liczba dzielaca
nim dzieli cate wyrazenie po prawej stronie tej rownosci, a wiec dzieli rowniez r; zatem, najwiekszy
wspolny dzielnik m i n dzieli réwniez reszte r.

Te dwa wnioski mozna zapisaé w postaci nastepujacej réwnosci:
NWD(m,n) = NWD(r,m),

w ktérej przyjelismy, ze NWD(0,m) = m, gdyz 0 jest podzielne przez kazda liczbe r6zng od zera.
Zastosujmy teraz te obserwacje do obliczenia NWD(25,70). Otrzymamy:

NWD(25,70) = NWD(20,25) = NWD(5,20) = NWD(0,5) = 5,
gdyz stosujac réwnos¢ (8) otrzymujemy kolejno:

70=2-25+20

J

25=1-20+5

/ /

20 =45
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Powyzsze postepowanie zawsze sie kofczy, bo pierwszy element w parze argumentéw funkcji NWD maleje,
gdyz jest to reszta.

Mozemy teraz przedstawic opis algorytmu Euklidesa. Zauwazmy jeszcze, ze iloraz g z rdwnosci (8) nie wyste-
puje w nastepnych iteracjach tej rownosci, zatem nie trzeba go wyznaczac.

Algorytm Euklidesa (z dzieleniem) wyznaczania NWD

Dane: Dwie liczby naturalnemin, .

Wynik: NWD(m,n) — najwiekszy wspdlny dzielnik m i n.

Krok 1. Jeslim=0,to n jest szukanym dzielnikiem. Zakofcz algorytm.
Krok 2. r:=nmod m, n:=m, m:=r. Wr6¢ do kroku 1.

Nastepne Ewiczenie zwraca uwage, ze dla pewnych liczb algorytm Euklidesa wykonuje duzo iteracji.

Cwiczenie 19. Zastosuj algorytm Euklidesa do liczb 34 i 55. Co ciekawego mozesz powiedzie¢ o dzia-
taniu algorytmu w tym przypadku - ile wynosza kolejne ilorazy? Wypisz od kofica cigg reszt tworzo-
nych w tym przypadku. Jak inaczej mozna zdefiniowac ten cigg? Podaj inng pare liczb, dla ktérej algo-
rytm Euklidesa dziata podobnie.

Zapiszemy teraz algorytm Euklidesa w postaci programu:

program Euklides;
var m,n,r:integer;
begin
read(m,n);
while m>0 do begin
r:=n mod m;
n:=m;
m:=r
end;
write(n)
end.

Zapiszemy teraz algorytm Euklidesa w postaci wydzielonej funkcji NWD, ktérej wartoScig jest wtasnie najwiek-
szy wspélny dzielnik dwéch liczb, bedacych argumentami tej funkcji.

program Euklides funkcja;
var m,n:integer;

function NWD(m,n:integer):integer;

var r:integer; <‘_““““‘——— W nagtéwku funkcji, po jej nazwie
begin i parametrach, podaje sie typ wyniku
while m>0 do begin funkC]i i érednik.

r:=n mod m; n:=m; m:=r

end; W tresci funkcji wystepuije instrukcja

NWD:=n < przypisania nazwie funkcji jej wartosci.
end; {NWD}

begin

read(m,n);
writeln(NWD(m,n))
end.{Euklides funkcja}
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Istnieje jeszcze wiele innych implementacji algorytmu Euklidesa, np. wykonujgcych odejmowanie zamiast
dzielenia. Jedna z najciekawszych implementacji wykorzystuje tzw. rekurencje, czyli funkcje, ktéra odwotu-
je sie do siebie.

program Euklides rekurencja;
var m,n:integer;
function NWD_ rek(m,n:integer):integer;
begin
if m>n then NWD rek:=NWD rek(n,m)
else 1if m = 0 then NWD rek:=n
else NWD_ rek:=NWD rek(n mod m,m)
end;
begin
read(m,n);
writeln(NWD rek(m,n))
end.

€wiczenie 20. Zapoznaj sie z przedstawionymi implementacjami algorytmu Euklidesa, uruchom te pro-
gramy i przetestuj je na wybranych parach liczb naturalnych, w tym m.in. na parze liczb 34 i 55.

7 DODATEK: ALGORYTM, ALGORYTMIKA 3
| ALGORYTMICZNE ROZWIAZYWANIE PROBLEMOW

Ten rozdziat jest krotkim wprowadzeniem do zaje¢ w module ,,Algorytmika i programowanie”. Krétko wyja-
Sniamy w nim podstawowe pojecia oraz stosowane na zajeciach podejscie do rozwigzywania probleméw
z pomocga komputera.

Algorytm

Powszechnie przyjmuje sie, ze algorytm jest opisem krok po kroku rozwigzania postawionego problemu lub
sposobu osiggniecia jakiegos celu. To pojecie wywodzi sie z matematyki i informatyki — za pierwszy algorytm
uznaje sie bowiem algorytm Euklidesa (patrz rozdz. 6), podany ponad 2300 lat temu. W ostatnich latach algo-
rytm stat sie bardzo popularnym synonimem przepisu lub instrukcji postepowania.

W szkole, algorytm pojawia sie po raz pierwszy na lekcjach matematyki juz w szkole podstawowej, na
przyktad jako algorytm pisemnego dodawania dwéch liczb, wiele klas wczesniej, zanim staje sie przedmio-
tem zajeé informatycznych.

0 znaczeniu algorytméw w informatyce moze Swiadczy¢ nastepujgce okreslenie, przyjmowane za de-
finicje informatyki:

informatyka jest dziedzing wiedzy i dziatalnosci zajmujgcq sie algorytmami

W tej definicji informatyki nie ma duzej przesady, gdyz zawarte sg w niej posrednio inne pojecia stosowane
do definiowania informatyki: komputery — jako urzadzenia wykonujace odpowiednio dla nich zapisane algo-
rytmy (czyli niejako wprawiane w ruch algorytmami); informacja — jako materiat przetwarzany i produkowa-
ny przez komputery; programowanie — jako zesp6t metod i Srodkéw (np. jezykow i systemdw uzytkowych) do
zapisywania algorytméw w postaci programéw.

Potozenie nacisku w poznawaniu informatyki na algorytmy jest jeszcze uzasadnione tym, ze zaréwno
konstrukcje komputeréw, jak i ich oprogramowanie bardzo szybko sie starzejg, natomiast podstawy stoso-
wania komputerdw, ktére sg przedmiotem zainteresowan algorytmiki, zmieniaja sie bardzo powoli, a niekt6-
re z nich w ogble nie ulegajg zmianie.

Algorytmy, zwtaszcza w swoim popularnym znaczeniu, wystepuja wszedzie wokét nas — niemal kazdy
ruch cztowieka, zardwno angazujacy jego miesnie, jak i bedacy jedynie dziataniem umystu, jest wykonywany
wedtug jakiegos przepisu postepowania, ktdrego nie zawsze jesteSmy nawet Swiadomi. Wiele naszych czyn-
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nosci potrafimy wyabstrahowac i poda¢ w postaci precyzyjnego opisu, ale w bardzo wielu przypadkach nie
potrafimy nawet powtérzyc, jak to sie dzieje lub jak to sie stato’.

Nie wszystkie postepowania z naszego otoczenia, nazywane algorytmami, sg Scisle zwigzane z kom-
puterami i nie wszystkie przepisy dziatai mozna uznac za algorytmy w znaczeniu informatycznym. Na przy-
ktad nie sg nimi na ogét przepisy kulinarne, chociaz odwotuje sie do nich David Harel w swoim fundamental-
nym dziele o algorytmach i algorytmice [3]. Ot6Z przepis np. na sporzadzenie ,,ciggutki z wisSniami”, kt6ra za-
chwycata sie Alicja w Krainie Czardw, nie jest algorytmem, gdyz nie ma dwdch oséb, ktére na jego podstawie,
dysponujgc tymi samymi produktami, zrobityby takg sama, czyli jednakowo smakujgca ciggutke. Nie moze
by¢ bowiem algorytmem przepis, ktéry dla identycznych danych daje rézne wyniki w dwéch réznych wykona-
niach, jak to najczesciej bywa w przypadku robienia potraw wedtug ,,algorytméw kulinarnych”.

Algorytmika
Algorytmika to dziat informatyki, zajmujacy sie réznymi aspektami tworzenia i analizowania algorytmow,
przede wszystkim w odniesieniu do ich roli jako precyzyjnego opisu postepowania, majgcego na celu znale-
zienie rozwigzania postawionego problemu. Algorytm moze by¢ wykonywany przez cztowieka, przez kompu-
ter lub winny sposéb, np. przez specjalnie dla niego zbudowane urzgdzenie. W ostatnich latach postep w roz-
woju komputeréw i informatyki byt nierozerwalnie zwigzany z rozwojem coraz doskonalszych algorytméw.
Informatyka jest dziedzing zajmujaca sie rozwigzywaniem probleméw z wykorzystaniem komputeréw.
0 znaczeniu algorytmu w informatyce moze Swiadczyc¢ fakt, ze kazdy program komputerowy dziata zgodnie
z jakims algorytmem, a wiec zanim zadamy komputerowi nowe zadanie do wykonania powinnismy umieé
Lwyttumaczy¢” mu doktadnie, co ma robié. Bardzo trafnie to sformutowat Donald E. Knuth, jeden z najznako-
mitszych, zyjacych informatykéw:

Mowi sie czesto, ze cztowiek dotqd nie zrozumie czegos,
zanim nie nauczy tego — kogos innego.

W rzeczywistosci,

cztowiek nie zrozumie czego$ naprawde,

zanim nie zdota nauczy¢ tego — komputera.

Staramy sie, by prezentowane algorytmy byty jak najprostsze i by dziataty jak najszybciej. To ostatnie Zadanie
moze wydawac sie dziwne, przeciez dysponujemy juz teraz bardzo szybkimi komputerami i szybko$¢ dziata-
nia procesordw stale roénie (wedtug prawa Moore’a podwaja sie co 18 miesiecy). Mimo to istniejg problemy,
ktérych obecnie nie jest w stanie rozwigzaé zaden komputer i zwiekszenie szybkosci komputeréw niewiele
pomoze, kluczowe wiec staje sie opracowywanie coraz szybszych algorytmdéw. Jak to ujat Ralf Gomory, szef
oSrodka badawczego IBM:

Najlepszym sposobem przyspieszania komputeréw
jest obarczanie ich mniejszq liczbq dziatan.

Algorytmiczne rozwigzywanie probleméow
Komputer jest stosowany do rozwigzywania probleméw zaréwno przez profesjonalnych informatykoéw, ktérzy
projektujg i tworzg oprogramowanie, jak i przez tych, ktérzy stosujg tylko technologie informacyjno-komuni-
kacyjna, czyli nie wykraczajg poza postugiwanie sie gotowymi narzedziami informatycznymi. W obu przypad-
kach ma zastosowanie podejscie do rozwigzywania probleméw algorytmicznych, ktéra polega na systema-
tycznej pracy nad komputerowym rozwigzaniem problemu i obejmuje caty proces projektowania i otrzymania
rozwigzania. Celem nadrzednym tej metodologii jest otrzymanie dobrego rozwigzania, czyli takiego, ktore jest:

m zrozumiate dla kazdego, kto zna dziedzine rozwigzywanego problemu i uzyte narzedzia komputerowe,

m poprawne, czyli spetnia specyfikacje problemu, a wiec doktadny opis problemu,

m efektywne, czyli niepotrzebnie nie marnuje zasobédw komputerowych, czasu i pamieci.

3 Interesujgco ujat to ). Nievergelt — Jest tak, jakby na przyktad stonoga chciata wyjasnic, w jakiej kolejnosci wprawia w ruch
swoje nogi, ale z przerazeniem stwierdza, Zze nie moze iS¢ dalej.
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Ta metoda sktada sie z nastepujgcych szesciu etapow:

1. Opis i analiza sytuacji problemowej. Na podstawie opisu i analizy sytuacji problemowej nalezy w petni zro-
zumieé, na czym polega problem, jakie sg dane dla problemu i jakich oczekujemy wynikéw, oraz jakie sg
mozliwe ograniczenia.

2. Sporzadzenie specyfikacji problemu, czyli doktadnego opisu problemu na podstawie rezultatow etapu 1.
Specyfikacja problemu zawiera:

= opis danych,
= opis wynikow,
m opis relacji (powigzan, zaleznosci) miedzy danymi i wynikami.
Specyfikacja jest wykorzystana w nastepnym etapie jako specyfikacja tworzonego rozwigzania (np. programu).

3. Zaprojektowanie rozwigzania. Dla sporzadzonej na poprzednim etapie specyfikacji problemu, jest projek-
towane rozwigzanie komputerowe (np. program), czyli wybierany odpowiedni algorytm i dobierane do niego
struktury danych. Wybierane jest takze Srodowisko komputerowe (np. jezyk programowania), w ktérym be-
dzie realizowane rozwigzanie na komputerze.

4, Komputerowa realizacja rozwigzania. Dla projektu rozwigzania, opracowanego na poprzednim etapie, jest
budowane kompletne rozwigzanie komputerowe, np. w postaci programu w wybranym jezyku programowa-
nia. Nastepnie, testowana jest poprawnosé rozwigzania komputerowego i badana jego efektywno$¢ dziata-
nia na r6znych danych.

5. Testowanie rozwigzania. Ten etap jest poSwiecony na systematyczng weryfikacje poprawnosci rozwigzania
i testowanie jego wtasnosci, w tym zgodnosci ze specyfikacja.

6. Prezentacja rozwiazania. Dla otrzymanego rozwigzania nalezy jeszcze opracowaé dokumentacje i pomoc
dla (innego) uzytkownika. Caty proces rozwigzywania problemu kofczy prezentacja innym zainteresowanym
osobom (uczniom, nauczycielowi) sposobu otrzymania rozwigzania oraz samego rozwigzania wraz z doku-
mentacja.

Chociaz powyzsza metodologia jest stosowana gtdwnie do otrzymywania komputerowych rozwigza#, ktére
maja posta¢ programdw napisanych w wybranym jezyku programowania, moze by¢ zastosowana réwniez do
otrzymywania rozwigzaf komputerowych wiekszoSci probleméw z obszaru zastosowah informatyki i postu-
giwania sie technologia informacyjno-komunikacyjna*, czyli gotowym oprogramowaniem.

Dwie uwagi do powyzszych rozwazai.

Uwaga 1. Wszyscy, w mniejszym lub wiekszym stopniu, zmagamy sie z problemami, pochodzacymi z r6z-
nych dziedzin (przedmiotéw). W naszych rozwazaniach, problem nie jest jednak wyzwaniem nie do pokona-
nia, przyjmujemy bowiem, ze problem jest sytuacja, w ktérej uczefh ma przedstawic jej rozwigzanie bazujac na
tym, co wie, ale nie ma powiedziane, jak to ma zrobic. Problem na og6t zawiera pewng trudnosé, nie jest ru-
tynowym zadaniem. Na takie sytuacje problemowe rozszerzamy pojecie problemu, wymagajacego przedsta-
wienia rozwigzania komputerowego.

Uwaga 2. W tych rozwazaniach rozszerzamy takze pojecie programowania. Jak powszechnie wiadomo, kom-
putery wykonujg tylko programy. Uzytkownik komputera moze korzystac z istniejacych programéw (np. za
pakietu Office), a moze takze postugiwac sie wtasnymi programami, napisanymi w jezyku programowania,
ktéry ,,rozumieja” komputery. W szkole nie ma zbyt wiele czasu, by uczyé programowania, uczniowie tez nie
sg odpowiednio przygotowani do programowania komputeréw. Istnieje jednak wiele sposobnosci, by ksztat-
ci¢ zdolnos¢ komunikowania sie z komputerem za pomoca programéw, ktére powstaja w inny sposéb niz za
pomocga programowania w wybranym jezyku programowania. Szczeg6lnym przypadkiem takich programoéw
jest oprogramowanie edukacyjne, ktore stuzy do wykonywania i Sledzenia dziatania algorytméw. ,,Programo-
wanie” w przypadku takiego oprogramowania polega na dobieraniu odpowiednich parametréw, ktére maja
wptyw na dziatanie algorytméw i tym samym umozliwiajg lepsze zapoznanie sie z nimi.

4W najnowszej podstawie programowej dla przedmiotu informatyka, przyjetej do realizacji pod koniec 2008 roku, to po-
dejscie jest zalecane jako podstawowa metodologia rozwigzywania probleméw z pomocg komputera.
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W projekcie Informatyka +, poza wyktadami i warsztatami,

przewidziano nastepujgce dziatania:

= 24-godzinne kursy dla uczniéw w ramach modutéw tematycznych
= 24-godzinne kursy metodyczne dla nauczycieli, przygotowujace
do pracy z uczniem zdolnym
= hagrania 60 wyktadoéw informatycznych, prowadzonych
przez wybitnych specjalistow i nauczycieli akademickich
= konkursy dla ucznidéw, trzy w ciggu roku
= udziat uczniéw w pracach két naukowych
= udziat uczniéw w konferencjach naukowych

= obozy wypoczynkowo-naukowe.

Szczegb6towe informacje znajdujg sie na stronie projektu

www.informatykaplus.edu.pl
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