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Streszczenie

Celem tego kursu jest przekazanie podstawowej wiedzy o popularnych problemach i ich rozwigza-
niach (algorytmach) lub metodach tworzenia rozwigzan. Oméwione zagadnienia sa bardzo réznorodne.
Obejmuja techniki budowania algorytméw takie, jak: programowanie dynamiczne, rekurencja, strate-
gie zachtanne. Zawarte s3 takze podstawowe zagadnienia z kilku waznych dziedzin algorytmiki: teorii
graféw, przetwarzania tekstéw i geometrii obliczeniowej. Kazdy z tych tematéw zostaje wprowadzony
wraz z najbardziej znanymi problemami i algorytmami.

Zaktadana jest znajomos$¢ jezyka C++-, ale programujacy w Pascalu czy jeszcze innym jezyku takze
powinni poradzi¢ sobie ze zrozumieniem zawartych w kursie tresci.

W tekscie uzyte zostaja wielokrotnie pojecia matematyczne, ktére moga okazal sie nowe nawet
dla ucznia konczacego szkote ponadgimnazjalna. Ich nieznajomos$é nie stanowi problemu w korzystaniu
z kursu, gdyz sa jednak omawiane w niezbednym zakresie.
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1 Programowanie dynamiczne

1.1 Idea

Programowaniem dynamicznym nazywamy strategie projektowania algorytméw, ktéra opiera sie
na obliczaniu wyniku pewnego problemu na podstawie wynikéw dla tego samego problemu z innymi
argumentami (najczesciej mniejszymi). Jak sie przekonamy, najczesciej stosuje sie ja do probleméw
optymalizacyjnych, czyli takich, w ktérych mamy znalezé najlepsze (w jakim$ sensie, np. najtansze,
najkrétsze) rozwiazanie.

Liczby Fibonacciego

Definicja 1. Liczbami Fibonnaciego nazywamy ciag liczbowy F,, zadany nastepujacymi
réwnosciami:

1. Fp=F =1

2. F,=F, 1+F, > dla n>2

Jak mozna obliczy¢ dla danego n, warto$¢ F;,?
Oczywiscie, wystarczy zapisa w programie powyzsze réwnoéci. Mozna to zrobié tak:

int fib(int n) {
if (n>=2)
return fib(n-1) + fib(n-2);
return 1;

}

Metoda powyzsza nazywana jest rekurencjy i bedzie oméwiona doktadnie p6zniej. Mozna tez tak:

int F[1000];

int fib(int n) {
F[0] = 1;
F[1] = 1;
for (dnt i = 2; 1 <= n; i++)
F[i] = F[i-1] + F[i-2];
return F[n];

Takie podejscie nawigzuje do metody programowania dynamicznego: liczymy i zapamietujemy wy-
niki problemu dla mniejszych argumentéw, aby pdézniej w fatwiejszy sposéb obliczy¢é wynik dla wiek-
szych, az w koncu dojdziemy do tego nas interesujacego.

Mozna pamietaé tylko te wyniki, ktére beda nam pdzniej potrzebne, aby zredukowaé zuzycie pa-
mieci:

int fib(int n) {
int a =1, b
for (int i =

c =a + b;
a =b;
b = c;
}
return b;
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Cwiczenie 1. Policz (by¢ moze za pomoca programu), ile operacji dodawania wykonuje
kazde z powyzszych trzech podejs¢ dla n = 20. Zastanéw sie, jakie korzysci niesie ze soba
programowanie dynamiczne (tzn. drugie i trzecie podejscie).

Zatozenia

Programowania dynamicznego mozna uzywaé, jesli zaleznosci pomiedzy poszczegdlnymi podproble-
mami nie tworza cykli. Najpierw musimy bowiem obliczyé pewne wyniki, aby potem z nich skorzystac
do obliczenia kolejnych. Wazne przy takim podejsciu jest ustalenie kolejnosci obliczen.

Cwiczenie 2. Jaka kolejnos¢ obliczen musimy zastosowaé przy nastepujacych zaleznoéciach?
® Gp =Aap—5 " Ap-7
e b[n]lm| =bn+m—1][0] - n+bn+m—2][1]-(n—1)+---+b[0][n+m—1]- (1 —m)

e ¢, = —1 dla p bedacych liczbami pierwszymi, ¢,..;, = ¢y -

1.2 Znane problemy

Kazdy z nizej opisanych probleméw mozesz sprobowaé najpierw rozwigza¢ samodzielnie. Warto tez
zakodowa¢ rozwigzanie kazdego z nich.

Wydawanie reszty

Jednym z najbardziej znanych probleméw informatycznych jest problem wydawania reszty. Mamy
dany pewien zbiér monet i/lub banknotéw, ktérych mozemy uzy¢ do wydania konkretnej kwoty. Pytanie
brzmi, jak to zrobi¢ korzystajac z najmniejszej mozliwej liczby monet lub banknotéw. Istniejg co najmnigj
dwie odmiany tego problemu:

1. Istnieja pewne rodzaje monet (nominaty) i w kazdym z tych rodzajéw mamy dostatecznie duzo
monet ( Taka sytuacje ma bank, o ktérym mozemy zatozyc, ze dysponuje zawsze odpowiednia
iloscia pieniedzy.).

2. Mamy konkretnie ustalone ilosci dostepnych monet w kazdym z nominatéw (Bardziej codzienna
sytuacja, obrazuje dziatanie kasy albo zwyktego portfela.).

W pierwszym przypadku, mozna mysle¢ o prostych taktykach ktére mogtyby prowadzi¢ nas do rozwia-
zania. Nie najgorszym pomystem jest, na przykfad, wybieranie zawsze najwiekszych nominatéw, ktére
mieszcza sie w pozostatej do wydania kwocie. Takie podejscie nazywa sie zachtannym, o algorytmach
zachfannych bedzie wiecej na jednych z kolejnych zajeé. | tak, majac 9zt 48gr do wydania, wezmiemy
kolejno przy standardowych polskich nominatach: 5zt, 2zt, 2zt, 20gr, 20gr, 5gr, 2gr, 1gr. Nie da sie tej
kwoty wyda¢ mniejsza ilosciag monet.

Cwiczenie 3. Czy takie rozwiazanie jest zawsze optymalne (tzn. czy zawsze wydaje kwote

minimalng iloscia monet)? Dla polskich nominatéw? A dla innych zestawéw monet?

Przedstawimy teraz rozwiazanie, ktérego mozna uzy¢ w obu przypadkach. Co prawda, opis dotyczy

przypadku drugiego, ale daje sie tatwo zmodyfikowaé réwniez dla pierwszego przypadku.

Definicja 2. Niezmiennikiem nazywamy stwierdzenie, ktore jest prawdziwe, za kazdym
razem, gdy wykonywanie algorytmu dochodzi do okreslonego punktu (np. pewnej instrukgji).

Nasz algorytm bedzie brat kolejne monety (pojedyncze sztuki, nie nominaty) z dostepnego zbioru
i caty czas pamietat tablice t[] o nastepujacej wtasnosci: t[i] to aktualnie minimalna liczba monet
(sposréd dotychczas przetworzonych) potrzebna do wydania kwoty i. Wtasno$é ta bedzie naszym
niezmiennikiem, a wiec bedzie zachodzi¢ po przetworzeniu kazdej kolejnej monety. Zauwazmy, ze

t'[i + x] = min(t[i + =], t[i] + 1)
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gdzie ¢ jest tablica po pewnej ilo$ci monet, a t’ jest zmodyfikowang tablica, po przetworzeniu kolejnej
monety, o nominale z. Korzystajac z niezmiennika sprzed takiej akgcji, tatwo wykazaé prawdziwosé
tegoz samego niezmiennika po uwzglednieniu tej kolejnej monety. Po przetworzeniu wszystkich monet,
otrzymujemy wynik koncowy, ktory jest poprawny zgodnie z utrzymywanym niezmiennikiem. Co wiecej,
dostajemy od razu wyniki dla wszystkich mozliwych kwot, a nie tylko jednej.

Cwiczenie 4. Jak zmieni¢ ten algorytm, aby dziatat w przypadku pierwszym problemu?

Cwiczenie 5. Oszacuj, jak szybko dziata takie rozwiazanie. Czy mozna to poprawic?

Najdtuzszy wspolny podciag

Majac dane dwa ciagi (np. ciagi liczb naturalnych a,, i b,), nalezy znalez¢ ich najdtuzszy wspdlny
podciag, tzn. takie iy < ip < -+ < 4j oraz ji < Jo < -+ < Ji, ze a;, = b;j dla kazdego
m € 1,2,...,k. W tym celu nalezy obliczy¢ kolejne warto$ci macierzy t, gdzie t[g|[h] oznacza najdtuzszy
wspdlny podciag (a raczej jego dtugos¢) sposréd pierwszych g wyrazéw ciggu a,, oraz pierwszych h
wyrazéw ciagu b,. tatwo wtedy obliczymy kolejne wyrazy t. Jesli bowiem a, = by, to

tlgllh] = 1 +tlg — ][ — 1]

a w przeciwnym wypadku:
tlg][h] = max(t[g — 1][R], t[g][h — 1])

Cwiczenie 6. Uzasadnij poprawno$¢ powyzszych réwnosci. lle pamieci potrzebuje to roz-
wigzanie? W jakim czasie podaje wynik?
Aby zoptymalizowal zuzycie pamieci, mozemy zauwazy¢, ze nasz algorytm korzysta co najwyzej
z dwdch ostatnich wierszy macierzy (o ile obliczamy ja wierszami po kolei!), tak wiec zamiast pamigtac
cata tablice t, mozemy pamietac tylko dwa ostatnie wiersze, a po obliczeniu kolejnego, jeden usuwaé
z pamieci. Komplikuje to nieco rozwiazanie, ale wystarczy je zmodyfikowa¢ tak, aby uzyskaé zadany
efekt:

// A i B to dtugosci ciggéw a i b
// tablica t[2][B] jest poczatkowo wyzerowana
for(int g=1; g<=A; g++)
for(int h=1; h<=B; h++)
if(algl == b[h])
tlg % 21[h] =1+ t[1 - g% 2][h - 1];
else
tlg % 21[h] = max(t[1 - g % 2]1[h], tlg % 21[h - 1]);

Optymalne mnozenie ciaggu macierzy

Mnozenie macierzy to ciekawa operacja, ktérg szczegdtowo omoéwimy przy innej okazji. W tej chwili
istotne jest dla nas, ze mozna pomnozy¢ dwie macierze o rozmiarach a X b i b X ¢ wykonujaca-b-c
mnozen i uzyskujac w wyniku macierz o rozmiarze a X c.

Majac dany cigg macierzy o rozmiarach, kolejno, a1 X as, as xas, ..., a, X a,+1, chcemy obliczy¢ ich
iloczyn (w podanej kolejnosci, gdyz mnozenie macierzy nie jest przemienne). Ale mnozenie macierzy jest
operacja taczna, wiec mozemy dowolnie wstawié¢ nawiasy przed rozpoczeciem mnozen. lle co najmniej
mnozeh musimy tacznie wykonad?

Aby znalezé optymalne rozwigzanie, zastanéwmy sie najpierw, jakie mnozenie bedzie wykonane
jako ostatnie. Oczywiscie, bedzie to mnozenie macierzy o rozmiarach a; X a; i a; X a,41. Nalezy wiec
sprobowad wszystkich takich mozliwych ¢, wiedzac wczesniej jakie sa koszty pomnozenia odpowiednio
ciagbw macierzy a; X ag, G X @3, ..., Gi—1 X G; OFAZ Qi X Git1, vy Gp X Gptl-

Dochodzimy w ten sposéb do rozwiazania, ktére dla kazdego przedziatu [i, j] oblicza (zaczynajac
od najkrétszych przedziatéw i kontynuujac z coraz dtuzszymi) optymalny koszt mnozenia ciggu macierzy
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@i X Qip1, Gip1 X Qiv2, ..., G5 X ajp1. Oznaczmy taka wartosé przez wi|[j]. Wynikiem catego zadania
jest oczywiscie w(1][n]. Mamy wiec wli][i] = 0 oraz dla i < j:
wli][j] = min (wli][k] + w[k +1][j] + a; - ax41 - a;41)

i<k

Cwiczenie 7. Czy w problemie optymalnego mnozenia macierzy mozna zredukowaé zuzycie
pamieci, tak jak wczesniej? Jak?

2 Sortowanie

W nastepnej kolejnosci zajmiemy sie waznym problemem algorytmicznym, jakim jest sortowanie.

Definicja 3. Sortowaniem nazywamy porzadkowanie zbioru danych wzgledem pewnych
cech charakterystycznych kazdego elementu zbioru.

W informatyce spotykamy sie z koniecznoscia sortowania réznych obiektéw wzgledem réznych kryte-
ridw, np. stéw w porzadku leksykograficznym, czy prostych po katach nachylenia. Na zajeciach skupimy
sie na najprostszym przypadku, sortowaniu tablicy liczb catkowitych, jednak przedstawiane pomysty s3
uniwersalne.

2.1 Sortowanie przez wyboér

Sortowanie przez wybér (ang. selection sort) jest bardzo proste i naturalne, opiera sie na nastepujacym
pomysle:

Wybierz najmniejszy element z tablicy i zamien go z pierwszym elementem.
Nastepnie porzadkuj tablice bez pierwszego elementu.

Cwiczenie 8. Zasymuluj dziatanie sortowania przez wybér na tablicy t:

t[i] 22 13 7 11 9
krok 1.
krok 2.
krok 3.
krok 4.

Jak mozna sie byfo spodziewaé, implementacja tego algorytmu jest bardzo prosta:

/* Dane: n-elementowa tablica t[] */
for (int i = 0; i < n; i++)

{

int ind = i; /* Indeks najmniejszego elementu */

for (int j = i+l; j < n; j++)

if (t[j] < t[ind])
ind = j;

int pom = t[i]; /* Zamiana z wykorzystaniem zmiennej pomocniczej */

t[i] = t[ind];

t[ind] = pom;

/* Niezmiennik: elementy od O do i sg juz na wtasciwych *

* miejscach - tych samych co w posortowanej tablicy. */
b

/* Wynik: posortowana niemalejaco tablica t[] */
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Zwrbémy uwage na sformutowany w powyzszym programie niezmiennik. Dowiedzenie jego poprawnosci
w prosty sposéb pocigga za soba poprawno$¢ sortowania przez wybér. Przypomnijmy sobie definicje
z poprzedniego rozdziatu:

Definicja 4. Niezmiennikiem nazywamy stwierdzenie, ktére jest prawdziwe, za kazdym
razem, gdy wykonywanie algorytmu dochodzi do okreslonego punktu (np. pewnej instrukgji).

W naszym przypadku niezmiennik jest bardzo prosty, problemu tez nie przedstawia jego dowiedzenie.
Postugujemy sie metoda podobna do indukcji matematycznej znanej z lekcji matematyki.

Najpierw pokazemy, ze gdy pierwszy raz algorytm natrafia na wiersz z definicja niezmiennika, jest
on zachowany. Istotnie: wtedy ¢ = 0, a w t[0] jest najmniejszy element tablicy. Przy kazdym nastepnym
obrocie petli licznik j nie przesuwa sie po elementach mniejszych niz i, nie zostanie zmieniony porzadek
elementéw 0, 1,...,7—1. Na miejscu i-tym zostaje umieszczony najmniejszy element z pozostatej czesci
tablicy (od ¢ do n— 1), a wiec zndéw elementy od 0 do i-tego s3 na wiasciwych miejscach. Tym samym
udowodniliémy prawdziwos$¢ niezmiennika.

Oczywiscie dowodzenie poprawnosci niezmiennika nie jest sztuka dla sztuki, ale zwykle w prosty
sposob wiedzie nas do dowiedzenia poprawnosci catego algorytmu. Tak jest takze w tym przypadku:
Skoro w trakcie ostatniego wykonania zewnetrznej petli ¢ = n — 1, wiec po jej zakonczeniu na mocy
prawdziwosci niezmiennika wynika, ze elementy od 0 do n — 1 tablicy s juz na wiasciwym miejscu,
czyli cata tablica jest uporzadkowana.

Cwiczenie 9. Sformutuj i udowodnij poprawno$¢ niezmiennika, dotyczacego zmiennej ind
i tablicy ¢, ktéry jest prawdziwy w kazdym obrocie zewnetrznej petli, przed wykonaniem
instrukcji int pom = t[i] .

Analiza ztozonosci

Na przyktadzie algorytmu sortowania przez wybér zastanowimy sie, jak mierzy¢ i poréwnywaé szybkosé
algorytméw. Najprostszym sposobem moze wydawac sie zaimplementowanie algorytmu, uruchomienie
go na przyktadowych danych i zmierzenie czasu, w jakim dziata (np. za pomoca stopera). Przedstawia
to jednak pewne trudnosci — chociazby to, ze na réznych komputerach bedziemy uzyskiwali zupetnie
nieporéwnywalne wyniki.

Jednak algorytmy to co$ wiecej niz tylko ich pézniejsza implementacja w konkretnym jezyku progra-
mowania, na konkretnej maszynie. Istnieja tez bardziej uniwersalne, teoretyczne metody ich analizy, nie
wymagajace kodowania. Poznali$my juz jedna z nich: dowodzenie poprawnosci za pomoca niezmienni-
kéw. Teraz zajmiemy sie metoda mierzenia wydajnosci algorytmu.

Aby okresli¢ ztozonos$¢ algorytmu trzeba najpierw ustali¢ operacje dominujaca. W przypadku sorto-
wania bedzie to zwykle poréwnywanie dwéch elementéw tablicy. Oznacza to, ze uznajemy, iz szybkos$¢
algorytmu jest proporcjonalna jedynie do liczby poréwnan. Obliczmy teraz, ile poréwnan jest wykony-
wanych w trakcie sortowania przez wyboér tablicy ztozonej z n elementéw:

e W kazdym kroku algorytm wybiera minimum z fragmentu tablicy i umieszcza go na jego poczatku.
e Wykona sie zatem n takich krokéw.

e Fragmenty te maja dtugosci kolejno n,n — 1,...,1, a do wybrania minimum z k liczb potrzeba
k — 1 porbéwnan.

e Catkowita liczba poréwnan wynosi zatem:

n(n—1) _ 2

(n=1)+Mm=2)+.. . +14+0= """ %—

|3

Jezeli kiedy$ wymyélimy ciekawy algorytm sortowania, ktéry jednak wykonuje np. n® + 3n? 4 5n po-

réwnan, to stwierdzimy bez trudu, ze jest on wolniejszy od sortowania przez wybér i pewnie nie bardzo
2

uzyteczny. A co, gdy otrzymamy algorytm dziatajacy w czasie 3n2+n, lub & +n? Zwykle uznajemy te

algorytmy za dziatajace réwnie szybkie. Do poréwnywania szybkosci uzywamy zwykle notacji ,wielkie

o".
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Definicja 5. Dane sa dwie funkcje f(n), g(n). Méwimy, ze f(n) jest O(g(n)) (zapisujemy
f(n) =0(g(n))), gdy istnieje stata c, taka, ze dla kazdego n > ng dla pewnego ng zachodzi

f(n) < cg(n)

Na przyktad 3n° jest O(n®) (np. dla ¢ = 3). a wszystkie funkcje: %2 —2,3n%*+n, %2 +ns3 O(n?)
(np. dla ¢ = 106).

Algorytmy, dla ktérych liczba operacji dominujacych na wejéciu wielkoéci n, jest funkcja klasy O(n?)
nazywamy algorytmami o ztozonosci kwadratowej.
Cwiczenie 10. Oblicz doktadna liczbe operacji przypisania wykonywana w algorytmie sor-
towania przez wybor i okresl klase ztozonosci tego algorytmu, gdyby za operacje dominujaca
uznaé wtasnie przypisanie.

2.2 Sortowanie przez scalanie

Okazuje sie, ze mozna sortowa¢ szybciej niz w czasie O(n?). W tym celu przydatna moze okazaé sie
metoda dziel i zwyciezaj:

Dziel wiekszy problem na mniejsze i buduj rozwigzanie catego problemu z rozwigzan pro-
bleméw czesciowych.

W przypadku problemu sortowania dzielimy tablice na dwie czesci, sortujemy oddzielnie kazda z nich,
a nastepnie scalamy (ztaczamy) dwie uporzadkowane tablice w jedna. Zajmijmy sie najpierw scalaniem:
jak z dwodch uporzadkowanych list uzyskaé jedna? Nalezy w tym celu poréwnal ze sobag pierwsze
elementy z obu list i mniejszy z nich umiesci¢ na poczatku nowej tablicy. Dalej nalezy kontynuowad
z jedna tablica krétsza.

Cwiczenie 11. Przeprowadz scalanie posortowanych tablicy a i b:

i |01 2 3 i |0 1 2 3

ali] |3 4 4 5 bl |1 2 6 7
i |01 2 3 4 5 6 7
ali] |

Przy implementacji nalezy zwracaé uwage na pewne szczegdty:

/* Dane - posortowane tablice: =*
* n-elementowa al]

* m-elementowa b[] */
int i =0, j = 0;

while (i < n && j < m)

{

if (ali]l <= b[jD)

{
t[i+j] = a[il; /* Dotgczamy element z pierwszej tablicy. */
i++;

}

else

{
t[i+j] = bljl; /* Dolaczamy element z drugiej tablicy. */
jtts

}
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/* Moze sie okazaé, ze po skoiiczeniu jednej z tablic, druga ma jeszcze *
* troche elementéw. Trzeba je zatem przepisac. */
while (i < n)
{
t[i+j] = alil;
i++;
b
/* W praktyce tylko jedna z tych petli while zostanie wykonana. *
* Dlaczego? x/
while (j < m)
{
t[i+j] = aljl;
j++;
+

/* Wynik: posortowana tablica t[] o n+m elementach */

Policzmy jeszcze, ile poréwnan miedzy elementami (operacji dominujacych) jest wykonywanych przy
scalaniu dwéch tablic o n i m elementach. Nie trudno zauwazy¢, ze po wykonaniu kazdego poréwnania
ali]l <= b[j] wynik jest wydtuzany o jeden element, a p6zniej juz nie ma poréwnywania elementéw
tablic. Zatem wykonane zostanie co najwyzej tyle poréwnan, co elementéw w ciggu wynikowym, czyli
n + m (tak na prawde mozna to oszacowanie poprawi¢ do n + m — 1, gdyz ostatniego wyrazu nigdy
sie nie poréwnuje, a jedynie przepisuje w ktérej$ z petli while).

Implementacja rekurencyjna

Wréémy do metody dziel i zwyciezaj. Wiemy, ze mamy podzieli¢ tablice na dwie czeéci, w jaki$ spo-
s6b je posortowal, a nastepnie scali¢ je w jedno. A zatem jak posortowaé owe potdéwki? Oczywiscie
moglibyémy wykorzystaé tu np. sortowanie przez wybdr, ale nie uzyskalibySmy ztozonosci lepszej niz
O(n?). Rozwiazaniem jest ponowne zastosowanie tej samej metody: kazda z potéwek podzieli¢ na dwie,
posortowaé w ten sam sposéb i scali¢. Dziatania te nie beda trwaty w nieskonczonos$¢: nie trzeba dzieli¢
tablicy jednoelementowej, ktéra jest juz uporzadkowana. Rozwigzania tego typu nazywamy rekuren-
cjami, bedzie jeszcze o nich mowa w dalszej czesci kursu.
Ogdlnie metode sortowania przez scalanie prezentuje zatem ponizszy pseudokod:

void sortuj(int t[], int p, int k)

/* Dane: *
* tablica t[], zakres indekséw [p,k] *
* Wynik: *
* elementy od t[p] do t[k] posortowane */
{

if (p < k)
{

int m = (p+k+1)/2;

sortuj(t, p, m);

sortuj(t, m+l, k);

scal tlp]l,..,t[m] oraz t[m+1],..,t[k]

¥

Ponizszy schemat ukazuje przedziaty sortowane (a pdzniej scalane) dla o$miu elementéw na kolej-
nych poziomach wywotania rekurencyjnego:
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1 2 3 4 5 6 7 8

[ ]
l ] ]
[ ] ] ] ]
— 1 3 C3J 3 3 3 3
Analiza ztozonosci

Zajmijmy sie teraz oszacowaniem liczby poréwnan, a zatem i ztozonosci czasowej, sortowania tablicy
n-elementowej. Zauwazmy najpierw, ze przy kazdym zagtebieniu rekurencyjnym dtugosci przedziatéw
zmniejszaja sie dwukrotnie, a przy dtugosci 1 rekurencja sie zatrzymuje. Oznacza to, ze maksymalna
gteboko$¢ zagtebienia rekurencyjnego to [logn|.

Ponadto, na danym poziomie zagtebienia wszystkie scalane przedziaty maja sumaryczna dtugosé n
(bo sa cafa tablica). Zgodnie ze wczedniejszym spostrzezeniem o liczbie poréwnan przy scalaniu otrzy-
mujemy, ze sumaryczna liczba poréwnan na danym poziomie zagtebienia rekurencyjnego nie przewyzsza
n.

tacznie w catym algorytmie wykonanych jest zatem co najwyzej n [logn| poréwnan. Ztozono$¢ sor-
towania przez scalanie nalezy zatem do klasy O(n log n). Jest to tzw. ztozono$¢ liniowo-logarytmiczna.
W ogdlnym przypadku (tzn. nie zaktadajacym nic o sortowanych elementach poza mozliwoscia poréw-
nywania) jest to rozwigzanie optymalne pod wzgledem czasowym.

3 Woyszukiwanie binarne

Idea wyszukiwania binarnego nie jest nam obca, stosujemy ja cho¢by w zabawie ,Jaka to liczba"”, gdy
zgadujacy stara sie odkry¢ liczbe otrzymujac jedynie odpowiedzi ,za mata” lub ,za duza”. Najlepsza
strategia wydaje sie by¢ wybieranie liczby w Srodku przedziatu, by maksymalnie zmniejszy¢ przedziat w
jakim musimy dalej poszukiwaé. Jak nie trudno zauwazy¢ ponownie stosujemy tu metode , dziel i zwy-
ciezaj".

Wyszukiwanie elementu w tablicy

Metode wyszukiwania binarnego ukazemy na przyktadzie nastepujacego problemu:

Mamy dang tablice n liczb. Chcemy szybko sprawdzaé czy jakas$ liczba znajduje sie w tej tablicy.
Cwiczenie 12. Sprébuj wymysli¢ przykfad urzadzenia, badz aplikacji, ktére musza rozwia-
zywac taki problem.

i |0
1

2 3 4 5 6 7 8
] | 2 6 8

1
2 11 15 17 22

Najprostsze rozwigzanie tego problemu to liniowe przejrzenie catej tablicy w momencie otrzymania
zapytania. Oznacza to jednak w pesymistycznym scenariuszu kazdorazowe przejrzenie wszystkich n
elementéw tablicy.

Lepszym (szybszym) rozwigzaniem jest poczatkowe posortowanie catej tablicy (wida¢ pierwsze za-
stosowanie poznanych algorytméw). Nastepnie, aby sprawdzi¢, czy elementu x znajduje sie w tablicy,
stosujemy wyszukiwania binarnego, zupetnie jak we wspomnianej zabawie:

Sprawdzamy element o indeksie 3:

o Jezeli t[§] = x, to juz zakonhczylidmy wyszukiwanie.
o Jezeli t[%] < x, to szukaj dalej wéréd elementéw ¢[5 + 1],... t[n — 1].

o Jezeli t[§] > x, to szukaj dalej wéréd elementéw t[0], ..., t[5 — 1].
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Cwiczenie 13. Na powyzszej przyktadowej tablicy zasymuluj wyszukiwanie binarne liczb 2 i
7.

Analiza ztozonosci wyszukiwania binarnego nie przedstawia wiekszych trudnosci: w kazdym kroku
zmniejszamy przedziat, w jakim poszukujemy, co najmniej dwukrotnie, wykonamy zatem co najwyzej
[logn] krokéw. W kazdym kroku wykonujemy stata liczbe poréwnan (mozna po drobnej modyfikacji
zawsze wykonywaé tylko 1), zatem ztozono$¢ wyszukiwania binarnego nalezy do klasy O(logn) —
ztozono$¢ logarytmiczna.

Zadania
W zadaniach A i B na wejsciu znajduja sie w dwéch wierszach:
e liczba n
e pewna permutacja ciagu ag,as,...,a, (1 <a; <az <...<a, <107%)

A. Ciag rosnacy do $rodka
Wypisz na wyjscie pojedynczy wiersz zawierajacy nastepujaca permutacje danego ciggu n-elementow:
(1 < n < 1000):
ai,as,as,...,aq4,02

B. Liczba inwersji

Definicja 6. Mamy dang pewna permutacje ciagu ai,as, ..., ay,.
Inwersjg w ciggu nazywamy pare liczb a;, aj, gdzie j < k oraz a; > a.

Policz i wypisz liczbe inwersji w danej permutacji ciagu n-elementowym (1 < n < 10°).

C. Pierwiastek dyskretny

Definicja 7. Pierwiastkiem dyskretnym liczby & nazywamy najwieksza liczbe naturalna =z,
dla ktérej 22 < k.

Majac dana na wejéciu liczbe catkowita k (1 < k < 10°) oblicz jej pierwiastek dyskretny.

4 Sortowanie pozycyjne

4.1 Sortowanie przez zliczanie

Czy da sie posortowal szybciej niz w czasie O(n logn)? Odpowiedz brzmi: czasami tak.

Zatbézmy, ze mamy dang tablice liczb z zakresu O, 1, ..., M. Aby uporzadkowa¢ ja w czasie liniowym,
proporcjonalnym do dtugosci, nalezy policzy¢ ile jest w nim zer, jedynek, dwdjek i tak dalej az do M.
Nastepnie wiedzac, ze jest w nigj ¢; liczb o wartosci ¢, pierwsze ¢y miejsc tablicy nalezy wypetnié zerami,
nastepne ¢; jedynkami itd. Algorytm ten nazywany sortowaniem przez zliczanie (ang. counting sort).

Przyjrzyjmy sie prostej implementacji tego algorytmu:

/* Dane: n-elementowa tablica t[] o liczbach z zakresu 0..M */
int c[M+1];
for (int i
clil = 0;
for (int i = 0; i < n; i++)
clt[i11++;
for (int i
{
while (c[jl==0)
j++;

0; i <= M; i++)

0, j =0; 1< mn; i++)

I
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t[i]l = j;
cljl--;
}

/* Wynik: posortowana rosngca tablica t[] */

Cwiczenie 14. Zmodyfikuj powyzszy program tak, by dziatat dla liczb z przedziatu
od —M do M.

Patrzac na powyzszy kod bez trudu mozemy zauwazyé ograniczenia mozliwosci stosowania tego
algorytmu. Aby zliczy¢ wystapienia poszczegdlnych liczb potrzebna jest tablica M + 1-elementowa,
ktéra na dodatek trzeba wyzerowaé, co zajmuje czas liniowy: O(M). Poza tym nalezy nadmienié, ze
wymagana dodatkowa tablica c[] moze zajmowaé duzo miejsca w pamieci komputera: gdyby chcie¢
sortowaé zmienne catkowite 64-bitowe (np. long long na wiekszosci obecnych systeméw) to potrze-
bowalibyémy jakie$ 2%¢ bajtéw, czyli ponad 67 milionéw terabajtéw.

Warto jeszcze doktadnie oszacowaé ztozono$¢ powyzszej implementacji w zaleznosci o dtugosci
tablicy n i wielkosci zakresu M. Pierwsze dwie petle for sa wykonywane sie w czasie O(n + M).
Kolejna petla for ma jednak zagniezdzong w sobie petle while. Wystarczy jednak zauwazyé, ze licznik
J przebiega po catej tablicy c[] po indeksach od 0 do M, wiec tacznie wszystkich wykonah wewnetrznej
petli bedzie co najwyzej M + 1.

Cwiczenie 15. W formalny sposéb (np. stosujac niezmiennik) udowodnij, ze wewnetrzna
petla while jest wykonywane tacznie co najwyzej M + 1 razy.

W ten sposéb otrzymujemy, ze ztozonos¢ algorytmu to O(n+ M ). Oznacza to, ze sortowanie przez
zliczanie warto stosowac jedynie, gdy zakres z jakiego s3 elementy nie jest duzo wiekszy od dtugosci
danej tablicy. W innym przypadku szybsze bedzie np. sortowanie przez scalanie.

4.2 Sortowanie leksykograficzne

Metode sortowania przez zliczanie mozemy zastosowa¢ do sortowania stéw w porzadku leksykogra-
ficznym (czyli stownikowym). Dla uproszczenia zajmiemy sie porzadkowaniem stéw o réwnej dtugosci,
ztozonych z k liter kazde.
Cwiczenie 16. Oszacuj ztozono$¢ porzadkowania stéw opartego na sortowaniu przez scala-
nie.
Bedziemy chcieli natozy¢ na sortowanie przez zliczanie dodatkowe ograniczenie:

Definicja 8. Sortowanie nazywamy stabilnym, gdy dwa réwne elementu w ciaggu pozostawia
w tym samym porzadku co przed wykonaniem algorytmu.

Do dalszej analizy przyda nam sie dodatkowy termin:

Definicja 9. Sufiks danego stowa s, to stowo na koncu s, powstajace poprzez odciecie od
s kilku poczatkowych liter. Na przyktad pak jest sufiksem stowa rzepak.

Algorytm sortowania stdw wyglada nastepujaco: k razy stabilnie sortujemy przez zliczanie ciag
stéw. W kolejnych fazach poréwnujemy wzgledem jednej, ustalonej pozycji w stowach, poczynajac od
ostatniej a konczac na pierwszej. Nasuwa sie pytanie: dlaczego sortujemy w tej kolejnosci?
Stwierdzenie: Po k sortowniach sfowa s3 uporzadkowane wzgledem swoich k-literowych sufikséw.
Dowéd indukcyjny: Po jednym sortowaniu uporzadkowaliSmy stowa wzgledem ostatniej litery, czyli
jednoliterowych sufikséw. Krok indukcyjny: przed k-tym sortowaniem, mamy stowa uporzadkowane
wzgledem (k — 1)-literowych sufikséw.

e Jezeli stowa rbznia sie na k-tej od konca literze, to zostang utozone w odpowiedniej kolejnosci.

e Jezeli stowa maja tg sama litere na k-tej pozycji od konca, to stabilno$¢ sortowania zapewnia nam
ze zostang w kolejnosci jaka wyznaczaja ich k& — 1-literowe sufiksy. Zgadza sie to z porzadkiem
leksykograficznym.

Poprawnos$¢ catego algorytmu wynika natychmiast z powyzszego stwierdzenia.
Ponizsza implementacja nie sortuje tablicy stéw s[1, a jedynie ciag indekséw t[].
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/* Dane: n-elementowa tablica s[] siéw k-literowych */
for (int 1 = 0; i < n; i++)

tli] = 1i;
int c[256];
for (int 1 = k-1; 1>=0; 1--)
{

/* sortowanie wzgledem liter na l-tej pozycji

* c[i] - liczba siéw o l-tej literze nie mniejszej niz i

*/
for (int i = ’a’; i <= ’z’; i++)
c[i] = 0;
for (dnt 1 = 0; i < n; i++)
cls[t[111 [11]++; // zliczanie poszczegélnych liter

for (dnt 1 = ’b’; i <= ’z7; i++)
cli] += c[i-1];
for (int i = n-1; i >= 0; i--)
{
char znak = s[t[i]][1];
// znak z przetwarzanego stowa, z ustalonej pozycji
alc[znak]] = t[il;
c[znak]--;
}
for (int i = 0; i < n; i++)
t[i] = ali+1]; // przepisywanie z pomocniczej tablicy al]
}
/* Wynik: tablica t[] zawierajgca indeksy sitéw z s[] *
* w kolejnosci leksykograficzne] */

Algorytm ten polega na k-krotnym uruchomieniu sortowania przez scalanie. Jego ztozono$¢ czasowa
jest zatem réwna: O(k (n + |X|)), gdzie przez |X| rozumiem wielko$¢ alfabetu.

Cwiczenie 17. (Ambitne) Jak zmodyfikowa¢ algorytm, by dziatat dla stéw o réznej liczbie
liter w czasie proporcjonalnym do sumy ich dtugosci?

5 Algorytmy zachtanne

Przy poszukiwaniu rozwigzania problemu ztozonego z ciggu decyzji okazuje sie czasem, ze najlepiej jest
w kazdym kroku dokonywaé najlepszego wyboru. Istnieja problemy, w ktérych taka strategia daje nam
rozwigzanie optymalne. Algorytmy oparte na tym pomysle nazywamy zachtannymi.

Problem kinomana

Kinoman ma do dyspozycji repertuar kina z godzinami rozpoczecia i zakonczenia seanséw. Jak powinien
wybierac¢ filmy, by zobaczy¢ ich jak najwiecej?

Rozwigzanie zachtanne wydaje sie oczywiste: nalezy zawsze wybieraé film konczacy sie najwczesnie;.
Nie trudno przeprowadzi¢ formalny dowdd:

Zatézmy, ze rozwiagzanie optymalne zawiera wiecej filméw niz to, ktére zostato uzyskane przez
nasz algorytm. WeZmy pierwsze miejsce, na ktérym sie réznia: w rozwigzaniu optymalnym zostat
wziety film, ktéry konczy sie pézniej niz ten wybrany przez algorytm zachtanny. Poniewaz wybrany film
konczy sie pézniej, mozna bez zadnego problemu wzigé zamiast niego film z algorytmu zachtannego.
Przechodzac tak do konca uzyskujemy, ze rozwigzanie zachtanne byto réwnie dobre co optymalne.
Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi poprawnosci algorytmu.
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Wydawanie reszty

Powyzszy dowdéd moze wydawac sie zbyt wydumany i niepotrzebny, bo algorytm wydaje sie oczywiscie
poprawny. Czesto jednak strategia zachtanna, cho¢ z pozoru poprawna, nie daje optymalnego roz-
wigzania. Jako przyktad niech postuzy znany nam problem wydawania reszty minimalng liczba monet.
Strategia zachtanna wydaje sie odpowiednia: wybieramy zawsze monete o najwiekszym nominale, ktéra
miesci sie w wydawanej kwocie.

Czy takie rozwiazanie dziata? Nie, wystarczy wzigé nastepujace nominaty: 1,4,8,10 i wydawaé
kwote 12. Rozwiazanie zachtanne bedzie potrzebowato trzech monet, podczas gdy wystarcza tylko
dwie.

Cwiczenie 18. Problem plecakowy: Dany jest plecak o danej wytrzymatosci i ciag przed-
miotéw o okreslonych wagach i wartosciach. Wymysl dwie rézne, niebanalne strategie za-
chtanne prébujace zapakowad najcenniejszy plecak i wskaz kontrprzyktady, dla kazdej z nich,
ze nie generuja rozwigzan optymalnych.

Minimalizacja kar

Firma zwleka z wykonaniem n zadan. Wykonanie i-tego zadania zajmuje d; dni, a za kazdy dzien
opdznienia trzeba zaptaci¢ z; ztotych kary. W jakiej kolejnosci nalezy wykonywaé zadania, by zaptaci¢
jak najnizsza kare?

Cwiczenie 19. Wskaz kontrprzykfady dla algorytméw wybierajacych najpierw:
e zadania o najkrétszym czasie wykonania,

e zadania o najwiekszej karze za opdznienie.
Rozwigzanie polega na uszeregowaniu zadan wzgledem malejacego wspdtczynnika (ZT
Dowéd: Zatézmy, ze w rozwigzaniu optymalnym zdania nie s3 uszeregowane w taki sposéb. Wéwczas
istnieja dwa zadania, na pozycjach ki k + 1 dla ktérych 2—2 < %. Suma kar jaka generuja te dwa
zadania to:

Ky =dy - zp + (dy +dpy1) - 2141 = dg - 25 + dpyr - 2pe1 +di - 2p11
Gdyby zamieni¢ je miejscami to generowatyby kare:
Ky =dpq1 - 21 + (dis + dipg1) - 26 = dis - 21 + diog1 - 21 + diyr - 2

Otrzymujemy zatem, ze:
Ky — Ko =dj - 241 — dgg1 - 26 > 0

bo 2k Zk4+1

+

— <
dp  drg

Oznacza to, ze gdyby zamieni¢ je, miejscami ogdlna suma kar zmniejszytaby sie, zatem nie jest to
rozwigzanie optymalne.

1 dk+1 sz < dp - 241

Zadania

A. Deski
Chcemy przybi¢ n desek do podtogi. i-ta deska rozpoczyna sie w miejscu p; i konczy w k;. Do przybi-
cia kazdej deski wystarczy jeden gwézdz, jeden gwdzdz przybi¢ moze dowolnie wiele desek. lle co naj-
mniej gwozdzi potrzeba?

Wejscie: Wyjscie:
n Pojedyncza liczba — minimalna liczba gwozdzi.
p1 k1

D2 ko
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B. Plecak ciaggty
Pakujemy najbardziej wartosciowy plecak o objetosci V. Mamy do dyspozycji n réznych substancji,
i-ta jest warta z; ztotych i zajmuje objetos¢ v;. Zaktadajac, ze mozemy do plecaka wtozy¢ dowolny
utamek substancji, jaki najcenniejszy plecak uda nam sie utozy¢?

Wejscie: Wyjscie:

Vn Pojedyncza liczba oznaczajaca wartos¢ najcen-
V1 21 niejszego plecaka, z doktadnoscia do dwdch
Vg Zo miejsc po przecinku.

Un Zn

6 Rekurencja

Algorytm rekurencyjny rozwiazuje problem przez rozwigzanie pewnej liczby prostszych przypadkéw
tego samego problemu. Zapisujemy go za pomoca funkgcji rekurencyjnej, czyli wywotujacej sama siebie.

6.1 Algorytm Euklidesa

Definicja 10. Najwigkszym Wspélnym Dzielnikiem (NWD) dwéch liczb naturalnych a
i b nazywamy najwigksza liczbe naturalng dzielaca zaréwno a jak i b. Przyktadowo
NWD(35,20) = 5.

Do obliczenia NWD dwoéch liczb stuzy algorytm Euklidesa, ktérego implementacja znajduje sie
ponizej.

int nwd(int a,int b){
if(b == 0) return a;
return nwd(b, a%b);

a mod b < b, wiec wartos¢ b maleje przy kazdym wywotaniu, co gwarantuje, ze algorytm sie
zatrzymuje. Do poprawnosci algorytmu wystarczy pokazaé, ze NW D(a,b) = NW D(b,a mod b):

1. niecha=0b-n+m, gdziem <b

2. chcemy wykaza¢, ze NWD(b-n+m,b) = NWD(b,m)
3. wspdlne dzielniki b-n + m i b dzielg tez m

4. wspdlne dzielniki b i m dzielg tez b-n +m

Algorytm ten dziata w czasie O(log min(a,b)).

6.2 Wieze Hanoi

= | |

Sytuacja poczatkowa.

W problemie wiez Hanoi mamy 3 paliki i n krazkéw o réznej Srednicy. Na poczatku sg one utozone
jak na rysunku. Zadanie polega na przetozeniu wszystkich krazkéw na prawy palik, przy przestrzeganiu
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pewnych ograniczen — mozna przektadac tylko jeden krazek na raz oraz nie mozna kfas¢ krazka
wiekszego na mniejszy.

Oznaczmy krazki 1, 2, ...n — od najmniejszego do najwiekszego. Problem ten mozna rozwigzaé
rekurencyjnie. W tym celu zdefiniujemy procedure hanoi (m,k), ktéra przenosi 12...m w kierunku k,
gdzie k = 1 oznacza przesunigcie na prawo a kK = —1 na lewo od obecnej pozycji (cyklicznie, tzn.
przyjmujemy, ze na lewo od lewego palika znajduje sie prawy). Przed uruchomieniem tej procedury
12...m beda lezaty na jednym palik (w ten dokfadnie kolejnosci). Funkcja ta bedzie przestawiata tylko
krazki nie wigksze niz m. Zauwaz, ze potozenia krazkéw wiekszych niz m nie sg istotne wewnatrz ten
funkcji, gdyz w zaden sposdb nie ograniczaja mozliwych ruchéw. Jedli move (m,k) oznacza przesuniecie
m w kierunku k, to funkcje hanoi mozemy zapisaé nastepujaco:

void hanoi(int m,int k){
if(m == 0) return;
hanoi(m-1, -k);
move(m, k);
hanoi(m-1, -k);

7 Przeszukiwanie z nawrotami (backtracking)

Backtracking to ogélna technika stuzaca do przegladania mozliwych rozwiazan i szukania tych, ktére
spetniaja pewne warunki. Polega ona na stopniowym rozbudowywaniu rozwigzania. Jesli jednak ak-
tualne rozwigzanie nie moze by¢ rozbudowane, to nastepuje powrdét do poprzedniego kroku, gdzie
podejmowana jest proba znalezienia innej mozliwosci. Proces ten mozna zapisaé rekurencyjnie — aby
przetworzy¢ rozwigzanie x:

1. jedli x jest petnym rozwigzaniem, to je wypisz

2. jesli z nie moze by¢ rozbudowane, to zakoncz procedure rekurencyjng (nastepuje wéwczas reku-
rencyjne cofanie sie)

3. sprébuj wszystkich mozliwosci rozbudowania z i przetwérz kazda z nich (rekurencyjnie)

7.1 Problem 8 hetmandéw

Przyktadem zastosowania moze by¢é préba ustawienia 8 hetmandw na szachownicy tak, aby zadne dwa
sie nie atakowaty. Hetman atakuje wszystkie pola lezace w tym samym wierszu, kolumnie lub na tej
samej przekatne;j.

W rozwigzaniu skorzystamy z obserwacji, ze w kazdym wierszu musi sta¢ doktadnie jeden hetman
i bedziemy dostawia¢ kolejne hetmany w kolejnych wierszach. MoglibySmy oczywiscie przejrze¢ wszyst-
kie 8! mozliwych ustawien hetmandw i sprawdzi¢, ktére s poprawne, jednak poszukiwanie z nawrotami
pozwala pomina¢ wiele sytuacji, przez co w efekcie obliczenia bede trwaty o wiele krécej. Ponizszy
program wypisuje wszystkie poprawne ustawienia 8 hetmandw na szachownicy.

#include <algorithm> //pozwala korzystaé z funkcji abs, ktéra zwraca wartos$é bezw
int het[9]; //pozycje hetmanéw w kolejnych wierszach

void wypisz(){ //wypisuje biezace ustawienie
for(int i=1;i<=8;i++){
for(int j=1;j<=8;j++)
printf (het[i] == j 7 "X" : "0");
printf("\n");
}
printf ("\n");
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}
int backtrack(int n){ //n-liczba juz rozstawionych hetmandéw
if(n == 8){
wypisz();
Yelse{

for (het [n+1]=1;het[n+1]<=8;het [n+1]1++){ //prébuj ustawié (n+l)-szego hetman
bool ok=true; //czy w tym ustawieniu hetmany sie¢ nie atakujag?
for(int j=1;j<=n;j++)
if (het[j] == het[n+1] || abs(het[n+1]-het[jl) == (n+1)-j) //jesli j-t
{ok=false; break;} //...hetmany sie¢ atakujg, to to zapisz
if (ok)
backtrack(n+1);

}

backtrack(0) ;

Cho¢ trudno jest oszacowaé zfozono$ci rozwiazan opartych na poszukiwaniu z nawrotami, to czesto
dziataja one o wiele szybciej niz rozwigzania brutalne. Ich czas dziatania nie jest jednak wielomianowy.

8 Grafy — Wprowadzenie

8.1 Co to jest graf?

Definicja 11. Graf to obiekt matematyczny, ktéry mozna wyobrazaé sobie jako mape za-
wierajaca drogi i miasta; bardziej formalnie skfada sie ze zbioru wierzchotkéw (miast), ktére
bedziemy oznaczaé kolejnymi liczba naturalnymi 1,2 ... i zbioru krawedzi (drég). Przyjmijmy
oznaczenia:

e V(G) (skrétowo V') — zbiér wierzchotkéw grafu G,
e E(G) (skrétowo E) — zbidr krawedzi grafu G.

1—2—3—6

BN

|
5—14 4

Przyktadowy graf o 7 wierzchotka i 8 krawedziach. V = {1,2,3,4,5,6,7}.
E={(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(2,5),(3,6),(6,7),(7,3)}

Definicja 12. Sciezka taczaca wierzchotki vy i v, nazywamy ciag (v, v1,...,vy,) taki,
ze kazde dwa kolejne wierzchotki tego ciagu sa pofaczone krawedzig. Dtugoscia Sciezki na-
zywamy liczbe krawedzi na tej Sciezce. Szczegdlne rodzaje Sciezek:

e Droga — Sciezka, ktérej wszystkie wierzchotki s3 rézne.
o Cykl — Sciezka, ktérej pierwszy i ostatni wierzchotek s3 takie same.

e Cykl prosty — cykl, w ktérym wierzchotki sie nie powtarzaja (nie liczac pierwszego
i ostatniego).
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Definicja 13. Stopien wierzchotka to liczba wychodzacych z niego krawedzi. Stopien wierz-
chotka ¢ oznaczamy deg]i].

Definicja 14. Graf nazywamy spdjnym, jesli kazde dwa wierzchotki s3 potaczone $ciezka.

Rodzaje graféw

e Multigraf to graf w ktérym pare wierzchotkéw taczy wiecej niz jedna krawedz (tzw. krawedzie
wielokrotne) lub istnieje krawedz taczaca wierzchotek z samym soba (tzw. petla).

e Digraf, czyli inaczej graf skierowany, to graf ktérego krawedzie sa skierowane, czyli majg wy-
rézniony poczatek i koniec. Skierowanie moze przyktadowo oznaczaé, ze dana droga jest jedno-
kierunkowa.

e Drzewo to graf:
— spdjny i niezawierajacy cykli prostych (tzw. acykliczny)
— w ktérym doktadnie jedna droga taczy kazda pare wierzchotkéw

— spdjny, ale usuniecie dowolnej krawedzi rozspéjnia go

Wszystkie powyzsze definicje s3 réwnowazne! Dla drzewa D, zachodzi |E(D)| = |V(D)| — 1.
Méwimy, ze drzewo A rozpina graf B, gdy V(A) =V(B) i E(A) C E(B).

e Drzewo ukorzenione to drzewo, ktérego jeden z wierzchotkéw zostat wyszczegdlniony (tzw.
korzen). Ojcem wierzchotka v nazywamy najblizszy wierzchotek na Sciezce od v do korzenia.
Analogicznie synem wierzchotka v nazywamy dowolny wierzchotek, ktérego ojcem jest v.

8.2 Reprezentacja grafu na komputerze

Opis grafu

Jesli chcemy pisac programy, ktére operuja na grafach, to powinnismy ustali¢ najpierw, w jakiej postaci
bedziemy je zapisywa¢. Najczesciej stosowany (m. in. w wiekszo$ci zadan olimpijskich) jest ponizszy
zapis:

nm
a_1 b_1
a_2 b_2
a_m b_m
gdzie:
e n — liczba wierzchotkéw grafu
e m — liczba krawedzi grafu

e a;, b; — konce kolejnych krawedzi grafu

Macierz sasiedztwa

W reprezentacji grafu, jako macierzy sasiedztwa, trzymamy dwuwymiarowa tablice wartosci logicz-
nych sas, przy czym sas[a][b] oznacza, czy istnieje krawedz pomiedzy wierzchotkami a i b. Dzieki temu
mozemy szybko sprawdzi¢, czy istnieje krawedz pomiedzy zadang parg wierzchotkéw (O(1)), ale jedno-
cze$nie wyznaczenie wszystkich sasiadéw danego wierzchotka zabiera czas O(|V']). Graf w tej postaci
zajmuje O(|V|?) pamieci.



> Przeglqd podstawowych algorytmow <21>

1 2 3 4 5 6 7

1—2—3—6 1/0 1 0 0 0 0 O
| \\\ 2/1 0 1 0 1 0 0

5— 4 7 3/0 1.0 1 0 1 1

410 0 1 0 1 0 O

5/0 1 0 1 0 0 O

6/0 0 1 0 0 0 1

7/0 01 0 0 1 0O

Graf i jego macierz sasiedztwa.

Ponizszy program wczytuje ze standardowego wejscia opis grafu i tworzy jego reprezentacje w postaci
macierzy sasiedztwa.

#include <stdio.h>
#define MAXN 1000 //maksymalna ilo§¢ wierzchoikéw w grafie

int n; //ilo§é wierzcholkéw
int m; //ilos¢ krawedzi
bool sas[MAXN+1] [MAXN+1]={0}; //macierz sasiedztwa

int main(){
scanf ("%d%d" ,&n,&m) ;
for(int i=1;i<=m;i++){
int a,b; //kofice wczytywanej krawedzi
scanf ("%d%d",&a,&Db) ;
sas[a] [b]l=true;
sas[b] [a]l=true;

Listy sgsiedztwa

W reprezentacji grafu w postaci list sgsiedztwa, dla kazdego wierzchotka przechowujemy liste jego
sasiadéw. Dzieki temu mozemy sasiadéw wierzchotka v wyznaczyé w czasie O(deg[v]), ale sprawdzenie
czy istnieje krawedz taczaca a i b wymaga juz czasu O(min(deg|a], deg[b])) . Graf w tej postaci zajmuje
O(|V] + |E]) pamieci.
1—2— — 6 1: 2
‘ \\\‘ 2:153
3:2546
— 4 7 4:35
5:24
6:73
7:36

2
|
5

Graf i jego listy sasiedztwa.

By¢ moze zastanawiasz sig, w jaki sposéb bedziemy przechowujemy w programie te listy. Bedzie do
tego stuzyta klasa vector, ktéra jest w pewnym sensie tablica o zmieniajagcym sie rozmiarze. Ponizszy
kod ilustruje uzycie tej klasy.

#include <stdio.h>
#include <vector>
using namespace std;
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int main(){

vector<int> v; //tworzy pusty vector

v.push_back(10); //dodaje do niego kolejne elementy

v.push_back(11);

v.push_back(12);

printf("%d %d\n",v[1],v.size()); //wypisuje element na pozycji nr 1
//oraz liczbe elementéw

for(int i=0;i<v.size();i++) //wypisuje wszystkie elementy

printf ("%d\n",v[i]);

Ponizszy program wczytuje ze standardowego wejscia opis grafu i tworzy jego reprezentacje w postaci
list sasiedztwa.

#include <stdio.h>
#include <vector>
using namespace std;

#define MAXN 1000 //maksymalna ilo§¢ wierzchoikéw w grafie

int n; //ilo§¢ wierzcholkéw
int m; //ilos$¢ krawedzi
vector<int> kraw[MAXN+1]; //listy sgsiedztwa

int main({
scanf ("%d%d",&n,&m) ;
for(int i=1;i<=m;i++){
int a,b; //koiice wczytywanej krawedzi
scanf ("%d%d" ,&a,&b) ;
kraw[a] . push_back(b) ;
kraw[b] .push_back(a) ;

8.3 Przeszukiwanie graféw
DFS

DFS (depth-first search), czyli przeszukiwanie w gtab jest to rekurencyjny algorytm przeszukiwania
grafu. Bada on kolejne nieodwiedzone jeszcze wierzchotki, a gdy takich nie ma, cofa sie. Bardziej
formalnie, dziata on wedtug schematu:

Aby zbada¢ wierzchotek K:

e oznacz K jako odwiedzony

e zbadaj rekurencyjnie wszystkie nieodwiedzone wierzchotki sasiadujace z K

Dodatkowo, w trakcie przeszukiwania DFS, bedziemy tworzyli tablice ojc, ktéra przyda sie p6zniej.
ojc[v] oznacza numer wierzchotka, z ktérego weszliSmy do v po raz pierwszy, czyli z ktérego wywotali-
$my DFS(v) (tzw. ojciec v). Ponizszy kod wykonuje przeszukiwanie DFS z wierzchotka nr. 1 dla grafu
w postaci list sasiedztwa:

int ojc[MAXN+1]; //tablica ojcéw
bool vis[MAXN+1]1={0}; //vis[i] - czy i jest odwiedzony?
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//dzieki ={0} tablica ta bedzie poczatkowo zapetniona wartoscig false

void DFS(int v){
vis[v]=true; //oznacz v jako odwiedzony
for(int i=0;i<kraw[v].size();i++) //dla kazdego sasiada v
if (Mvis[kraw[v] [i11){ //je§li nie jest odwiedzony
ojclkraw[v] [i]]=v; //to aktualizuj tablice ojcéw
DFS(kraw[v] [i1); //...1i go odwiedZ

}
}
DFS(1);
Aby znalez¢ dowolng Sciezke z wierzchotka A do B, uruchamiamy algorytm DFS z wierzchotka A,

a szukana Sciezka to (A, ..., o0jclojclojc[B]|], 0jclojc[B]], 0jc|B], B) (o ile vis[B] == true). Ztozo-
no$¢ czasowa i pamieciowa algorytmu DFS wynosi:

e O(|V|?) dla macierzy sasiedztwa,

e O(|V|+ |E]|) dla list sasiedztwa.

BFS

BFS (breadth-first search), czyli przeszukiwanie wszerz jest to metoda przeszukiwania grafu, ktéra
jesli zostanie zainicjowana z wierzchotka v, to najpierw odwiedzi sasiadéw v, potem sasiaddéw sasiadéw
v, potem sasiaddw sasiadéw sasiadéw v . ... Algorytm BFS korzysta ze struktury danych zwanej kolejka
FIFO. Algorytm BFS dziata wedtug schematu:

e tworzymy pusta kolejke
e wrzucamy do niej dowolny wierzchotek
e dopoki kolejka nie jest pusta:
— wyciagnij wierzchotek z kolejki (oznaczmy go v)
— rozpatrz kazdego sasiada v i jesli nie byt jeszcze w kolejce, to wrzué go do kolejki

Ponizszy kod realizuje algorytm BFS dla grafu w postaci macierzy sasiedztwa, poczawszy od wierz-
chotka nr 1:

int queue[MAXN+1]; //kolejka

int head=1; //indeks poczatku kolejki

int tail=1; //indeks koiica kolejki (pierwszego za)
//zawartosé kolejki tworzag elementy (poczawszy od przodu) :
//queue [head], queue[head+1], ..., queue[tail-1]

int ojc[MAXN+1]; //tablica ojcéw
bool vis[MAXN+1]1={0}; //vis[i] - czy i byl juz dodany do kolejki?

queue [tail++]=1; //dodaje 1 do kolejki (na koniec)
vis[1]=true; //...i oznacza jako wrzucong do kolejki
while(head !'= tail){ //dopéki kolejka nie jest pusta
int v=queue[head++]; //wez element z poczatku kolejki
for(int i=1;i<=n;i++) if(sas[v][i]) //dla kazdego sasiada v
if ('vis[i]){ //jesli nie byt wrzucony do kolejki
queue [tail++]=i; //...to go wrzué,
vis[il=true; //...oznacz jako wrzuconego
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ojclil=v; //...i uaktualnij tablice ojcéw

Aby znalez¢ dowolna Sciezke z wierzchotka A do B, uruchamiamy algorytm BFS z wierzchotka A,
a szukana $ciezka to (A4, ..., ojclojclojc[B]]], 0jclojc[B]], 0jc[B], B) (o ile vis[B] == true). Ztozo-
no$¢ czasowa i pamieciowa algorytmu BFS jest taka sama jak DFS.

Zauwaz, ze w obu algorytmach przeszukiwania, uzywamy dwoéch tablic — vis i ojc — a moze
wystarczyta by jedna?

9 Algorytmy grafowe

9.1 Problem cyklu i $ciezki Eulera

Definicja 15. Cyklem Eulera nazywamy cykl, ktéry przechodzi przez kazda krawedz w grafie
dokfadnie raz.

Definicja 16. Sciezka Eulera nazywamy &ciezke, nie bedaca cyklem, ktéra przechodzi przez
kazda krawedz w grafie doktadnie raz.

Warunki na istnienie
Warunki konieczne i dostateczne na istnienie:
e cyklu Eulera w grafie nieskierowanym:

— graf jest spdjny

— kazdy wierzchotek ma parzysty stopien
e Sciezki Eulera w grafie nieskierowanym:

— graf jest spdjny

— dokfadnie dwa wierzchotki maja nieparzysty stopien
e cyklu Eulera w grafie skierowanym:

— z wierzchotka nr 1 mozna dojé¢ do kazdego innego

— do kazdego wierzchotka wchodzi tyle samo krawedzi ile z niego wychodzi

Algorytm Fleury’ego

Do szukania cyklu Eulera stuzy algorytm Fleury’ego. Ponizej znajduje sie jego implementacja dla grafu
skierowanego w postaci list sasiedztwa:

vector<int> cykl; //cykl Eulera w odwrotnej kolejnosci

void go(int v){ //aby odwiedzié v:
while('kraw[v] .empty()){ //dopéki istnieje krawedZ z v
int w=kraw[v].back(); //zapamietaj dokad ona prowadzi
kraw[v] .pop_back(); //usui jg
go(w); //i odwiedZz wierzchotek, do ktérego prowadzita
cykl.push_back(v); //a nastepnie dodaj v do cyklu
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}

go(1); //zaczynamy z dowolnego wierzchotka
for(int i=cykl.size()-1;i>=0;i--) //wypisujemy zawartos$¢ cykl
printf ("%d ",cykl[i]); //...w odwrotnej kolejnosci

Ztozono$¢ zardwno czasowa jak i pamieciowa tego algorytmu wynosi O(|E|).

Najkrétsze Sciezki

Definicja 17. Grafem wazonym lub inaczej siecig nazywamy graf, ktérego krawedzie maja
w pewnym sensie " dtugosc¢”.

("’J‘

Przyktad grafu wazonego
Liczby na krawedziach bedziemy nazywa¢ waga, dfugoscia albo kosztem krawedzi. Dtugosc¢
Sciezki to suma dtugosci jej krawedzi.

Problemem, ktéry bedziemy rozwazaé, bedzie wyznaczanie najkrétszych Sciezek z wierzchotka s do
wszystkich pozostatych wierzchotkéw. W kazdej chwili obliczen bedziemy przechowywali pewne Sciezki
z s do pozostatych wierzchotkéw. Konkretniej, bedziemy przechowywali tablice:

e dis[v] — dtugos¢ najkrétszej znalezionej Sciezki z s do v,
e ojc[v] — ostatni, nie liczac v, wierzchotek na najkrétszej $ciezce z s do v.

Podstawowa operacja w rozwazanych algorytmach bedzie relaksacja krawedzi. Relaksacja krawedzi
v — w polega na sprawdzeniu, czy przejsScie najkrétszg znang Sciezka z s do v a nastepnie krawedzig
v — w nie daje krotszej Sciezki z s do w niz obecnie znana. W postaci kodu:

if (dis[v]l+waga(v,w) < dis[wl){
dis[w]l=dis[v]+waga(v,w);
ojclwl=v;

9.2 Algorytm Dijkstry

Algorytm Dijkstry stuzy do znajdowania najkrétszych Sciezek w grafach o nieujemnych wagach kra-
wedzi. Dziata on wedtug schematu:

1. oznacz wszystkie wierzchotki jako nieodwiedzone (vis[v] = false)

2. dla kazdego v € V' przyjmij dis[v] = oo
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3. przyjmij dis[s] =0
4. dopoki istnieje nieodwiedzony wierzchotek o skonczonej odlegtosci:

(a) niech v bedzie wierzchotkiem nieodwiedzonym o najmniejszej odlegtosci
(b) oznacz v jako odwiedzony

(c) zrelaksuj wszystkie krawedzie wychodzace z v
A oto jego implementacja:

#define MAXN 10000 //maksymalna liczba wierzchotkéw
#define INF 1000000000 //nieskoiiczonosé

int n; //liczba wierzchotkéw
int m; //liczba krawedzi

vector<int> kraw[MAXN+1]; //listy sasiedztwa
vector<int> waga[MAXN+1]; //wagalil [j] - waga krawedzi i-kraw([i][j]

int dis[MAXN+1]; //te dwie tablice
int ojc[MAXN+1]; //...opisane sa w tekscie powyzej
bool vis[MAXN+1]; //czy wierzchotek byt juz przetworzony

int main(){
//wczytanie grafu
scanf ("%d%d" ,&n,&m) ;
while(m--){ //ile razy wykona sie ta petla?
int a,b,c;
scanf ("%d%d%4d" ,&a,&b,&c) ;
//krawedz a->b o koszcie c¢
kraw[a] .push_back(b) ;
waga[al .push_back(c) ;
}
//algorytm Dijkstry (s=1)
for(int i=1;i<=n;i++) dis[i]=INF;

dis[1]=0;
for(int i=1;i<=n;i++) vis[i]=false;
while(true){
//wybierz nieodwiedzony wierzchotek o najmniejszym dis
int v=1;

//aktualnie wybrany wierzchozek
for(int i=1;i<=n;i++) if('vis[i]) v=i;
//wybierz dowolny nieodwiedzony wierzchotek
for(int i=1;i<=n;i++) //przejrzyj wszystkie wierzchotki
if (tvis[i] && dis[il<dis[v])
//1i jesli ma mniejsze dis niz obecnie wybrany
v=i; //to go wez
if(vis[v] || dis[v]==INF) break;
// jesli nie ma juz nieodwiedzonych wierzchotkdéw
// o skonczonej odlegtosci to koiiczymy
vis[v]=true; //oznacz v jako odwiedzony
for(int i=0;i<krawl[v].size();i++){
//przejrzyj wszystkie krawedzie wychodzace z v
int w=krawl[v] [i];
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int k=wagalv][i];
//relaksujemy krawedZz v->w o koszcie k:
if(dis[v] + k < dis[w]){
dis[w]l=dis[v]+k;
ojclwl=v;

Algorytm ten ma ztozono$¢ pamigciowa O(|V| + |E|) i czasowg O(|V|?). Te ostatnia ztozonosé
mozna poprawié, ale o tym bedzie moze pbzniej. Ponownie uzyliSmy dwoch tablic — vis i ojc —
a moze wystarczytaby tylko jedna?

9.3 Algorytm Bellmana-Forda

Algorytm Bellmana-Forda stuzy do wyznaczania najkrotszych $ciezek z pojedynczego zrédta w sieciach
mogacych zawiera¢ krawedzie o ujemnych wagach, ale nie zawierajacych ujemnych cykli. Jego schemat
dziatania jest bardzo prosty:

(IV] = 1)-krotnie powtdrz:
e zrelaksuj wszystkie krawedzie w dowolnej kolejnosci
A oto jego implementacja:

for(int i=1;i<=n;i++) dis[i]=INF;
dis[s]=0;
for(int g=1;q<=n-1;q++) //powtérz (n-1)-krotnie
for(int v=1;v<=n;v++) //dla kazdego wierzchotka
for(int i=0;i<kraw([v].size();i++){ //dla kazdej krawedzi
int w=kraw[v] [i];
int k=wagalv][i];
//relaksacja krawedzi v->w o koszcie k:
if(dis[v] + k < dis[w]){
dis[w]l=dis[v]+k;
ojclwl=v;

}

Ten algorytm ma ztozono$¢ pamigciowy (|V| + |E|) i czasowg O(|V| - |E|). Aby sprawdzi¢, czy
graf zawiera ujemne cykle, mozemy uruchomié¢ petle |V |-ty raz i sprawdzi¢, czy udato sie zrelaksowac
jakakolwiek krawedz.

10 Algorytmy tekstowe

Dla informatykdéw pojecia zwigzane z tekstami maja nieco inne znaczenie niz normalnie.

Definicja 18. Alfabetem nazywamy zbi6r dostepnych znakdéw, przy czym nie ograniczamy
sie tu tylko do liter.

Alfabetem moga by¢ np. znaki kodu ASCIl o numerach 0-127.

Definicja 19. Sfowo to ciag znakéw nalezacych do rozpatrywanego alfabetu.

Stowo nie musi mie¢ zadnego znaczenia, tak jak w jezykach méwionych. Dobrym przyktadem stowa
jest abbababa, przy czym alfabet tu rozpatrywany zawiera co najmniej znaki a i b.
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Wyszukiwanie wzorca

Najwazniejszym i najbardziej popularnym problem algorytmiki tekstowej jest wyszukiwanie wzorca
(ang. pattern-matching). Wzorzec i tekst to stowa nad zadanym alfabetem, nas interesuje zas, ile razy
i w ktérych miejscach wzorzec wystepuje w tekscie, jako podstowo (czyli spéjny fragment). Tak wiec
tor jest podstowem retoryki, ale pol ani cyko nie sa podstowami encyklopedis.

Cwiczenie 20. Ktére dwuznakowe stowo wystepuje najczeiciej w powyzszym akapicie?

Cwiczenie 21. Napisz program wyszukujacy we wczytanym stowie wzorzec ala.

10.1 Algorytm naiwny wyszukiwania wzorca

Cwiczenie 22. lle razy wzorzec yyyyyt wystepuje w stowie yyyyyyyyyyyyyyyyy?

Podstawowym pomystem, jak rozwigzac problem wyszukiwania wzorca, jest sprawdzenie w kazdym
miejscu w teksScie, czy wystepuje tam wzorzec. Prowadzi to do tzw. algorytmu naiwnego. Niestety,
jak tatwo sprawdzi¢, algorytm ten moze wykonywaé nawet okoto nm operacji, gdzie n jest dtugoscia
tekstu, a m — dtugosciag wzorca. Dzieje sie tak chociazby w przypadku, gdy tekst i wzorzec sktadaja sie
z jednego znaku, powtdérzonego po sobie n lub m razy. Nietrudno zauwazyé, ze w ¢éwiczeniu powyzej,
algorytm naiwny wykonuje mase niepotrzebnych obliczen, ktére cztowiek potrafi pominaé (dlaczego?).
Daje to podstawy sadzi¢, ze algorytm naiwny mozna w jaki$ sposéb przyspieszyé.

10.2 Algorytm Knutha-Morrisa-Pratta

Definicja 20. Prefiks danego stowa s, to stowo na poczatku tego stowa, powstajace poprzez
odciecie znakéw od pewnej pozycji stowa s, do jego konca. Prefiksem stowa abedef jest wiec
a, albo abcdef, ale nie jest nim bc ani def. Analogicznie, sufiksem nazywamy stowo z konca
danego stowa, powstajace poprzez odciecie pewnego prefiksu.

Cwiczenie 23. Uszereguj alfabetycznie sufiksy stowa encyklopedia. Co mozesz powiedziec
o szeregowaniu prefikséw?

Definicja 21. Prefikso-sufiks danego stowa, to jego podstowo ktére jest zaréwno prefiksem,
jak i sufiksem.

W stowie ala, a, ala oraz stowo puste sg prefikso-sufiksami, przy czym a jest jedynym nietrywial-
nym prefikso-sufiksem.

Cwiczenie 24. Podaj inne przykfady stéw z nietrywialnymi prefikso-sufiksami.
P[i] — dtugo$¢ najdtuzszego wtasciwego prefikso-sufiksu prefiksu o dtugosci i danego stowa s.
Inaczej: najwigksze takie k < 1, ze $1S52...8k = Si—k+1Si—k+2 - - - Si—15;-

Cwiczenie 25. Wypetnij tablice P[] dla stowa eeabeeaceab:

stowo w e e a b e e a e e a b
7= 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Pli] =

Algorytm szybkiego obliczania elementéw tablicy P[] dla stowa s ma postaé:

P[0] = 0;
P[1] = 0;
j=20;

for(i = 2; i <= m; i++) {
while( (j > 0) && (s[j+1] !'= s[il) )
j = P[jl;
if(s[j+1] == s[il)
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jtts
P[i]l = j;

Kluczowe jest spostrzezenie, ze najdtuzszym prefikso-sufiksem krétszym od j (gdzie j tez jest
dtugoscia prefikso-sufiksu) jest ten o dtugosci P[j]. Ponadto, aby uzyskaé najdtuzszy prefikso-sufiks
stowa z dodatkowa litera na koncu, nalezy j3 doda¢ do pewnego (jak najdtuzszego) prefikso-sufiksu
stowa bez tejze litery tak, zeby nadal otrzymac¢ prefikso-sufiks (réwnos¢ s[j + 1] == s[i]). Przegladanie
takich prefikso-sufikséw, od najdtuzszych az do stowa pustego, w poszukiwaniu odpowiedniego, jest
wiasnie zaimplementowane w wyzej przytoczonym fragmencie kodu. Pozostaje pytanie, jak szybko
dziata ten program. Mozna jednak zauwazyé, ze w kazdej operacji zmieniamy warto$¢ zmiennej 7,
ktdra przy tym jest caty czas liczba naturalna, a zwiekszamy j3 co najwyzej m — 1 razy. Stad, faczna
iloé¢ wykonanych operacji jest nie wieksza niz O(j).

Wyszukiwanie wzorca s w tekscie ¢, przy pomocy tablicy P[], obliczonej jak wyzej, jest bardzo
podobne:

j=0;
for(i = 1; i <= n; i++) {
while(j > 0 && s[j+1] '= t[i])
j = P[j1;
if(s[j+1] == t[i])
Jjt++;
if (j==m) {
printf ("Wystapienie wzorca w stowie na pozycjach od %d do %d.\n",i-m+1,i)
j = P[jl;

Definicja 22. Dwa stowa s3 réwnowazne cyklicznie, jesli jedno z nich powstaje z drugiego
przez przesuniecie pewnego sufiksu na poczatek stowa (obrét cykliczny).

Cwiczenie 26. Napisz program, ktéry wezyta dwa stowa i sprawdzi, czy sa one réwnowazne
cyklicznie.

Cwiczenie 27. Majac dane stowa a i b, wypisz wszystkie dtugosci prefikséw stowa a wyste-
pujacych jako podstowa w stowie b.

11 Algorytmy geometryczne

11.1 Podstawy

Jakkolwiek geometria jest w pewnym sensie odlegta od informatyki, to jednak w geometrii komputery
odgrywaja takze pewnga role. Nalezy jednak od razu uswiadomié sobie, ze bedzie mowa o geometrii
obliczeniowej, gdzie wszelkie obiekty s3 opisane za pomoca liczb (a wiec s3 zrozumiate dla maszyny).
Bedziemy wiec méwié o punktach na ptaszczyznie o konkretnych wspétrzednych, odcinkach z dtugo-
Sciami, miarach katow.

Odlegtosc

Podstawowym problemem jest obliczanie odlegtosci pomiedzy punktami na podstawie wspoétrzednych.
Majac punkty o wspétrzednych (x1,y1) i (x2,y2), dystans pomiedzy nimi wynosi

V(@ —22)2 + (g1 — y2)?

Whynika to z twierdzenia Pitagorasa, jak wida¢ na rysunku:




<30>» Informatyka +

( 27Jz)
\b
W\
%
92
g Y21— W1
r))ny//
3
/
({1?1”1) 2 T X1

Cwiczenie 28. Napisz program sprawdzajacy, czy dane trzy punkty sa wierzchotkami trj kata
prostokatnego.

lloczyn skalarny

lloczyn skalarny pomaga w dowiedzeniu sie czegos$ o kacie.

(J 2 b2)
//
/
Yy
//
// — (x1591)
//71/
(.’I}O, 0)

W sytuacji, jak na rysunku, iloczynem skalarnym tych dwdch wektoréw nazywamy wartosé

(1 — 20) (72 — 20) + (Y1 — Y0) (Y2 — Yo)
ktéra jest jednoczesnie réwna dyds cos «r, a wiec jest dodatnia gdy kat jest ostry, réwna zero dla kata
prostego i ujemna dla rozwartego.
lloczyn wektorowy
Podobnie jak iloczyn skalarny, iloczyn wektorowy opisuje katy. W tej samej sytuacji co powyzej, wynosi
(1 — 20)(y2 — Yo) — (22 — 20)(¥1 — Yo)

co jest jednoczednie réwne dids sin «, przy czym w tym wypadku « jest katem skierowanym od pét-
prostej z (1, y1) do zawierajacej (z2,y2).
Znak iloczynu wektorowego ma zatem nastepujace znaczenie:

e jest dodatni, gdy stojac w punkcie (2o, yo) i patrzac w kierunku (x1,y1), a nastepnie odwracajac
sie, zeby spojrze¢ na (x2,ys2), robimy to przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara;

e jest ujemy, gdy robigc to samo, poruszamy sie zgodnie z ruchem wskazéwek zegara;

e jest réwny zero, gdy wszystkie trzy punkty leza na jednej prostej (a wiec kat jest zerowy lub pét-
petny).

Cwiczenie 29. Napisz program ktéry, majac dane wspétrzedne punktéw A, B i C stwierdzi,
czy idac z A przez B do C' skrecamy w punkcie B w lewo czy prawo.
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Jednoczesnie, iloczyn wektorowy jest sposobem mierzenia pola. Wiemy bowiem, ze warto$¢ bez-
wzgledna iloczynu wektorowego jest réwna podwojonemu polu tréjkata (xo, o), (21, 1), (z2,y2).
Dla wszystkich trzech powyzszych wartosci geometrycznych, warto mie¢ oddzielne funkcje imple-
mentujace je tak, zeby nie pomyli¢ sie przy wielokrotnym wpisywaniu wspétrzednych.
Cwiczenie 30. Napisz program znajdujacy przeciecie dwéch prostych, wyznaczonych przez
pary punktéw, przez ktére przechodza.
Podpowiedz: najlepiej wyprowadzi¢ réwnania prostych w postaci Az + By + C = 0. Majac
dwie pary wspétrzednych (z,y) mozna wyznaczy¢ A, B i C' z odpowiedniego ukfadu réwnan.
Nastepnie, punkt przeciecia tych dwdch prostych to rozwigzanie kolejnego uktadu, ztozonego
z réwnan tych prostych.
Uwaga! Proste moga by¢ réwnolegte, lub sie pokrywaé. Sprébuj wychwyci¢ takie przypadki.

11.2 Pole powierzchni

Wiemy juz, jak obliczy¢ pole trojkata. Chcielibyémy jednak umieé obliczyé pole dowolnego wielokata
A1As ... A,. Okazuje sig, ze wystarczy obra¢ dowolny punkt p, chociazby (0,0) dla uproszczenia ob-
liczen, i od razu mamy, ze pole jest réwne |w(A1, Az, p) + w(Az, As,p) + -+ + w(An_1,4n,p) +
w(Ay,, A1, p)|, gdzie w(A, B, C) jest iloczynem wektorowym wektoréw CAiCB. tatwo to zauwazyd,
gdy wielokat jest wypukty, a p lezy w jego Srodku:

bo wtedy, albo wszystkie iloczyny wektorowe s3 dodatnie, albo wszystkie ujemne, ale sumuja sie do pola
catego wielokata z odpowiednim znakiem. Wzér jest prawdziwy takze wtedy, gdy p lezy na zewnatrz
i/lub wielokat nie jest wypukty. Wtedy odpowiednie tréjkaty z przeciwnymi znakami sktadaja sie do-
kfadnie tak, ze do sumy brane jest pole wielokata, a obszary poza nim nie.

Cwiczenie 31. Sprawdz to!

Cwiczenie 32. Podaj przykfad obiektu na ptaszczyznie, poza wielokatami, ktérego pole
moégtby oblicza¢ komputer.

Cwiczenie 33. Majac dany wielokat wypukty (zadany przez wspétrzedne kolejnych wierz-
chotkéw), wezmy obszar, ktéry sktada sie z punktéw odlegtych od brzegu tego wielokata
o co najwyzej r. Jak mozna obliczy¢ pole tego obszaru?

11.3 Problem znajdowania wypukftej otoczki

Majac zbiér punktéw na ptaszczyznie, chcemy znalez¢ najmniejszy (pod wzgledem obwodu) wielokat
ktory je wszystkie zawiera. Mozemy sobie wyobrazi¢ deske z wbita pewnga liczbg gwozdzi, wokét ktérych
ktadziemy sznurek. Po naciagnieciu tak, by opierat sie na niektérych gwozdziach, sznurek tworzy wtasnie
wypukta otoczke zbioru gwozdzi.

Cwiczenie 34. Znajdz wypukta otoczke zbioru punktéw. Rozwiazanie nie musi by¢ opty-
malne. Moze by¢ O(n?), gdzie n jest liczba punktéw. A moze potrafisz szybciej?
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Aby szybko rozwigza¢ ten problem, posortujmy punkty po wspétrzednych, od lewej do prawe;.
Zajmijmy sie najpierw dolng czescia wypuktej otoczki, potem analogicznie skonstruujemy gérna. Za-
uwazmy, ze skrajnie lewy punkt i ten skrajnie prawy, oba naleza do otoczki (a wiec do czesci dolnej).
Otoczka dolna (bo tak bedziemy nazywaé ten dolny obrys) skfada sie z odcinkéw ktére w punktach
zbioru skrecaja przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.

Zeby znalez¢é otoczke dolng, bierzmy kolejne punkty, od lewej do prawej i dorzucajmy je do aktualnie
tworzonej otoczki. Jesli trzy ostatnie punkty na naszej otoczce tworza skret zgodny ze wskazéwkami
zegara, to nalezy przedostatni usunac i kontynuowac ten proces, az do uzyskania skretu w lewo. Nastep-
nie bierzemy kolejny na prawo punkt, i tak dalej. Wszystkie usuwane punkty pozostaja w ten sposéb
na goérze od naszej otoczki, a poniewaz przegladamy wszystkie punkty zbioru, wiec kazdy z nich jest
albo na otoczce albo nad nig, a wiec dokfadnie tak jak chcieliSmy. Daje to rozwigzanie w ztozono-
$ci O(nlogn) (bo musimy na poczatku posortowaé punkty). Bardzo podobny (cho¢ nie identyczny)
algorytm nazywa sie algorytmem Grahama. Przedstawiona tutaj wersja jest nieco fatwiejsza w im-
plementacji od oryginatu.

Cwiczenie 35. Zastandw sie, dlaczego faza tworzenia otoczki po posortowaniu punktéw ma
ztozonos¢ O(n).

Cwiczenie 36. Zaimplementuj algorytm znajdowania wypuktej otoczki.
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W projekcie Informatyka +, poza wyktadami i warsztatami,

przewidziano nastepujgce dziatania:

= 24-godzinne kursy dla ucznidow w ramach modutéw tematycznych
= 24-godzinne kursy metodyczne dla nauczycieli, przygotowujgce
do pracy z uczniem zdolnym
= nagrania 60 wyktadow informatycznych, prowadzonych
przez wybitnych specjalistow i nauczycieli akademickich
= konkursy dla uczniéw, trzy w ciggu roku
= udziat uczniéw w pracach két naukowych
= udziat uczniéw w konferencjach naukowych

= obozy wypoczynkowo-naukowe.

Szczegbtowe informacje znajduja sie na stronie projektu

www.informatykaplus.edu.pl
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