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Streszczenie

Komputery nie przestaty by¢ maszynami matematycznymi — jak kiedys je nazywano — i obecnie stuzg réwniez
do wykonywania réznych obliczef. Kurs jest poSwiecony m.in. algorytmom wyznaczania: dziesietnej i binar-
nej reprezentacji liczb, obliczania wartosci wielomianu, najwiekszego wspélnego dzielnika dwéch liczb (al-
gorytm Euklidesa) oraz wartosci potegi. Motywacja dla wprowadzenia tych algorytméw jest chec objasnie-
nia metody szyfrowania informacji z kluczem publicznym RSA, powszechnie stosowanej w kryptografii kom-
puterowej.

Z podstaw algorytmiki omawiane sg m.in. specyfikacja problemu, schematy blokowe algorytméw, podstawo-
we struktury danych (cigg i tablica) oraz pracochtonnos¢ algorytméw. Czes$¢ praktyczna zajec jest poswieco-
na wprowadzeniu podstawowych instrukcji jezyka programowania (iteracyjnych i warunkowych oraz proce-
dury i funkcji niestandardowej), wystarczajgcych do zaprogramowania i uruchomienia komputerowych reali-
zacji oméwionych algorytméw. Jezyk programowania stuzy gtéwnie do zapisywania i testowania rozwigzan
rozwazanych probleméw, a nie jest celem zaje¢ samym w sobie. Wykorzystywane jest réwniez oprogramowa-
nie edukacyjne, utatwiajace zrozumienie dziatania algorytméw i umozliwiajace wykonywanie eksperymen-
téw z algorytmami bez koniecznosci ich programowania. Przytoczono ciekawe przyktady zastosowah oma-
wianych zagadnien.

W drugiej czesci kursu sg przedstawiane wybrane techniki rozwigzywania probleméw za pomoca kompute-
ra, m.in. podejscie zachtanne (do wydawania reszty), przeszukiwanie z nawrotami (do ustawiania hetmanéw
na szachownicy) i rekurencja w realizacji wybranych algorytméw. Zajecia praktyczne sg poSwiecone kompu-
terowej realizacji wybranych technik algorytmicznych na odpowiednio dobranych przyktadach problemoéw.

Rozwazania sg prowadzone na elementarnym poziomie i do ich wystuchania oraz wziecia udziatu w warszta-
tach wystarczy znajomos¢ informatyki wyniesiona z gimnazjum oraz matematyki na poziomie szkoty Sredniej.
Te zajecia sg adresowane do wszystkich uczniéw w szkotach ponadgimnazjalnych, zgodnie bowiem z nowa
podstawa programowa, ksztatceniem umiejetnosci algorytmicznego rozwigzywania probleméw maja by¢ ob-
jeci wszyscy uczniowie.

W tych materiatach dla stuchaczy, algorytmy sg zapisywane w jezyku Pascal. Odpowiednie wersje w jezyku
C++ beda przekazane stuchaczom na zajeciach.
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1 WPROWADZENIE

Komputery nadal — jak kiedys — stuzg réwniez do wykonywania réznych obliczef. Kurs jest poswiecony m.in.
algorytmom: wyznaczania dziesietnej i binarnej reprezentacji liczb, obliczania wartoSci wielomianu, najwiek-
szego wspblnego dzielnika dwédch liczb (algorytm Euklidesa) oraz wartosci potegi. Motywacja dla wprowa-
dzenia tych algorytméw jest cheé objasnienia metody szyfrowania informacji z kluczem publicznym RSA, po-
wszechnie stosowanej w kryptografii komputerowe;j.

Czes¢ praktyczna zajec jest poswiecona wprowadzeniu podstawowych instrukcji jezyka programowania (ite-
racyjnych i warunkowych oraz procedury i funkcji niestandardowej), wystarczajgcych do zaprogramowania
i uruchomienia komputerowych realizacji oméwionych algorytméw. Jezyk programowania stuzy gtéwnie do
zapisywania i testowania rozwigzaf rozwazanych probleméw, a nie jest celem zaje¢ samym w sobie. Przyto-
czono ciekawe przyktady zastosowah omawianych zagadnienf.

W drugiej czeSci kursu sa przedstawione wybrane techniki rozwigzywania probleméw za pomoca kompute-
ra, m.in. podejécie zachtanne (do wydawania reszty), przeszukiwanie z nawrotami (do ustawiania hetmanéw
na szachownicy) i rekurencja w realizacji wybranych algorytmoéw. Zajecia praktyczne beda poswiecone kom-
puterowej realizacji wybranych technik algorytmicznych na odpowiednio dobranych przyktadach problemoéw.

Rozwazania og6lne na temat algorytmiki, algorytmicznego mySlenia i rozwigzywania probleméw z pomoca
komputeréw sg zamieszczone w Dodatku (rozdz. 10). Materiat tam zawarty moze byé dobrym podsumowa-
niem zajec.

Jako literature rozszerzajgca prowadzone tutaj rozwazania polecamy podreczniki [2], a zwtaszcza
ksigzki [5] i [6].

2 WARM-UP - ROZGRZEWKA

W tym rozdziale, naszym celem jest uruchomienie pierwszego programu. A zatem, Ci uczniowie, ktérzy maja
juz pewne doSwiadczenie w programowaniu, moga go pominaé, zachecamy ich jednak do szybkiego zapo-
znania sie z zawartym tutaj materiatem.

Zacznijmy od bardzo prostego problemu. Kazdy problem, ktéry bedziemy rozwigzywac na tych zaje-
ciach, bedzie opisany swojg nazwa oraz wyszczegblnieniem danych i wynikéw. Taki opis problemu nazywa
sie specyfikacja — patrz rozdz. 10. A wiec nasz problem ma postac:

Problem. Pole trdjkata
Dane: a,b, c-trzy dodatnie liczby.
Wynik: S - pole trojkata, ktérego boki maja dtugoscia, bi c.

Jesli ten problem ma rozwigzac za nas komputer, to musimy go poinformowa¢ o danych, czyli o trzech licz-
bach, oraz, co ma by¢ wynikiem, czyli jak pole tréjkata zalezy od dtugosci jego bokéw — postuzymy sie tutaj
wzorem Herona. Te czynnosci zapiszemy jako nasz pierwszy algorytm w postaci listy krokéw?, a powyzszg
specyfikacje problemu przyjmiemy za specyfikacje tego, co ma wykonac algorytm a p6zniej program.

Algorytm. Pole trdjkata

Dane: a,b, c—trzy dodatnie liczby.

Wynik: S - pole trojkata, ktérego boki majg dtugoscia, bi c.

Krok 1.  Wprowadz trzy liczby: a, b, c.

Krok 2. Oblicz potowe dtugosci obwodu tréjkata: p = (a + b + ¢)/2.
Krok 3. Oblicz pole tréjkata wedtug wzoru:

1 Algorytmy, poza programami, moga by¢ przedstawione réwniez w postaci schematéw blokowych. Przyktadowy schemat
blokowy jest zamieszczony w p. 3.2.
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S=Vp(p-a)(p-b)(p-0
Program dla komputera w jezyku Pascal, bedacy realizacja tego algorytmu, jest przedstawiony w tabeli 1.

Tabela 1.
Pierwszy program

Wiersze programu Objasnienia

Program Trojkat; Program inazwa program, na koficu srednik

Deklaracja zmiennych — real oznacza, ze wartosci tych

var a,b,c,p:real; . . ) .
10r P zmiennych nie muszg by¢ catkowite

begin Poczatek zasadniczej czesci programu
read(a,b,c); Czytanie wartosci zmiennych do programu
p:=(atb+c)/2; Obliczanie pomocniczej wielkoSci — potowy obwodu
write(sqrt(p*(p-a)*(p-b)*(p-c))) Wypisywanie wielkoSci pola tréjkata o bokach a, b, ¢
end. Koniec programu — na kofcu kropka.

Cwiczenie 1. Przepisz program z tabeli 1 w edytorze jezyka Pascal i uruchom go dla réznych tréjek da-
nych,np.1,1,1;2,2,2;1,2,2;1, 2, 4. Uruchom takze dla danych: 1, 2,3 oraz 1, 3, 1.

Jakie wyniki dziatania programu otrzymates w ostatnich dwéch przypadkach danych? Czy wiesz, dlaczego?
Przypomnij wiec sobie, jakie warunki muszg spetniac trzy liczby, aby mogty by¢ dtugoSciami bokéw tréjka-
ta? Jak wiec wyglada trdjkat o bokach 1, 2, 3?7 A dlaczego nie otrzymates zadnego wyniku, tylko jakis komu-
nikat, dla liczb 1, 3, 1?

Aby trzy liczby mogty by¢ dtugosciami bokdw tréjkata, musza spetniaé warunek tréjkata, tzn. kazda suma
dwoéch dtugosci bokéw musi by¢ wieksza od trzeciej liczby, czyli;

a+byc, a+c>b, b+cra.
tatwo mozna sprawdzi¢, ze te trzy nierdbwnosci sa réwnowazne nierbwnosciom:
p-a»0, p-b>0, p-c>0.

Uwzglednienie tych warunkéw w algorytmie przektada sie na modyfikacje trzeciego kroku, ktéry otrzymuje
postac:

Krok 3. Jesli p*(p — a)*(p — b)*(p — ¢) <0, to zakoficz obliczenia z komunikatem, Ze podane trzy liczby nie sg
dtugosciami bokéw w trojkgcie. W przeciwnym razie oblicz pole tr6jkata wedtug wzoru:

S=Vp(p-a)(p-b)(p-0

W tabeli 2 jest zawarty program Trojkaty _mod, w ktérym uwzgledniono zmieniong posta¢ kroku 3 — po-
jawia sie instrukcja warunkowa if .. then .. else.
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Tabela 2.
Zmodyfikowany program Trojkat _mod

Wiersze programu Objasnienia
Program Trojkat mod; Zmieniono nazwe.

var a,b,c,p,q:real; Dodatkowa zmienna q.
begin

read(a,b,c);

p:=(atb+c)/2;

q:=p*(p-a)*(p-b)*(p-c); Wyrazenie pod pierwiastkiem

Instrukcja warunkowa:
if ... hen
else

if g <= 0 then writeln('To nie sa boki trojkata')
else write(’Pole trojkata = ', sqrt(q))

end.

Cwiczenie 2. Uruchom program Trojkat _ mod z tabeli 2. Sprawdz jego dziatanie na tréjkach liczb,
ktére spetniajg warunek trojkata i na takich, ktore nie spetniajg. W pierwszym przypadku wybierz tréj-
ki liczb, dla ktérych znasz pole tréjkata, np. 1, 1 i 1.4142.

Faktyczna moc komputerdw objawia sie dopiero przy wielokrotnym wykonywaniu tych samych plecef, byé
moze dla réznych danych. Polecenie w algorytmie lub instrukcja w jezyku programowania, ktéra umozliwia
powtarzanie polecefi, nazywa sie iteracja lub instrukcja petli. W tabeli 3 przedstawiamy jedna z takich in-
strukcji — instrukcje for — ktéra w tym programie stuzy do powtarzenia obliczeh ustalong liczbe razy n.

Tabela 3.
Program Trojkaty — wielokrotne obliczanie pola tréjkata dla réznych dtugosSci bokow

Wiersze programu Objasnienia

Program Trojkaty;

var i,n: integer; Zmienne uzyte w instrukcji for

a,b,c,p,g:real;

begin
read(n); Wczytanie liczby powtdrzen n
for i:=1 to n do begin Instrukcja iteracyjna for
write(’Boki trojkata: V)

read(a,b,c);

p:=(atb+c)/2;

q:=p*(p-a)*(p-b)*(p-c);

write(’Pola trojkata: B H

if g <= 0 then writeln('To nie sa boki trojkata‘)

else writeln(sqrt(qg):3:3);

writeln;

end Koniec instrukcji for

end.
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Inne instrukcje iteracyjne wprowadzimy

na dalszych zajeciach. Program w tabe- Ada Augusta, cérka Byrona, uznawana powszechnie
li 3 stuzy do obliczania pola trojkata dla za pierwszg programistke komputeréw, przetomowe
n tréjek, bedacych dtugoSciami bokdéw znaczenie maszyny analitycznej Ch. Babbage’a, pierwowzoru
trojkata. pbzniejszych komputeréw, upatrywata wtasnie ,,w mozliwosci

wielokrotnego wykonywania przez nig danego ciggu
instrukcji, z liczbg powtérzen z gory zadang lub zalezna
od wynikéw oblicze”.

Cwiczenie 3. Uruchom program Trojkaty na tych samych danych, na ktérych testowate§ program
w cwicz. 2. Poréwnaj wyniki.

Podsumowujgc rozgrzewke z programowania, wykonaliSmy trzy programy, o rozwijajacej sie strukturze:
m pierwszy — zawiera, poza deklaracjami zmiennych, tylko liste polecef;
w drugim — wykonywanie polecef zalezy od spetnienia warunku;
m trzeci zas wykonuje polecenia w petli.

Z takim, niewielkim arsenatem, mozemy rozpoczaé programowac powazniejsze algorytmy.

3 OBLICZANIE WARTOSCI WIELOMIANU - SCHEMAT HORNERA

Jak wspomnielismy juz, jednym z najwazniejszych krokéw w algorytmach jest powtarzanie tej samej czynno-
ci (operacji), czyli iteracja. W tym punkcie zilustrujemy iteracje na przyktadzie szybkiego sposobu oblicza-
nia wartosci wielomianu.

Obliczanie warto$ci wielomianu o zadanych wspétczynnikach jest jedng z najczesciej wykonywanych ope-
racji w komputerze. Wynika to z waznego faktu matematycznego, zgodnie z ktérym kazda funkcje (np. funk-
cje trygonometryczne) mozna zastgpic¢ wielomianem, ktérego postac zalezy od funkcji i od tego, jakg chcemy
uzyskaé doktadnos¢ obliczen.

Na przyktad, obliczanie wartosci funkcji cos x w przedziale 0 < x < /2 z btedem nie wiekszym niz
0.0009, mozna zastapic obliczaniem wartosci nastepujacego wielomianu:

cosx=1-0.49670x> + 0.03705x".

3.1 WYPROWADZENIE SCHEMATU HORNERA
Zacznijmy od prostych éwiczef. Jesli dane sg wartosci wspdtczynnikdw a, b i c wielomianu stopnia 2:

wx) =ax?+bx+c,

to jego wartoS¢ mozna obliczy¢ wykonujgc zaznaczone mnozenia i dodawania: a-x-x + b-x + ¢, czyli 3 mnozeniaidwa
dodawania. Mozna takze nieco inaczej — wytaczmy x z dwoch pierwszych sktadnikow — wtedy otrzymamy:

w(x) = (ax+ b)x+c

i dla tej postaci obliczanie wartoSci tego wielomianu przyjmuje postac: (a-x + b)-x + ¢, czyli sg wykonywane tyl-
ko 2 mnozenia i dwa dodawania.

W podobny sposéb mozna przedstawi¢ wielomian stopnia 3:

vix)=ax>+bx>+cx+d
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najpierw wytaczam xz pierwszych trzech wyrazéw, a nastepnie wytagczamy xz dwéch pierwszych wyrazéw w nawiasie:
vi)=ax +bx®+cx+d=v(x) =v(x) =(@x> + bx+ )x+d=(ax+b)x+c)x+d.
Widac z tego ostatniego wzoru, ze wartos¢ wielomiany stopnia 3 mozna obliczyé za pomocg 3 mnozefi i 3 dodawan.
Rozwazmy teraz wielomian stopnia n:
wX=ax +ax+..+a Xx+a @)

i zastosujmy grupowanie wyrazéw podobnie, jak w wielomianie stopnia 3 — najpierw wytgczamy x ze wszyst-
kich wyrazéw z wyjatkiem ostatniego, a nastepnie stosujmy ten sam krok wielokrotnie do wyrazéw, ktére
bedg pojawiaty sie w najgtebszych nawiasach, az pozostanie jednomian:

= -1 — -1 -2
w=ax"+ax"+..+a_x+a =@x"'+ax+..+a )X+a

— -2 -3 —_

=(@x?+ax+..+a _)x+a )x+a =

=(..(@x+a)x+a)x+.+a Jx+a )x+a 2

Cwiczenie 4. Przedstaw w postaci (2) nastepujace wielomiany:
W) = 3x = x>+ 52 + 7x — 2

wX) =x>—x3+4x>+3x-1

w(x) =x6— x> +x

Zapiszmy teraz specyfikacje, czyli doktadny opis rozwazanego tutaj problemu:

Problem. Obliczanie wartosci wielomianu

Dane:  n - nieujemna liczba catkowita — stopiefi wielomianu;
a,a,...a, —n+1 wspétczynnikow wielomianu;
z — wartos¢ argumentu.

Wynik: ~ Wartos¢ wielomianu (2) stopnia n dla wartoSci argumentu x = z.

Aby obliczy¢ ze wzoru (2) wartos¢ wielomianu dla wartoSci argumentu z, nalezy postepowac nastepujaco
(y oznacza pomocnicza zmienna):
Schemat Hornera zostat podany przez jego autora w 1819 roku,

y:=a, chociaz znacznie wczesniej Isaac Newton stosowat podobng
yi=yz+a, metode obliczania wartoSci wielomianéw w swoich rachunkach
y:=yz+a, fizycznych. W 1971 roku, A. Borodin udowodnit, ze schemat
Hornera jest optymalnym, pod wzgledem liczby wykonywanych
y:=yz+a_ dziataf, algorytmem obliczania wartosci wielomianu.
y:=yz+a,

Wszystkie wiersze, z wyjatkiem pierwszego mozna zapisaé w jednolity sposéb — otrzymujemy wtedy:

y:=a,
€)

yi=yz+a dlai=1,2,..n.

Ten sposdb obliczania warto$ci wielomianu nazywa sie schematem Hornera.

Uwaga. W opisie algorytmu wystepuje instrukcja przypisania?, wczesSniej juz uzyta, np. y := a,, w ktorej sym-
bol := jest ztozony z dwéch znakdw: dwukropka i réwnosci. Przypisanie oznacza nadanie wielko$ci (zmien-

2 Polecenie przypisania jest czasem nazywane niepoprawnie podstawieniem.
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nej) stojacej po lewej strony tego symbolu wartoSci rownej wartosci wyrazenia (w szczegblnym przypadku to
wyrazenie moze by¢ zmienng) znajdujgcego sie po prawej stronie tego symbolu. Przypisanie jest stosowane
na przyktad wtedy, gdy nalezy zmieni¢ warto$¢ zmiennej, np.i:=i+1—wtym przypadku ta sama zmienna wy-
stepuje po lewej i po prawej stronie symbolu przypisania. Polecenie przypisania wystepuje w wiekszosci jezy-
kéw programowania, stosowane sg tylko rézne symbole i ich uproszczenia dla jego oznaczenia.

€wiczenie 5. Zastosuj schemat Hornera do obliczenia wartoéci wielomianéw z éwicz. 4 w punkcie z= 1.

Mozemy wiec teraz zapisac:
Algorytm: Schemat Hornera
Dane:  n - nieujemna liczba catkowita (stopieft wielomianu);

a, a,, ..., d, — h+l wspotczynnikéw wielomianu;

z — wartos¢ argumentu.
Wynik: y=w (2) — wartos¢ wielomianu (1) stopnia n dla wartosci argumentu x = z.
Krok 1. y:=a - poczatkowg wartoScig jest wspotczynnik przy najwyzszej potedze.
Krok 2. Dlai=1,2,..,nobliczwartoS¢ dwumianuy:=yz +a,

Wynika stad, ze aby obliczy¢ wartos¢ wielomianu stopnia n wystarczy wykonaé n mnozen i n dodawan. Udo-
wodniono, ze jest to najszybszy sposéb obliczania wartosci wielomianu.

3.2 SCHEMAT BLOKOWY SCHEMATU HORNERA

Schemat blokowy algorytmu (zwany réwniez siecig dziatan lub siecig obliczen) jest graficznym opisem:
dziatah sktadajacych sie na algorytm, ich wzajemnych powiaza# i kolejnosci ich wykonywania. W informa-
tyce miejsce schematéw blokowych jest pomiedzy opisem algorytmu w postaci listy krokéw, a programem,
napisanym w wybranym jezyku programowania. Nalezg one do kanonu wiedzy informatycznej, nie sg jednak
niezbednym jej elementem, chociaz moga okazac sie bardzo przydatne na poczatkowym etapie projekto-
wania algorytméw i programéw komputerowych. Z drugiej strony, w wielu publikacjach algorytmy sg przed-
stawiane w postaci schematéw blokowych, pozadana jest wiec umiejetnos¢ ich odczytywania i rozumienia.
Warto nadmienic, ze ten sposéb reprezentowania algorytméw pojawia sie w zadaniach maturalnych z infor-
matyki.

Narys. 1 jest przedstawiony schemat blokowy algorytmu Schemat Hornera. Jest on zbudowany z blokow, kt6-
rych ksztatty zaleza od rodzaju wykonywanych w nich polecen. | tak mamy:

m blok poczatku i blok kofica algorytmu;

m blok wprowadzania (wczytywania) danych i wyprowadzania (drukowania) wynikéw — bloki te maja taki sam
ksztatt;

m blok operacyjny, w ktérym sg wykonywane operacje przypisania;

m blok warunkowy, w ktérym jest formutowany warunek;

m blok informacyjny, ktéry moze stuzy¢ do komentowania fragmentéw schematu lub taczenia ze sobg czesci
wiekszych schematéw blokowych.

Nie istnieje petny uktad zasad poprawnego konstruowania schematéw blokowych. Mozna natomiast wymie-
ni¢ dos¢ naturalne zasady, wynikajgce z charakteru blokéw:

m schemat zawiera doktadnie jeden blok poczatkowy, ale moze zwieraé wiele blokéw kofAcowych — poczatek
algorytmu jest jednoznacznie okreslony, ale algorytm moze sie koficzyé na wiele réznych sposobow;

m z blokéw: poczatkowego, wprowadzania danych, wyprowadzania wynikéw, operacyjnego wychodzi
doktadnie jedno potgczenie, moze jednak wchodzi¢ do nich wiele potaczen;

m z bloku warunkowego wychodza dwa potaczenia, oznaczone wartosciami warunku: Tak lub Nie;

m potaczenia wychodzace moga dochodzi¢ do blokéw lub do innych potaczeh.
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danych:a,a,,a,,...,a, ~ j€------ | danych
orazz S
v
. Blokwyprowadzenia =0 et Blok operacyjny |
wyniku ! y:=ag oo

A

v Tak
: B Blok E
'  warunkowy
Wyprowadz: i=i+1
wynik y yi=yz+ag

Blok zakoficzenia
algorytmu f

Rysunek 1.
Realizacja schematu Hornera w postaci schematu blokowego

Cwiczenie 6. Zakresl na schemacie blokowym na rys. 1 fragmenty odpowiadajgce poszczegdlnym kro-
kom w opisie algorytmu Schemat Hornera. Zauwaz, ten ze schemat blokowy zawiera réwniez fragmen-
ty odpowiadajgce wczytywaniu danym i wypisywaniu wynikow.

Cwiczenie 7. Blok wprowadzania danych w schemacie na rys. 1 polega na wczytaniu liczby n a pézniej
nawczytaniu n + 1 liczb a. Narysuj szczegétowy schemat blokowy tego bloku.

Schematy blokowe majg wady, trudne do wyeliminowania. tatwo konstruuje sie z ich pomoca algorytmy dla
obliczef nie zawierajacych iteracji i warunkoéw, ktérym w schematach odpowiadajg rozgatezienia, nieco trud-
niej dla obliczef z rozgatezieniami, a trudniej dla obliczef iteracyjnych. Za pomocg schematéw blokowych nie
mozna w naturalny sposéb zapisaé rekurencji oraz objasni¢ znaczenia wielu pojeé zwigzanych z algorytmika,
takich np. jak programowanie z uzyciem procedur, czyli podprogramoéw z parametrami. .

W dalszej czesci zajec rzadko bedziemy korzystaé ze schematéw blokowych, wystarczy nam bowiem
umiejetno$¢ programowania.
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Schemat Hornera ma wiele zastosowan. Moze byé wykorzystany m.in. do:
m obliczania warto3ci dziesietnej liczb danych w innym systemie pozycyjnym (rozdz. 4);
m szybkiego obliczania wartoSci potegi (rozdz. 6).

3.3 KOMPUTEROWA REALIZACJA SCHEMATU HORNERA
Zanim podamy komputerowg realizacje schematu Hornera, musimy ustali¢, w jaki spos6b bedg reprezento-
wane w algorytmie dane i jak bedziemy je podawac do algorytmu.

Danymi dla schematu Hornera sg stopiefi wielomianu n, zapisane w postaci ciagu n + 1 liczb wspét-
czynniki wielomianua,,a,, a,, ..., a, oraz liczba z, dla ktérej chcemy obliczy¢ wartoS¢ wielomianu. Stopief wie-
lomianu jest liczba naturalna (czyli dodatnia liczba catkowitg), a pozostate liczby moga by¢ catkowite lub rze-
czywiste, czyli np. dziesietne (tj. z kropka). Rodzaj danych liczb nazywa sie typem danych. Przyjmujemy, ze
poza stopniem wielomianu, pozostate dane sg rzeczywiste, a wiec mogg zawiera¢ kropke.

Dla wygody bedziemy zaktada¢, ze wiemy, ile bedzie danych i ta liczba danych wystepuje na poczatku
danych — jest nig liczba n, stopief wielomianu.

Zbidr danych, ktory jest przetwarzany za pomocg algorytmu, moze by¢ podawany (czytany) z klawiatu-
ry, czytany z pliku lub moze by¢ zapisany w algorytmie w odpowiedniej strukturze danych.

Dane podawane z klawiatury

Zapiszemy teraz schemat Hornera postugujgc sie poleceniami jezyka Pascal. Przyjmujemy na poczatku, ze
dane sg podawane z klawiatury — na poczatku nalezy wpisac liczbe wszystkich danych, a po niej kolejne ele-
menty danych w podanejilosci. Po kazdej danej liczbie naciskamy klawisz Enter.

Program, ktory jest zapisem schematu Hornera w jezyku Pascal, jest umieszczony w drugiej kolum-
nie w tab. 4. Jezyk Pascal jest zrozumiaty dla komputerdéw, ktdre sa wyposazone w specjalne programy, tzw.
kompilatory, przektadajgce programy uzytkownikéw na jezyk wewnetrzny komputeréw. Program w tab. 4
bez wiekszego trudu zrozumie takze cztowiek dysponujacy opisem schematu Hornera w postaci listy kro-
kéw. Stuchacze tych zajec poznali juz elementy jezyka Pascal podczas rozgrzewki (rozdz. 2), zatem tutaj
tylko kilka stéw komentarza. W wierszach nr 2 i 3 znajduja sie deklaracje zmiennych — komputer musi wie-
dzie¢, jakimi wielkoSciami postuguje sie algorytm i jakie to sa liczby, czyli jakiego sa one typu — inte-
ger oznacza liczby catkowite (np. stopief wielomianu jest liczba catkowitg), real oznacza liczby rzeczy-
wiste, czyli np. liczby, ktére moga zawiera¢ kropke dziesietna. Polecenia w jezykach programowania nazy-
waja sie instrukcjami. Jesli chcemy z kilku instrukcji zrobi¢ jedna, to tworzymy z nich blok, umieszczajac
na jego poczatku stowo begin, a na koficu — end. Pojedyncze instrukcje koAiczymy Srednikiem. Na koficu
programu stawiamy kropke. Pokrétce to wszystkie podstawowe zasady pisania programéw w jezyku Pas-
cal dla komputeréw.

Jedna instrukcja wymaga wyttumaczenie, chociaz réwniez jest doS¢ oczywista i pojawita sie
w rozdz. 2. W wierszach 9 — 12 znajduja sie instrukcje, ktore realizujg Krok 2 algorytmu polegajacy na wy-
konaniu jednej iteracji schematu Hornera. Dodatkowo, wczesniej jest czytany kolejny wspotczynnik wie-
lomianu. Instrukcja, stuzgca do wielokrotnego wykonania innych instrukcji nazywa sie instrukcja itera-
cyjna lub instrukcja petli. W programie w tab. 4 ta instrukcja zaczyna sie w wierszu nr 9 a koficzy w wier-
szunr12:

for i:=1 to n do begin

end

Ta instrukcja iteracyjna, jak napisalismy, stuzy do powtérzenia dwéch instrukcji:

read(a);
y:=y*z+a

Inne rodzaje instrukcji iteracyjnej beda wprowadzane sukcesywnie.
Uwaga. Poniewaz zatozyliSmy, ze dane sa podawane z klawiatury, zmieniliSmy ich kolejnos¢ w stosunku

do specyfikacji — liczba z, dla ktérej jest obliczana warto$¢ wielomianu, jest podawana na poczatku, przed
wspotczynnikami wielomianu.
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Tabela 4.
Program w jezyku Pascal (druga kolumna)

Lp. | Program w jezyku Pascal Objasnienia zzgti?gli(?jace
1. Program Horner; nazwa programu instrukgji

2. var i,n :integer; deklaracja zmiennych i, n

3. var a,y,z:real; deklaracja zmiennych a, vy, z

4. begin poczatek gtéwnego bloku programu ]

5. read(n); czytaj(n)

6. read(z); czytaj(2)

7. read(a); czytaj(@) — pierwszy wspotczynnik

8. yi=a; poczatkowa warto$¢ wielomianu

9. for i:=1 to n do begin dla i:=1 do n wykonaj 1

10. read(a); czytaj(a)

11. yi=y*z+a modyfikacja wartosci wielomianu

12. end; koniec iteracji

13. write(y) drukuj(y) — warto$¢ wielomianu

14. | end. koniec. — na koficu stawiamy kropke —

W wyniku wykonania tego programu, wypisywana jest na ekranie wartos¢ wielomianu y w punkcie z. Ta war-
tos¢ jest wypisywana w postaci normalnej, np. liczba 30 jest wypisywana jako:

3.00000000000000E+001

czyli 3.00000000000000-10/1. Nie jest to najwygodniejsza postac liczb, zwtaszcza liczb o niewielkich war-
toSciach. Aby wybra¢ inny format wyprowadzanych liczb, mozemy napisac:

write(y:2:2)

co bedzie oznaczac, ze wartos¢ y zostanie wySwietlona (wydrukowana, wyprowadzona) z dwoma cyframi
przed kropka i z dwoma cyframi po kropce.

Cwiczenie 8. Uruchom program Horner i wykonaj obliczenia dla wybranego wielomianu i kilku jego
argumentow.

Dane przechowywane z tablicy
Zmodyfikujemy teraz nasz program tak, aby:

m stopief i wspbtczynniki wielomianu byty czytane na poczatku i przechowywane w programie — do
przechowania w programie wspotczynnikéw uzyjemy tablicy, ktéra w jezyku programowania jest
synonimem ciggu;

m mozna byto obliczy¢ warto$¢ wielomianu o wczytanych wspétczynnikach dla wielu argumentéw —
zaktadamy w tym celu, Ze cigg argumentow jest zakoficzony liczbg O (jest to tak zwany wartownik ciagu,
gdyz jego rolg jest pilnowanie kofica ciggu.

Przy tych zatozeniach, program bedacy implementacja® schematu Hornera, moze mie¢ nastepujaca postac:

3 Terminem implementacja okre$la sie w informatyce realizacje algorytmu w postaci programu komputerowego.
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Program Horner tablica;
var i,n:integer;
y,z:real;
a c:array[0..100] of real;
{Przyjmujemy, ze wielomian ma stopien co najwyzej 100}

begin
read(n);
for 1:=0 to n do read(ali]);
writeln(’ =z v');
read(z);

while z <> 0 do begin
y:=al[0];
for i:=1 to n do

y:=y*z+alil;

write(’ ‘,y:2:5);
writeln;
read(z)

end

end.

Skomentowania wymaga uzyta instrukcja warunkowa:

while z <> 0 do begin
y:=al0];
for i:=1 to n do

y:=y*ztalil;

write(’ ‘,y:i2:5);
writeln;
read(z)

end

W bloku tej instrukcji jest wykonywany schemat Hornera dla kolejnych wartosci argumentu z tak dtugo, jak
dtugo czytana liczba zjest roznaod 0 (z <> 0).

Dodatkowo, w programie wprowadziliSmy drukowanie wynikéw w postaci tabelki.

Cwiczenie 9. Uruchom program Horner __ tablica i wykonaj obliczenia dla wybranego wielomianu
i kilku wartosci jego argumentu. Popraw wyglad wynikéw.

4 SYSTEM DZIESIETNY | SYSTEM BINARNY

Obecnie w powszechnym uzyciu jest system dziesietny, zwany tez systemem dziesigtkowym. Komputery na-
tomiast wszystkie operacje wykonujg w systemie binarnym, zwanym réwniez systemem dwéjkowym. Oba
systemy, to dwa przyktady tzw. systemu pozycyjnego zapisywania wartosci liczbowych. Powinny one by¢
Wam znane z lekcji matematyki. Przypomnijmy jednak jeden i drugi system.

Liczba zapisana w systemie dziesietnym, np. 357, oznacza wartos¢, na ktorg sktadaja sie trzy setki,
piet dziesiatek i siedem jednoSci, a zatem wartos¢ tej liczby mozna zapisac jako 357 = 3-100 + 5-10 + 71,
a takze jako 357 = 3-10% + 5-10' + 7-10°.

A zatem, dziesietna liczba naturalna ztozona z n cyfr:

d_d d d

n-1 "n-2"""""170
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oznacza wartosc:
d _10"'+d ,10"2+..+d 10" +d, 10°. (4)

Liczba 10 w tej reprezentacji nazywa sie podstawa systemu li-

czenia. Do zapisywania liczb w systemie dziesietnym sg uzy- Dwa tysiace lat przed nasza erg
wane cyfry: 0,1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 81 9. Ten sposdb reprezento- Babilofnczycy stosowali system
wania liczb nazywa sie system pozycyjnym, gdyz w tym syste- kopowy (tj. przy podstawie 60)

mie znaczenie cyfry zalezy od jej pozycji w ciggu cyfr, okresla- — przypuszcza sie, ze stad wziat sie
jacym liczbe. Na przyktad, liczby 123 i 321 maja r6zng wartos¢, podziat kata petnego na 360 stopni,
chociaz sg ztozone z tych samych cyfr, a liczba 111 jest ztozo- godziny — na 60 minut, a minuty

na z trzech jedynek, z ktérych kazda ma inne znaczenie dla war- - na 60 sekund.

tosci tej liczby.

Cwiczenie. 10. Wszystkim sg znane tzw. cyfry rzymskie: I, V, X, L, C, D. M. Oznaczaja one odpowiednio
liczby: 1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000. W tym systemie, liczba Ill ma dziesietng wartos¢ 3, a zatem kazda
z cyfrw tej liczbie ma takie samo znaczenie, a wartos¢ jest obliczana przez dodawanie wartosci cyfr. Za-
pisz w tym systemie liczby 2009 i 2012. Na liczbach rzymskich trudno wykonuje sie podstawowe dzia-
tania: dodawanie, odejmowanie i mnozenie. Liczby te byty stosowane przez Rzymian gtéwnie do zapi-
sywania wartosci liczbowych, a nie do wykonywania na nich dziatan.

Za podstawe systemu liczenia mozna przyja¢ dowolna liczbe naturalng p wieksza od 1, np. 2, 5, 8, 16 czy 60.
Jesli p jest podstawg systemu liczenia, to liczby w tym systemie sg zapisywane za pomocg cyfr ze zbioru {0,
1,..,p-1}L

W rozwazaniach, zwigzanych z komputerami, pojawiajg sie liczby w systemach o podstawach 2, 8 i 16. Nasza
uwage skupimy gtéwnie na systemie o podstawie 2, a o innych systemach jest mowa w éwiczeniach.

Jesli p = 2, to system nazywa sie binarnym lub dwéjkowym — cy-

fry liczby, zapisanej w tym systemie, moga mie¢ wartos¢ 0 lub 1 Za prekursora systemu binarnego
i nazywaja sie bitami. Liczba naturalna a dana w systemie dzie- uwaza sie G.W. Leibniza, ktéry w pracy
sietnym ma nastepujaca posta¢ w systemie binarnym dla pew- opublikowanej w 1703 roku zilustrowat
nego n: wykonywanie czterech podstawowych
dziatah arytmetycznych na liczbach
a=b_2"'+b 2"+ ..+b2"+b 2, (5) binarnych.

gdzie wspétczynnikib, ., b, , ..., b,, b, s liczbami 0 lub 1. W skrécie piszemy zwyklea = (b, b _, ... bb),
i ciag bitdw w nawiasie nazywamy binarnym rozwinieciem liczby a. Na przyktad mamy, 8 = (1000),, 12 =

(1100),, 7 = (111),. Cyfra b, jest najbardziej znaczaca, a b, — najmniej znaczacg w rozwinieciu liczby a.

Jesli sie dobrze przyjrzymy wzorom oznaczonym przez (4) i (5), to zauwazymy, Ze przypominaja one specjalne
wielomiany — wspétczynnikami tych wielomiandw sg cyfry rozwiniecia, a argumentem wielomianu — jest pod-
stawa systemu liczenia. Aby wiec obliczyé warto$¢ dziesietng liczby, danej w innym systemie, mozemy sko-
rzystaé ze schematu Hornera, bardzo efektywnego algorytmu obliczania wartosci wielomianu.

4.1 ZAMIANA LICZBY BINARNE) NA LICZBE DZIESIETNA
Binarne rozwiniecie dziesietnej liczby naturalnej (prawa strona we wzorze (5)) przypomina swojg postaciag wie-
lomian (patrz wz6r (1)), gdzie a jest wartoScia wielomianu stopnia n — 1 o wspétczynnikach b, ,b_,...b,, b,
nalezacych do zbioru {0, 1}, dla wartoSci argumentu x = 2. Z tej interpretacji rozwiniecia (5) wynika sposo6b ob-
liczania dziesietnej wartoSci liczby naturalnej a, gdy jest dane jej binarne rozwiniecie (b, b, ,...b.b ),. Wystar-
czy zastosowac schemat Hornera, kt6ry dla wielomianu, danego wzorem (5), przyjmuje nastepujgcg postac:
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a=b _2"'+b 2"7+..+b2"+b2°
=(.(b,2+b )2+..+b)2+b, 6)

Cwiczenie 11. Napisz program stuzacy do obliczania dziesietnej wartosci liczby a danej w postaci bi-
narnego rozwiniecia (b, ,b_,...b.b ..

Wskazéwka. Zmodyfikuj odpowiednio program Hornera Klawiatura.Zwrd¢ uwage, ze kolejne cy-
fry rozwiniecia binarnego liczby w postaci (5) sa ponumerowane odwrotnie niz wspétczynniki wielo-
mianu we wzorze (1) i zauwaz przy tym, ze indeks wspotczynnika odpowiada potedze liczby 2, przed
ktéra stoi ten wspdtczynnik. Nie powinno to jednak utrudnié Ci wykonania tego ¢wiczenia.

Postac rozwiniecia binarnego (6) sugeruje bardzo prosty sposéb obliczania wartosci liczby a za pomoca kalkulatora.

Cwiczenie 12. Oblicz za pomoca kalkulatora dziesietng warto$¢ liczby a, przedstawionej w postaci roz-
winiecia binarnego. Wykorzystaj algorytm wynikajacy z postaci (6). Zauwaz, ze nie musisz korzystac
z dodatkowej pamieci kalkulatora.

Wskazowka. Mozesz skorzystac z kalkulatora dostepnego wsrod akcesoriéw srodowiska Windows.

Wszystkie fakty podane powyzej przenoszg sie na rozwiniecia liczby w systemie przy dowolnej podstawie p.

Cwiczenie 13. Zmodyfikuj program napisany w éwicz. 11 tak, aby mégt byé stosowany do obliczania
dziesietnej wartosci liczby a danej w postaci rozwiniecia przy podstawie p.

4.2 OTRZYMYWANIE BINARNEGO ROZWINIECIA LICZBY DZIESIETNE)
Interesuje nas teraz czynno$¢ odwrotna — otrzymanie binarnego rozwiniecia dla danej dziesietnej liczby natu-
ralnej a.

Zauwazmy, ze we wzorze (5), czyli w binarnym przedstawieniu liczby a, wszystkie sktadniki z wyjatkiem
ostatniego sg podzielne przez 2, a zatem ten ostatni sktadnik, czyli b jest reszta z dzielenia liczby a przez 2.
Bity b,, b,,..., to reszty z dzielenia przez 2 kolejno otrzymywanych ilorazéw. Dzielenie koficzymy, gdy iloraz
wynosi 0, gdyz wtedy kolejne reszty beda juz caty czas réwne 0, a zera na poczatku rozwiniecia binarnego nie
maja zadnego znaczenia. PrzesledZ ten proces na przyktadzie z rys. 2.

dzielenie iloraz reszta

7492 374 1
3742 187 0
1872 93 1
9312 46 1
462 23 0
232 11 1
112 5 1
5|2 2 1
2|2 1 0
1]2 0 1

Rysunek 2.
Przyktad tworzenia binarnej reprezentacji liczby dziesietnej 749. Otrzymalismy 749 = (1011101101),

Zauwazmy, ze w powyzszym algorytmie binarna reprezentacja liczby jest tworzona od kofca, czyli od naj-
mniej znaczgcego bitu. W punkcie 5.4 omawiamy generowanie cyfr liczb od poczatku.
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Wprowadzimy teraz dwie operacje, wykonywane na liczbach catkowitych, ktérych wyniki sg réwniez liczbami
catkowitymi, a ktére sg przydatne przy obliczaniu ilorazu i reszty z dzielenia liczb catkowitych przez siebie.
Dla dwéch liczb catkowitych ki [ definiujemy:
r=kmod [ - rjest reszta z dzielenia k przez [, czyli r spetnia nierdwnosci O < r < [, gdyZ reszta jest nie-
ujemna liczbg mniejszg od dzielnika;
g =kdiv - gjestilorazem catkowitym z dzielenia k przez [, czyli g jest wynikiem dzielenia k przez [ z po-
minieciem czesci utamkowej.
Z definicji tych dwéch operacji wynika nastepujgca rownosé:

k=1lqg+r=I(kdivl) + (kmod ) 7)

Upewnij sie, Zze dobrze rozumiesz te dwie operacje, ktére czesto wystepujg w obliczeniach komputerowych
na liczbach catkowitych. .

€wiczenie 14. Dla liczby naturalnej [ = 6 i dla liczby naturalnej k, zmieniajacej sie od 0 co 1 do 20 oblicz
wartosci k div [ oraz k mod [ i sprawdz prawdziwo$¢ réwnosci (7).

Cwiczenie 15. Przyjmij, ze [ = 2, a wiec interesuje nas iloraz i reszta z dzielenia liczby naturalnej k przez
2. Podaj, w zaleznoSsci od parzystosci liczby k, ile wynosi k mod 2 oraz k div 2.

Dotychczasowa dyskusja prowadzi nas do nastepujgcego algorytmu:

Algorytm: Zamiana dziesietnej liczby naturalnej na postac binarna

Dane:  Dziesietna liczba naturalna a.

Wynik:  Cigg bitéw, tworzacych binarne rozwiniecie liczby a, w kolejnosci od najmniej znaczgcego bitu.
Krok 1. Powtarzaj krok 2 dopdki a jest liczbg wieksza od zera, w przeciwnym razie zakohcz algorytm.
Krok 2. Za kolejny bit (od kofica) rozwiniecia przyjmij: a mod 2 i przypisz: a := a div 2.

Ponizej przedstawiamy implementacje tego algorytmu w jezyku Pascal.

Program Rozwiniecie binarne;
var a:integer;

begin

read(a);

while a <> 0 do begin
write(a mod 2, VY);
ar=a div 2

end

end.

€wiczenie 16. W powyzszym programie, kolejne bity rozwiniecia binarnego liczby a sa wypisywane
w kolejnosci od najmniej znaczacego, a wiec odwrotnie, niz to sie przyjmuje. Zmodyfikuj ten program
tak, aby binarne rozwiniecie danej liczby byto wyprowadzane od najbardziej znaczacego bitu.
Wskazowka. Postuz sie tablicg, w ktérej beda przechowywane kolejno generowane bity.

4.3 DEUGOSC ROZWINIECIA BINARNEGO LICZBY
Osoby, ktére nie znaja logarytmu, moga opuscic ten podpunkt.

Liczby w komputerze sg zapisywane w postaci binarnej. Interesujgce jest wiec pytanie, ile miejsca w kompu-
terze, czyli ile bitéw, zajmuje liczba naturalna a w postaci binarnej. Odpowiedz na to pytanie jest bardzo waz-
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na w informatyce, nawet dzisiaj, kiedy mozna korzystac¢ z niemal nieograniczonej pamieci komputeréw i nie
trzeba sie obawiaé, ze jej zabraknie.

Najpierw rozwazymy odwrotne pytanie: Jaka najwieksza liczbe naturalng mozna zapisac na n bitach?
Liczba taka ma wszystkie bity rowne 1 w swoim rozwinigciu binarnym (11...11),, a wiec jej wartos¢, jako suma
n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego z ilorazem rownym 2, wynosi:

20N 2m 2 204 20=204 204 42242 2=(1-2"/(1-2)=2"-1

Ta rébwnosé ma ciekawa interpretacje. Warto$¢ sumy po lewej stronie jest liczbg o jeden mniejsza od liczby
(100...00),, ktéra w rozwinigciu binarnym sktada sie z n+1 bitéw i ma tylko jeden bit réwny 1 — najbardziej
znaczacy. Ta liczba jest 27. Na rys. 3 pokazano, ile bitéw potrzeba do przedstawienia w postaci binarnej liczb
z poszczegblnych przedziatéw. Z ostatniej rownosci wynika, ze liczba a moze byé zapisana na n bitach, jesli
spetnia nierébwnos¢:

2"-1=aq, czyli 2">a+1.

Dla danej liczby @ wybieramy najmniejsze n spetniajace te nieréwnos¢, gdyz poczatkowe zera w rozwinieciu
liczby nie majg znaczenia. Logarytmujac obie strony nieréwnosci mozna doktadnie okresli¢ wartos¢ n:

n=[log, (@+1)].

Uzylismy funkcji powata, ktdrej wartoscia jest najmniejsza liczba catkowita wieksza od liczby stojacej pod powata, gdyz
liczba bitéw w rozwinieciu liczby a jest zawsze liczba naturalng, a wartos¢ logarytmu moze nie by¢ liczba catkowita,

kofice podziatow -1

1 3 7 15 31 63 =2
liczba bitow n }—»2 <—~—>3<—~—>4 <—\—>5 <—~—>6 4—{

Rysunek 3.
Liczba bitéw potrzebnych do zapamietania liczb a z poszczegblnych przedziatow

Z powyzszych rozwazah nalezy zapamietac, ze liczba bitéw potrzebnych do zapamietania w komputerze licz-
by naturalnej jest w przyblizeniu réwna logarytmowi przy podstawie 2 z wartosci tej liczby. na przyktad, licz-
ba 1000 jest pamietana na [ log, (1000 + 1)] = 10 bitach.

Przy tej okazji poréwnaj szybkosé wzrastania funkcji liniowej i funkcji logarytmicznej.

Cwiczenie 17. Narysuj w jednym uktadzie wspétrzednych wykresy dwéch funkgji, logarytmicznej i linio-
wej. Utworz takze tabele wartosci obu funkcji dla liczb wybranych z przedziatu [1, 10°]. Zauwaz, jak wol-
no ro$nie funkcja logarytmiczna w poréwnaniu z funkcja liniowa.

Funkcja logarytmiczna odgrywa bardzo wazna role w informatyce.

5 REKURENCJA

W rozwigzywaniu probleméw czesto jest stosowana metoda, w ktdrej korzystamy ze znanych juz rozwigzah
innych probleméw. Dotyczy to nie tylko probleméw tutaj rozpatrywanych czy probleméw matematycznych,
ale tak postepujemy niemal w kazdej dziedzinie.

Szczegblnym przypadkiem metody, korzystajgcej z rozwigzaf innych probleméw, jest metoda, w ktérej
tymi ,innymi problemami” jest rozwiazywany wtasnie problem, ale dla mniejszych rozmiaréw danych. W ta-
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kiej sytuacji jest stosowany algorytm rekurencyjny, czyli algorytm, ktéry odwotuje sie do siebie. Rekurencje
mozna stosowac nie tylko do przedstawiania rozwigzan probleméw, ale takze do opisu wykonywania pew-
nych czynnosci, ktére maja charakter iteracyjny i powtarzana jest ta sama czynnosé. Og6lnie, rekurencja to
spos6b myslenia utatwiajacy radzenie sobie z problemami i ich rozwigzaniami. Ze wzgledu na znaczenie tego
podejscia do rozwigzywania problemoéw z uzyciem komputeréw, algorytmiczne jezyki programowania, takie
jak Pascal i C++ umozliwiajg zapisywanie rozwigzaf rekurencyjnych i ich wykonywanie. Rekurencyjne opisy
rozwigzah komputerowych sa na ogét bardzo zwarte — zobaczymy to na wielu prezentowanych tutaj przykta-
dach - jest to jednak czesto okupione efektywnoscig obliczen, znaczna cze$¢ organizacji obliczen rekuren-
cyjnych jest bowiem przejmowana przez komputer. Mozna wiec spojrze¢ na rekurencje jak na sposéb ,,prze-
rzucania roboty na komputer” przy rozwigzywaniu problemow.

Przytoczymy tutaj dwa przyktady rekurencyjnych ,,procedur” postepowania, ktére sg dalekie od cha-
rakteru naszych rozwazaf — sformutowalismy je jednak uzywajac instrukcji jezyka Pascal — ale ilustrujg reku-
rencyjny sposéb mySlenia. Pierwszy przyktad pochodzi od znanego Radzieckiego informatyka, Andrieja Jer-
szowa.

procedure Jedz kaszke;
if talerz Jjest pusty then koniec jedzenia
else begin
wez tyzke kaszki;
Jedz kaszke {wywolanie rekurencyjne}
end

procedure Tancz;
if nie gra muzyka then koniec tanczenia
else begin
zrbb krok;
Tancz {wywotanie rekurencyjne}
end

W obu przyktadach, po if wystepuje warunek, ktéry gwarantuje, ze obie procedury moga kohczy¢ dziatanie,
gdy talerz bedzie pusty lub gdy przestanie gra¢ muzyka. Mozna sobie wyobrazi¢ jednak sytuacje, ze muzyka
gra bez przerwy, wtedy druga procedura opisuje nieskoficzony algorytm rekurencyjnego wykonywania kro-
kéw tafica i dalszego taficzenia. Stad tez wniosek dla opiséw algorytméw komputerowych, o ktérych na og6t
zaktadamy, ze kofcza dziatanie — w opisach rekurencyjnych powinien wystagpi¢ warunek zakofczenia reku-
rencji, nosi on nazwe warunku poczatkowego.

Dalej w tym rozdziale ilustrujemy rekurencyjny sposdb rozwigzywania probleméw przyktadami, o ktérych
mozna powiedzieé, ze sg wziete z zycia, jak wieze Hanoi czy rozmnazanie sie krélikdw. W rozwazaniu tych
probleméw mozna postuzy¢ sie schematami graficznymi, co utatwia zaobserwowanie odpowiednich zalez-
nosci.

Ilustrujemy takze, ze podane wczesniej rozwigzania niektérych probleméw mozna zapisa¢ w postaci
rekurencyjnej. Dotyczy to rozwigzah zawierajgcych iteracje. Z drugiej strony, pokazujemy réwniez, ze rozwia-
zania rekurencyjne mozna zastgpic rozwigzaniami iteracyjnymi. Prowadzi¢ to do konkluzji, ze rekurencja jest
faktycznie pewnym sposobem zapisu powtarzajgcych sie czynnosci (np. obliczef), czyli innym zapisem ite-
racji.

W dalszych rozdziatach wielokrotnie przedstawiamy rozwigzania rozwazanych probleméw réwniez
w postaci rekurencyjnej, patrz rozdz. 6,7 i 9.

5.1 WIEZE HANOI
Ta nazwg opatruje sie tamigtowke logiczng, ktéra jest klasycznym przyktadem problemu algorytmicznego
i stuzy w informatyce jako ilustracja wielu poje¢ i metod rozwigzywania probleméw, w tym zwtaszcza reku-
rencji. Zajrzyj na strone http://wipos.p.lodz.pl/zylla/games/hanoi3p.html, gdzie mozesz zapoznac sie z tg ta-
migtowka, patrz rys.4.
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Rysunek 4.
Rozwigzywanie tamigtéwki Wiez Hanoi w sieci

W tamigtéwce mamy trzy paliki — oznaczmy je przez A, B i C — oraz pewna liczbe krazkéw r6znej wielkoSci
z otworami, nanizanych na palik A w kolejnoSci od najwiekszego do najmniejszego, najwiekszy znajduje sie
na dole. tamigtéwka polega na przeniesieniu wszystkich krazkéw z palika A na palik B, z mozliwoscia postu-
zenia sie przy tym palikiem C, w taki sposéb, ze:

m pojedynczy ruch polega na przeniesieniu jednego krazka miedzy dwoma palikami;

m w zadnej chwili rozwigzywania tamigtowki, wiekszy krazek nie moze leze¢ na mniejszym.

Jesli na paliku A znajduje sie jeden krgzek, to wystarczy przeniesé go na palik B, a wiec w tym przypadku wy-
starczy jeden ruch. Jesli na A sa dwa krazki, to tamigtéwka réwniez nie jest trudna: gérny przenosimy na palik
C, dolny na B i krazek z C przenosimy na B. Zatem wykonujemy w tym przypadku 3 ruchy.

Cwiczenie 18. Na stronie http://wipos.p.lodz.pl/zylla/games/hanoi3p.html, najpierw rozwiaz te tami-
gtowke dla 3 kragzkéw a pézniej dla 4 i 5. W ilu ruchach ja rozwigzates?

Zapewne podczas tych préb poczynite$ nastepujace spostrzezenia:

m najmniejszy krazek znajduje sie zawsze na gorze ktéregos z palikow;

m na gbérze dwbch pozostatych palikéw, jeden z krgzkéw jest mniejszy od drugiego i tylko ten jeden krazek
mozna przenieS¢ — zaden inny ruch miedzy tymi dwoma palikami nie jest mozliwy;

m z poprzedniego spostrzezenia wynika, Zze najmniejszy krazek musi by¢ przenoszony co drugi ruch, aw co
drugim ruchu przenoszenie krazka jest jednoznacznie okreslone — musimy wiec jedynie okresli¢, na ktory
palik nalezy przenies¢ najmniejszy krazek — szczegbty podajemy juz w algorytmie.

Algorytm iteracyjny rozwigzania tamigtowki Wiez Hanoi

Dane:  Trzy paliki A, B i C, oraz n krazkéw o réznych Srednicach, nanizanych od najwiekszego do najmniej-
szego na palik A. Krgzki mozna przenosi¢ miedzy palikami tylko pojedynczo i nigdy nie mozna poto-
zy¢ wiekszego na mniejszym.

Wynik:  Krazkinanizane na palik B lub C — do uzyskania tego wyniku mozna wykonywaé jedynie dopuszczal-
ne przenoszenia.
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Uwaga: Paliki A, B i C traktujemy tak, jakby byty ustawione cyklicznie, zgodnie z ruchem wskazéwek zegara,
zatem dla kazdego palika jest okreslony nastepny palik w tym porzadku.

Krok 1. Przenie$ najmniejszy krazek z palika, na ktérym sie znajduje, na nastepny palik. Jesli wszystkie
krazki sa utozone na jednym paliku, to zakofcz algorytm.

Krok 2. Wykonaj jedyne mozliwe przeniesienie krazka, ktéry nie jest najmniejszym krazkiem i wr6¢é do kroku 1.

€wiczenie 19. Ponownie przejdz na strone http://wipos.p.lodz.pl/zylla/games/hanoi3p.html i rozwigz
te tamigtowke dla 3, 4 i 5 krgzkéw postugujac sie powyzszym algorytmem. Czy wykonate$ tyle samo
ruchéw, co wykonujac poprzednie éwiczenie?

Rozwiazanie rekurencyjne
Zacznijmy od pytania, ktére ma Ciebie naprowadzi¢ na rozwigzanie rekurencyjne: gdy wiesz, jak rozwigzac
tamigtowke dla trzech krgzkéw, czy potrafisz wykorzystac to rozwigzanie, gdy masz o jeden krazek wiecej?
Zastanow sie, jaki powinien by¢ uktad krazkéw, gdy wreszcie mozna najwiekszy z nich przeniesé z A na

B — pamietaj przy tym, ze tego najwiekszego krazka nie mozna potozy¢ na zadnym innym, gdyz wszystkie po-
zostate krazki s od niego mniejsze. Zatem, gdy mozemy przenies¢ najwiekszy krazek, wszystkie pozostate
krazki musza by¢ utozone na paliku C zgodnie z ich wielkoScia. Stad wynika, Zze mozliwe jest rozwigzanie, kt6-
re sktada sie z trzech etapdéw — zapiszemy je dla dowolnej liczby n krgzkéw na paliku A:

1. Przenies§ n — 1 gornych krazkdéw z palika A na palik C, uzywajac B.

2. Przenies najwiekszy krazek z palika A na palik B.

3. Przenies wszystkie krazki z palika C na palik B, uzywajac A.

Zatem, jeSli umiemy rozwigzac te tamigtéwke z trzema krazkami, to powyzszg metoda mozemy znaleZ¢ roz-
wigzanie dla czterech krgzkéw, na tej podstawie — dla pieciu krgzkéw itd. Mozemy skorzystaé z tej zasady
rowniez w przypadku trzech krazkéw, gdyz wiemy, jak przenosi sie dwa krazki. Powstaje jednak pytanie, czy
opisane wyzej kroki moga by¢ zawsze wykonane? Krok 2 juz objasniliémy. Kroki 1 i 3 sg podobne, a ich wy-
konalno$¢ wynika stad, ze mamy do petnej dyspozycji trzy paliki, gdyz palik zawierajgcy najwiekszy krgzek
moze by¢ réwniez swobodnie wykorzystany przez wszystkie pozostate krazki. Mozemy wiec by¢ pewni, ze
kroki 1 i 3 moga by¢ réwniez wykonane. Powyzszy opis postuzy nam teraz do zapisania rekurencyjnego roz-
wigzania tamigtéwki WieZz Hanoi w postaci algorytmu.

Algorytm rekurencyjny rozwigzania tamigtéwki Wiez Hanoi
Dane: Trzy paliki A, BiC, oraz n krgzkéw o réznych srednicach, nanizanych od najwiekszego do najmniejsze-
go na palik A. Krazki mozna przenosi¢ miedzy palikami tylko pojedynczo i nigdy nie mozna potozy¢
wiekszego na mniejszym.
Wynik: Krazkinanizane na palik B — do uzyskania tego wyniku mozna wykonywac jedynie dopuszczalne prze-
noszenia.
Krok 1. Jeslin =1, to przenies krazek z palika A na B i zakoncz algorytm dla n = 1.
Krok 2. {W tym przypadku liczba krgzkéw na paliku A jest wieksza od 1.}
2a. Stosujac ten algorytm, przenie$ n — 1 krazkéw z A na C, uzywajac B.
2b. Przenie$ pozostaty krgzek z A na B.
2c. Stosujac ten algorytm, przenies n — 1 krazkéw z C na B, uzywajac A.

Aby bardziej precyzyjnie opisac realizacje powyzszego algorytmu, oznaczmy przez (X—Y) przeniesienie krgz-
ka z palika X na palik Y, a przez (k,X,Y,Z) — przeniesienie k krgzkow z palika X na palik Y z wykorzystaniem pa-
lika Z, gdzie X, Y, Z oznaczaja r6zne paliki sposréd A, B i C. Przy tych oznaczeniach, powyzszy algorytm moz-
na zapisa¢ nastepujgco:

Algorytm rekurencyjny rozwigzania tamigtéwki Wiez Hanoi (n,A,B,C)

Krok 1. )esli n =1, to (A—B) i zakofcz algorytm dla tego przypadku.

Krok 2. {W tym przypadku liczba krgzkéw na paliku A jest wieksza od 1.}
2a. Zastosuj ten algorytm dla (n — 1,A,C,B).
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2b. Przenie$ pozostaty krazek (A—B).
2c. Zastosuj ten algorytm dla (n - 1,C,B,A).

Mozna poczynié jeszcze dalsze uproszczenia w tym algorytmie. Zauwazmy, ze w krokach 1 2b jest wykony-
wane takie samo przeniesienie krazka, krok 1 jest wiec szczeg6lnym przypadkiem kroku 2, w ktérym dla n =
1 przyjmujemy, ze kroki 2a i 2c sg puste (czyli nic nie jest wykonywane). Ostatecznie otrzymujemy nastepu-
jacy algorytm rekurencyjny:

Algorytm rekurencyjny rozwigzania tamigtéwki Wiez Hanoi (n,A,B,C)
Krok 1. Jesli n =0, to nic nie réb i zakoficz algorytm dla tego przypadku.
Krok 2. {W tym przypadku liczba krazkéw na paliku A jest wieksza od 0.}

2a. Zastosuj ten algorytm dla (n - 1,A,C,B).

2b. Przenie$ pozostaty krazek (A—B).

2c. Zastosuj ten algorytm dla (n - 1,C,B,A).

Opisy dwoch ostatnich wersji algorytmu rozwigzania tamigtéwki Wiez Hanoi sg w petni rekurencyjne. Uktad
parametrow w nazwie algorytmu umozliwia rekurencyjne wywotania wewnatrz algorytmu.
Ciekawe moze by¢ pordwnanie przebiegu obu wersji algorytmu iteracyjnego i rekurencyjnego.

Cwiczenie 20. Przekonaj sie, ze kolejnos¢ przemieszczania krazkéw w rekurencyjnym algorytmie roz-
wigzania tamigtéwki Wiez Hanoi dla n = 3 jest doktadnie taka sama, jak w algorytmie iteracyjnym.

Implementacja rekurencyjnego rozwigzania tamigtéwki Wiez Hanoi ma bardzo prosta postaé w jezyku Pascal:

procedure HanoiRek(n:integer; A,B,C:char);
{Rekurencyjne rozwiazanie zagadki Wiez Hanoi}
begin
if n>0 then begin
HanoiRek(n-1,A,C,B);
writeln('Przenies Y,n,’” z ‘,A,” na ‘,B);
HanoiRek(n-1,C,B,A)
end
end; {HanoiRek}

Cwiczenie 21. Umies¢ procedure HanoiRek w programie i uzyj swojego programu do otrzymania roz-
wigzania dlan =3 in = 4. Poréwnaj te rozwigzania z otrzymanymi wczesniej.

Wczesniej nie proponowalismy utworzenia implementacji algorytmu stuzacego do iteracyjnego rozwigzywa-
nia tamigtéwki Wiez Hanoi, gdyz jest ona dos¢ ztozona. Jesli jednak masz ochote, to utwérz taka.

Liczba przeniesien krazkéw

Historia gtosi, Ze tamigtéwke WieZz Hanoi rozwiazujg mnisi w jednym z klasztoréw w Tybecie. Poczatkowo na
paliku A znajdowaty sie n = 64 krazki i gdy wszystkie zostana odpowiednio utozone na paliku B, to nastapi ko-
niec Swiata. Dobrze jest wiec wiedzie¢, ile zajmie im to czasu. Proponujemy nastepujace Ewiczenie.

Cwiczenie 22. Przyjmij, ze grupa mnichéw w Tybecie rozpoczeta rozwigzywac tamigtéwke Wiez Hanoi
z n = 64 krgzkami na poczatku naszej ery i pracuje z predkoScig komputera Sredniej mocy przenoszac
100 milionéw pojedynczych krazkéw na sekunde! Oblicz, kiedy nastapi koniec Swiata.
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Oznaczmy przez h_liczbe ruchéw pojedynczymi krazkami, by rozwigzac tamigtéwke Wiez Hanoi z n krazka-
mi. Przypomnij sobie, ile wykonates$ ruchéw dla trzech i czterech krazkéw — byto to odpowiednio 7 i 15, a za-
tem h,=71ih, =15.Co przypominaja Ci te liczby? Nawet z niewielkim obyciem w dziedzinie algorytmow, moz-
na zauwazyc, ze te liczby sg o jeden mniejsze od kolejnych poteg liczby 2, mamy wiech, =1=2'-1,h, =3 =
2’-1,h,=7=2>-1,ih,=15=2-1 - potega liczby 2 jest réwna indeksowi liczby h. Na tej podstawie mo-
zemy przypuszczac, ze h = 2" -1 dla dowolnej liczby krgzkow n. Wykazemy, Ze tak jest rzeczywiscie, ale sa
to troche trudniejsze rozwazania. llustrujemy nimi rowniez otrzymywanie zalezno$ci rekurencyjnych na pod-
stawie algorytm rekurencyjnego oraz prosty spos6b rozwigzywania takich zaleznosci.

Z rekurencyjnego algorytmu rozwigzywania tamigtéwki Wiez Hanoi wynika nastepujaca zalezno$c re-
kurencyjna miedzy liczbami h - zauwaz, ze h_zalezy od tej samej wielkosci i tylko z mniejszym indeksem:

1 n=1

2h . +1 nz?2
Jesli bowiem n = 1, to wykonujemy jedno przeniesienie krazka, a jesli n» 1, to stosujemy rekurencyjny krok
algorytmu, w ktérym dwa razy przenosimy tym samym algorytmem n — 1 krgzkéw (wykonujgc przy tym h__
przeniesien krazkdw w obu przypadkach) i raz przenosimy najwiekszy krazek.

1

W jaki sposéb na podstawie powyzszej zaleznoSci rekurencyjnej mozna znalez¢ wartoSci liczb h ? W przypad-
ku tej zaleznosci jest to dos¢ proste, gdyz mozemy zastosowaé metode wstawiania. Polega ona na tym, ze
wielko$¢ stojaca po prawej stronie zaleznosci rekurencyjnej mozna réwniez wyrazi€ przez te sama zaleznosc.
Zatem, dla n — 1 otrzymujemy z zaleznoSci nastepujgca rownos¢ h _ =2h_ +1ipo wstawieniu do wzoru na
h_w zaleznoSci powyzej otrzymujemy:

h =2h  +1=2Qh ,+1)+1=2*h +2+1
Wykonajmy jeszcze jeden krok wstawienia, by zauwazyé pewna regularnos¢. Z zalezno$¢ rekurencyjnej dla

n—2otrzymujemy h, ,=2h__+1ipowstawieniu do powyzszego wzoru otrzymujemy:

h,=2h ,+2+1=2°Qh ,+1)+2+1=2°h +2°+2+1

Takie wstawianie kontynuujemy az do otrzymania h, po prawej stronie znaku réwnosci, wtedy bowiem moze-
my przerwac rekurencyjne zastepowanie wedtug drugiej czeSci zaleznoSci rekurencyjnej i zastgpic h, przez
liczbe 1. Nastepuje to po n — 1 wstawieniach. Wtedy wyrazenie na h_przyjmuje postac:

h =2"h +2M2 423 4+ L+ 2242+ 1=2"1422423 4+ L+ 2742 +1

Warto$é sumy po prawej stronie ostatniej rownosci jest liczbg, ktéra w rozwiniecie binarnym ma n jedynek.
Nastepna liczba, czyli wieksza o 1, ma w rozwinieciu binarnym jedynke na n + 1 pozycji, jest wiec rébwna 2".
Stad otrzymujemy ostatecznie:

h =27-1

n

tak, jak przewidywaliSmy. Z pomocag tej rownosci rozwiaz teraz Ewicz. 22.

5.2 KROLIKI | CHAOTYCZNY PROFESOR - LICZBY FIBONACCIEGO
Jedne z najpopularniejszych liczb wystepujacych w informatyce sg zwigzane z pytaniem, jakie zawart Leonar-
do Fibonacci w swojej ksigzce Liber Abbaci opublikowanej w 1202 roku.

Szybkosc rozmnazania sie krolikow
Pytanie Fibonacciego dotyczyto szybkoSci rozmnazania sie krélikow. Na poczatku mamy pare nowonarodzo-
nych krélikéw i o kazdej parze krélikéw zaktadamy, Ze:

® nowa para staje sie ptodna po miesigcu zycia;
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m kazda ptodna para rodzi jedna pare nowych krélikow w miesigcu;
m kroliki nigdy nie umieraja.

Oryginalne pytanie Fibonacciego brzmiato: ile bedzie par krélikdw po roku czasu? NajczeSciej pyta sie, ile be-
dzie par krélikbw po uptywie k miesiecy — oznaczmy te liczbe przez f,. Na rys. 5 przedstawiono rozrastanie
sie stada krolikow w ciggu kilku poczatkowych miesiecy (litera M oznacza pare mtodych, a litera R — pare roz-
mnazajacych sie juz krélikow). W pierwszym i drugim miesigcu mamy tylko jedng pare, z tym ze w drugim mie-
sigcu moze ona dac juz pare mtodych. Zatem w trzecim miesigcu sa juz dwie pary, przy czym tylko ta starsza
moze dalej rodzi¢ mtode. Stad, w czwartym miesigcu sg juz trzy pary, z ktérych dwie, a wiec tyle, ile byto juz
w poprzednim miesigcu, moga rodzi¢. Czyli w nastepnym miesiacu mamy te trzy pary i dwie pary mtodych, ra-
zem piec par. | tak dalej. Otrzymujemy wiec ciag liczb: 1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 itd.

M—> R
//M
M—>»R —> R —>R

N\

M—>R—>R

///“”

N\—»R—»R—»R—»R*»R

miesigc k 1 2 3 4 5 6
liczba par krélikéw F 1 1 2 3 5 8
Rysunek 5.

Schemat rozrastania sie stada krélikéw w oryginalnym pytaniu Fibonacciego. M oznacza pare mtodych, a R
oznacza pare dorostych, czyli rozmnazajgcych sie krélikow

Ztego przyktadu i z warunkéw rozmnazania sie krélikéw wnioskujemy, ze w kolejnym miesiacu liczba par kré-
likbw bedzie rowna liczbie parz poprzedniego miesiaca, gdyz kréliki nie wymieraja, plus liczba par nowonaro-
dzonych krélikéw, a tych jest tyle, ile byto par dwa miesigce wczesniej. Zatem kolejna liczba Fibonacciego jest
suma dwéch poprzednich liczb Fibonacciego. Stosujgc oznaczenie na liczbe par krélikéw w danym miesiacu,
ten wniosek mozna zapisal w nastepujgcej postaci F, = F, | +F, ,, gdzie k jest réwne przynajmniej 3, aby moz-
na sie byto odwotywaé do poprzednich miesiecy. Musimy zatem wartosci dwdch pierwszych liczb Fibonaccie-
go zdefiniowa¢ osobno i wprost, nie odwotujac sie do zadnych innych wartosci tego ciggu. Z tych rozwazan
wynika wiec nastepujaca postac liczb Fibonacciego:

Ten wzdr ma postac zaleznosci rekurencyjnej i mozna go zastosowac do obliczania wartosci dowolnej liczby
Fibonacciego. Implementacja wzoru rekurencyjnego w jezyku Pascal jest niemal automatyczna

function FibRek(k:integer):integer;
{Wartoscia funkcji jest k-ta liczba Fibonacciego, obliczona
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za pomoca algorytmu rekurencyjnego}
begin
if k<=2 then Fibrek:=1
else FibRek:=FibRek(k-1)+FibRek (k-2)
end; {FibRek}

Cwiczenie 23. Oblicz wartos¢ F, wprost ze wzoru rekurencyjnego, postugujac sig przy tym funkcja
FibRek.

Wykonujac to ¢wiczenie mozna zauwazyc, ze obliczenia dyktowane wzorem rekurencyjnym nie przebiegaja
w takiej samej kolejnosci, jak na rys. 5, zaczynamy je bowiem jakby ,,0d kofica”: chcemy obliczy€ F,, ale nie
mamy dwdch poprzednich wartosci £, i F,. Musimy wiec je wyznaczy€ postugujac sie ... tym samym wzorem.
Na rys. 6 jest przedstawiony schemat odwotaf do wzoru rekurencyjnego w trakcie obliczania wartosci F,.
Mozna zauwazy¢ pewng rozrzutnosé, polegajgca na tym, ze kilka razy odwotujemy sie do tych samych war-
toSci: dwa razy do F,, trzy razy do F, i dwa razy do F,. Te odwotania sg rzeczywiscie wykonywane niezaleznie
jedno od drugiego w tym sensie, ze na przyktad z wartoSci £, obliczonej w lewym poddrzewie nie korzystamy,
gdy potrzebna jest nam ta sama warto$¢ w prawym poddrzewie.

/\
/\

Rysunek 6.
Schemat odwotaf do wzoru rekurencyjnego w trakcie obliczania z tego wzoru wartoSci F;

Niezadowoleni ze sposobu obliczania wartosci liczb Fibonacciego, dyktowanego przez wzér rekurencyjny,
wr6émy do sposobu obliczania tych wartosci, ktéry wynika wprost z definicji tych liczb, a ktéry wykorzystali-
$my, by utworzy¢ ilustracje na rys. 5. Ostatecznie, z samej natury pytania Fibonacciego wynika, ze aby w pia-
tym miesigcu byty jakies kréliki, to muszg by¢ juz w czwartym, a wiec i w trzecim, drugim i pierwszym. A wiec,
liczby Fibonacciego powinno sie da¢ oblicza¢ zaczynajac od najmniejszej. | tak rzeczywiscie jest. Zapiszmy
ten algorytm w sposéb Scisty.

Algorytm iteracyjnego wyznaczania liczb Fibonacciego

Dana: Liczba naturalna k réwna przynajmniej 1.

Wynik: ~WartoS¢ liczby Fibonacciego F,.

Krok 1. JeSli k=1 lub k=2, to przyjmij F, = 1 i zakoficz algorytm.

Krok 2. Przyjmij Fib1:=1 oraz Fib2:=1. {Fibl oznacza liczbe par krélikéw w poprzednim miesigcu, a Fib2 —
w dwa miesigce wczesniej.}

Krok 3. Wykonaj k — 2 razy nastepujgce instrukcje przypisania:

Fib:=Fib1 + Fib2; {Fib jest wartoScig kolejnej liczby Fibonacciego.}

{Dwie nastepne instrukcje sg przygotowaniem do nastepnej iteracji tego kroku.}
Fib2:=Fib1;

Fib1:=Fib;

Krok 4. WartoScig F, jest Fib.

Zapisanie implementacji iteracyjnego algorytmu obliczania wartoSci liczb Fibonacciego jest rowniez proste.
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function FibIter(k:integer):integer;
{Wartoscia funkcji jest k-ta liczba Fibonacciego
obliczona za pomoca algorytmu iteracyjnego.}
var Fib,Fibl,Fib2:integer;
begin
if (k=1l) or (k=2) then FibIter:=1
else begin
Fibl:=1; Fib2:=1;
while k-2>0 do begin
Fib:=Fibl+Fib2;
Fib2:=Fibl; Fibl:=Fib;
k:=k-1
end; {while}
FibIter:=Fib
end
end; {FibIter}

Cwiczenie 24. Umies¢ obie procedury FibRek i FibIter w jednym programie i sprawdz poprawnosé ich
dziatania. By poréwnac ich czas dziatania, najpierw dowiedz sie, jak mierzy¢ w programie czas dziatania
fragmentu programu. Ponadto, poniewaz bedziesz sprawdzat czas oblicze dla wiekszych liczb Fibonac-
ciego, wprowadz? typ longint w miejsce integer, by mdc wykonywac dziatania na wiekszych liczbach.

W ksigzce [6], rozdz. 6 szczegbtowo omobwiono rozne efektywne algorytmy, stuzace do obliczania wartosci
liczb Fibonacciego.

Chaotyczny profesor S i inne sytuacje
Jak wspomnieliSmy, liczby Fibonacciego sa bardzo popularne w informatyce. Wystepuja réwniez w innych
dziedzinach nauki, a takze w sztuce. Swojg popularnosé w niewielkim stopniu zawdzieczajg powigzaniom
z rozmnazaniem sie krélikow.

Rozwigzania nastepujacych dwéch éwiczeh prowadza réwniez do liczb Fibonacciego — najpierw wypisz roz-
wigzaniadlan =1, 2, 3, 4, a nastepnie postuz sie rozumowaniem rekurencyjnym. Polega ono na tym, ze szukang
wartos¢ dla ustalonego n staramy sie uzalezni¢ od wartosci dla weczesniejszych n, czylidlan—-1in- 2.

Cwiczenie 25. Profesor S. bardzo chaotycznie chodzi po schodach i czasem pokonuje dwa schody,
a czasem tylko jeden. Na ile sposob6w profesor S. moze wejs¢ do swojego gabinetu, mieszczgcego
sie na pietrze, ktére dzieli od parteru 10 schodéw. WyprowadZ og6lng zaleznos¢ na b - liczbe r6znych
sposobow pokonania n schodéw przez profesora S.

Cwiczenie 26. Dany jest zbi6r N ={1, 2, 3, ..., n} kolejnych liczb naturalnych. Na ile sposob6w mozna
wybraé podzbidr zbioru N, ktory nie zawiera dwoch kolejnych liczb?

Nieoczekiwanie, liczby Fibonacciego pojawiajg sie rowniez w rozwigzaniu nastepujgcego ¢wiczenia:

Cwiczenie 27. Dany jest skoficzony, co najmniej trzyelementowy zbiér B dodatnich liczb catkowitych,
nie wiekszych niz miliard (tj. nie wiekszych niz 10° = 1000000000). Napisz program, ktéry sprawdza,
czy w zbiorze B istniejg trzy liczby, ktére moga by¢ dtugoSciami bokdw jakiegos trojkata.

Wskazowka. Wez jakiekolwiek trzy kolejne liczby Fibonacciego — czy mozna zbudowac trojkat o takich
dtugosciach bokow? Wez jakikolwiek podzbior liczb Fibonacciego — czy istniejg w nim trzy liczby, beda-
ce dtugoSciami bokéw jakiegos tréjkata?
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Liczby Fibonacciego catkiem niespodziewania i niewyttumaczalnie pojawiaja sie i wystepuja w ... obiektach
przyrody. Na przyktad, jako liczby spiral utworzonych przez tuski na szyszce lub pestki na tarczy stoneczni-
ka. Liczby Fibonacciego majg réwniez zwigzek z ztotym (doskonatym) podziatem. Zainteresowanych tg tema-
tyka odsytamy do ksigzki [6], rozdz. 6.

5.3 INNE SPOJRZENIE NA SCHEMAT HORNERA
Przy wyprowadzaniu schematu Hornera (patrz p. 3.1), podaliSmy nastepujgca postac wielomianu stopnian dlan=0:

- n n-1 = n-1 n-2
w=ax"+ax+..+a_x+a =@x"'+ax+..+a )X+a
ktéra mozna réwniez zapisac jako:
w=w_(Xx+a

gdziew (x)=ax"'+ax"?+..+a_,.Ztegowzoruwynika, ze wartos¢ wielomianu stopnia n moze by¢ ob-
liczona, jesli tylko znamy warto$¢ odpowiedniego wielomianu stopnia n — 1 w tym samym punkcie. Sprawdz-
my, czy to spostrzezenie jest prawdziwe dla kazdego n. Dla n = 1, na podstawie tego wzoru mamy w,(x) =
w,(X)x + a,, gdzie w (x) = a,, a wiec poprawnie. Dla n = 0 natomiast po prawej stronie pojawia sie wielomian
stopnia —1, a takiego nie znamy. Zatem, dla n = 0 nie mozemy korzystac ze tego wzoru, przyjmujemy wiec do-
datkowo, ze w,(x) = a,. Z tej dyskusji wynika, ze wielomian stopnia n mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

a, dlan=0
w,(x) =
w,  (x+a dla nz1

Ta zaleznoS¢ jest rekurencyjng postaciag schematu Hornera. Ciekawe jest przyjrze¢ sie, jak przebiega reku-
rencyjne obliczanie warto$ci wielomianu na podstawie tej zaleznosci. llustrujemy to na rys. 7 dla wielomianu
stopnian=3idlax=z.Jesttotakze dobrailustracja catego procesu rekurencyjnych obliczefi — wywotania re-
kurencyjne sg przedstawione w lewej czesci rysunku, a powrét z tych wywotan — w prawej czesci.

Zilustracji na rys. 7 wynika takze, ze obliczenia wykonywane w trakcie powrotu z wywotaf rekurencyj-
nych sg w gruncie rzeczy realizacja iteracyjnego algorytmu Hornera. Mozna stad wysnué dwa wnioski, przy-
najmniej w tym przypadku: rekurencja jest innym sposobem realizacji iteracji (co potwierdza nasze wcze-
$niejsze stwierdzenie) i jest przy tym sposobem bardziej rozrzutnym, gdyz pierwszy etap jest jakby zbedny
w poréwnaniu z rozwigzaniem iteracyjnym.

Powro6t: Poziomy
wstawianie rekurencji
Wywotania rekorencyjne: wartosci
w3(2) = w,(2)z + as yi=y*z+as 1
wywotanie l
rekurencyjne —> /
w52 =wy1(2z +a, yi=y*z+a, 2
wywotanie l
rekurencyjne —>
w12 =wo(@z + ay yi=y*z+aq 3
wywotanie
rekurencyjne —>l
y:=wo(2) =aq > 4

Rysunek 7.
Schematyczne przedstawienie kolejnosci wykonywania dziatah w rekurencyjnym algorytmie obliczania war-
tosci wielomianu trzeciego stopnia
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Opis rekurencyjnej wersji schematu Hornera w jezyku Pascal ilustruje zwartosc¢ i elegancje tego sposobu re-
alizacji algorytmow.

function HornerRek(n:integer; x:real):real;
{Rekurencyjna realizacja schematu Hornera.
Wspoczynniki wielomianu a[0..n] sa zmiennymi globalnymi
dla tej funkcji.}
begin
if n=0 then HornerRek:=a[0]
else HornerRek:=HornerRek(n-1,x)*x+a[n]
end; {HornerRek}

Cwiczenie 28. Umies¢ w jednym programie obie implementacje schematu Hornera, iteracyjna i reku-
rencyjna, i przetestuj ich dziatanie na przyktadach kilku wielomianéw.

5.4 WYPROWADZANIE LICZB OD POCZATKU
Zajmiemy sie teraz problemem, ktérego bardzo proste i intuicyjne rozwigzanie korzysta z rekurencji.

Problem. Wypisywanie kolejnych cyfr liczby dziesietnej
Dane:  Liczba naturalna m, czyli nieujemna liczba catkowita.
Wynik: Wypisz kolejne cyfry dziesietne liczby m.

Majac wypisang liczbe, tatwo dostrzegamy jej kolejne cyfry — kolejnymi cyframi liczby 309 sg: 3 — cyfra setek,
0 - cyfra dziesigtek, 9 — cyfra jednosci. Zwigzek, jaki istnieje miedzy liczbg, a doktadniej — miedzy wartoscig
liczby a jej cyframi zapisujemy korzystajgc z faktu, ze podstawg systemu liczenia jest liczba 10. W przypadku
liczby 309 jest spetniona nastepujaca rownos¢:

309 =3-100 + 0-10 + 9-1,
czyli
309 =310 + 0-:10* + 9-10°.

W obu réwnosciach wystepuja te same cyfry danej liczby, ktére widzimy w jej zapisie, oraz wartoSci kolejnych
poteg liczby 10, podstawy dziesietnego systemu liczenia, ktérym postugujemy sie na co dzieh.

Podobny zwigzek wystepuje wtedy, gdy liczba jest zapisana w systemie binarnym. Na przyktad, liczba
binarna (100110101),, czyli zapisana za pomoca cyfr 0 i 1, ma nastepujace przedstawienie, z ktérego mozna
obliczyc¢ jej wartosé dziesietna:

(100110101), =1-28+027+0-26+12°+1-2°+ 0-2° + 1-:22+ 0-2' + 1-.2° =
=1-256 + 0128 + 0:64 + 132 + 116 + 0-8 + 14 + 0-2 + 1.1 =
=309

Z tego przyktadu mozna wyciagnac wniosek, ze czym innym jest liczba (a doktadniej jej wartos¢) dziesiet-
na, a czym innym cyfry wystepujace w przedstawieniu liczby w wybranym systemie pozycyjnym. Zwraca-
my na to uwage przede wszystkim dlatego, ze w komputerze liczby sg przedstawiane w systemie binarnym.
Co wiecej — i to jest tutaj wazniejszym uzasadnieniem dla naszych rozwazaf — w wielu algorytmach postu-
gujemy sie nie tylko liczbami, ale rowniez cyframi wzietymi z ich postaci dziesietnej, binarnej lub przy in-
nej podstawie. .

ChcielibySmy wiec dysponowac prostym algorytmem, ktéry dla liczby dziesietnej m, danej w kompute-
rze, wypisuje na ekranie lub drukuje na papierze kolejne cyfry w binarnej lub dziesietnej reprezentacji tej licz-
by, poczawszy od najbardziej znaczacej cyfry.
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Cwiczenie 29. Nasz cel, okreslony powyzej, mozna osiagna¢ nieco okrezna droga. Najpierw znajduje-
my i zapisujemy w komputerze kolejne cyfry (np. bity) reprezentacji, poczawszy od najmniej znaczacej
(w takiej kolejnosci sg wyznaczane z dziesietnej wartosci liczby). Nastepnie, albo bezposrednio wy-
prowadzamy te cyfry (lub tylko odczytujemy) w kolejnoSci od najbardziej znaczacej, albo odwracamy
przechowywang reprezentacje. Zaproponuj algorytm stuzgcy do odwracania danej reprezentac;ji liczby,
w ktérym ta operacja jest wykonywana w tym samym miejscu (w tej samej tablicy), w ktérym znajduje
sie dana reprezentacja, algorytm nie korzysta wiec z zadnych dodatkowych struktur danych.

Chodzi nam jednak tutaj o taka metode, w ktérej cyfry rozwi-

niecia bytyby generowane i wypisywane w kolejnosci od najbar- Przypomnijmy definicje dwoch funkcji,
dziej znaczgcej, bez jakiegokolwiek etapu posredniego. Ale jak ktérych argumenty i wartosci sg
stwierdzi¢, ze w danej liczbie m, przechowywanej w kompute- liczbami catkowitymi. Niech m bedzie
rze, najbardziej znaczaca jest np. cyfra setek? liczba naturalng, wtedy m div 10 jest

Zauwazmy, ze liczba m ma cyfre jednosci, jesli ma war- jej liczba dziesiatek (nie mylic liczby
tos¢€ co najmniej 0, m = 0. Liczba m ma cyfre dziesigtek, jesli ma dziesiatek z cyfra dziesiatek), czyli
warto$¢ co najmniej 10, czyli gdy m = 10 lub innymi stowy, gdy liczba otrzymana z m przez odrzucenie
wynik dzielenia catkowitego m przez 10 jest wiekszy od 0O, tj. m ostatniej cyfry, a m mod 10 jest cyfrg
div 10 = 0. To spostrzezenie mozna zastosowac réwniez do na- jednosci w liczbie m, czyli jej ostatnia
stepnych cyfr, tj. cyfr setek, tysiecy itd. Aby jednak nie wykony- cyfra. Dziatanie div jest dzieleniem
wacé sprawdzania tego warunku osobno i niezaleznie dla kazdej catkowitym, a mod — reszta.

z cyfr, mozna sprawdzac go dla cyfr jednosci, dziesiatek, setek

itd., az do osiagniecia najbardziej znaczacej cyfry i dopiero od

tego momentu wyprowadzac kolejne cyfry, poczagwszy od najbardziej znaczgcej. Ten ogdlny schemat mozna
zapisac€ nastepujgco*:

m m<10
Cyfry_liczby(m) =
Cyfry_liczby (m div 10) a po nich cyfra (m mod 10) m=10

Jest to zaleznos¢ rekurencyjna — ciag kolejnych cyfr liczby m sktada sie z kolejnych cyfr liczby réwnej (m div
10) oraz cyfry (m mod 10). Ten proces rekurencyjnych odwotan jest wykonywany tak dtugo, az biezgca war-
tos¢ m stanie sie mniejsza od 10. Wtedy jest ona najbardziej znaczaca cyfra liczby m danej na poczatku i wra-
cajac z kolejnych pozioméw rekurencji, mozemy dopisywac nastepne cyfry rozwiniecia. Zastosowanie po-
wyzszej rownosci do wyznaczenia kolejnych cyfr liczby 309, poczawszy od najbardziej znaczacej, mozna ujaé
w schemat przedstawiony na rys. 8. Zatem rzeczywiscie, cyfry liczby 309 sg generowane za pomoca algoryt-
mu dziatajacego zgodnie z podanym wzorem rekurencyjnym w kolejnosci 3, 0, 9.

Podamy teraz opis procedury Cy fry, ktéra stuzy do wyprowadzania kolejnych, dziesietnych cyfr liczby m, po-
czawszy od najbardziej znaczacej.

procedure Cyfry(m:integer);

{Wypisywanie cyfr liczby m w kolejnosci od najbardziej znaczacej.}
procedure KolejnaCyfra(m:integer);

{Procedura rekurencyijna, ktora znajduje i1 wypisuje cyfry

liczby m, w kolejnosci od najbardziej znaczacej.}

begin

if m < 10 then write(m)

else begin

“ Dla unikniecia nieporozumiefi i zapewnienia jednoznacznoSci zapisu, operacje mod i div wraz ze swoimi argumentami
s3 ujete w nawiasy okragte.
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KolejnaCyfra(m div 10);
write(m mod 10)
end
end; {KolejnaCyfra}
begin
KolejnaCyfra(m)
end; {Cyfry}

Wywotania rekurencyjne:

Powr6t z wywotan

Cyfry_liczby (309)

l

Cyfry_liczby(30)

l

Cyfry_liczby(3)

l

(309 mod 10) =9

T

(30 mod 10) =0

> =3

Rysunek 8.

kolejne
cyfry

Przyktad dziatania rekurencyjnego algorytmu generowania kolejnych cyfr w reprezentacji liczb

Cwiczenie 30. Zapoznaj sie z dziataniem procedury Cyfry na przyktadzie liczby m = 309. Sprawdz, ze
rzeczywiscie cyfry liczby m sa wyprowadzane w kolejnoSci od najbardziej znaczace;j.

Cwiczenie 31. Zmief powyzszg zaleznos¢ rekurencyjna tak, aby mogta by¢ uzyta do wyznaczania ko-
lejnych cyfry, od najbardziej znaczacej, w binarnym rozwinieciu danej liczby dziesietnej m. Zastosuj
otrzymana zaleznos¢ do uzyskania binarnej postaci liczby 309 w kolejnosci od najbardziej znaczacego
bitu. A jak nalezy zmienic te zaleznos¢, aby byta poprawna dla dowolnej podstawy systemu liczenia?

Cwiczenie 32. Zmodyfikuj opis procedury Cyfry do opisu procedury Cyfry(m,b:integer), ktéra
bedzie wypisywac, w kolejnosci od najbardziej znaczacej, cyfry liczby m w reprezentacji przy podsta-

wie b.

Cwiczenie 33. Jesli juz dobrze rozumiesz, jak dziata procedura Cyfry, to postaraj sie tak jg zmodyfi-
kowaé, aby zamiast wyprowadzania kolejnych cyfr liczby m w reprezentacji przy podstawie b, jej warto-
Scig byta liczba cyfrw liczbie m w reprezentacji przy podstawie b.

Cwiczenie 34. Napisz program, w ktérym umieécisz procedure Cyfry(m,b:integer), i zastosuj go
do znalezienia rozwiniecia wybranych liczb w kilku systemach pozycyjnych. W szczegélnosci:

1. Sprawdz, ze dla wybranej liczby m i podstawy b = 10, otrzymuje sie doktadnie cyfry dziesietne liczby m.
2. Dlawybranej liczby m, sprawdz, jakie sg cyfry jej rozwiniecia w systemie o podstawach b= 15i607?



¢<32> Informatyka +

3. Napisz wersje procedury Cyfry(m,b:integer)dla systemu o podstawie b = 16, w ktérej ,,cyfry”
tej reprezentacji wieksze od 9 sg oznaczone nastepujaco: 10=A,11=B,12=C,13=D,14=Ei15=F.
4. Dla wybranej liczby m, znajdz jej cyfry w systemach o podstawach b = 2, 4, 8 i 16. Porownaj liczby
cyfrw tych rozwinieciach — czy zauwazasz, jaki jest zwigzek miedzy tymi liczbami? A jaki jest zwigzek
miedzy cyframi lub grupami cyfr w tych rozwinieciach?

5. Na podstawie zaleznoSci zauwazonych w punkcie 4 zaproponuj algorytm, stuzacy do zmiany repre-
zentacji liczby miedzy dwoma systemami o podstawach 2 i 8.

Cwiczenie 35. Jak nalezy zmieni¢ procedure Cyfry (m,b), by wyprowadzane byty kolejne cyfry liczby
m ale od tytu?
Podpowiedz. Wystarczy zmieni¢ kolejnosé dwéch instrukeji. Ktérych?

€wiczenie 36. Okredl, ile razy, w zaleznosci od wartoéci liczb m i b, jest wykonywana operacja mod
w procedurze Cyfry(m,b:integer).

Wskazowka. To zadanie jest w gruncie rzeczy pytaniem o to, ile cyfr ma liczba dziesietna zapisana
w systemie o podstawie b. W ksigzce Algorytmy (p. 7.1 w [5]) odpowiadamy na to pytanie dla b = 2.

Rekurencja - podsumowanie
Na zakofczenie tego rozdziatu poswieconego rekurencji zwr6¢my jeszcze raz uwage na dwie podstawowe ce-
chy algorytmdéw rekurencyjnych i ich komputerowych realizacji:

1. Rekurencyjny zapis rozwigzania, czyli w postaci procedury rekurencyjnej (np. w jezykach Pascal lub C++),
jest bardzo zwiezty, znacznie krétszy niz zapis odpowiedniej procedury iteracyjnej. Zawdziecza sie to m.in.
odwotaniom do tej samej procedury.

2. Zwartos¢ zapisu algorytmdow w postaci rekurencyjnej zawdziecza sie rowniez temu, ze organizacja rekuren-
cyjnego wykonania algorytmu w komputerze zajmuje sie kompilator i nie musimy bezpoSrednio rozpisywac
szczegbtowo wszystkich krokéw. To ,,zrzucenie roboty na komputer”, czyli przekazanie mu czesci organiza-
cyjnej dziatania algorytmu, objawia sie na ogét zwiekszeniem czasu jego dziatania podczas wykonywania
obliczenf.

Wynika stad sugestia, by stosowac rekurencje w opisach algorytmow, ale takie algorytmy realizowaé na kom-
puterze zamieniajac rekurencje na iteracje.

6 SZYBKIE OBLICZANIE WARTOSCI POTEGI

Binarna reprezentacja liczb naturalnych jest zrodtem szybkich metod obliczania wartoSci potegi x™, gdzie n
jest liczbg naturalng, a x moze by¢ dowolng liczbg rzeczywistag (warto$¢ podstawy x nie ma znaczenia dla na-
szych rozwazan). Metody te znajdujg zastosowanie w algorytmach kryptograficznych, w ktérych sg obliczane
wartosci poteg o bardzo duzych wyktadnikach.

Postuzmy sie najpierw przyktadem. Przypusémy, ze chcemy obliczyé wartos¢ potegi. x*2. Proste wy-
mnozenie podstawy przez siebie x?? = x-x-....x to 21 mnozeh. A skorzystajmy z binarnej reprezentacji wyktad-
nika potegi. Mozna go przedstawic jako sume poteg liczby 2:

22=2+4+16=2"+2%2+24

wtedy nasza potega przyjmuje postaé x*? = x>*4+1¢ = x2.x*.x'¢ i mozna ja obliczy¢ wielokrotnie podnoszac do
kwadratu podstawe x i mnozac przez siebie odpowiednie czynniki. Dla potegi 22 obliczanie potegi przebiega
nastepujaco: X2, x* = (x92, x® = (x%)2, x'¢ = (x¥)2 i mnozymy przez siebie x>x*x'¢. W sumie wykonujemy 6 mnozen.
Korzystajq z przedstawienia wyktadnika w reprezentacji binarnej 22 = (10110), w postaci schematu Hornera,
wyktadnik mozna zapisa€ 22 =1-24 + 0-2% + 1:22+ 1-2' + 0-2° = (2 + 0)2 +1)2 + 1)2 + 0, a stagd otrzymujemy:



> Réznorodne algorytmy obliczen i ich komputerowe realizacje <33»

X(((Z +0)2+1)2+1)2+0 — X(((Z +0)2+1)2+1)2+0 — (X((Z +0)2 +1)2 + 1)2 = (X((Z +0)2 +l)2X)2 = (X(Z +0)2 +1)2X)2

= (X(Z +O)2X)2X)2 = (X(Z +O))2X)2X)2 = (((XZ)ZX)ZX)Z.

Korzystajac z tego zapisu, potege x?2 obliczamy wykonujac kolejno nastepujace mnozenia: x2, x* = (x)?, x* =
X4x, X10 = (x°)2, X1 = x10-x, x2? = (x')2. W sumie wykonujemy réwniez 6 mnozen.

Cwiczenie 37. W oparciu o jedng i druga metode naszkicowang powyzej, podaj kolejnos¢é wykonywania
mnozeh podczas obliczania warto$ci potegi x>*°. lle mnozen jest wykonywanych w obu przypadkach?

Obie metody potegowania korzystaja z binarnego rozwiniecia wyktadnika, ale r6znig sie tym, ze w pierwszym przy-
padku to rozwiniecie jest przegladane od najmniej znaczacego bitu (méwimy o metodzie od prawej do lewej), a w dru-
gim — od najbardziej znaczgcego (czyli metoda od lewej do prawej). Poniewaz reprezentacja binarna liczby natural-
nej jest tworzona od najmniej znaczacego bitu (zob. p. 4.2), podamy teraz algorytm obliczania wartoSci potegi, kt6-
ry wykonuje potegowanie rozktadajgc wyktadnik na postac binarng (postac ta jednak nie jest zachowywana w al-
gorytmie). Szybkie potegowanie, wykorzystujgce schemat Hornera pozostawiamy jako éwiczenie.

Binarny algorytm potegowania ,,od prawej do lewej”

Dane:  Liczba naturalna m i dowolna liczba x.

Wynik:  WartoS¢ potegiy = x™.

Krok 0. {Ustalenie poczatkowych wartosci potegi y i zmiennych pomocniczych zi [}
yi=1l:=m; z:=x

Krok 1. )eslilmod 2 =1 (czyli l jest liczba nieparzysta), to y := y-z;

Krok 2. [:=1div 2;jesli [ =0, to zakofcz algorytm — wynikiem jest biezgca wartoS¢ y.

Krok 3. z:=2zz;wroc do kroku 1.

Cwiczenie 38. Wykonaj powyzszy algorytm dla m = 22 i m = 313. Wypisz kolejne wartosci zmiennych
¥, [, zi pordwnaj kolejne wartoSci zmiennej y z wczeSniej otrzymanymi wartosciami potegi dla tych war-
tosci wyktadnika.

Cwiczenie 39. Napisz program w jezyku Pascal, bedacy realizacja algorytmu podnoszenia do potegi
,»,0d prawej do lewej”. Jako wynik, dla danego wyktadnika m, wyprowadzaj liczbe mnozen wykonywa-
nych w tym algorytmie dla obliczenia wartosci x™.

Szybkie algorytmy potegowania sg stosowane w algorytmach szyfrujgcych, w ktérych wyktadniki poteg sg
bardzo duzymi liczbami.

Algorytm rekurencyjny

Zauwazmy, ze jesli m jest liczbg parzysta, to zamiast oblicza¢ wartos¢ potegi x™, wystarczy obliczy¢ y = x™/?
a nastepnie ponies¢ y do kwadratu. Jesli m jest liczbg nieparzysta, to m — 1 jest liczbg parzysta. A zatem
mamy nastepujacg zaleznos¢:

1 jeslim=0
X"=4 (xm?)? jesli m jest liczba parzysta
(xtm-D12)2 jesli m jest liczba nieparzystg

ktéra ma charakter rekurencyjny — po prawej stronie réwnosci sa odwotania do potegowania, czyli do tej sa-
mej operacji, ktérej wartosci liczymy, ale dla mniejszych wyktadnikéw. Pierwszy wiersz w powyzszej rownosci
to tzw. warunek poczatkowy — stuzy do zakonczenia (zastopowania) odwotai rekurencyjnych do coraz mniej-
szych argumentéw, by caty proces obliczef zakoficzyt sie.
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N

Jesli chcielibydmy obliczy¢ x?2, to powyzsza zaleznos¢ rekurencyjna prowadzi nas przez nastepujace
odwotania rekurencyjne: X2 = (x')? = ((x*)2x)? = (x)?x)2x)2. Identyczng zaleznos¢ otrzymamy rozktadajac wy-
ktadnik 22 na postac binarna.

Cwiczenie 40. Podaj w jakiej kolejnoéci beda obliczane potegi w trakcie obliczania wartoéci x*! za po-
mocg algorytmu rekurencyjnego.

Ponizej zamieszczamy funkcje, bedaca implementacja rekurencyjnego obliczania wartosci potegi.

function PotegaRek(m:integer; x:real):real;
{Wartoscia funkcji jest x podniesione do potegi m
obliczona wedlug rekurencyjnego wzoru.}
function Kwadrat(x:real):real;
{Wartoscia tej funkcji jest kwadrat argumentu x.}
begin
Kwadrat:=x*x
end; {Kwadrat}
begin
if m=1 then PotegaRek:=x
else
if m mod 2=0
then PotegaRek:=Kwadrat(PotegaRek(m div 2,x))
else PotegaRek:=Kwadrat(PotegaRek((m-1) div 2,x))*x
end; {PotegaRek}

Cwiczenie 41. Zwr6¢ uwage, w jaki sposob unikamy w funkcji PotegaRek obliczania dwa razy tej sa-
mej wartosci potegi, gdy wyktadnik jest liczbg parzysta. UmieS¢ te funkcje w programie i sprawdz jej
dziatanie na kilku wybranych potegach.

ALGORYTM EUKLIDESA

Przedstawiamy w tym punkcie algorytm,

ktéry wsréd przepiséw opatrywanych Euklides stosowat swoj algorytm do znajdowania
tych mianem, zostat odkryty jako jeden najdtuzszego odcinka mieszczacego sie catkowita
z najwczesniejszych, bo jeszcze w staro- liczbe razy w dwoch danych odcinkach. Byto to okoto
zytnosci, przez Euklidesa. 300 roku p.n.e., na dtugo przed pojawieniem sie

okreslenia algorytm.
Danymi sg dwie nieujemne liczby cat- Algorytm Euklidesa jest jednym z najczeSciej przytaczanych
kowite m i n. Liczba k jest najwiekszym algorytmoéw w ksigzkach informatycznych i matematycznych.
wsp6lnym dzielnikiem m i n, jesli dzieli m Powodem jest nie tylko szacunek dla jego ,,wieku”,
oraz n i jest najwieksza liczba o tej wta- ale to, ze ma wiele zastosowan w rozwigzywaniu probleméw
snosci — oznaczamy jg przez NWD(m,n). rachunkowych i postugujac sie nim, mozna ilustrowaé
Algorytm Euklidesa jest najstarszg meto- wiele podstawowych pojec i wtasnosci
da znajdowania najwiekszego wspélnego informatycznych.

dzielnika dwéch liczb (patrz ramka obok).

Cwiczenie 42. Pierwsza metoda, jaka moze przyjs¢ na myél, gdy chcemy znalez¢ najwiekszy wspélny
dzielnik dwéch danych liczb m i n, jest sprawdzanie podzielnosci tych liczb przez kolejne liczby natu-
ralne, poczawszy od 2, a skohczywszy na mniejszej z m i n. lle dzielef nalezy wykona¢, aby obliczyé ta
metodg NWD(24,48) oraz NWD(46,48)? A dla dowolnych m i n? Opisz te metode w postaci algorytmu
w wybranej przez siebie reprezentacji. Mozesz opisac te metode w postaci programu komputerowego.
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Nie mozesz by¢ chyba zadowolony z efektywnosci tego algorytmu, zwtaszcza dla przyktadowych danych liczbo-
wych — w pierwszym przypadku, gdy jedna z liczb dzieli druga, od razu widac, ze ta mniejsza jest poszukiwanym
najwiekszym wspolnym dzielnikiem obu liczb. A jesli Zadna z liczb nie dzieli drugiej, tak jak w drugim przypadku?

Zat6zmy, ze n = m. Wtedy dzielac n przez m otrzymujemy nastepujaca rownos¢:
n=qgm-+r, gdzie O<r<m ®)

Wielkosci g i r sg odpowiednio ilorazem i resztg z dzielenia n przez m. Dla danych z ¢wicz. 42, rownos¢ (8)
przyjmuje postac: 48 = 2:24 i 48 = 1:46 + 2. Wynikaja stad nastepujgce wnioski:

m jeslir=0,to NWD(m,n) = m, czyli jesli jedna z liczb dzieli druga bez reszty, to mniejsza z tych liczb jest ich
najwiekszym wspélnym dzielnikiem;

m jeslir #0,to rownos¢ (8) mozna zapisa w postaci r=n — gm; a stad wynika, ze kazda liczba dzielgca n
i m dzieli cate wyrazenie po prawej stronie tej rownosci, a wiec dzieli réwniez r; zatem, najwiekszy wspolny
dzielnik m i n dzieli réwniez reszte r.

Te dwa wnioski mozna zapisa¢ w postaci nastepujacej rownosci:
NWD(m,n) = NWD(r,m), ©)

w ktdrej przyjelismy, ze NWD(0,m) = m, gdyz O jest podzielne przez kazda liczbe r6zng od zera. Zastosujmy
teraz te obserwacje do obliczenia NWD(25,70). Otrzymamy:

NWD(25,70) = NWD(20,25) = NWD(5,20) = NWD(0,5) = 5,
gdyz stosujac rownosé (8) otrzymujemy kolejno:

70=1225+20

i

25=120+5

Y/

20 =45
To postepowanie zawsze sie kofczy, bo pierwszy element w parze argumentéw funkcji NWD maleje, gdyz jest to reszta.

Mozemy teraz przedstawic opis algorytmu Euklidesa. Zauwazmy jeszcze, ze iloraz g w réwnosci (8) nie wyste-
puje w nastepnych iteracjach tej rownoSsci, zatem nie trzeba go wyznaczac.

Algorytm Euklidesa (z dzieleniem) wyznaczania NWD

Dane:  Dwie liczby naturalnemin, .

Wynik: ~NWD(m,n) — najwiekszy wspélny dzielnik m i n.

Krok 1. )eslim = 0, to n jest szukanym dzielnikiem. Zakoficz algorytm.
Krok2. r:=nmodm, n:=m, m:=r. Wr6¢ do kroku 1.

Nastepne Ewiczenie zwraca uwage, ze dla pewnych liczb algorytm Euklidesa wykonuje duzo iteracji.

Cwiczenie 43. Zastosuj algorytm Euklidesa do liczb 34 i 55. Co ciekawego mozesz powiedzie¢ o dzia-
taniu algorytmu w tym przypadku — ile wynosza kolejne ilorazy? Wypisz od kofica cigg reszt tworzo-
nych w tym przypadku. Jak inaczej mozna zdefiniowac ten cigg? Podaj inng pare liczb, dla ktérej algo-
rytm Euklidesa dziata podobnie.
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Zapiszemy teraz algorytm Euklidesa w postaci programu:

program Euklides;
var m,n,r:integer;
begin
read(m,n);
while m>0 do begin
r:=n mod m;
n:=m;
m:=r
end;
write(n)
end.

Zapiszemy teraz algorytm Euklidesa w postaci wydzielonej funkcji NwD, ktérej warto3cig jest wtasnie najwiek-
szy wspblny dzielnik dwéch liczb, bedacych argumentami tej funkcji.

program Euklides funkcja;
var m,n:integer;

function NWD(m,n:integer):integer;
var r:integer;
begin
while m>0 do begin
r:=n mod m; n:=m; m:=r

end;

NWD:=n

end; {NWD}
begin

read(m,n);
writeln(NWD(m,n))
end.{Euklides funkcja}

Istnieje jeszcze wiele innych implementacji algorytmu Euklidesa, np. wykonujacych odejmowanie zamiast
dzielenia. Jedna z najciekawszych implementacji wykorzystuje rekurencje, czyli funkcje, ktéra odwotuje sie
do siebie. Ta implementacja wynika wprost z zalezno3ci (9).

program Euklides rekurencja;
var m,n:integer;
function NWD rek(m,n:integer):integer;
begin
if m>n then NWD rek:=NWD rek(n,m)
else if m = 0 then NWD rek:=n
else NWD rek:=NWD rek(n mod m,m)
end; {NWD rek}
begin
read(m,n);
writeln(NWD rek(m,n))
end.{Euklides rekurencja}

Cwiczenie 44. Zapoznaj sie z przedstawionymi implementacjami algorytmu Euklidesa, uruchom te pro-
gramy i przetestuj je na wybranych parach liczb naturalnych, w tym m.in. na parze liczb 34 i 55.
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8 ALGORYTMY ZACHLANNE

Cztowiek zawsze starat sie upraszcza¢ wykonywane przez siebie czynnosci, od budowania piramid, wycho-
dzenia z labiryntu czy poruszania sie po najkrétszych drogach do celu, az po sterowanie maszynami, porzad-
kowanie obiektéw i informacji oraz pakowanie plecaka. Zwykle, pierwszym zamierzeniem w nowym dziata-
niu jest osiggniecie wyznaczonego celu w jakikolwiek sposéb, a gdy juz potrafimy co$ robi¢, to zastanawia-
my sie, jak to mozna zrobi¢ mniejszym wysitkiem, szybciej, z najwiekszym zyskiem lub z najmniejszymi stra-
tami. Jesli nasze zadanie polega na osiggnieciu celu w kilku etapach, to do$¢ czesto pomocna moze by¢ stra-
tegia, zgodnie z ktérg na kazdym kroku staramy sie wykona¢ mozliwie najlepszy ruch, podja¢ najlepsza decy-
zje. Postepujemy wiec w spos6b, ktéry ma cechy zachtannoSci,

metoda zachtanna jest stosowana do otrzymywania rozwigzah, ktére sktadaja sie
z ciggu decyzji i na kazdym kroku podejmowana jest mozliwie najlepsza decyzja.

W tym rozdziale zajmiemy sie problemami, w ktérych celem jest otrzymanie mozliwie najlepszego rozwigza-
nia. Wspélna cechg przedstawionych rozwigzah bedzie sposéb ich otrzymywania, polegajacy na zastosowa-
niu podejscia zachtannego.

Wsr6d omoéwionych probleméw beda jednoczesnie przyktady, ktore postuza do zilustrowania, ze po-
dejscie zachtanne nie zawsze gwarantuje otrzymania najlepszego rozwigzania.

W nastepnych punktach omawiamy szczegétowo zastosowanie metody zachtannej do rozwigzywania
kilku prostych probleméw, a w ostatnim punkcie wymieniamy inne problemy, ktére sg réwniez rozwigzywa-
ne metodami zachtannymi.

8.1 PROBLEM WYDAWANIA RESZTY
Problem reszty polega na takim wydawaniu reszty, pozostatej po uiszczeniu zaptaty, aby klient otrzymywat
jak najmniejszg liczbe banknotéw i monet. Podobne zyczenie mozemy mieé w kasie oszczednoSci lub w ban-
ku, wybierajac jaka$ kwote, a wiec resztag moze by¢ jakakolwiek kwota pieniedzy, Zatem nasz problem polega
na przedstawieniu danej kwoty pieniedzy w postaci jak najmniejszej liczby banknotéw i monet.
Zanim zajmiemy sie matematycz-

nym i informatycznym rozwigzaniem Problem reszty, podobnie jak kazda w niej moneta, ma dwie
tego problemu, dobrze jest podpatrzyé strony: odbierajacy reszte chciatby dostac jak najmniej
sprzedawcoéw w sklepach, w jaki sposéb monet, a wydajacy — pozbyc sie ich jak najwiecej. Obie
wydajg reszty klientom — czesto zycie tendencje majg swoje zachtanne realizacje. Mozemy jednak
samo dostarcza nam rozwigzan. podpowiedzie¢ sprzedajgcemu, jak mogtby postepowacé
zgodnie z oczekiwaniami klientéw — czyli wydawac reszte jak
Dla uproszczenia rozwazah banknoty najmniejszg iloScig monet — przy tym samemu mie¢ mniej do
bedziemy réwniez nazywali monetami roboty. Sprzedawca miatby takze mniej okazji, by sie pomylic.

i przyjmiemy, ze wszystkie nominaty mo-

net (@ wiec rowniez banknot6éw) sg poda-

ne w groszach. Mamy wiec nastepujace nominaty na naszym rynku: 1 gr, 2 gr, 5 gr, 10 gr, 20 gr, 50 gr, 100 gr
(1 zt), 200 gr (2 zt), 500 gr (5 zt), 1000 gr (10 zt), 2000 gr (20 zt), 5000 gr (50 zt), 10 000 gr (100 zt), 20 000 gr
(200 zt). W dalszej czeSci opuszczamy miano gr.

Kazda reszte mozna zawsze wydaé, np. w postaci monet o nominatach 1°, ale bardzo krzywimy sie na sprze-
dawce, gdy wydaje nam reszte samymi drobnymi monetami. Jak wiec miatby on postepowad, aby reszta byta
ztozona z mozliwie jak najmniejszej liczby monet? W tym miejscu przypomnij sobie, jak postepujesz, gdy
masz zbyt wiele drobnych. Jesli masz dwie monety o nominale 1, to starasz sie zamieni¢ je na jedng monete
o nominale 2. Jesli jest ich pie¢, to zamieniasz na monete o nominale 5, a jesli miatbys dwadziescia tysiecy
monet jednogroszowych, to najlepiej bytoby je zamieni¢ w banku na banknot dwustuztotowy. Podobnie mo-
zesz postapic z wiekszg liczbg monet o innych nominatach.

> Zauwaz, ze gdyby nie byto monety o nominale 1, to pewnych kwot nie bylibySmy w stanie wyda¢. Podaj przyktady ta-
kich kwot. Chyba nie ma waluty na Swiecie, ktéra nie zawierataby monety o nominale 1. A moze jest? Jesli natknates sie
na taka, to poinformuj o tym autora.
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Zamiana wiekszej liczby monet o matych nominatach na monete o wiekszym nominale podpowiada, jak mo-
gtoby wygladac postepowanie zachtanne, w ktérym od razu staramy sie uzywac jak najwiekszych nominatéw.
Zresztg zapewne zaobserwowate$ taki sposdb wydawania reszty u wielu sprzedawcéw.

Algorytm Reszta — Zachtanny sposéb wydawania reszty

Dane: Nominaty monet oraz reszta do wydania.

Wynik: Przedstawienie reszty w postaci najmniejszej liczby monet.

Krok iteracyjny. ~ Dop0ki reszta nie jest réwna zero, odejmij od niej najwiekszy,
mieszczacy sie w niej nominat, i wydaj odpowiednia monete.

Cwiczenie 45. Zastosuj zachtanny algorytm wydawania reszty do utworzenia kwot groszowych 63, 87
i 117 z mozliwie najmniejszej liczby monet. Sprawdz na tych przyktadach, czy czasem nie mozna utwo-
rzy€ tych reszt z jeszcze mniejszej liczby monet.

Realizacja algorytmu Reszta w arkuszu kalkulacyjnym

Zanim zapiszemy algorytm wydawania reszty w jezyku programowania, utworzymy dla niego arkusz kalkula-
cyjny. Chcemy, abys utworzyt arkusz, ktéry ma postaé¢ pokazang na rys. 9. W kolumnie A sg umieszczone no-
minaty naszej waluty, a w komérce D2 jest umieszczona kwota, ktérg mamy utworzy¢ z najmniejszej liczby
banknotéw i monet. Kwota ta jest redukowana w kolejnych wierszach o kwote umieszczong w kolumnie C, kt6-
ra zostata wydana w spos6b zachtanny kolejnym co do wielko$ci nominatem banknotu lub monety.

Cwiczenie 46. Utworz arkusz, ktéry umozliwi Ci obliczanie dla danej kwoty (zapisanej w komérkach D2
i D4), najmniejszej liczby banknotéw i monet, z jakich mozna jg ztozy¢. Najwazniejszag decyzja, jaka mu-
sisz podjac, jest wpisanie odpowiedniej formuty do komérek w kolumnie B. OczywiScie wystarczy, ze
wpiszesz formute do komérki B5, a nastepnie ja skopiujesz przez przeciagniecie do dotu. A zatem, jak
obliczyé, ile banknotéw 200 ztotowych mieSci sie w kwocie, ktéra jest wpisana do komérki D4?

Cwiczenie 47. Uruchom utworzony arkusz dla kilku wybranych kwot, np. 17 gr, 29 gr, 63 gr, 29,29 zt,
1234,56 ztiinnych. Sprawdzaj w polach D2 i C19, czy otrzymujesz te same kwoty.

Realizacja algorytmu Reszta w jezyku programowania
Zamieszczamy ponizej kod programu w jezyku Pascal, ktéry jest realizacjg algorytmu zachtannego.

1. Program Zachlanna reszta;

2. wvar i,ile,kwota _int: integer;

3. kwota: real;

4. nominal: array[l..14] of integer
5. =(20000,10000,5000,2000,1000,500,200,100,50,20,10,5,2,1);
6. reszta: array[l..14] of integer;
7. begin

8. read(kwota);

9. kwota int:=round(kwota*100);

10. for i:=1 to 14 do begin

11. ile:=kwota int div nominall[i];

12. resztali]l:=ile;

13. kwota int:=kwota int-ile*nominalli]
14. end;

15. for i:=1 to 14 do

16. writeln(nominal[i],” gr: ‘,resztali])
17. end.
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A B C 8]
1
5 Kwota do wydania| 1234,19 zi

. Liczba
5 Nominaly nominaléw Kwota Pozostalo
4 123419 z
5 200,00 = 6 120000 =t 3419 =t
B 100,00 z 0 zt 3419 =t
! 50,00 = 0 - = 34,19 =t
B 20,00 = 1 20,00 =zt 14,19 =4
g 10,00 z 1 10,00 =4 4,19 zt
10 5,00 =t 0 - = 419 zi
11 200 z 2 4,00 =t 0,19zt
12 1,00 =t 0 zt 0,19 =
13 0,50 #t 0 zt 0,19 =
14 0,20 = 0 - = 0,19 =t
15 010 =t 1 0,10 zt 0,09 zt
16 0,05 =t 1 0,05 =t 0,04 zt
17 0,02 = 2 0,04 =t -z
18 0,01 = 0 zt -z
1 Razem 1 234,19 zi

Rysunek 9.
Arkusz stuzacy do wydawania reszty metoda zachtanng

Znaczenie poszczeg6lnych wierszy kodu powinno by¢ oczywiste nie tylko dla tych, ktérzy napisali juz jakis
program w jezyku Pascal. Wyjasnijmy jednak znaczenie wybranych wierszy w programie.

1. wiersze 4i5: nominal - jesttablicg nominatéw zamienionych na grosze;

2. wiersz 6: wtablicy reszta sg przechowywane wyliczone iloSci poszczegdlnych nominatéw;

3. wiersz 8: czytana jest kwota do wydania; zaktadamy, ze kwota jest w ztotych, czyli ta dana moze zawiera¢
kropke i dwie cyfry po kropce, oznaczajace liczbe groszy w kwocie; zatem 13 oznacza 13 zt, a chcac utwo-
rzy€ reszte dla kwoty 13 gr musimy podac 0,13 jako dang;

4. wiersz 9: kwota w ztotych jest zamieniana na kwota _ int w groszach;

5. wiersze 10-14: instrukcja iteracyjna — obliczenie dla kolejnych nominatéw, ile razy mieszczg sie w kwocie,
ktéra nie zostata jeszcze wydana — stosowane jest dzielenie catkowite div (jego wynikiem jest czes¢ catko-
wita ilorazu);

6. wiersze 15-16: ponownie jest uzyta instrukcja iteracyjna, ktéra tym razem stuzy do wypisywanie na ekranie
w dwdch kolumnach nominatéw i ich iloSci, sktadajgcych sie na wczytana kwote.

€wiczenie 48. Napisz i uruchom samodzielnie program do wydawania reszty metoda zachtanna. Mo-
zesz sie wzorowac na naszym rozwigzaniu podanym powyzej. Wykonaj swoj program dla kwot wymie-
nionych w éwicz. 47. Pordwnaj wyniki otrzymane w arkuszu i otrzymane za pomocga Swojego programu.

Cwiczenie 49. Postugujac sie swoim programem sprobuj obliczyé, jak zostanie wydana kwota 1234.56.
Jak zakonczyto sie wykonywanie Twojego programu? Czy potrafisz wyttumaczyé, co sie stato? Ot6z po-
dana kwota zamieniona na grosze jest wieksza od najwiekszej liczby typu integer (czyli najwiekszej
dodatniej liczby catkowitej), jaka moze by¢ zapisana w komputerze — jest nig 32767. Mozna pozbyc sie
tego ograniczenia na wielkoS¢ kwoty deklarujac zmienng kwota _ int jako longint, czyli jako dtu-
g3 liczbe catkowita. Wtedy bedzie ona mogta przyjmowac wartosci do ponad 21 milionéw (niewiele jest
okazji, by wydawac tak duze reszty!). Zmodyfikuj odpowiednio swoj program.
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Ciekawi nas teraz, czy wydawanie reszt algorytmem zachtannym zawsze gwarantuje, ze otrzymamy najmniej-
szg liczbe banknotéw i monet. OdpowiedZ na to pytanie nie jest jednoznaczna i zalezy od rodzajéw nomina-
téw, ktérymi dysponujemy.

Cwiczenie 50. Przypusémy, ze Mennica Polska wypusécita na rynek dodatkowg monete dla hazardzi-
stow o nominale 21 groszy. Podaj przyktady reszt (kwot), dla ktérych algorytm zachtanny wydawania
reszty za pomoca polskich monet, powiekszonych o ten nominat nie zapewnia, ze kazda reszte otrzy-
mamy w postaci najmniejszej liczby monet?

Dotychczas zaktadalismy milczgco, ze w kasie jest dostateczna liczba monet kazdego nominatu. Okazuje sie
jednak, ze jesli brakuje niektérych monet, to w algorytmie zachtannym mogg nie byé tworzone reszty ztozone
z najmniejszej liczby monet. Rozwigz nastepne ¢wiczenie.

Cwiczenie 51. Przypusémy, ze w kasie zabrakto nagle monet o nominatach 10 i 5 groszy. Znajdz przy-
ktady kwot, ktére w tym przypadku nie bedg utworzone przez algorytm zachtanny z najmniejszej moz-
liwej liczby banknotéw i monet.

Powyzsze przyktady pokazuja, ze to, czy zestawy monet tworzone przez algorytm zachtanny zawieraja naj-
mniejszg ich liczbe, zalezy od dostepnosci nominatéw, czyli zalezy od danych, a zatem stosowana metoda
nie daje najlepszych rozwigzah we wszystkich przypadkach. To jest niestety charakterystyczna cecha wielu
algorytméw zachtannych.

Cwiczenie 52. Monety i banknoty amerykafiskie maja nominaty w centach: 1 (penny), 5 (nickel), 10
(dime), 25 (quarter), 50 i w dolarach: 1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 1000.

m Zmodyfikuj swdj program do wydawania reszty tak, aby z jego pomoca mozna byto tworzy¢ reszty dla
kwot w dolarach i centach.

m Przypusémy, ze w kasie brakto nagle pieciocentéwek. Podaj przyktad reszty, ktorej algorytm
zachtanny nie utworzy w tym przypadku z najmniejszej liczby banknotéw i monet.

8.2 ZMARTWIENIE KINOMANA
Kinoman dysponuje repertuarem filméw w Multikinie na dany dziefi — z kazdym filmem jest zwigzana godzi-
najego rozpoczecia i zakohczenia. Zaktadamy, ze filmy sg r6zne i kinoman chciatby obejrzeé ich mozliwie jak
najwiecej. W tabeli 5 sg zamieszczone przyktadowe godziny wysSwietlania filmoéw. Pytanie: ile z tych filmoéw
moze obejrze¢ kinoman w catosci jednego dnia?

Tabela 5.
Przyktadowe godziny rozpoczecia i zakofczenia filmoéw

poczatek | 9:00 8:00 11:00 | 10:00 | 11:00 | 12:00 | 14:00 | 16:00 | 15:00 | 18:00 | 19.00

koniec 11:00 | 12:00 | 13:00 | 12:00 | 15:00 | 16:00 | 17:00 | 18:00 | 19:00 | 21:00 | 21.00

Cwiczenie 53. Jaka podpowied? dasz kinomanowi? Podpowiadamy Tobie, by$ zastosowat metode za-
chtanng, ale sam okresl, na czym ma polegaé zachtanno$é w tym przypadku. Sprawdz swéj algorytm
na danych z tabeli 5.
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Dos¢ oczywistym podejéciem jest wybieranie kolejnych filmow, ktére koficza sie najwczesniej. W ten sposéb
kinomanowi pozostaje wiecej czasu na obejrzenie nastepnych filméw.

Uzasadnienie, Ze jest to strategia optymalna, czyli mozliwie najlepsza, jest doS¢ proste. Zastosujemy
rozumowanie nie wprost. Zatézmy, ze istnieje inne rozwigzanie, ktére jest optymalne, czyli zawiera ono wie-
cej filmow niz rozwigzanie otrzymane zasugerowang metoda zachtanna. Przegladamy oba rozwigzania w ko-
lejnosci filmbéw od najwczesdniejszego i zatrzymujemy sie, gdy w rozwigzaniu optymalnym jest inny film niz
w rozwigzaniu zachtannym. Zgodnie ze strategia zachtanna, film w rozwigzaniu optymalnym konczy sie nie
wczesniej niz film w rozwigzaniu zachtannym. Mozemy zatem zamienic film w rozwigzaniu optymalnym z fil-
mem w rozwigzaniu zachtannym. Przechodzac w ten sposéb do kofica obu rozwigzaf dochodzimy do wnio-
sku, ze rozwigzanie zachtanne zawiera przynajmniej tyle filméw co optymalne, a wiec jest takze rozwigza-
niem optymalnym.

Cwiczenie 54. Napisz program, ktéry dla danego repertuaru Multikina znajduje opisang wyzej metoda
zachtanna najwieksza liczbe filméw, jakie mozna obejrze¢ jednego dnia. Czasy rozpoczecia i zakofcze-
nia filméw przechowuj w tablicach.

8.3 PAKOWANIE NAJCENNIE)SZEGO PLECAKA
W tym punkcie zajmiemy sie rozwigzywaniem jednej z wersji problemu plecakowego. Problem ten polega na
umieszczeniu w plecaku o ograniczonej pojemnosci mozliwie najcenniejszej zawartosci. W innych zastoso-
waniach ten problem moze dotyczy¢ pakowania: walizek, paczek, samochodéw, samolotéw itp. Zaktadamy,
ze pakowane rzeczy sag niepodzielne, tzn. nie mozna wzia¢ tylko potowy jakiejs rzeczy. Na poczatku zatozy-
my, ze kazda rzecz jest dostepna w nieograniczonej ilosci. Opiszmy doktadniej ten problem, podajac jego spe-
cyfikacje.

Ogolny problem plecakowy

Dane:  nrzeczy (towaréw, produktow itp.), kazda w nieograniczonej iloSci:
i-tarzecz wazy w,jednostek i ma wartoS¢ p;
W — maksymalna pojemnos¢ plecaka.

Wynik: iloSci poszczegblnych rzeczy (moga byc zerowe), ktérych catkowita waga nie przekracza W
i ktérych sumaryczna warto$¢ jest najwieksza wsréd wypetnief plecaka rzeczami o wadze
nie przekraczajacej W.

Problem plecakowy jest tylko z pozoru bardzo prosty. Opracowano dla jego rozwigzywania wiele algorytmow
o réznej ztozonoSsci. Nie jest jednak znana metoda szybka, ktéra jednoczes$nie gwarantuje, ze zawsze jest ge-
nerowane mozliwie najlepsze upakowanie plecaka. W takiej sytuacji na ogét staramy sie rozwigzywacé pro-
blem metoda zachtanna.

Algorytm zachtanny dla ogélnego problemu plecakowego
Przypomnijmy sobie, w jaki sposdb na ogdt pakujemy plecak. Dobrze, jesli wszystkie zaplanowane do wzie-
cia rzeczy mieszcza sie w nim. Ale jesli nie, to najczesciej dziatamy dos¢ chaotycznie i w naszych decyzjach
Scieraja sie ze soba trzy kryteria wyboru kolejnych rzeczy do zapakowania:

1. wybierac najcenniejsze rzeczy, czyli w kolejnoSci nierosnacych wartosci p ;

2. wybiera€ rzeczy zajmujgce najmniej miejsca, czyli w kolejnoSci niemalejgcych wag w;

3. wybierac rzeczy najcenniejsze w stosunku do swojej wagi, czyli w kolejnosci nierosngcych wartosci ilorazu
p,/ w,— iloraz ten mozna uznac za jednostkowa wartos¢ rzeczy i.

Wszystkie te kryteria wyboru sg przejawem strategii zachtannej. Zawartos¢ plecaka jest kompletowana krok
po kroku i kazda decyzja polega na dokonaniu wyboru, ktéry wydaje sie by¢ najlepszy na danym etapie z na-
dzieja, ze ostatecznie doprowadzi to do znalezienia najlepszego upakowania.
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Tabela 6.
Dane do przyktadu ogdlnego problemu plecakowego

i | 1 2 3 4 5 6 | w
pi 6 4 5 7 10 2
w; 6 2 3 2 3 1 23

Cwiczenie 55. Dla danych zamieszczonych w tabeli 6 wyznacz najcenniejsze zawartosci plecaka, stosu-
jac kazde z powyzszych kryteriow wyboru kolejnej rzeczy.

Pakujgc rzeczy w kolejnoSci ich wartoSci, czyli w kolejnosci wartosci wspétczynnikéw p,, najpierw wybiera-
my najcenniejsza rzecz, nr 5, i mozemy wzigé ich az 7, gdyz kazda z nich wazy 3 jednostki a pojemnos¢ ple-
caka wynosi 23. Pozostaje w plecaku miejsce na rzecz, ktéra wazy 2 jednostki. Nastepna w kolejnoSci war-
tosci jest rzecz nr 4 i wazy ona akurat 2 jednostki, pakujemy ja. Zatem pakujac plecak w kolejnoSci najwiek-
szych wartoSci rzeczy, wybieramy 7 sztuk rzeczy nr 5 i jedng rzecz nr 4 — otrzymujemy zawartos¢ plecaka
o wartosci 77.

Pakujac rzeczy w kolejnosci wag, mozemy umiesci€ 23 sztuki rzeczy najlzejszej, nr 6 — ta zawartos¢ ple-
caka ma wartos¢ tylko 46.

Pakujemy teraz plecak w kolejnosci nierosngcych proporcji warto$ci do wagi. W naszym przyktadzie,
nierosngcej kolejnosci ilorazéw (7/2, 10/3, 4/2, 2/1, 5/3, 6/6) odpowiada nastepujgca kolejnosé rzeczy (4, 5,
2, 6,3, 1). Zatem, najpierw umieszczamy w plecaku 11 sztuk rzeczy nr 4, z ktérych kazda wazy 2 jednostki.
Pozostatg jednostke pojemnoSci plecaka zapetniamy rzeczg nr 6. Otrzymujemy zawarto$¢ plecaka o wartosci
79, najcenniejsza wsrdd zachtannie pakowanych.

€wiczenie 56. Nie powiniene§ mie¢ wiekszego ktopotu z zapakowaniem do plecaka rzeczy o tacznej
wartosci 80 — jak?

WykazaliSmy na tym przyktadzie — co uSwiadamia nam ¢wicz. 56 — ze zadna z trzech powyzszych strategii
zachtannych moze nie gwarantowac znalezienia najlepszego wypetnienia plecaka. Otrzymane rozwigzania
sg przyblizone w stosunku do rozwigzania optymalnego (czyli najlepszego). Najbardziej uzasadnione jednak
wydaje sie by¢ trzecie kryterium, gdyz sg w nim uwzglednione oba parametry opisujgce kazda rzecz, wartos¢
i waga.

Implementacja, czyli komputerowa realizacja zachtannej metody pakowania plecaka jest bardzo prosta. Za-
ktadamy, ze rzeczy sg uporzgdkowane zgodnie z jednym z przyjetych kryteriéw kolejnosci wybierania rzeczy
do plecaka. Dane sg umieszczone w tablicach nastepujacego typu:

type Tablicaln =array[l..Maxn] of integer;

gdzie Maxn jest statg oznaczajgcg maksymalna liczbe réznych rodzajéw rzeczy. Oznaczmy przez Waga po-
jemnoS¢ plecaka W, a przez Plecak wartos¢ catkowitej zawartoSci plecaka. Wtedy iloSci poszczegblnych rze-
czy, ktérych jest n, oznaczone przez g[i], s obliczane w nastepujgcy sposéb:

Plecak:=0;

for i:=1 to n do begin
qli]l:=Waga div w[i];
Waga:=Waga-q[i]*w[i];
Plecak:=Plecak+p[i]*q[i]
end



> Roznorodne algorytmy obliczen i ich komputerowe realizacje <43

€wiczenie 57. Uzupetnij powyzszy fragment programu do petnego programu, stuzgcego do wyznacza-
nia zachtannego rozwigzania ogdlnego problemu plecakowego. SprawdZ dziatanie swojego programu
na przyktadzie z tabeli 6 i poréwnaj wyniki z otrzymanymi w rachunkach bez pomocy komputera. Za ko-
lejnos¢ rzeczy wybieraj kolejnoSci odpowiadajgce wszystkim trzem kryteriom.

W powyzszej implementacji zaktadamy, ze rzeczy sg rozpatrywane w kolejnosci okreslonej wczesniej, a wiec
sg juz uporzadkowane zgodnie z pewnym kryterium. Jesli znasz jaki$ algorytm porzadkowania (sortowania)
i potrafisz go zaprogramowad, to wykonaj nastepne ¢wiczenie.

Cwiczenie 58. Uzupetnij program otrzymany w éwicz. 57 o porzadkowanie rzeczy zgodnie z wybranym
kryterium.

Decyzyjna wersja problemu plecakowego

Omawiana wyzej wersja problemu plecakowego jest okreSlana jako ogélna, gdyz zatozylismy, ze dysponuje-
my nieograniczong iloScig kazdej z rzeczy. Czesto jednak pakujgc plecak mamy tylko po jednej sztuce kazdej
rzeczy, wtedy nasz wybér polega jedynie na podjeciu decyzji: wzigc te rzecz, czy jej nie braé. Taka wersja tego
problemu nazywa sie decyzyjnym problemem plecakowym. Mimo wprowadzonego do wersji ogdlnej ograni-
czenia na liczbe dostepnych egzemplarzy poszczegdlnych rzeczy, problem decyzyjny jest nadal dos¢ ogblny,
gdyz, jesli jakas rzecz wystepuje w wiekszej ilosci, to mozemy kazdy jej egzemplarz nazwac inaczej i wtedy
kazda rzecz (egzemplarz) bedzie wystepowac pojedynczo.

Cwiczenie 59. Znajd? rozwigzania zachtanne dla decyzyjnego problemu plecakowego, dla ktérego
dane znajduja sie w tabeli 6. Czy jest wérdd nich rozwigzanie optymalne, czyli mozliwie najlepsze? Uza-
sadnij swojg odpowiedz.

Cwiczenie 60. Zmodyfikuj program otrzymany w éwicz. 57 tak, aby rozwigzywat decyzyjny problem ple-
cakowy. Podobnie, w tym celu zmodyfikuj program otrzymany w ¢wicz. 58, jesli je rozwigzates.

8.4 NAJDEUZSZA DROGA NA PIRAMIDZIE

Kolejny problem ma charakter tamigtowki liczbowej. Polega on na znalezieniu takiej drogi przejscia z wierz-
chotka piramidy — patrz rys. 10 — do punktu w podstawie piramidy, aby suma elementéw, przez ktére pro-
wadzi droga, byta jak najwieksza. Droga z korzenia do podstawy powinna zawiera¢ doktadnie jeden element
z kazdego poziomu i kazde dwa elementy z sgsiednich poziom6éw powinny ze sobg sgsiadowaé — takg droge
zaznaczono na rys. 10 ciemnym kolorem.

Rozwiazanie zachtanne samo sie nasuwa: kazdy element sasiaduje z dwoma na nizszym poziomie,
a zatem, by uzyskaé droge o mozliwie najwiekszej sumie, sposrod tych dwdch elementéw wybieramy ten,
w ktérym jest wieksza liczba. Tylko w pierwszym kroku nie mamy wyboru — zaczynamy bowiem od czubka pi-
ramidy.

Cwiczenie 61. Znajdz rozwigzanie zachtanne dla piramidy pokazanej na rys. 10. Czy jest to droga o naj-
wiekszej sumie elementéw? Sprawdz inne drogi.

A zatem takze w przypadku tego problemu, algorytm zachtanny nie znajduje najlepszego z mozliwych roz-
wigzania.
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Cwiczenie 62. Napisz program, ktéry bedzie stuzyt do znajdowania zachtannego rozwigzania proble-
mu najdtuzszej drogi na piramidzie. Przyjmij, ze piramida ma n wierszy (i-ty wiersz sktada sie z i ele-
mentéw). Piramide przechowuj w tablicy dwuwymiarowej tak, jakby jej poziomy byty przesuniete do le-
wej, czyli i-ty wiersz tablicy bedzie zawierat j elementéw. Odpowiedz najpierw, ktore elementy w wier-
szu (i+1)-wszym beda sasiednie dla k-tego elementu w wierszu j-tym.

N — ©

I

Rysunek 10.
Piramida z wagami

Teraz mamy nieco trudniejsze zadanie.

Cwiczenie 63. Droge na piramidzie o najwiekszej sumie mozna znalez¢ zaczynajac jej szukac nie od
wierzchotka piramidy, ale od podstawy piramidy. Postaraj sie zaproponowac taka metode. Podpowie-
my Ci tylko, ze w tej metodzie sg rozwazane jednoczesSnie wszystkie drogi koficzace sie na ostatnim po-
ziomie, nastepnie na poziomie przedostatnim itd. az do wierzchotka piramidy. Jesli juz znajdziesz taki
algorytm, to napisz dla niego program, korzystajgc ze wskazéwek umieszczonych w éwicz. 62.

8.5 INNE PRZYKEADY UZYCIA METODY ZACHEANNE)

Dobér w trwate pary

Osoby z dwdch réwnolicznych grup maja potaczyc sie w pary, ktére nie powinny rozpas¢ sie zbyt szybko (np.
taneczne lub matzenskie). Kazda z 0sdb ma skrystalizowane preferencje wobec wszystkich os6b w drugiej
grupie. Strategia zachtanna w tym przypadku oznacza, ze kolejno kazda osoba z jednej grupy dobiera so-
bie z drugiej grupy najbardziej preferowanego partnera. Takie postepowanie moze zakoficzy¢ sie skompleto-
waniem wszystkich par tylko wtedy, gdy r6zne sag najwieksze preferencje wszystkich oséb, czyli gdy nie ma
dwéch oséb, ktdre umiescity na pierwszym miejscu te sama osobe. Na og6t w kazdej grupie sg osoby bar-
dziej lubiane niz inne. Jak wiec postepowac, nie rezygnujac jednak zbytnio ze swoich najwiekszych preferen-
cji? Wystarczy nieco zmodyfikowac te prostg strategie zachtanng — jesli nasz najlepszy wybér zostaje odrzu-
cony przez wybranego przez nas partnera (gdyz otrzymat propozycje od osoby, ktéra bardziej preferuje), to
wybieramy nastepng osobe w kolejnosci naszych preferencji. Okazuje sie, ze takie postepowanie prowadzi
do uktadu trwatych par (w pewnym sensie). Problem ten jest szczeg6towo opisany w rozdz. 11 w ksigzce [6].

Poszukiwanie wyjscia z labiryntu

Jest to sytuacja chyba najbardziej podatna na dziatanie zachtanne — znajdujemy sie w jakim$§ zakamarku
mrocznego labiryntu i o niczym innym nie marzymy, jak tylko o wydostaniu sie z niego jak najpredzej (patrz
p. 11.1 w ksigzce [5]). Pierwsza metoda, jaka przychodzi nam do gtowy w takiej sytuacji, to, trzymajac reke na
Scianie, prébowac ,wymacac” droge do wyjscia. Inna metoda, ktéra jest chyba najbardziej ,,zachtanna” w tym
przypadku, polega ,,na zgtebianiu” labiryntu, czyli na przechodzeniu jak najdalej i jak najgtebiej, jak to tylko
mozliwe. Dzieki uwzglednieniu w metodzie zgtebiania mozliwoSci cofania sie po zabrnieciu w Slepa uliczke,
ta strategia zachtanna zawsze prowadzi do znalezienia wyjScia z labiryntu, gdy tylko ono istnieje. Te metode
omawiamy w rozdziale dotyczacym przeszukiwania z nawrotami — patrz p. 9.1. Nie zawsze jednak zgtebianie
mozliwych korytarzy w labiryncie wiedzie nas najkrétszg drogg do wyjscia z niego. Potrzebny jest tutaj inny
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rodzaj zachtanno$ci — taka metoda jest zwigzana ze znajdowaniem najkrétszych drég w grafach (takimi pro-
blemami zajmujemy sie na zajeciach poswieconych grafom).

Najszybsze pomieszanie kolorowych kartek
Mamy kilka stoséw z kolorowymi kartkami i chcemy utworzy¢ jeden stos, w ktérym kolory z poszczegélnych
stosow bedg wymieszane. MoZna to osiggng¢ za pomoca nastepujgcego algorytmu:

1. wybieramy dwa stosy kartek;

2. scalamy wybrane stosy kartek w jeden stos wybierajgc na przemian po jednej kartce z jednego i z drugiego
stosu;

3. tak powstaty stos kartek ktadziemy obok innych stoséw i powtarzamy kroki 1 i 2 tak dtugo, az pozostanie
tylko jeden stos.

W jakiej kolejnoSci nalezy scalac stosy kartek, by w catym algorytmie mozliwie najmniej sie napracowac przy
przektadaniu kartek ze stoséw na nowy stos? Zachtannosé podpowiada nam, by na kazdym kroku najmniej
przektadac kartek, a wiec wybiera¢ do scalania zawsze dwa najnizsze stosy kartek. | okazuje sie, ze tg meto-
da otrzymuje sie mozliwie najlepsze rozwiazanie, patrz rozdz. 13 w ksigzce [6].

9 PRZESZUKIWANIE Z NAWROTAMI

Istnieje wiele sytuacji, w ktérych, by odpowiedzieé na postawione pytanie lub znalezé potrzebne rozwiagzanie pro-
blemu, musimy przeszukaé niemal caty zbiér wszystkich mozliwych rozwigzan lub duza jego cze$¢. W tym rozdzia-
le zajmiemy sie dwoma problemami, dla ktorych nie potrafimy znaleZ¢ rozwigzania w inny sposob, niz przeszukujgc
duza czes¢é mozliwych rozwigzaf. O jednym z tych probleméw wspomnieliSmy juz w poprzednim rozdziale — chodzi
o znalezienie wyjscia z labiryntu, a drugi problem dotyczy rozmieszczenia figur na szachownicy.

Charakterystyczna cecha prezentowanych w tym rozdziale metod — znanych jako przeszukiwanie z nawrota-

— jest spos6b, w jaki z ich pomoca poszukuje sie rozwigzania. Rozwigzanie jest rozbudowywane w kolej-
nych krokach, a jesli w danym kroku nie moze by¢ powiekszone, to nastepuje wycofanie (nawrét) do poprzed-
niego kroku i podejmowana jest préba znalezienia innej mozliwosci w tym kroku. Ten sposéb uporzadkowa-
nego przeglqdania wszystkich moiliwych rozwiazaﬁ jest gwaranc]a, ze 2adne rozwiazanie nie zostanie pomi

.....

lezione.

9.1 WYJSCIE Z LABIRYNTU METODA ZGLEBIANIA
Zaktadamy, ze labirynt jest zamkniety w prostokacie, ma tylko jedno wyjscie (wejScie) i wszystkie jego Sciany
wewnetrzne sg rownolegte do zewnetrznych. Dla uproszczenia rozwazah zatézmy réwniez, ze Sciany sg frag-
mentami siatki kwadratowej. Zatem wnetrze labiryntu jest ztozone z kwadratowych p6l tej siatki i kazdy we-
wnetrzny punkt labiryntu mozemy utozsamiac z polem, w ktérym lezy. Ponadto przyjmujemy, ze w labiryncie
nie ma zamknietych komnat, a wiec z kazdego punktu wewnetrznego istnieje droga prowadzgca do wyjscia.
Przyktadowy labirynt jest pokazany na rys.11.
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Rysunek11.
Przyktadowy labirynt
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Naszym celem jest podanie algorytmu, ktéry z kazdego pola labiryntu zaprowadzi nas do jego wyjscia. Me-
toda wychodzenia z labiryntu jest na ogét opisem sposobu chodzenia po istniejacych odcinkach korytarzy
(utworzonych w naszym przypadku z pél) i mozna w niej wyrdzni¢ dwa elementy:

m regute gwarantujaca, ze zaden odcinek drogi w labiryncie nie przechodzimy wiecej niz jeden raz;

m strategie jak najszybszego znalezienia wyjscia z labiryntu.

W punkcie 2.5 wspomnielismy o wychodzeniu z labiryntu metoda ,,z reka na Scianie”, ktéra, jest moze intuicyjna
iw pewnym sensie zachtanna, nie ma jednak zbyt ciekawych wtasnosci. W tym punkcie opiszemy metode ,,zgtebia-
nia” labiryntu, ktéra ma ceche postepowania zachtannego i dodatkowo zawiera mechanizm powrotéw, ktéry gwa-
rantuje, ze nawet w przypadku chwilowych niepowodzefi, zawsze dojdziemy do wyjscia z labiryntu. Niestety, nie
zawsze najkrétsza droga — sposobu opuszczania labiryntu najkrétsza droga nie bedziemy jednak tutaj omawiaé.

W kazdym polu labiryntu — przedstawionego tak, jak na rys.11 — sg co najwyzej cztery mozliwosci wykonania
nastepnego ruchu: w gére, w lewo, w prawo, w dét — oznaczmy te kierunki przez (G, L, P, D). Mozemy wiec za-
proponowac nastepujacy algorytm poruszania sie po naszymlabiryncie:

Algorytm. Zgtebianie labiryntu

Stosuj nastepujace zasady poruszania sie po labiryncie, poczynajgc od pola, z ktérego chcesz trafié do wyjscia:

Krok 1. W polu, w ktérym sie znalaztes, wybierz z listy (G, L, P, D) pierwszy kierunek, ktory jeszcze nie byt ba-
danyiw tym kierunku jest przejscie z pola, w ktérym sie znajdujesz, na pole, ktore nie jest oddzielone
Sciang i jeszcze dotychczas na nim nie bytes — przejdz na to pole i kontynuuj ten krok;

Krok 2. )eSli z danego pola nie mozna juz przejsé w zadnym kierunku, to wré¢ do pola, z ktérego przyszedtes,
i przejdz do kroku 1.

Ruch, bedacy powrotem, bedziemy oznaczali literg B. Kazde przej$cie mozemy opisac nazwa ruchu (kierun-
ku) i nazwa pola, na ktdre nas wiedzie. Zrobmy jeszcze jedno, doS¢ naturalne zatozenie: kierunek poruszania
sie po labiryncie okreslamy w zaleznosci od naszego ustawienia i przyjmujemy przy tym, ze caty czas poru-
szamy sie twarzg do przodu, z wyjatkiem ruchdéw typu B. Stad wynika, ze kierunek G jest zawsze przed nami.

Zastosujmy powyzszy algorytm do znalezienia wyjscia z pola 3b w labiryncie na rys. 11. Pierwszy ruch
ma posta¢ G-2b — poruszamy sie w gore na pole 2b — ale w nastepnym kroku nie mozemy juz i€ ani do gory
ani w lewo, wiec wykonujemy ruch P-2¢c, a z pola 2c — ruch L-1c i juz jesteSmy przy wyjsciu z labiryntu.

Jesli szukamy wyjscia z pola 4a, to poczatkowy fragment drogi ma postac: G-3a, G-2a, G-1a. Z pola 1a nie mo-
zemy is¢ aniw kierunku G, ani L, wykonujemy wiec P-1b. Z pola 1b nie mozemy juz przejsé do Zadnego nowego pola,
wracamy wiec, i to az do pola 3a: B-1a, B-2a, B-3a. Z pola 3a mozemy teraz przejsé w prawo, a wiec wykonujemy ko-
lejne ruchy: P-3b, L-2b, P-2¢, L-1c. Na rys. 12 zaznaczono wykonane ruchy w tym przypadku.

Jesli poszukiwanie wyjscia rozpoczynamy w punkcie 2a, to poczatkowe ruchy sg podobne: G-1a, P-1b, B-1a, B-2a
iwracamy do punktu wyjscia. Mozliwy do wykonania pozostat jeszcze ruch do dotu: D-3a. ZnaleZliSmy sie w punkcie,
z ktérego poprzednie poszukiwanie wyjscia zakohczyto sie dos¢ szybko. Teraz jednak nasz kierunek poruszania sie
jest do dotu (zgodnie z zasadg ,,twarzg do przodu”), wiec nastepnymi ruchami sg: G-4a, G-5a, G-6a, L-6b, L-5b, G-4b.
Z pola 4b nie mozemy jednak przejs¢ na pole 4a, aby sie nie zapetli¢, gdyz przechodziliSmy juz przez nie w tym po-
szukiwaniu wyjscia, zatem wracamy: B-5b, B-6b, B-6a, B-5a, B-4a, B-3a, a dalej juz do wyjscia: L-3b, L-2b, P-2c, L-1c.
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Poszukiwanie wyjscia z labiryntu przedstawionego narys. 11. zaczynajac w polu 4a. Kolejno wykonywane ru-
chy i odwiedzane pola: G-3a, G-2a, G-1a, P-1b, B-1a, B-2a, B-3a, P-3b, L-2b, P-2¢, L-1c
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Cwiczenie 64. Postugujac sie algorytmem Zgtebianie labiryntu wypisz kolejno odwiedzane pola na
drodze do wyjscia z pola 4g w labiryncie pokazanym na rys. 11. Jest to jednak dos¢ dtuga droga — aby
ja znalez¢, musisz przejsé przez 26 p6l, przez niektére po kilka razy.

Przedstawiony algorytm jest realizacjg metody przeszukiwania przestrzeni mozliwych rozwigzaf, ktéra nazy-
wa sie przeszukiwaniem w gtab, gdyz w kolejnych krokach przeszukiwanie zagtebia sie coraz bardziej, tak da-
leko, jak to mozliwe. Ten algorytm nalezy réwniez do rodziny metod nazywanych przeszukiwaniem z nawrota-
mi, gdyz sa w nim wykonywane nawroty do poprzednich punktéw, gdy poszukiwanie zabrnie w Slepy zautek
i nie mozna kontynuowac go do przodu.

Zauwazmy, jak proste jest sformutowanie algorytmu Zgtebianie labiryntu. Te prostote zawdzieczamy przede
wszystkim uzyciu w jego opisie rekurencji — w obu krokach 1 i 2 nastepuje rekurencyjne odwotanie do kroku
1 znowego pola w labiryncie, w ktédrym znalazt sie proces poszukiwania.

Zgodnie z naszym zatozeniem, w labiryncie nie ma obszaréw zamknietych, a wiec z kazdego pola istnieje dro-
ga do wyjscia. Na tej podstawie nie powiniene$ mieé ktopotu z wykonaniem nastepnego ¢wiczenia.

Cwiczenie 65. Uzasadnij, ze z kazdego pola labiryntu algorytm z nawrotami Zgtebianie labiryntu znaj-
dzie droge z tego pola do wyjscia z labiryntu.

Algorytm przeszukiwania z nawrotami ma bardzo intuicyjny opis w jezyku graféw. W przypadku problemu poszuki-
wania wyjscia z labiryntu, konstruujemy dla labiryntu odpowiedni graf — jego wierzchotkami sg pola a krawedzia-
mi mozliwe przejScia miedzy nimi — i przeszukujemy go metoda w gtab. Taka implementacja algorytmu Zgtebiania
labiryntu zostanie przedstawiona na innych zajeciach, poswieconych grafom i ich algorytmom.

9.2 ROZMIESZCZANIE HETMANOW NA SZACHOWNICY
Zaktadamy, ze wiesz jak wyglada szachownica. Jesli natomiast nie umiesz graé¢ w szachy, to przyjmij, ze het-
man jest figura, ktéra atakuje figury stojace na wszystkich liniach przechodzacych przez pole, na ktérym stoi
— poziomej, pionowej i obu przekatnych, tak jak na tym rys. 13 — hetman stoi na polu b3:

‘N L

Rysunek 13.
Pola atakowane przez hetmana, stojgcego na polu b3

Problem hetmanéw polega na rozmieszczeniu na szachownicy jak najwiekszej liczby hetmanéw, z ktérych
zadne dwa nie atakujg sie. Zastosujemy metode przeglagdania mozliwych ustawiei hetmanéw, ale oczywi-
scie nie wszystkich ustawien, bo jest ich bardzo duzo®. Poniewaz, w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie sza-
chownicy moze sie znajdowac co najwyzej jeden hetman, na szachownicy o wymiarach n x n mozna umiescic

¢ Uzasadnij, ze na szachownicy 8x8 mozna ustawic osiem hetmanéw na 8% sposobdw.
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co najwyzej n hetmanoéw. z ktérych zadne dwa nie atakujg sie. Postaramy sie umiesci¢ ich doktadnie n. Dla
uproszczenia, nasze rozwazania bedziemy ilustrowac szachownicga 4x4, ale program, jaki napiszemy, bedzie
mogt byé uzyty dla dowolnej szachownicy.

Cwiczenie 66. Przygotuj sobie plansze szachownicy o wymiarach 4x4 oraz cztery jednakowe figury —
moga to by¢ nawet pionki, ktére bedziesz traktowat jak hetmany. Stosujac metode préb i btedéw, spro-
buj umiescié te figury na szachownicy, jako czterech nieatakujace sie hetmany.

Przypuszczamy, ze udato Ci sie wykona¢ to zadanie. Czy postuzytes sie jaka$ szczegdlng metoda? Postaraj
sie jg opisac.

Podamy teraz metode poszukiwania z nawrotami, ktéra w systematyczny spos6b sprawdza wszystkie mozli-
we ustawienia nieatakujacych sie hetmanoéw, by ustawic¢ na szachownicy maksymalna ich liczbe. Te poszuki-
wania bedg prowadzone natyle oszczednie, ze w sytuacji, gdy danej konfiguracji nie mozna powiekszyé o ko-
lejnego hetmana, nastepuje wycofanie sie z niej i ponawiana jest préba utworzenia nowej konfiguracji w po-
przednim kroku, a potem — jej powiekszenia. Odpowiednich pozycji na szachownicy dla hetmanéw bedziemy
poszukiwali kolumnami, poczagwszy od kolumny a, a w kolumnach poszukiwania bedg przebiegaty od gory,
czyli od ostatniego wiersza.

Zanim sformutujemy podstawowa regute, na ktérej jest oparte przeszukiwanie z nawrotami, przesledzmy po-
czatkowe préby ustawienia 4 hetmandw na szachownicy 4x4. Zgodnie z przyjetym zatozenie o kierunku po-
szukiwah, w kolejnych ruchach bedziemy sie posuwali kolumnami, poczawszy od kolumny a, i od géry, czy-
li od wiersza 4.

Na rysunkach 14 i 15 sg przedstawione kolejne ustawienia nieatakujgcych sie hetmanéw. Wraz
z ustawieniem hetmanéw, jednoczesnie sg zaznaczone linie ich ataku na inne pola — pola nieprzekreslo-
ne sg tymi, na ktdrych moze jeszcze stanag¢ nowy hetman. Rozpoczynamy w polu a4 (rys. 14a). W drugiej
kolumnie pozostajg wolne pola b2 i b1. Ustawiamy wiec hetmana najpierw na polu b2 (rys. 14b) i przecho-
dzimy do trzeciej kolumny. Niestety, wszystkie pola w trzeciej kolumnie sg juz atakowane — wracamy wiec
z trzeciej kolumny do drugiej i stawiamy hetmana na nastepnym polu w tej kolumnie, czyli na b1 (rys. 14c).
Tym razem w trzeciej kolumnie jest wolne pole c3 — ustawiamy wiec na nim trzeciego hetmana i otrzymu-
jemy konfiguracje pokazana na rys. 14d. Tym razem, nie ma juz wolnego pola dla hetmana w czwartej ko-
lumnie. Czy to oznacza, ze nie mozna ustawic cztery nieatakujgce sie hetmany na szachownicy o wymia-
rach 4x4?

0té6z dotychczas wykorzystaliSmy jedynie pierwsza mozliwoS¢ ustawienia hetmana w pierwszej kolum-
nie — na polu a4, i sprawdziliSmy, Ze to ustawienie nie daje sie rozszerzyé na cztery hetmany. Sprébujmy wiec
postawic teraz pierwszego hetmana na polu a3 (rys. 15a). Na rysunkach éb, c i d zilustrowano dostawianie
kolejnego hetmana w nastepnych kolumnach — na ostatnim z nich jest pokazane kofcowe ustawienie czte-
rech nieatakujacych sie hetmandw.

Mozemy podsumowac to postepowanie formutujgc algorytm, jaki wykonywalismy.

Algorytm. Rozstawianie hetmanéw

Ustal kolejnos¢ przegladania kolumn szachownicy i wykonuj nastepujace ruchy (kroki), zaczynajac od kolum-

ny pierwszej.

Ruch do przodu. Gdy znajdujesz sie w ustalonej kolumnie, wybierz w niej dla hetmana pierwsze nie rozpa-

trzone w tym wykonaniu Ruchu do przodu pole, ktére nie jest atakowane przez zadnego hetmana ustawione-

go w ktorejs z poprzednich kolumn.
1. Jesliistnieje takie pole, to ustaw na nim hetmana, a nastepnie:

1.1. jeslijest to ostatnia kolumna, to wypisz uzyskane ustawienie hetmandw, ztozone z n hetmanéw, gdzie
n jest rozmiarem szachownicy. Jesli ma byé¢ znalezione tylko jedno rozstawienie hetmanéw, to zakoficz
ten algorytm. Jesli chcesz przekonac sie, czy istniejg jeszcze inne rozstawienia, to wykonaj nawrét do
poprzedniej kolumny i wykonaj dla niej Ruch do przodu;
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Rysunek 14.
Préby uzupetnienia hetmana stojacego na polu a4 (rys. a) do petnego ustawienia
4 nieatakujacych sie hetmandéw — niepowodzenie

1.2. jesli nie jest to ostatnia kolumna, to przejdz do nastepnej kolumny i wykonaj dla tej kolumny Ruch do
przodu.
2. Jesli nie istnieje takie pole, to wykonaj nawrét do poprzedniej kolumny i przejdZz do wykonania dla niej Ru-
chu do przodu.

Rysunki 14b i 14c sg ilustracja nawrotu, czyli ruchu do tytu podczas poszukiwania miejsca dla kolejnego het-
mana. Bedac w drugiej kolumnie, najpierw zostato wykorzystane pole b2, ale okazato sie, ze nie ma wolne-
go pola w trzeciej kolumnie dla trzeciego hetmana, wrociliSmy wiec do drugiej kolumny i ustawilismy hetma-
na na drugim wolnym polu w tej kolumnie, czyli na b1. Okazato sie, ze i tym razem, ale w czwartej kolumnie,
zabrakto nieatakowanego miejsca dla hetmana. W tej sytuacji, mozna powiedzieé, Ze dla ustawienia hetma-
na w pierwszej kolumnie na polu a4, w drugiej kolumnie sprawdziliémy wszystkie mozliwe ustawienia drugie-
go hetmana. Wykonujemy wiec nawrét do pierwszej kolumny i ustawiamy hetmana na nastepnym mozliwym
polu, czyli na a3. Jak pokazuja ilustracje na rys. 15, ta pozycja hetmana w pierwszej kolumnie moze by¢ uzu-
petniona do petnego rozmieszczenia 4 hetmanow. .

Zilustrowany algorytm, po znalezieniu petnego rozstawienia hetmandéw (rys. 14.2d), mozna kontynuowac
(patrz krok 1.1), aby sie przekona¢, czy nie ma jeszcze innego ustawienia czterech nieatakujgcych sie hetma-
noéw.

Cwiczenie 67. Kontynuuj przerwany algorytm, by znalez¢ jeszcze inne rozstawienia czterech nieataku-
jacych sie hetmandw na szachownicy 4x4. Znajdziesz jeszcze jedno petne rozstawienie, a wiec jest ich
dwa. Jaka jest miedzy nimi zaleznos¢?
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Rysunek 15.
Proby uzupetnienia hetmana stojgcego na polu a3, do petnego rozmieszczenia hetmanéw,
zakofczone sukcesem

Cwiczenie 68. Uzasadnij, w jaki sposéb mozna otrzyma¢ to drugie rozwigzanie (otrzymane w éwicz. 67) bez
uruchamiania dalszego przebiegu algorytmu poszukiwania z nawrotami. Jakie jeszcze inne przeksztatce-
nia planszy szachownicy, a wraz z nimi — kofcowego ustawienia hetmanéw, moga da¢ nowe ustawienia?

Przebieg poszukiwania z nawrotami przedstawia sie zwykle w postaci drzewa poszukiwai. Dla naszego przy-
ktadu szachownicy 4x4 takie drzewo jest przedstawione na rys. 16. Poziomy w tym drzewie odpowiadajg ko-
lumnom (na pierwszym poziomie mamy pola a*, na drugim — pola b*, na trzecim — pola c* i na czwartym — d*),
a wierzchotki — stawianym hetmanom (na rysunku podalismy w wierzchotkach pozycje hetmanéw na plan-
szy). Zauwaz symetrie w tym drzewie wzgledem pionowej osi — odpowiada ona symetrii planszy, ktéra zapew-
ne wykorzystates w rozwigzaniach éwiczef 67 i 68.

AN

a4 a3 a2 al
N N
b2 bl bl b4 b3 b4
| |
c3 c4 ¢l c2
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Rysunek 16.
Drzewo ilustrujgce przebieg algorytmu poszukiwafn z nawrotami, stuzacego do znalezienia wszystkich usta-
wien czterech nieatakujgcych sie hetman6éw na szachownicy o wymiarach 4x4
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Cwiczenie 69. Narysuj szachownice 5x5 i postugujac sie opisanym algorytmem rozstawiania hetma-
n6éw znajdz na niej wszystkie ustawienia pieciu nieatakujacych sie hetmandw.

Cwiczenie 70. Wez prawdziwa szachownice i sprébuj ustawié¢ na niej 8 nieatakujacych sie hetmanéw.
Po otrzymaniu pierwszego ustawienia, wykonaj dalsze kroki algorytmu, by otrzymac kilka nastepnych
ustawien.

Opis poszukiwania z nawrotami w jezyku Pascal

Zaprogramowanie poszukiwania z nawrotami nie jest specjalnie trudne. Najpierw musimy rozstrzygna¢ dwie
kwestie: w jaki sposéb reprezentowac ustawienie hetmandéw na planszy i jak sprawdzaé, czy dwa hetmany
nie atakujg sie.

1. Poniewaz w kazdej kolumnie moze sie znalez¢ co najwyzej jeden hetman, ustawienie nieatakujgcych sie
hetman6éw mozna opisac, podajac dla kazdej kolumny jedynie numer wiersza, w ktdrym stoi hetman znaj-
dujacy sie w tej kolumnie. Niech h[1..n] bedzie tablica, w ktérej h[i] jest numerem wiersza zawierajacego
hetmana, stojagcego w kolumnie i. Ustawienie z rys. 15d mozna opisac jako (3, 1, 4, 2).

2. Ustawiajgc kolejnego hetmana musimy sprawdzié, czy jego pozycja nie jest atakowana przez zadnego inne-
go hetmana, ustawionego we wczesniejszych kolumnach. Przypuéémy, ze chcemy ustawi¢ hetmana w ko-
lumnie i wwierszu h[i]. Najpierw musimy sprawdzié, ze zaden hetman w poprzednich kolumnach nie stoi
w tym samym wierszu, czylima by h[1] # h[i] dla kazdego 1 spetniajgcego 1 ¢ i. Ponadto, aby dwa het-
many nie atakowaty sie po przekatnych, musi by¢ spetniony warunek [h[1] —h[i]|# |1 — i| dla kazdego 1
spetniajgcego 1 ¢ i.

Cwiczenie 71. Uzasadnij, ze rzeczywiscie spetnienie warunku wymienionego w punkcie 2 powyzej gwa-
rantuje, ze zadne dwa hetmany nie atakuja sie po przekatnych. Sprawdz najpierw na przyktadzie sza-
chownicy 4x4.

Przedstawiamy ponizej funkcje w jezyku Pascal o nagtowku:
function Hetmany(n:integer):integer;

ktérej wartoscig jest liczba réznych rozstawief nieatakujgcych sie hetmandéw na szachownicy n x n. Tekst tej
funkcji zawiera wiele komentarzy, utatwiajacych zrozumienie przeznaczenia poszczegblnych instrukcji i efek-
téw ich dziatania. Wyjasnijmy jedynie, Ze x[1] oznacza numer nastepnego wiersza w kolumnie i, w ktérym
mozna ustawi¢ hetmana nie atakowanego przez zadnego innego hetmana z poprzednich kolumn.

function Hetmany(n:integer):integer;

{Wartoscia tej funkcji jest liczba ustawien nieatakujacych sie
hetmandéw na szachownicy n x n. W trakcie obliczania wartosci
tej funkcji sa wypisywane kolejno znajdowane ustawienia.

W programie glownym nalezy zdefiniowac typ danych:

WektorI=arrayl[l..n] of integer;}

var h,x :WektorI;
i,Licznik:integer;

procedure WolnePole(i:integer);
{Okreslane jest nastepne wolne pole w kolumnie 1.}
var b:Boolean;
l:integer;
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begin
b:=false;
while not b and (x[i]<=n) do begin
b:=true;
1:=1;
while b and (1<=i-1) do begin
b:=b and (abs(h[l]-x[i])<>abs(l-i)) and

1:=1+1

end;

if not b then x[i]:=x[i]+1
end

end; {WolnePole}

procedure WypiszUstawienie;

(h[1]<>x[1]);

{Wypisywane jest kolejne ustawienie hetmanow.}

var j:integer;
begin

for j:=1 to n do write(h[jl,” Y);
writeln

end; {WypiszUstawienie}

begin

Licznik:=0; {Licznik = liczba znalezionych ustwien}

x[1]:=1;
i:=1;
while i>0 do begin

{W tej petli sa przegladane wszystkie kolumny.}

while x[i]<=n do begin

{W tej petli sa przegladane nieatakowane pola w kolumnie i.}

h{i]:=x[i]; {Ustawienie hetmana w kolumnie i.}

if i=n then begin

WypiszUstawienie; Licznik:=Licznik+l;

x[1]:=n+1 {Wymuszenie powrotu do poprzedniej kolumny}

end {i=n}
else begin
x[1]:=x[1]+1;

WolnePole(i); {Wolne pole w kolumnie i.}

i:=i+1;

x[1]:=1;

WolnePole(1) {Wolne pole w nastepnej kolumnie.}
end {i<n}

end; {while}

i:=i-1 {Powrot do poprzedniej kolumny.}

end; {while 1i>0}
Hetmany:=Licznik
end; {Hetmany}

Cwiczenie 72. Umies¢ opis funkcji Hetmany w petnym programie i uruchom ten program. Sprawdz
dziatanie tego programu na szachownicy o rozmiarze 4x4.
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€wiczenie 73. Zastosuj program opracowany w poprzednim zadaniu do szachownicy o rozmiarach: n x n
dlan=5,6,7ido tradycyjnej szachownicy 8x8. Dla n = 5 i 6 wypisz wszystkie ustawienia nieatakuja-
cych sie hetmandéw. Dla ustalonego n, pogrupuj te ustawienia, ktére moga by¢ otrzymane przez zasto-
sowanie operacji symetrii.

10 DODATEK: ALGORYTM, ALGORYTMIKA )
| ALGORYTMICZNE ROZWIAZYWANIE PROBLEMOW

Ten rozdziat jest krotkim wprowadzeniem do zaje¢ w module ,,Algorytmika i programowanie”. Krétko wyja-
$niamy w nim podstawowe pojecia oraz stosowane na zajeciach podejscie do rozwigzywania probleméw
z pomoca komputera.

Algorytm

Powszechnie przyjmuje sie, ze algorytm jest opisem krok po kroku rozwigzania postawionego problemu lub
sposobu osiaggniecia jakiego$s celu. To pojecie wywodzi sie z matematyki i informatyki — za pierwszy algorytm
uznaje sie bowiem algorytm Euklidesa (patrz rozdz. 6), podany ponad 2300 lat temu. W ostatnich latach algo-
rytm stat sie bardzo popularnym synonimem przepisu lub instrukcji postepowania.

W szkole, algorytm pojawia sie po raz pierwszy na lekcjach matematyki juz w szkole podstawowej, na przy-
ktad jako algorytm pisemnego dodawania dwéch liczb, wiele klas wczesniej, zanim staje sie przedmiotem za-
je€ informatycznych.

0 znaczeniu algorytméw w informatyce moze Swiadczy¢ nastepujace okreslenie, przyjmowane za definicje
informatyki:

informatyka jest dziedzing wiedzy i dziatalnosci zajmujqcq sie algorytmami

W tej definicji informatyki nie ma duzej przesady, gdyz zawarte sa w niej posrednio inne pojecia stosowane
do definiowania informatyki: komputery — jako urzadzenia wykonujace odpowiednio dla nich zapisane algo-
rytmy (czyli niejako wprawiane w ruch algorytmami); informacja — jako materiat przetwarzany i produkowa-
ny przez komputery; programowanie — jako zesp6t metod i Srodkéw (np. jezykow i systemdow uzytkowych) do
zapisywania algorytméw w postaci programéw.

Potozenie nacisku w poznawaniu informatyki na algorytmy jest jeszcze uzasadnione tym, ze zardwno kon-
strukcje komputerdw, jak i ich oprogramowanie bardzo szybko sie starzeja, natomiast podstawy stosowania
komputeréw, ktére sg przedmiotem zainteresowaf algorytmiki, zmieniajg sie bardzo powoli, a niektére z nich
w ogéle nie ulegajg zmianie.

Algorytmy, zwtaszcza w swoim popularnym znaczeniu, wystepuja wszedzie wokot nas — niemal kazdy ruch
cztowieka, zardbwno angazujgcy jego miesnie, jak i bedacy jedynie dziataniem umystu, jest wykonywany we-
dtug jakiegos przepisu postepowania, ktérego nie zawsze jesteSmy nawet swiadomi. Wiele naszych czynno-
sci potrafimy wyabstrahowac i poda¢ w postaci precyzyjnego opisu, ale w bardzo wielu przypadkach nie po-
trafimy nawet powtérzyé, jak to sie dzieje lub jak to sie stato’.

Nie wszystkie postepowania z naszego otoczenia, nazywane algorytmami, sg Scisle zwigzane z kom-
puterami i nie wszystkie przepisy dziataf mozna uznac za algorytmy w znaczeniu informatycznym. Na przy-
ktad nie sg nimi na ogot przepisy kulinarne, chociaz odwotuje sie do nich David Harel w swoim fundamental-
nym dziele o algorytmach i algorytmice [3]. Ot6Z przepis np. na sporzadzenie ,,ciggutki z wisniami”, ktora za-

7 Interesujgco ujat to ). Nievergelt — Jest tak, jakby na przyktad stonoga chciata wyjasnié, w jakiej kolejnosci wprawia w ruch
swoje nogi, ale z przerazeniem stwierdza, ze nie moze is¢ dalej.
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chwycata sie Alicja w Krainie Czaréw, nie jest algorytmem, gdyz nie ma dwdch oséb, ktére na jego podstawie,
dysponujac tymi samymi produktami, zrobityby takg sama, czyli jednakowo smakujaca ciggutke. Nie moze
by¢ bowiem algorytmem przepis, ktéry dla identycznych danych daje rézne wyniki w dwéch réznych wykona-
niach, jak to najczesciej bywa w przypadku robienia potraw wedtug ,,algorytméw kulinarnych”.

Algorytmika

Algorytmika to dziat informatyki, zajmujacy sie réznymi aspektami tworzenia i analizowania algorytmow,
przede wszystkim w odniesieniu do ich roli jako precyzyjnego opisu postepowania, majacego na celu znale-
zienie rozwigzania postawionego problemu. Algorytm moze byé wykonywany przez cztowieka, przez kompu-
ter lub winny sposéb, np. przez specjalnie dla niego zbudowane urzadzenie. W ostatnich latach postep w roz-
woju komputeréw i informatyki byt nierozerwalnie zwigzany z rozwojem coraz doskonalszych algorytméw.

Informatyka jest dziedzing zajmujaca sie rozwigzywaniem probleméw z wykorzystaniem komputeréw. O zna-
czeniu algorytmu w informatyce moze Swiadczy¢ fakt, ze kazdy program komputerowy dziata zgodnie z ja-
kim§ algorytmem, a wiec zanim zadamy komputerowi nowe zadanie do wykonania powinnismy umie¢ ,,wy-
ttumaczy€” mu doktadnie, co ma robi¢. Bardzo trafnie to sformutowat Donald E. Knuth, jeden z najznakomit-
szych, zyjacych informatykdow:

Méwi sie czesto, ze cztowiek dotqd nie zrozumie czegos,
zanim nie nauczy tego — kogos innego.

W rzeczywistosci,

cztowiek nie zrozumie czegos$ naprawde,

zanim nie zdota nauczy¢ tego — komputera.

Staramy sie, by prezentowane algorytmy byty jak najprostsze i by dziataty jak najszybciej. To ostatnie Zgdanie
moze wydawac sie dziwne, przeciez dysponujemy juz teraz bardzo szybkimi komputerami i szybkos¢ dziata-
nia procesordw stale roénie (wedtug prawa Moore’a podwaja sie co 18 miesiecy). Mimo to istniejg problemy,
ktérych obecnie nie jest w stanie rozwigza¢ zaden komputer i zwiekszenie szybkosci komputeréw niewiele
pomoze, kluczowe wiec staje sie opracowywanie coraz szybszych algorytméw. Jak to ujat Ralf Gomory, szef
oSrodka badawczego IBM:

Najlepszym sposobem przyspieszania komputeréw
jest obarczanie ich mniejszq liczbq dziatan.

Algorytmiczne rozwigzywanie problemow
Komputer jest stosowany do rozwigzywania probleméw zaréwno przez profesjonalnych informatykéw, ktorzy
projektuja i tworzg oprogramowanie, jak i przez tych, ktérzy stosuja tylko technologie informacyjno-komuni-
kacyjna, czyli nie wykraczajg poza postugiwanie sie gotowymi narzedziami informatycznymi. W obu przypad-
kach ma zastosowanie podejscie do rozwigzywania probleméw algorytmicznych, ktéra polega na systema-
tycznej pracy nad komputerowym rozwigzaniem problemu i obejmuje caty proces projektowania i otrzymania
rozwigzania. Celem nadrzednym tej metodologii jest otrzymanie dobrego rozwigzania, czyli takiego, ktore jest:

m zrozumiate dla kazdego, kto zna dziedzine rozwigzywanego problemu i uzyte narzedzia komputerowe,

m poprawne, czyli spetnia specyfikacje problemu, a wiec doktadny opis problemu,

m efektywne, czyli niepotrzebnie nie marnuje zasobdw komputerowych, czasu i pamieci.

Ta metoda sktada sie z nastepujgcych szesciu etapow:

1. Opis i analiza sytuacji problemowej. Na podstawie opisu i analizy sytuacji problemowej nalezy w petni zrozu-
mie¢, na czym polega problem, jakie sg dane dla problemu i jakich oczekujemy wynikéw, oraz jakie sa moz-
liwe ograniczenia.

2. Sporzgdzenie specyfikacji problemu, czyli doktadnego opisu problemu na podstawie rezultatéw etapu 1.
Specyfikacja problemu zawiera:

m opis danych,

= opis wynikdow,

m opis relacji (powigzan, zaleznosci) miedzy danymi i wynikami.



> Réznorodne algorytmy obliczen i ich komputerowe realizacje ¢55)

Specyfikacja jest wykorzystana w nastepnym etapie jako specyfikacja tworzonego rozwigzania (np. progra-
mu).

. Zaprojektowanie rozwigzania. Dla sporzadzonej na poprzednim etapie specyfikacji problemu, jest projekto-

wane rozwigzanie komputerowe (np. program), czyli wybierany odpowiedni algorytm i dobierane do niego
struktury danych. Wybierane jest takze Srodowisko komputerowe (np. jezyk programowania), w ktérym be-
dzie realizowane rozwigzanie na komputerze.

Komputerowa realizacja rozwigzania. Dla projektu rozwigzania, opracowanego na poprzednim etapie, jest
budowane kompletne rozwigzanie komputerowe, np. w postaci programu w wybranym jezyku programowa-
nia. Nastepnie, testowana jest poprawnosé rozwigzania komputerowego i badana jego efektywno$¢ dziata-
nia na r6znych danych.

Testowanie rozwigzania. Ten etap jest poswiecony na systematyczng weryfikacje poprawnosci rozwigzania
i testowanie jego wtasnosci, w tym zgodnosci ze specyfikacja.

Prezentacja rozwigzania. Dla otrzymanego rozwigzania nalezy jeszcze opracowac dokumentacje i pomoc dla
(innego) uzytkownika. Caty proces rozwigzywania problemu koficzy prezentacja innym zainteresowanym
osobom (uczniom, nauczycielowi) sposobu otrzymania rozwigzania oraz samego rozwigzania wraz z doku-
mentacja.

Chociaz powyzsza metodologia jest stosowana gtéwnie do otrzymywania komputerowych rozwigzan, ktére
maja postac programdw napisanych w wybranym jezyku programowania, moze by¢ zastosowana réwniez do
otrzymywania rozwigzah komputerowych wiekszoSci probleméw z obszaru zastosowan informatyki i postu-
giwania sie technologig informacyjno-komunikacyjna, czyli gotowym oprogramowaniem.

Dwie uwagi do powyzszych rozwazan.

Uwaga 1. Wszyscy, w mniejszym lub wiekszym stopniu, zmagamy sie z problemami, pochodzacymi z r6z-
nych dziedzin (przedmiotéw). W naszych rozwazaniach, problem nie jest jednak wyzwaniem nie do pokona-
nia, przyjmujemy bowiem, ze problem jest sytuacja, w ktorej uczefi ma przedstawic jej rozwigzanie bazujac na
tym, co wie, ale nie ma powiedziane, jak to ma zrobi¢. Problem na og6t zawiera pewna trudno$¢, nie jest ru-
tynowym zadaniem. Na takie sytuacje problemowe rozszerzamy pojecie problemu, wymagajacego przedsta-
wienia rozwigzania komputerowego.

Uwaga 2. W tych rozwazaniach rozszerzamy takze pojecie programowania. Jak powszechnie wiadomo, kom-
putery wykonuja tylko programy. Uzytkownik komputera moze korzystac z istniejgcych programéw (np. za
pakietu Office), a moze takze postugiwac sie wtasnymi programami, napisanymi w jezyku programowania,
ktéry ,,rozumiejg” komputery. W szkole nie ma zbyt wiele czasu, by uczyé programowania, uczniowie tez nie
sg odpowiednio przygotowani do programowania komputerdéw. Istnieje jednak wiele sposobnosci, by ksztat-
ci¢ zdolnos¢ komunikowania sie z komputerem za pomoca programéw, ktére powstaja w inny sposéb niz za
pomoca programowania w wybranym jezyku programowania. Szczeg6lnym przypadkiem takich programéw
jest oprogramowanie edukacyjne, ktére stuzy do wykonywania i $ledzenia dziatania algorytméw. ,,Programo-
wanie” w przypadku takiego oprogramowania polega na dobieraniu odpowiednich parametréw, ktére majg
wptyw na dziatanie algorytméw i tym samym umozliwiaja lepsze zapoznanie sie z nimi.
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W projekcie Informatyka +, poza wyktadami i warsztatami,

przewidziano nastepujgce dziatania:

= 24-godzinne kursy dla ucznidow w ramach modutéw tematycznych
= 24-godzinne kursy metodyczne dla nauczycieli, przygotowujgce
do pracy z uczniem zdolnym
= nagrania 60 wyktadow informatycznych, prowadzonych
przez wybitnych specjalistow i nauczycieli akademickich
= konkursy dla uczniéw, trzy w ciggu roku
= udziat uczniéw w pracach két naukowych
= udziat uczniéw w konferencjach naukowych

= obozy wypoczynkowo-naukowe.

Szczegbtowe informacje znajduja sie na stronie projektu

www.informatykaplus.edu.pl
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