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Streszczenie

Celem kursu jest zapoznanie uczestnika z szeregiem réznych struktur danych. Prezentowane jest
szerokie spektrum zagadnien: od podstawowych struktur wskaznikowych jak stosy i kolejki, poprzez
zbiory rozlaczne, drzewa przedzialowe i wyszukiwan binarnych, az do masek bitowych. Przydat-
nos$¢ wymienionych struktur danych ilustruja liczne przyktady zastosowan w algorytmach opty-
malizacyjnych, grafowych czy tez geometrycznych, a takze w rozwiazaniach zadan olimpijskich.
Uczestnik zapoznawany jest takze pobieznie z kontenerami z biblioteki STL, ktore sa prosta w
uzyciu implementacja niektérych spoéréd omawianych struktur.

Zakladana jest znajomos¢ jakiego$ jezyka programowania, najlepiej C4++, gdyz w nim napisane
sa fragmenty przykladowych programéw. Znajomosé podstaw algorytmiki (wyniesiona choéby z
kursu ,,Przeglad podstawowych algorytméw”) bedzie dla uczestnika spora pomoca.
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1 Stos

Definicja 1. Stos to struktura danych, w ktérej doktadamy nowe elementy na szczycie
stosu i zdejmujemy elementy poczawszy od szczytu stosu.

Bedziemy chcieli, zeby stos w pamieci wygladal jak nastepuje:
stos stos po zdjeciu elementu ze szczytu | stos po dodaniu nowego elementu

top top

)

Przyjrzyjmy sie teraz implementacji stosu w jezyku C++ za pomoca operatorow new i delete.

struct stack_element { // klasa element stosu
int val; // warto§¢ w biezgcym elemencie
stack_element *prev; // wskaznik na poprzedni element
stack_element (int _val, stack_element *_prev) { // konstruktor
val = _val; // ustawiamy wartosé
prev = _prev; // ustawiamy wskazZnik na poprzedni
}
s

struct my_stack {
stack_element *_top;
int _size;

my_stack() { // konstruktor
_top = NULL; // ustawiamy szczyt stosu na NULL
_size = 0; // rozmiar na O

}

void push(int a) { // dodawanie elementu do stosu

_top = new stack_element(a, _top); // tworzymy nowy element, ktérego
// poprzednikiem bedzie _top stosu

++_size; // zwigkszamy rozmiar

X

void pop() { // usuwanie elementu ze stosu
stack_element *tmp = _top; // w zmiennej pomocniczej pamietamy szczyt
_top = tmp->prev; // obnizamy szczyt
delete tmp; // usuwamy stary szczyt
-—_size; // zmniejszamy rozmiar

b
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Cwiczenie 1. Zaimplementuj dodatkowe metody:
e front — zwracajaca pierwszy element ze stosu
e size — zwracajaca liczbe elementéw na stosie
e empty — zwracajacg wartos¢ logiczna, czy stos jest pusty

Cwiczenie 2. Uzasadnij, dlaczego stos jest odpowiedni do implementacji przeszukiwa-
nia metoda DFS, ale nie nadaje sie do implementacji przeszukiwania metoda BFS.

Cwiczenie 3. Przetestuj na komputerze dzialanie procedury pop, gdy wywoluje sie ja
na pustym stosie.

Cwiczenie 4. Za pomocy kontenera stack z biblioteki STL zaimplementuj przeszuki-
wanie grafu metoda DFS.

2 Kolejka

Definicja 2. Kolejka to struktura danych, w ktérej dokladamy elementy na koniec
i pobieramy elementy z przodu kolejki. W realnym Swiecie wystepuje jako kolejka w
sklepie: najpierw obstugiwany jest klient z przodu kolejki, za$ nowi klienci ustawiaja sig
na samym koncu kolejki.

W pamieci komputera chcielibysmy reprezentowaé kolejke w taki sposéb:

head @ @ @ tail

Przyjrzyjmy sie teraz implementacji kolejki w jezyku C++ za pomocs operatorow new
i delete.

struct queue_element { // element kolejki
int val;
queue_element *next;
queue_element (int _val, queue_element *_next) { // konstruktor
val = _val;
next = _next;

}

struct my_queue {
queue_element *head, *tail; // gtowa i ogon kolejki
int _size;
my_queue () {
head = tail = NULL;

_size = 0;
}
void push(int a) { // dodawanie elementu na koniec
++_size; // zwiekszamy rozmiar kolejki
if (head == NULL) { // jesli kolejka jest pusta
head = new queue_element(a, NULL); // ustawienie wartosci gtowy
tail = head; // ustawienie wartosci ogona
}
else { // jes§li kolejka ma

// juz jakie$ elementy
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tail->next = new queue_element(a, NULL); // nastepnik ogona,
// to nowy element
tail = tail->next; // przechodzimy
// do ostatniego elementu

T

Idea dziatanie tego kodu jest prosta: caly czas trzymamy wskazniki na glowe i ogon kolejki.
Kazdy element z kolejki ma wskaznika na swojego nastepnika. Wyjmujemy elementy wskazywane
przez glowe. Dodajemy elementy na koniec, zaraz za ogonem.

Cwiczenie 5. Uzupelnij strukture kolejki o nastepujace metody:
e front — zwracajaca pierwszy element z kolejki
e size — zwracajaca liczbe elementéw w kolejce
e empty — zwracajaca warto$¢ logiczna, czy kolejka jest pusta

e pop — zdejmujaca pierwszy element z przodu kolejki, warto tutaj poszukaé¢ podo-
bienstw z pop ze stosu

Cwiczenie 6. Uzasadnij, dlaczego kolejka jest odpowiednia struktura do przeszukiwania
metodg BFS, a nie nadaje sie do przeszukiwania metoda DFS.

Cwiczenie 7. Zaimplementuj przeszukiwanie grafu metodg BFS korzystajac z konte-
nera queue z biblioteki STL.

3 Lista

Lista dwukierunkowa to struktura danych, w ktorej kazdy element ma swojego nastepnika i po-
przednika.

head @ @ @ tail

Taka lista umozliwia wstawianie i usuwanie elementéw z dowolnego miejsca. Sprébujmy napisaé
szkielet struktury danych lista. Zacznijmy od pojedynczego elementu listy:

struct list_element { // element listy
int val;
list_element *prev, *next;
list_element(int _val, list_element *_prev, list_element *_next) {
// konstruktor, ustawia wartosci poczatkowe

val = _val; // warto$é elementu
prev = _prev; // poprzednik
next = _next; // nastepnik

s

Jak widaé, potrzebujemy wskazniki na poprzedni i nastepny element listy. Poza tym mamy pole
val, w ktérym jest przechowywana warto$é¢ elementu. Pojedynczy element struktury my_list ma
dwa wskazniki, head i tail wskazujace na pierwszy i ostatni element listy. Posrednie elementy sa
polaczone ze sobg.

struct my_list {
list_element *head, *tail; // wskazniki na glowe i ogon listy
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int _size; // rozmiar
my_list() { // konstruktor
head = tail = NULL; // poczatkowo gtowa = ogon = nic
_size = 0;
}
void push_back(int a) { // dodanie elementu na koniec
++_size;
if (head == NULL) { // jesli kolejka jest pusta
head = tail = new list_element(a, NULL, NULL);
}
else { // kolejka ma juz jakie$§ elementy
tail->next = new list_element(a, tail, NULL);
tail->next->prev = tail;
tail = tail->next;
}
+
void pop_back() { // usuniecie elementu z korica kolejki
—-—-_size;
list_element *tmp = tail; // zapamietujemy stary ogon
// w zmiennej tymczasowej
tail = tail->prev; // poprawienie ogona
tail->next = NULL; // poprawienie nastepnika ogona
delete tmp; // usuniecie starego ogona
}
list_element* search(int x) { // znalezienie pierwszego elementu
// o podanym kluczu
list_element* e = head;
while (e != NULL) { // idziemy po liscie az znajdziemy
if (e->val == x) return e; // Hurra! ZnalezZlismy!
e = e->next; // przechodzimy dalej
}
return NULL; // nie znalezlismy
}
void remove(list_element *ptr) { // usuwanie elementu
—--_size;
if (ptr->prev == NULL) head = ptr->next; // je$li nie ma poprzednika
else ptr->prev->next = ptr->next; // jesli jest
if (ptr->next == NULL) tail = ptr->prev; // jesli nie ma nastepnika
else ptr->next->prev = ptr->prev; // jesli on jest
delete ptr; // usuniecie wskaznika
}
void write() { // wypisanie elementéw listy
list_element *e = head;
while (e != NULL) {
cout<<e->val<<" ";
e = e—->next;
}
cout<<endl;
}

s

Obserwujac ten kod nalezy zwrdci¢ uwage, ze nie wszystkie metody wykonywane sg w czasie

stalym. Metoda search dziala w czasie liniowym ze wzgledu na rozmiar listy.
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Cwiczenie 8. Jako ¢wiczenie warto zaimplementowaé¢ dodatkowe metody w strukturze
my_list. Np.:

e pop_front — usuniecie elementu z przodu listy
e push front — dodanie elementu z przodu listy

e insert — dodanie elementu do listy za wskazanym elementem

Cwiczenie 9. Sprébuj przerobié strukture my_queue, zeby dzialtalta jak lista jednokie-
runkowa. W tym celu nalezy dodac¢ funkcjonalnosci: wyszukiwanie elementow, usuwanie
elementéw ze $rodka, wstawianie elementow w $rodek listy.

Cwiczenie 10. Korzystajac z listy dwukierunkowej zaimplementuj strukture pozwala-
jaca na edycje tekstu. W edycji tekstu dozwolone sa nastepujace operacje:

e napisanie jednej litery zaraz za kursorem
e usuniecie jednej litery z miejsca bezposrednio za kursorem
e przesuniecie kursora o jedno pole w lewo/prawo

e wypisanie calego tekstu na ekran

Podsumowanie struktur

Warto uwaznie przeéledzi¢ dzialanie tych trzech struktur danych. Szczesliwie sa one wszystkie
zaimplementowane w bibliotece standardowej C++ STL. Sa to odpowiednio kontenery stack,
queue, list. Autorzy tego dokumentu starali si¢ zachowaé oryginalne nazwy metod tak, aby
przesiadka na kontenery z biblioteki STL byla mozliwie bezbolesna. Drobne réznice sa jedynie w
implementacji listy.

4 Kopiec
Wstep

Kolejny fragment jest po$wiecony strukturze danych, zwanej kopcem. W ponizszej tabeli poréw-
nano zlozonosci operacji na kopcu oraz tablicy (nie-)posortowanej.

wstawienie | usuniecie | minimum
tablica 0(1) 0(1) O(n)
posortowana tablica O(n) O(n) 0(1)
kopiec O(logn) O(logn) | O(logn)

Oznaczenia:
e wstawienie — wstawienie elementu
e usunigcie — usuniecie elementu na podanej pozycji (a nie o danej wartosci)

e minimum — znalezienie minimum

Implementacja petnego drzewa binarnego
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Definicja 3. Pelne drzewo binarne to drzewo, ktérego wierzchotki maja co najwyzej
dwéch synéw (binarne) a liScie® znajduja sie tylko na 2 poziomach, przy czym te na
nizszym poziomie sa ,z jednej strony” (patrz rys. 7.1).

Rys. 1: Numeracja wierzchotkéw pelnego drzewa binarnego

%]i§¢ — wierzchotlek nie posiadajacy synéw

Wierzcholki pelnego drzewa binarnego mozemy ponumerowac tak, jak to zostato przedstawione
na rys. 7.1. Taka numeracja jest wygodna, gdyz:

e lewy syn z to 2z
e prawy syn z to 2z + 1
e ojciec x to |x/2]

W wierzchotkach pelnego drzewa binarnego bedziemy przechowywali pewne wartosci (np. liczby).
Drzewo binarne bedziemy reprezentowali w postaci tablicy heap, przy czym heap[i] oznacza
wartos¢ w i-tym wierzchotku.

Wtasnosé kopca

Definicja 4. Kopcem nazywamy pelne drzewo binarne z wartosciami w wierzchotkach,
ktére ma wlasnosé kopca, tzn. kazdy wierzchotek ma przypisang wartos¢ nie wieksza niz
wartosci jego synéw.

Innymi stowy, dla wszystkich x zachodzi heap[|z/2|] < heap|z].

3/2\5
/\6 7/

7N 7N 7

S

Rys.2: Przykladowy kopiec

Operacje na kopcu

Niektére operacje na kopcu oprocz opisu beda zawieraty implementacje. Na potrzeby implemen-
tacji zakladamy, ze nasz kopiec ma nastepujaca deklaracje:

#define MAXN 1000000

int heap[MAXN+1];
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int size=0; //liczba elementéw w kopcu
//elementy w kopcu to heapl[1],heap[2],...,heap[sizel

Wstawianie elementu Aby wstawié¢ element do kopca:
1. dodajemy nowy element na koniec tablicy (wlasnosé kopca moze by¢ zaburzona)

2. dopdki ojciec nowego elementu jest od niego wiekszy, to zamieniamy wartosci w obu wierz-
chotkach (proces ten nazywamy kopcowaniem w gére (HeapUp))

void heapUp(int x){ //kopcuje w gére element na pozycji x
while(heap[x/2] > heap[x]){
swap (heap[x], heap[x/2]); //zamienia wartosci w obu weztach
x/=2;

}

void imsert(int x){ //dodaje x do kopca
heap [++size]=x;
heapUp(size);

Znajdowanie minimum Minimum znajduje sie oczywiscie z korzeniu, czyli w heap[1].

int minimum(){ //zwraca minimum
return heapl[1];

}

Usuwanie korzenia Aby usunaé korzen z kopca:

1. w miejsce korzenia wstawiamy ostatni element z tablicy (wlasno$é kopca moze byé zabu-
rzona)

2. dopdki wstawiony element jest wiekszy od ktoregos ze swoich synéw to zamieniamy go z sy-
nem o mniejszej wartosci (proces ten nazywamy kopcowaniem w dét (HeapDown))

Usuwanie korzenia dobrze wizualizuje prezentacja dolaczona do tego tematu.

void heapDown(int x){ //kopcuje w dét element na pozycji x
while(2*x <= size){ //dopdéki x ma chociaz jednego syna
int son=2%*x;
if (2#x+1 <= size && heap[2*x+1] < heap[2*x])
son=2*x+1;

//zmienna son zawiera teraz indeks syna x o mniejszej wartosci
if (heap[son] >= heap[x]) break;
swap (heap[x], heapl[sonl]); //zamienia wartosci w obu weztach
X=son;

}

void eraseRoot(){ //usuwa korzen (czyli minimum)
heap[1]=heap[size--];
heapDown (1) ;
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Usuwanie dowolnego elementu Aby usunaé¢ dowolny element (niekoniecznie korzen) z kopca:
1. w miejsce usuwanego elementu wstawiamy ostatni element
2. kopcujemy nowy element w gore
3. kopcujemy nowy element w doét
Analiza zlozonosci Wszystkie opisane operacje dziataja w czasie proporcjonalnym do wysoko-
$ci kopca, ktora jest logarytmiczna wzgledem liczby elementéw w kopcu.

Sortowanie przez kopcowanie — HeapSort

Kopca mozna uzy¢ do szybkiego — O(nlogn) — sortowania. Pomyst jest do$¢ prosty — elementy
tablicy, ktora chcemy posortowaé wrzucamy do kopca a nastepnie dopodki kopiec nie jest pusty, to
wypisujemy minimum i je usuwamy.

4.1 Zastosowanie kopca w implementacji algorytmu Dijkstry

Przypomnienie algorytmu

Przypomnijmy, ze algorytm Dijkstry stuzyt do znajdowania najkrétszych Sciezek ze zrodia w sie-
ciach, w ktérych wagi krawedzi s nieujemne.! Oto schemat tego algorytmu:

1. oznacz wszystkie wierzchotki jako nieodwiedzone

2. dla kazdego v € V' przyjmij dis[v] = oo

3. przyjmij dis[s] =0

4. dopdki istnieje nieodwiedzony wierzcholek o skoniczonej odlegltosci:

(a) niech v bedzie wierzcholkiem nieodwiedzonym o najmniejszej odleglosci
(b) oznacz v jako odwiedzony

(c) zrelaksuj wszystkie krawedzie wychodzace z v

Kluczowa jest tutaj operacja 4.a, ktéra wykonujemy O(|V]) razy a dotychczas zabierata ona
czas O(|V]), co dawalo calkowita ztozonosé algorytmu O(|V]?)

Zastosowanie kopca

Bedziemy przechowywaé w kopcu numery wierzchotkéw nieodwiedzonych. Chcieliby$Smy znajdowaé
szybko w kopcu wierzchotek o najmniejszej wartoéci w tablicy dis. Przy kopcowaniu musimy wiec
poréwnywaé¢ odpowiednie wartosci w tablicy dis, a nie bezpos$rednio wartosci trzymane w kopcu
(dis[x] bedziemy nazywaé priorytetem wartosci x).

Priorytety moga jednak ulega¢ zmianie w trakcie dziatania algorytmu (na skutek relaksacji
krawedzi), co moze zaburzy¢ wlasno$é kopca. Zauwazmy jednak, ze moga one tylko male¢.

IDoktadniejszy opis znajduje sie w notatkach do kursu ,,Przeglad podstawowych algorytméw”
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Rozwiazanie problemu — I metoda

Za kazdym razem, gdy priorytet jakiego$ elementu sie zmniejszy, musimy wykonaé kopcowanie
tego elementu w gére. Umiemy jednak wykonywaé kopcowanie jedynie elementu na danej pozycji
(a nie o danej wartosci). Problem ten da si¢ rozwiazaé rozbudowujac nieznacznie strukture naszego
kopca.

Oproécz tablicy heap, bedziemy trzymali tablice where, gdzie where[x] oznacza pozycje w
kopcu wartosci z, tzn. heaplwhere[z]] = z. Przyjmujemy where[z] = 0, jesli w kopcu nie ma
elementu z. Tablice te¢ musimy uaktualniaé¢ za kazdym razem, gdy przemieszczamy elementy w
kopcu. Rozwiazanie to nie jest perfekcyjne. Musimy zaimplementowaé kopiec z operacja zmiany
priorytetu, co moze zajaé¢ do$é¢ duzo czasu, nie sg bowiem dostepne zadne gotowe implementacje
kopca dysponujace taka operacja.

Rozwigzanie problemu — II metoda

Przedstawimy teraz rozwiazanie, ktére korzysta ze zwyklego kopca (bez operacji zmiany priory-
tetu). Do kopca bedziemy wrzucaé pary postaci (dis[z], ) — a nie pojedyncze liczby jak dotych-
czas, przy czym przyjmujemy porzadek leksykograficzny na parach, tzn.

(z,y) < (a,b) <=z <aV(r=aAy<Db)

Najmniejszy element w kopcu, odpowiada wéwczas wierzchotkowi o najmniejszej odleglodci.

Co zrobi¢, jesli wartosé dis[z] si¢ zmieni? Wrzucamy wéwczas do kopca nowg pare (dis[z], x).
Przy takim podejsciu w kopcu beda znajdowaly sie §mieci — nieaktualne pary postaci (d, ), gdzie
d > dis[z]. Pary takie po prostu pomijamy przy wycigganiu ich z kopca.

A oto doktadniejszy schemat takiego algorytmu:

1. dla kazdego v € V ustaw dis[v] = 0o
ustaw dis[s] =0

wrzué do kopca pare (0, )

- W N

dopdki kopiec nie jest pusty

(a) wyciagnij najmniejsza pare z kopca, oznaczmy ja przez (d, v)
(b) jesli d > dis[v], to powr6é do pkt. 4

(c) zrelaksuj wszystkie krawedzie wychodzace z v, jesli poprawia to odlegto$é do wierzchotka
x, to dodaj pare (dis[z], x) do kopca

Ztozonos¢ i implementacja

Oba przedstawione rozwiazania maja ztozonosé O(|E|log|V]), czyli duzo lepsza niz algorytm Dijk-
stry nie korzystajacy z kopca, o ile tylko iloéé krawedzi w grafie jest duzo mniejsza od |V|? (grafy
takie nazywamy rzadkimi). W zadaniach olimpijskich czesto mamy do czynienia z takimi grafami
a nawet z grafami dla ktérych maksymalne liczby krawedzi i wierzchotkéw sg tego samego rzedu.

Implementacje algorytmu Dijkstry z uzyciem kopca pozostawiam jako wartosciowe ¢wiczenia.
By¢ moze zastanawiasz sie, jak reprezentowaé w programie pary. Najwygodniejsza opcja jest sko-
rzystanie z klasy pair. Ponizszy kod prezentuje sposéb jej uzywania:

#include <stdio.h>

//ponizsze dwa wiersze sa koniczne do korzystania z klasy pair
#include <iostream>

using namespace std;

int main(){
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pair<int, int> para; //tworzy zmienng para, ktérej obie skladowe sg typu int
para.first=7; //ustawia pierwsza sktadowg na 7
para.second=5; //ustawia drugg sktadowa na 5
printf ("%d %d\n", para.first, para.second); //wypisze "7 5"
para=make_pair(2, 3); //szybsza opcja na przypisanie obu wartosci
pair<int, int> cos(2, 3); //przypisanie wartos§ci przy tworzeniu
if (para < cos){ //pary sa pordéwnywane w porzadku leksykograficznym!
cos = para;
b

return O;

5 Drzewa rozpinajace

Rozwazmy nastepujacy problem. Jestedmy na obozie informatycznym i mamy za zadanie utworzy¢
sie¢ przewodowa pomiedzy n hubami. Dodatkowo chcemy zuzyé do tego mozliwie mato kabla,
ktéry w koncu tez kosztuje. Nie wszystkie pary huby daja sie potaczyé, gdyz np. sa za daleko od
siebie. Pomiedzy parami hubéw, ktére mozemy potaczyé, znamy wymagane dtugosci kabla. Nie
mozna tworzy¢ nowych rozgatezien przy tworzeniu hubéw. W jaki sposob znalezé sie¢ taczaca huby
tak, aby mozliwy byl transport danych miedzy wszystkimi parami (by¢ moze z uzyciem hubdéw
posredniczacych)? Proponujemy zastanowié¢ sie chwile nad tym problemem.

Rozwigzanie

Zacznijmy od obserwacji, ze szukana sie¢ jest drzewem. Gdyby w optymalnej sieci byty cykle, to
mozna by wyrzuci¢ dowolna krawedz z cyklu otrzymujac sie¢, ktéra nadal taczy wszystkie huby,
ale jest krétsza o jedno polaczenie (zuzywamy mniej kabla).

Kolejna obserwacja jest taka: zawsze istnieje optymalne drzewo rozpinajace (czyli takie, ktére
taczy wszystkie wierzcholki do jednej spéjnej sktadowej), ktére zawiera najkrétsza krawedz. Powdd
jest prosty: gdybyémy znalezli drzewo o najmniejszej sumarycznej dtugosci, ktére nie zawieratoby
tej najkrotszej krawedzi, mogliby$Smy dodaé te krawedz do tego drzewa i uzyskaliby$my jakis cykl.
Jak wiemy, mozemy wyrzuci¢ z tego cyklu dowolna krawedz (inna od tej dopiero co dodanej) i
nadal mie¢ spdjna sie¢. Poniewaz pewng krawedz zastapiliSmy inna, o nie wigkszej dtugosci, to
w sumie nowa dtugosé kabli jest nie wieksza niz poprzednia.

Przyktad

Popatrzmy na taka sie¢ potaczen:
y =

Ktos$ wybral pogrubione krawedzie, uzyskujac wedtug siebie najkrétsze drzewo rozpinajace. Laczna
dtugosé: 13. Sprébuj samemu znalezé btad w wyborze krawedzi!
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Rozwiazanie: Jest cykl 2—3—5—4. W tym cyklu nie zostala wybrana tylko krawedz 3—5,
mimo, ze ta krawedz jest najkrétsza. Podmieniamy ja za najdiuzsza krawedz z tego, czyli 4—5.
Nowa dlugosé to 10. Nowe drzewo wyglada tak:

y -

Poniewaz nas interesuje dowolne drzewo rozpinajace, ktérego dlugoéé jest minimalna, to mo-
zemy z goéry wziaé najkrétsza krawedz i mie¢ pewno$é, ze nie zamkniemy sobie drogi do optymal-
nego rozwigzania.

Pomyst 1

Teraz w dosé naturalny sposéb nasuwa si¢ pomyst, aby powtérzyé sposéb wyboru kolejnej kra-
wedzi. Wybierajac nowa krawedz omijamy te, ktérych dodanie spowodowaloby powstanie cyklu.
Zastanéwmy sie, dlaczego to rozwigzanie dziata.

Krok algorytmu

Popatrzmy troche inaczej na ten problem. Znajdujemy najpierw najkrotsza krawedz sposrdd
wszystkich dozwolonych. Dodajemy ja do wynikowego drzewa. Przypu$émy, ze taczyla ona wierz-
cholki v i u. Mozemy zlaczy¢ te wierzchotki do jednego wierzchotka. W koncu, od momentu dodania
krawedzi v — u nie rozrézniamy juz tych wierzchotkdéw. Jest nam obojetne, czy jaka$ nowa krawedz
polaczy w z v, czy w z u. Z potaczonego wierzchotka uv wychodzg wszystkie te same krawedzie,
ktore wychodzily wezesniej. Po potaczeniu moze sie pojawi¢ jaki$ wierzchotek, do ktorego idg dwie
krawedzie z wierzchotka uv. Oczywiste jest, ze te o wigkszej dlugosci usuwamy. Nie bedzie juz ona
potrzebna.

Krok i co dalej?

Po jednokrotnym wykonaniu operacji wyboru krawedzi i scaleniu dwoch wierzchotkow dostajemy
nowy problem. UzyskaliSmy graf o n — 1 wierzchotkach, ktére trzeba polaczyé drzewem rozpinaja-
cym. Postepujemy znéw tak samo. Czyli wykonujemy krok algorytmu. Znajdujemy najkrotsza
krawedz i taczymy. Robimy tak, az nie osiagniemy grafu z jednym wierzchotkiem. Stan z jednym
wierzcholkiem oznacza, ze wszystkie wierzcholki sa w jednej spdjnej skltadowej.

Poprawnosé

Poprawno$é tego algorytmu wynika stad, ze przed kazdym krokiem mamy problem znalezienia
drzewa rozpinajacego w zwyczajnym grafie, bez zadnych wybranych wczedniej krawedzi. Wiemy
natomiast z wczesniejszych rozwazan, ze w takim grafie zawsze istnieje rozwigzanie, w ktérym
bierzemy najkrétsza krawedz. Wynika stad, ze algorytm, ktéry za kazdym razem wybiera naj-
krotsza krawedz i scala konice tej krawedzi, poprawnie znajdzie drzewo rozpinajace o minimalnej
sumarycznej dhugosci.
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A jednak Pomyst 1 dziala!

Zauwazmy teraz, ze poczatkowy algorytm robi dokladnie to samo. Zawsze bierzemy najkrotsza
niewykorzystang jeszcze krawedz i dodajemy ja do szukanego drzewa, jesli jej konce w drzewie
leza w réznych sktadowych. Wniosek? Ten algorytm takze jest poprawny.

Ile to nas kosztuje?

Pozostaje kwestia, jak szybko mozna zaimplementowaé ten algorytm. Niech n oznacza ilosé wierz-
cholkow grafu, za§ m oznacza liczbe krawedzi. Na poczatku warto posortowaé krawedzie wzgle-
dem rosnacej dtugosci, aby potem wybér kolejnych najkrétszych byt prosty. Ta faza kosztuje nas
O(mlogm). Trudniejsza jest kwestia, jak szybko sprawdzaé, czy dwa konce krawedzi leza w budo-
wanym drzewie rozpinajacym w jednej spdjnej sktadowej. Najprostsze rozwigzanie, to sprawdzanie
przy kazdej dodawanej krawedzi algorytmem przeszukiwania grafu, np. metoda DFS, czy konce
krawedzi sa w tej samej spdjnej sktadowej. Takie rozwigzanie prowadzi do zlozonosci tej fazy
wynoszacej O(n - m). Jest to bardzo duzo i sprobujemy zredukowaé ten koszt. Mozna to nieco
ulepszy¢ spostrzezeniem, ze jesli nie dodaliSmy nowej krawedzi, to podzial na sktadowe jest caty
czas ten sam. Oznacza to, ze wystarczy, zebysmy po kazdym dodaniu krawedzi policzyli podzial na
sktadowe. Mozemy to zrobié¢ przypisujac wszystkim wierzchotkom w danej sktadowej jakas liczbe
charakterystyczna. Pozniej tatwo juz odpowiadaé, czy dwa wierzchotki sa w jednej spéjnej skta-
dowej. Wystarczy spojrzenie, czy przyporzadkowane im liczby charakterystyczne sa sobie réwne.
Takie rozwiazanie w tej fazie kosztuje O(n?) czasu, co jest zauwazalnie lepsze niz rozwigzanie
poprzednie, szczegdlnie, gdy graf jest gesty.

Znany jest jednak znacznie szybszy sposéb sprawdzania czy wierzcholki sg potaczone. Metoda
ta korzysta ze struktury zbioréw roztacznych.

6 Zbiory rozlaczne

Dana jest pewna rodzina zbioréw. Kazde dwa zbiory w tej rodzinie sa parami roztaczne. Na tej
rodzinie zbioréw chcemy wykonywaé dwie operacje. Jedna - to zapytanie: czy element a i element
b nalezg do tego samego zbioru. Druga - to operacja potaczenia dwoch podzbioréw w jeden.
Interesuje nas przede wszystkim to, jak szybko dziala nasza struktura, jesli na n elementach
wykonamy n operacji ztaczenia zbiorow i m operacji sprawdzenia, czy jakies dwa elementy sa
w tym samym zbiorze.
We wszystkich prezentowanych ponizej podejsciach bedziemy wykonywaé¢ dwie operacje:

e FIND(x) — znalezienie reprezentanta zbioru, do ktérego nalezy x. Jesli x i y naleza do tego
samego zbioru, to FIND(x) zwraca to samo, co FIND(y).

e UNION(x,y) — zlaczenie zbioru zawierajacego = ze zbiorem zawierajacym y.

Podejscie pierwsze

Kazdy zbiér reprezentujemy w postaci listy elementéw. Dodatkowo kazdy element ma wskaznik
do pierwszego elementu na liscie. Wtedy:

e Operacje FIND wykonujemy w czasie O(1), wystarczy odwolaé si¢ do pierwszego elementu.

e Jesli chcemy ztaczy¢ dwie listy, to mozemy jedna zostawi¢ taka jaka jest, a druga dotaczyé
na koniec. Na razie kosztowalo nas to czas O(1). Niestety musimy jeszcze poprawié¢ wartosci
wskaznikow drugiej listy tak, aby pokazywaly na pierwszy element pierwszej listy. To kosztuje
znacznie wiecej, bo O(d), gdzie d jest dtugoscia drugiej listy. Rozwazmy najgorszy scenariusz:
mamy jeden duzy zbiér, ktéry za kazdym razem dolaczamy do listy jednoelementowej na
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koniec. Wtedy i - ta taka operacja kosztuje ¢ modyfikacji wskaznika. Oznacza to, ze wykonanie
n takich operacji wykonamy bedzie trwato:

" nn+1
ZZ:(;)

czyli O(n?).

Wszystkie zapytania i operacje polaczenia zajmuja razem O(n? +m).

Podejscie drugie

Zamiast dokleja¢ druga liste na koniec pierwszej, mozna wybraé kolejnos¢ doklejania tak, aby byto
potem mozliwie mato operacji modyfikowania wskaznika na pierwszy element. W tym celu zawsze
do dtuzszej listy doklejamy krétsza. Powoduje to, ze kazdy element, gdy zmieniamy mu wskaznik
do reprezentanta, przynajmniej podwaja dlugosé listy, w ktorej sie znajduje. Wniosek jest taki, ze
kazdy element bedziemy poprawia¢ maksymalnie O(logn) razy. Oznacza to, ze wszystkie operacje
polaczenia kosztuja nas n - O(logn) = O(nlogn) plus O(n) operacji laczenia samych list. Razem
daje to O(nlogn). Zapytania FIND kosztuja nas razem O(m).

W sumie dzialanie naszej struktury bedzie kosztowaé¢ O(m + nlogn). Niby niewielka zmiana,
a ztozonos¢ znacznie lepsza.

Do trzech razy sztuka

Ostanie podejscie bedzie podobne. Tym razem reprezentujemy zbiér jako drzewo. W takim drzewie
kazdy element bedzie mial wskaznik na swojego ojca. Dodatkowo kazdy bedzie pamietal wysokosé,
na ktorej sie aktualnie znajduje. Zasadniczo bedzie to wygladaé tak:

& &
& ©  ©

Jesdli wywolujemy FIND, to idziemy po wskaZnikach do géry. Jesdli chcemy potaczyé zbidr
zawierajacy x ze zbiorem zawierajacym y, to musimy najpierw znalezé reprezentantdéw, czyli
ry =FIND(x), r, =FIND(y), a potem do elementu o wyzszej randze sposréd r, i 7, podpinamy
ten o nizszej randze. Jesli przypadkiem rangi byly rowne, to zwiekszamy range temu elementowi,
do ktorego zostal podpiety ten drugi. Efekt przyktadowej operacji UNION (b, £):
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Cwiczenie 11. Wykaz, ze wysokoé¢ tak skonstruowanego drzewa jest co najwyzej lo-
garytmiczna ze wzgledu na liczbe elementéw tego poddrzewa.

Cwiczenie 12. Napisz procedure UNION i funkcje FIND. Przyjmij, ze elementy maja
numery od 1 do n, tablica father reprezentuje ojca w drzewie reprezentujacym zbior.
Tablica rank reprezentuje range/wysoko$é zbioru podczepionego w danym elemencie.
Na razie zlozonosé czasowa jest bardzo podobna do tej z podejécia drugiego. Moze troche
lepsza stala, ale nic poza tym. Teraz poshuzymy sie kolejna sztuczka, aby znaczaco przysSpieszy¢
algorytm.

Sztuczka

Od tej pory nazywajmy pamietana wysokos¢ drzewa ranga. Na razie napiszmy funkcje FIND
nastepujaco:

int FIND(int x) {
if (father[x] == x) return x;
return FIND(father([x]);

Ten kod jest poprawny, ale nieoptymalny. Przy kazdym zapytaniu o element z musimy pokonaé
dtuga $ciezke do korzenia. Z pomoca przychodzi nam sztuczka: kazdy odwiedzany element pod-
pinamy do reprezentanta. Zatem jesli przechodzimy $ciezke, to podepnijmy wszystkie odwiedzane
elementy do reprezentanta. Popatrzmy na nowy kod:

int FIND(int x) {
if (father([x] == x) return x;
father([x] = FIND(father([x]);
return father[x];

Oszacowanie ztozonosci czasowej tego algorytmu jest do$¢ trudne. Zostalto to opisane w wyczer-
pujacy sposob we ,Wprowadzeniu do algorytméw”. Warto zacytowaé oszacowanie ztozonosci za
ta ksiazka: n operacji taczenia i m operacji FIND kosztuja O(mlog” n), gdzie log™ n oznacza wy-
soko$¢ stosu poteg dwdjek potrz2ebnych do zbudowania n. Np. log* 2 = 1, log* 2% = 2, log* 922% = 3,

log* 922% _ 4, itd. Wartosé 922%" _ 965536 wiclokrotnie przewyzsza rozmiarem dane, ktére sg prze-
twarzane przez dzisiejsze komputery. Mozna wiec przyjaé, ze czas dzialania tego algorytmu jest
liniowy.

Catla ta sztuczka nosi nazwe kompresji Sciezek.
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Podsumowanie

Korzystajac z przedstawionego algorytmu na znajdowanie drzewa rozpinajacego i szybkiej struk-
tury danych rozwiazujacej problem FIND-UNION mozemy zbudowaé drzewo rozpinajace o naj-
mniejszej sumarycznej dlugosci w czasie O(mlogm).

Caly przedstawiony algorytm nosi nazwe algorytmu Kruskala z uzyciem struktury danych dla
zbioréw roztacznych.

7 Drzewa wyszukiwan binarnych (BST)

Przy rozwiazywaniu probleméw algorytmicznych natrafiamy czesto na konieczno$é przechowywa-
nia zbioru (czy raczej multizbioru), ktérego zawarto$é bedzie sie czesto zmieniata. Zwykle chcemy
wtedy méc stwierdzaé, czy element o okreslonej warto$ci w nim wystepuje. Jaka jest odpowiednia
struktura danych do przechowywania takiego multizbioru?

Pierwsze, co przychodzi do glowy, to zwykla lista. Wowczas jednak szukanie okreslonej warto-
$ci, moze wymagadé przejrzenia wszystkich elementéw multizbioru, co nie jest zbyt wydajne. Innym
rozwigzaniem jest trzymanie wartosci w posortowanej tablicy. Woéwczas wyszukiwanie binarne ele-
mentu bedzie dziatalo szybko, ale wstawianie nowego elementu wymagaé bedzie badz ponownego
sortowania, badz kopiowania pewnej liczby elementéw, byé moze duzej. Istnieja jednak struktury,
ktére wszystkie te operacje moga wykonywaé szybko.

Drzewo wyszukiwan binarnych

Struktura ta stuzy do przechowywania elementéw uporzadkowanych (np. rosnaco), czym rézni
sie od innych struktur, jak choéby stosu. Po angielsku nazywa sie ona binary search tree, stad
powszechnie uzywany skrot BST.

Drzewa BST sa ukorzenione (tzn. maja jeden wybrany wierzchotek bedacy korzeniem calego
drzewa) oraz binarne (czyli kazdy wierzcholek ma co najwyzej dwéch synéw). W kazdym wierz-
chotku przechowywane sg wartosci, nazywane rowniez kluczami. Tym, co odréznia drzewa BST
od, na przyktad, kopca jest to, ze klucze wierzchotkéw spetniaja dodatkowy warunek:

Porzgdek symetryczny: dla kazdego wierzchotka o kluczu v wierzchotki w jego lewym
poddrzewie maja warto$ci mniejsze badz réwne v, a w prawym wicksze badz réwne.

Rys. 1: Przyktadowe drzewo BST

Warunek porzadku symetrycznego pokazuje juz, jak bedziemy wyszukiwali elementéw w drze-
wach BST: jezeli szukany element jest mniejszy od klucza aktualnego wierzchotka to szukamy w
lewym poddrzewie, w przeciwnym przypadku w prawym.

Struktura implementacji

Implementacja drzew BST jest troche bardziej skomplikowana od kopca, gdyz nie mozna uzywaé
po prostu jednej tablicy. Zamiast niej, podobnie jak w przypadku stosow, kolejek i list, bedziemy
korzysta¢ ze struktur dla wierzchotkéw i taczyé je wskaznikami.
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struct Node

{

// Wskazniki do lewego i prawego syna, oraz ojca.

// wartos¢ NULL oznacza brak odpowiedniego wierzchotka.

Node *left, *right, *parent;

int key; // klucz, czyli warto§¢ przechowywana w wierzchoiku
3

Cale drzewo bedziemy przechowywali w programie jako obiekt:

struct BST
{

Node * root; // wskaZnik na korzen drzewa

BST() // konstruktor pustego drzewa

{

root = NULL;

X

/* tu nalezy umieszczaé kolejne funkcje */
s

Wyszukiwanie elementu

Skoro znamy juz strukture drzewa BST mozemy zaimplementowaé wyszukiwanie elementu w drze-
wie. Algorytm oparty na metodzie dziel i zwyciezaj, zostal juz pobieznie opisany: poczynajac od
calego drzewa sprawdzamy korzenie kolejnych poddrzew: jezeli klucz takiego korzenia jest wigkszy
od poszukiwanego to kontynuujemy w lewym poddrzewie, w przeciwnym przypadku w prawym.

Rys. 2: Poszukiwanie elementu o kluczu 4

Node * search(int v)

{

}

Node *s = root;
// gdy s == NULL, oznacza to, ze wyszlismy ,,poza drzewo’’
while (s != NULL && s->key != v){
if (s—>key > v)
s = s—>left;
else
s = s—>right;
}
return s;
// funkcja zwraca NULL, gdy brak wierzchotka o kluczu v

......

odwiedzajac kazdy wierzcholek raz. Jej zlozonosé czasowa to zatem O(h), gdzie h jest wysokoScia
drzewa (czyli dlugoscia najdluzszej Sciezki z korzenia do liscia).
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Cwiczenie 13. Wymysl i zaimplementuj algorytm znajdujacy najmniejszy klucz w drze-
wie BST.

Cwiczenie 14. W jakiej kolejnosci nalezaloby odwiedzaé, wierzcholki drzewa, by ich
klucze przeglada¢ w kolejno$ci niemalejacej? Napisz metode klasy BST wypisujaca
wszystkie klucze z drzewa w kolejnosci niemalejace;j.

Cwiczenie 15. Nastepnikiem wierzcholka s nazywamy wierzcholek, ktéry zostanie
wypisany tuz po s, w powyzszym algorytmie przegladania drzewa. Wykaz, ze jezeli s
ma prawego syna, to nastepnikiem s jest wierzchotkiem o najmniejszym kluczu w jego
prawym poddrzewie. Zaimplementuj funkcje znajdujaca nastepnik w takim przypadku.
Ktory wierzchotek jest nastepnikiem s, gdy nie ma on prawego poddrzewa? Czy nastep-
nik bedzie zawsze istnial?

Dodawanie elementu

Jezeli chcemy by nasze drzewa okazaly sie uzyteczne musimy nauczy¢ sie dodawaé do nich nowe
wierzchotki tak, by zostal zachowany porzadek symetryczny. W tym celu nalezy, nasladujac algo-
rytm wyszukiwania elementu, przejs¢ przez drzewo, az do wierzchotka, ktory nie ma odpowiedniego
(prawego lub lewego) syna i doda¢ tam nowy wierzchotek.

void insert(int v)

{

¥

Node *n = new Node(), *s = root, *prev = NULL;
// inicjalizacja nowego wierzchorka

n->left = NULL;

n->right = NULL;

n->key = v;

while (s != NULL){ // nasladowanie wyszukiwania
prev = s;
if (s->key >= v)
s = s—>left;
else
s = s—>right;
// Niezmiennik: zmienna prev wskazuje
// na poprzednio odwiedzony wierzchotek
X
// pod wierzchotek prev dowigzujemy n z odpowiedniej strony
if (prev->key >= v)
prev->left = n;
else
prev->right = n;
n->parent = prev;

Cwiczenie 16. Powyzszy kod dziata jedynie dla drzewa o co najmniej jednym elemencie.
Dlaczego? Co sie stanie gdy zostanie uruchomiona na pustym drzewie? Dopisz do metody
obstuge tego specjalnego przypadku.

Usuwanie wierzcholka

Usuwanie wierzchotka jest troche bardziej skomplikowane od dodawania, gdyz trzeba uwazaé
na wiecej przypadkow szczegdlnych. Jezeli chcemy usunaé wierzchotek s, to musimy zadbaé o po-
prawne dzialanie w nastepujacych przypadkach:
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1. s nie ma synéw — mozemy po prostu skasowaé ten wierzchotek;

2. s ma jednego syna (lewego lub prawego). Wéwczas ojcu s jako bezposredniego potomka (i to
po odpowiedniej stronie!) ustawiamy jedynego syna s;

3. s ma dwoch synéw. Nalezy wowczas znalezé nastepnika s, jego klucz zapisa¢ w wierzchotku s
i usuna¢ nastepnika. Zauwazmy, ze operacja ta nie zaburza porzadku symetrycznego w drze-
wie, gdyz nastepnik ma najmniejszy klucz, nie wiekszy niz ten usuwany.

Napisanie bezbtednie metody z taka liczbg mozliwych przypadkéw stanowi pewne wyzwanie,
do ktérego podjecia zachecamy!

Cwiczenie 17. Uzupelnij ponizsza metode tak, by poprawnie dzialala we wszystkich
przypadkach. Nie zapomnij o poprawieniu wskaznikéw parent oraz o tym, ze usuwany
wierzchotek moze by¢ korzeniem drzewal

void erase(Node * s) {
Node *next;
if (s->left == NULL || s->right==NULL)

{

}

else

{

// przypadki 1 i 2: s nie ma co najmniej jednego syna
// poprawnie rozpatrz te dwa przypadki!

delete s;

// przypadek 3, szukanie nastepnika
next = s->right;
while (next->left != NULL)
next = next->left;
s—>key = next->key;
erase(next) ;
// dzieki powyzszemu odwolaniu trzeba sprawdzié¢ mniej przypadkéw

7.1 Zréwnowazone drzewa poszukiwan

Problem z efektywnosScia drzew BST

Operacje dodawania, usuwania i wyszukania na drzewach BST dzialaja w czasie proporcjonal-
nym do wysokosci drzewa. W przypadku danych losowych, wysoko$¢ ta jest rzedu O(logn), co
jest zupelnie zadowalajace. Niestety, moze sie zdarzy¢, ze ciag elementéw dodawanych do drzewa
spowoduje, ze bedzie mialo ono postaé jednej dlugiej Sciezki bez rozgatezien, jak na rysunku 3.

Rys. 3: Ztosdliwy przypadek drzewa BST

Woéwezas czas dzialania wszystkich operacji na drzewie bedzie liniowo zalezny od liczby ele-
mentéw, a zatem nic nie zyskujemy na korzystaniu z drzew BST w poréwnaniu do zwyktej listy!
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Drzewa AVL

Aby uporaé sie z powyzszym problemem stosuje sie rézne techniki. Chyba najprostsza do zrozu-
mienia sg drzewa AVL, zaproponowane przez Gieorgija Adelson-Wielskija i Jewgienija FLandisa.
Pomyst polega na dodaniu drzewom BST nastepujacego warunku:

dla kazdego wierzchotka, wysokosci jego prawego i lewego poddrzewa moga réznié sie
0 co najwyzej 1

Mozna udowodnié¢, ze wysokosé drzewa o n wierzcholtkach spelniajacego ten warunek jest O(logn).

Operacje na drzewach AVL sa podobne do tych na BST. Roéznica jest tylko taka, ze po ope-
racjach dodawania, badZz usuwania wierzchotkéw, ktére moga zmieni¢ strukture drzewa, nalezy
przywroci¢ warunek zréwnowazania. Mozna to zrobi¢ za pomoca tzw. rotacji, ktérym przyjrzymy
sie na przyktadzie z rys. 4.

A B B C

Rys 4. Pojedyncza rotacja

Zalézmy, ze poddrzewo A ma wysoko$¢ h+1, a poddrzewa B i C' maja wysokosci h. Wowczas w
wierzchotku = poddrzewa réznig sie wysokoscia o 1, co jest dopuszczalne, ale juz w wierzchotku y
wysokosci poddrzew réznia si¢ o 2. Pojedyncza rotacja, przedstawiona na obrazku, moze to jednak
poprawié: po jej wykonaniu poddrzewa beda mialy réwne wysokosSci, zarowno z jak i y.

Jest to oczywiscie bardzo ogélny opis dzialania drzew AVL. Zainteresowanych odsytamy do
pozycji [2] i [3]. Istnieja tez inne sposoby réwnowazenia drzew binarnych. Jako szczegdlnie proste do
implementacji polecamy samoorganizujace si¢ drzewa BST (nazywane niekiedy drzewami splay),
o ktérych tez mozna poczytaé w wymienionych materiatach.

Kontenery z biblioteki standardowej

Jak sie okazuje, w standardowej bibliotece szablonéw (STL) jezyka C + + znajduja sie struktury
danych oparte na zréwnowazonych drzewach binarnych. Mozna z nich korzysta¢ w bardzo wielu
przypadkach, ale niestety nie wszystkich: czasami trzeba zaimplementowaé swoje wlasne drzewa.

Dwa czesto stosowane kontenery tego typu to set (reprezentuje zbiér, zatem nie moga sie
w nim powtarza¢ wartosci) oraz multiset. Kilka wskazdwek, jak sie nimi postugiwaé:

e W programie trzeba umiescié¢:
#include<set>
using namespace std;

e Deklaracja zbioru i multizbioru elementéw typu int:
set<int> zb;

multiset<int> mzb;

e Dodawanie, usuwanie i szukanie elementu:
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zb.insert (6);
zb.erase(7);
if (zb.find(4) '= zb.end())
{
// 4 jest w zbiorze zb

}

e Wypisanie elementéw zbioru w kolejnosci rosnace;j:

for(set<int>::iterator it = zb.begin(); it != zb.end(); ++it)
printf ("%d\n", *it);

Wiecej o korzystaniu z tych oraz innych konteneréw biblioteki STL bedzie mozna dowiedzie¢ sie
na innych kursach. Mozna tez korzystaé¢ z dokumentacji (w jezyku angielskim) dostepnej pod ad-
resem: http://wuw.sgi.com/tech/stl/

Zadanie

A. Przedzialy
Napisz program przechowujacy informacje o zbiorze przedzialéw na prostej. Bedzie on otrzy-
mywal kolejne polecenia do wykonania, w jednej z ponizszych postaci:

e 1 p k — dodanie do zbioru przedzialu o poczatku w p i koiicu w k (p i k beda liczbami
catkowitymi, —10% < p < k < 107).
e 0 — zapytanie o liczbe rozigcznych przedzialéw w zbiorze,

e —1 — koniec listy polecen.

Przyktadowe wejscie: Przyktadowe wyjscie:
112 2

134 1

0

123

0

-1

8 Drzewa przedzialowe

Czym sa drzewa przedzialowe?

Drzewami przedzialowymi nazywamy struktury danych, umozliwiajace szybkie wykonywanie
operacji na zbiorze przedzialow, takich jak:

e wstawienie przedziatu do zbioru (by¢ moze z pewna waga),

e usuniecie przedziatu,

e sprawdzenie w ilu przedzialach zawiera sie dany punkt,

e odczytanie sumarycznej wagi punktéw z danego przedziatu, etc.

Na wykladzie przedstawiamy dwa podejécia do implementacji drzewa przedzialowego. Pierwsze
z nich nazywane jest réwniez drzewem potegowym.
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Ustalenia wstepne

Zakladamy, ze wszystkie rozwazane przedzialy majg konce w punktach catkowitoliczbowych z
ustalonego zakresu bedacego potega dwdjki (zakres ten oznaczaé bedziemy przez N). Inaczej niz
w geometrii, przez dtugosé przedzialu rozumiemy liczbe punktéw o wspoétrzednych catkowitych w
nim zawartych. Przykladowo przedzial [3,3] ma dlugosé 1 gdyz zawiera dokladnie jeden punkt.
FLatwiej jest zatem mysle¢ o punktach jak o komérkach tablicy.

Zakres wspolrzednych przedzialéw przechowywanych w drzewie nie moze by¢ zbyt duzy, w
szezegblnosei tablica liczb calkowitych o rozmiarze 2N (a najczeSciej kilka takich tablic) musi
swobodnie miesci¢ sie w limicie pamigciowym. W niektérych przypadkach mozemy poradzié¢ sobie
z bardzo duzym zakresem przedzialow stosujac pewna sztuczke. Jesli interesuje nas jedynie uto-
zenie przedzialow wzgledem siebie (a nie ich faktyczna dlugos$é) mozemy wstepnie wezytaé dane
wejéciowe, posortowaé wszystkie wystepujace w nich punkty i nadaé¢ im nowe wspotrzedne bedace
kolejnymi liczbami naturalnymi. Po takim zabiegu zakres wspotrzednych bedzie wielkoéci danych
wejsciowych.

Kazda z omawianych struktur danych bedzie udostepnia¢ dwie operacje:

e wstawienie (funkcja insert()) — wykonanie pewnej akcji (dodanie obciazenia lub wycia-
gniecie maksimum) na przedziale lub w punkcie,

e zapytanie (funkcja query()) — odczytanie aktualnego stanu (sumy lub maksimum) z prze-
dziatu lub punktu, bedacego wynikiem wykonanych operacji insert.

8.1 Drzewo potegowe

Zaldézmy, ze potrzebujemy struktury danych umozliwiajacej wykonywanie nastepujacych operacji:
e insert(x,v) — dodanie wartosci (inaczej obciazenia) v do punktu z
e query(a,b) — zsumowanie obciazen punktéw zawartych w przedziale [a, b]

Trywialng realizacja powyzszych wymagan moze by¢ tablica, w ktérej po prostu zapisujemy
wstawione wartosci. Niestety, pomimo tego, iz funkcja insert dziala w czasie stalym, zliczenie
sumy liczb w przedziale wigze sie z kosztem proporcjonalnym do jego dlugosci, co w przypadku
duzej liczby wywolan query dla dlugich przedzialéw jest zdecydowanie zbyt wolne.

Drzewo potegowe opiera sie na pomysle, aby w tablicy (nazwijmy ja load) nie przechowywaé ob-
cigzenia jednego punktu, lecz sume obciazen troche wiekszego obszaru. Doktadniej, w polu load [x]
bedziemy pamietaé sume wszystkich operacji insert dla punktéw z przedziatu [z —p+ 1, z], gdzie
p jest najwieksza potega dwojki dzielaca x.

SO TN T O B A
- |y = |} = | = | =

[ [
[ ]
[

Co nam daje taka modyfikacja? Na pewno komplikuje operacje insert, gdyz dodajac wartosé
do pewnego punktu musimy uaktualni¢ potencjalnie wiele pdl tablicy. Przyktadowo, wykonujac
insert w punkcie nr 3 musimy uaktualnié¢ pola load[3], load[4], load[8], load[16], itd. Oka-
zuje sie jednak, ze liczba niezbednych zmian jest niewielka.
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Cwiczenie 18. Uzasadnij, ze liczba pél tablicy wymagajacych aktualizacji przy operacji
insert jest rzedu O(log N).

Skad wiadomo, ktore pola w tablicy uaktualni¢? Zauwazmy, ze jesli uaktualniliSmy pole o in-
deksie x, a p jest najwieksza potega dwdjki dzielaca x, to nastepnym polem, ktore “obejmie swoim
zasiegiem” pole z, jest x 4+ p. Wystarczy zatem zaczaé¢ od ustawienia wartosci pola load[x], a na-
stepnie przesuwac sie do kolejnych pdl, za kazdym razem zwiekszajac indeks o najwiekszg potege
dwojki dzielaca indeks pola aktualnego.

No dobrze, a jak w takim razie wyznaczy¢ te potege dwdjki? Mozna to zrobi¢ tatwo w zlozonosci
logarytmicznej, my jednak chcieliby$my umieé¢ wykonaé to w czasie stalym. Z pomoca przychodza
operatory bitowe, dzigki ktérym szukang liczbe p wyznaczymy w sposéb nastepujacy:

p=(C&™~G-D)+1) /2

Aby lepiej zrozumieé¢ powyzszy wiersz, przeanalizujmy jego dzialanie na przyktadzie.
Niech z = 20, czyli w zapisie binarnym 10100):

x = 101000
x -1 = 10011(2)

x~ (-1 - 00111(2)

x~" x-D)+1 = 01000(2)

((x~ x-1)+1) /2 = 001000

Skoro umiemy wyznaczy¢ najwicksza potege dwojki dzielaca dana liczbe w czasie stalym, to
umiemy tez zaimplementowaé operacje insert tak, aby dzialala w czasie O(log n):

void insert(int x, int v)

{
while(x < N)
{
load[x] += v;
x+=( x"~ -1 +1)/2;
}
}

Jak dotad udato nam si¢ jedynie pogorszy¢ ztozonoéé¢ operacji insert. Okazuje sie jednak, ze
dzieki poczynionym modyfikacjom uda nam sie zredukowaé ztozonos$é operacji query do O(log N)!
Aby uproscié¢ sobie troche implementacje, zauwazmy, ze zamiast pyta¢ o sumaryczne obciazenie
na przedziale [a, b] wystarczy, ze poznamy sumaryczne obciazenia na przedziatach [1,a — 1] i [1,0].
Oto kod funkcji query wraz z pomocnicza funkcjg sum:

int sum(int x)

{
int res = 0;
while(x > 0)
{
res += load[x];
x-—=((&x"~ -1)+1) /2
}
return res;
}

int query(int a, int b)
{
return sum(b) - sum(a-1);

}
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8.2 Drzewa przedzialowe

Drzewo potegowe sprawdza sie bardzo dobrze w przypadku gdy operacja insert dotyczy punk-
tow. Jesli jednak musimy dodawaé obciazenia na cale przedzialy, potrzebujemy struktury nieco
bardziej rozbudowanej. Jako ze zapytanie o punkt mozemy traktowaé jak zapytanie o przedzial
dtugosci 1, skupimy sie od razu na najogdlniejszym przypadku, w ktérym wszystkie operacje
dotycza przedzialéw.

Rozklad na przedzialy bazowe

Definicja 5. Przedzialem bazowym nazywamy przedzial o dtugosci bedacej potega
dwojki i poczatku w punkcie bedacym wielokrotnoscig swojej dlugodci.

Interesuje nas rozktad danego przedzialu na minimalng liczbe rozltacznych przedzialéw bazo-
wych, ktére pokrywaja dany przedzial. Np. przedzial [3,9] ma rozklad na sume przedziatéw [3, 3],
[4,7) i [8,9].

Kluczowy tutaj jest nastepujacy fakt:

Cwiczenie 19. Uzasadnij, ze liczba przedzialéw bazowych w rozkladzie jest rzedu
O(log k), gdzie k jest dlugoscia rozkladanego przedziatu.

Tym razem nasze drzewo przedzialowe bedzie pelnym drzewem binarnym, ktérego wezty od-
powiadaé¢ beda przedzialom bazowym.

[0,3]

/N

[0,1] 2, 3]

/N / N\

[0,0] [1,1] [2,2] I[3,3]

w

Obciazenia poszczegdlnych przedzialéw bazowych zapisywaé bedziemy w tablicy load[] o roz-
miarze 2N, numerujac wezly drzewa w nastepujacy sposob:

2/1\3
VANNAN

Drzewo z powyzsza numeracja weztow ma nastepujace wlasnosci:

e ojcem wezla x jest x/2,

e lewy syn wezta x ma indeks 2z a prawy 2x + 1,

e wezly parzyste sa zawsze lewymi synami swoich ojcow, natomiast nieparzyste prawymi,

e drzewo przedziatowe o zakresie od 0 do N —1 ma 2N —1 weztéw a jego wysokosé to log IV +1.
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8.2.1 Drzewo typu (+,+)
Zacznijmy od oméwienia struktury udostepniajacej nastepujace operacje:
e insert(a,b,v) — dodanie obciazenia v do punktéw z przedziatu [a, b]
e query(a,b) — zsumowanie obciazen punktéw zawartych w przedziale [a, b]

Jak zrealizowa¢ metode insert? Wiemy, ze kazdy przedzial dlugosci k& mozna roztozy¢ na
sume O(log k) podprzedzialéw bazowych. Wystarczy wiec, ze znajdziemy rozklad przedziatu [a, ]
a nastepnie dodamy warto$é¢ v do kazdego wezta drzewa odpowiadajacego podprzedziatowi z roz-
ktadu. Aby uproéci¢ implementacje, zaczniemy od znalezienia lisci odpowiadajacych przedzialom
[a,a] i [b,b], a nastepnie, startujac od nich, bedziemy poruszaé si¢ w gore drzewa, uaktualniajac
napotkane wezly odpowiadajace przedzialom zawartym w [a, b].

[0,7]

[0, 3] [4,7]

7N\ 7N

[0, 1] [2,3] [4,5] [6,7]

/ A\ / \ / A\ /\

[0,0] [1,1] [2,2] [3,3] [4,4] [5,5] [6,6] [7,7]

Przedzialy pogrubione tworza rozklad przedzialu [2,7]. Warto zauwazy¢, ze nie zawsze otrzy-
mamy rozktad na minimalng liczbe podprzedziatow. Latwo jednak uzasadnié, ze liczba odwiedzo-
nych wezléw bedzie rzedu O(log N).

Jezeli bedziemy jednoczesnie przechodzi¢ $ciezkami od lewego i od prawego konica przedziatu
to nasze $ciezki w pewnym momencie si¢ spotkaja (byé moze dopiero w korzeniu). Jesli nasze
Sciezki jeszcze si¢ nie spotkaly i w pewnym momencie znajdziemy sie w wezle lezacym na prawej
Sciezce, ktory jest prawym synem swojego ojca, to kandydatem na przedzial nalezacy do szukanego
rozkladu jest brat obecnego wezla. Analogicznie w sytuacji gdy znajdziemy sie w wezle lezacym
na lewej Sciezce, ktéry jest lewym synem swojego ojca.

Czy to wystarczy aby moéc zaimplementowaé operacje query? Niestety nie, poniewaz moze
sie¢ zdarzy¢, ze rozklady dwoéch zachodzacych na siebie przedzialow nie beda mieé¢ wspdlnych
elementdéw.

Cwiczenie 20. Podaj przyklad takich przedzialéw.

Musimy zatem przechowywaé¢ w weztach drzewa dodatkowe informacje. W dodatkowej tablicy
sub[x] pamietaé¢ bedziemy sume obciazen wszystkich weztéw poddrzewa o korzeniu z, ktére sa
zapisane w tym poddrzewie. Przechodzac Sciezkami w goére drzewa musimy pamietaé o aktualizo-
waniu wartosci sub we wszystkich napotkanych weztach, korzystajac z zaleznosci rekurencyjne;j:

sub[x] = sub[left(x)] + subl[right(x)] + load[x] * length(x)

gdzie left (x), right (x) to potomkowie wezla z, a length(x) to dlugoéé przedziatu reprezento-
wanego przez wezel x.

Oto kod funkcji insert:

void insert(int a, int b, int v)

{
int 1 = N+ a, r =N + b;
int length = 1; // dtugos¢ przedziatéw na aktualnie odwiedzanym poziomie
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}

load[1l] += v;
sub[1l] += v;
// jesli a==b to nie dodajemy obcigzenia dwukrotnie
if(r !'= 1)
{
load[r] += v;
sub[r] += v;

}
while(l >= 1)
{
// jes§li 1 i r nie s3 sasiadami w drzewie, to sprawdzamy czy
// nie trzeba uaktualnié weztéw wewnetrznych
if(1 <r-1)
{
if(1 % 2 == 0) // 1 jest lewym synem swego ojca
{
load[l + 1] += v;
sub[l + 1] += v * length;
}
if(r % 2 == 1) // r jest prawym synem swego ojca
{
load[r - 1] += v;
sub[r - 1] += v * length;
}
}
// jesli 1 i r nie sg li&émi, to uaktualniamy ich wartosci sub
if(r < N)
{
sub[1] = sub[2 * 1] + sub[2 * 1 + 1] + load[l] * length;
sub[r] = sub[2 * r] + sub[2 * r + 1] + load[r] * length;
}
// przechodzimy poziom wyzej
1 /=2; r /= 2; length *= 2;
}

Implementacja funkcji query jest podobna:

int query(int a, int b)

{

int 1 =N+ a, r =N + b;
int length = 1; // dtugos¢ przedziatéw na aktualnie odwiedzanym poziomie

// w llen i rlen pamigtamy ile punktéw przedziatu [a,b] zawiera
// sie w poddrzewie o korzeniu 1 i r odpowiednio

int 1llen =1, rlen = (a !'=b 7?1 : 0);

int res = 0;

while(1l >= 1)
{
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// sumujemy obcigzenia z weztéw 1 i r
res += llen * load[l] + rlen * loadl[r];

// jesli 1 i r nie sa sgsiadami w drzewie to sprawdzamy czy
// istniejag wezly wewnetrzne z obcigZzeniem
if(L<r-1)

{
if(1 % 2 == 0) // 1 jest lewym synem swego ojca
{
res += sub[l + 1];
llen += length;
}
if(r % 2 == 1) // r jest prawym synem swego ojca
{
res += subl[r - 1];
rlen += length;
}
}

// przechodzimy poziom wyzej
1 /=2; r /= 2; length *= 2;
}

return res;

8.2.2 Drzewo typu (+4,max)
Drzewo typu (+,max) udostepnia nastepujace metody:
e insert(a,b,v) — dodanie obciazenia v do punktéw z przedziatu [a, ]
e query(a,b) — znalezienie maksymalnego obciazenia punktu nalezacego do [a, b]

Konstrukcja drzewa jest niemal identyczna jak w przypadku (4,+), z tym, ze w tablicy sub [x]
bedziemy przechowywaé¢ maksymalne obcigzenie wierzcholka z poddrzewa o korzeniu w x.

Ponizej znajduje sie kod metody insert. Implementacja query jest nietrudnym ¢wiczeniem.

void insert(int a, int b, int v)

{
int 1 = N+ a, r =N + b;
load[1l] += v;
sub[1l] += v;
// jesli a==b to nie dodajemy obcigzenia dwukrotnie
if(r !'= 1)
{

load[r] += v;
sub[r] += v;

}

while(1l >= 1)

{
// jesli 1 i r nie sa sasiadami w drzewie to sprawdzamy czy
// nie trzeba uaktualnié wezldw wewnegtrznych
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if(l<r-1)

{
if(1 % 2 == 0) // 1 jest lewym synem swego ojca
{
load[l + 1] += v;
sub[1l + 1] += v;
}
if(r % 2 == 1) // r jest prawym synem swego ojca
{
load[r - 1] += v;
sub[r - 1] += v;
}
}
// jesli 1 i r nie sg lisémi to uaktualniamy ich wartosci sub
if(r < N)
{

sub[1l] = max(sub[2 * 1], sub[2 * 1 + 1]) + load[1l];
sub[r] = max(sub[2 * r], sub[2 * r + 1]) + loadl[r];

}

// przechodzimy poziom wyzej
1 /=2; 1 /= 2;

8.2.3 Drzewo typu (max,max)

Tym razem nasze drzewo udostepnia nastepujace metody:

e insert(a,b,v) — dla kazdego punktu x nalezacego do przedzialu [a,b] wykonanie podsta-
wienia load[x] = max(load[x],v)

e query(a,b) — znalezienie maksymalnego obciazenia punktu nalezacego do [a, b
Implementacja nieznacznie rézni si¢ od implementacji drzewa (+,max) — pozostawiamy ja

jako ¢éwiczenie.

Zadania

1. Zaimplementuj rekurencyjne odpowiedniki metod insert i query dla dowolnego z oma-
wianych drzew przedzialowych. Poréwnaj czasy dziatania obu wersji dla duzych danych
wejsciowych.

2. Jezeli x jest zmienna typu int, to wyrazenie ((x =~ (x - 1)) + 1) / 2 mozemy zastapié
przez (x & -x). Upewnij sie, ze rozumiesz dlaczego wyrazenia te zwracaja te sama wartosc.

3. Do ktérych drzew mozna wstawiaé za pomocg insert warto$ci ujemne? Ktére wymagaja
modyfikacji?

4. Zadanie Koleje z IX Olimpiady Informatycznej (dostepne w [5]).



¢<32> Informatyka +

9 Technika zamiatania

Wprowadzenie

Technika zamiatania jest jednym z podstawowych podej$é do rozwigzywania probleméw geome-
trycznych. Na tych zajeciach pokazemy przyktady kilku probleméw, ktére mozna rozwiazaé tym
sposobem.

Aby przeprowadzi¢ zamiatanie potrzebujemy miotly. Zwykle jest to prosta, ktéra przesuwa sie
nad cala plaszczyzna i przeglada kolejno napotykane obiekty (np. punkty, czy tez figury). Umdéwmy
sie na potrzeby tych notatek, ze miotta jest pionowa i przesuwa sie od lewej do prawej, czyli
zgodnie ze wzrostem wspolrzednej x. W miare napotykania kolejnych obiektéw miotta zapamietuje
informacje potrzebne do rozwigzania problemu. W typowym przypadku wykorzystuje do tego
strukture danych taka, jak na przyktad drzewo przedzialowe, o ktérym méwiliSmy na poprzednich
zajeciach.

Pary przecinajacych sie odcinkéw
Zamiatanie najlepiej pokazaé¢ na konkretnym przyktadzie:

Na plaszczyznie znajduje sie n pionowych i poziomych odcinkéw. Chcemy policzyé
wszystkie przeciecia odcinkéw pionowych z poziomymi.

Zadanie to rozwigza¢ mozna prostym algorytmem w czasie O(n?) — wystarczy dla kazdej pary
prostopadtych odcinkéw stwierdzi¢, czy przecinaja si¢ ze soba.

Cwiczenie 21. Jak sprawdzalbys, czy dwa odcinki sg prostopadle? Jak mozna uzyé w
tym celu iloczynu skalarnego wektoréw?
My jednak pokazemy znacznie szybsze rozwiazanie, ktére dziala w czasie O(nlogn), oparte
na technice zamiatania. Nasza miotta, czyli pionowa prosta przesuwajaca sie w prawo, bedzie sie
zatrzymywac, gdy napotka jedno z nastepujacych zdarzen:

e poczatek poziomego odcinka,
e koniec poziomego odcinka,
e odcinek pionowy.

Chcemy, by w kazdym momencie swojej wedréwki miotta znata odcinki poziome, ktore sie
pod nia znajduja (przecinaja sie z nia). W rzeczywistoéci wystarczy przechowywaé wspotrzedne
igrekowe tych odcinkéw. W tym celu, gdy miotla napotka poczatek poziomego odcinka, musi
zapamietaé jego wspolrzedne, az do momentu osiagniecia jego konca.

W momencie, gdy pod miotla pojawi sie odcinek pionowy, bedziemy zliczali ile odcinkéw
poziomych si¢ z nim przecina. Zalézmy, ze wspolrzedne igrekowe jego dolnego i gérnego konca to
odpowiednio y; i y2. Zapytamy wiec miotle ile odcinkéw poziomych, ktére aktualnie znajduja sie w
miotle, ma wspélrzedne z przedziatu [y;, y2]. Po zsumowaniu wynikéw dla wszystkich napotkanych
pionowych odcinkéw otrzymamy ostateczny rezultat.

Pozostaje jeszcze powiedzieé, jak zrealizowaé miotle, by mozna bylo szybko dodawaé i usuwac
wspoélrzedne odcinkéw, a takze zliczaé wspédlrzedne z okreslonych przedzialow. Wykorzystamy
w tym celu drzewo potegowe! Kazdy jego punkt bedzie reprezentowal jedng wspolrzedna igre-
kowa, zas obcigzeniem punktu jest liczba odcinkéw, ktére sa aktualnie pod miotly na tej wspot-
rzednej. Operacje, ktére wykonuje miotta odpowiadajg dokladnie operacjom udostepnianym przez
drzewo potegowe — dokonuje ona zmiany obcigzenia w danym punkcie oraz sumowania obciazen
z okre$lonego przedziatu.

Przyjrzyjmy sie jeszcze raz strukturze calego rozwigzania. Na poczatku musimy stworzy¢ i po-
sortowaé po pierwszej wspolrzednej wszystkie zdarzenia, ktére napotka miotta. Mozna to zrobié
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w czasie O(nlogn). Pézniej, kazde zdarzenie obstugujemy w czasie O(logn). W ten sposéb udato
nam sie rozwiaza¢ pierwszy problem, tak jak obiecywali$my, w czasie O(nlogn).

Cwiczenie 22. Co nalezy zrobi¢ gdy nie mozna po prostu zastosowaé drzewa pote-
gowego, gdyz przedzial, w jakim znajduja sie wspolrzedne koncéw odcinkéw jest zbyt
duzy?

Implementacja

Na poczatku napiszmy strukture opisujaca zdarzenie.

struct event

{
int x; /* wspbéirzedna, na ktérej wystepuje zdarzenie */
/* Typ zdarzenia: *
/* 1 - poczatek odcinka poziomego *
* -1 - koniec odcinka poziomego *
* 0 - odcinek pionowy x/
int type;
int y1, y2; /* dolna i gérna wspéitrzedna y *
* (dla odcinkéw poziomych yl = y2) */
int operator<(const event& e) const
{
if(x == e.x)
return type > e.type;
else
return x < e.X;
X
+;

Funkcja operator< definiuje operator poréwnujacy obiekty danej struktury. Powinna ona
zwracaé¢ wartosé true wtedy i tylko wtedy, gdy obiekt lokalny jest mniejszy od obiektu przestanego
jako parametr. Dzieki niej mozemy poréwnywaé dwie zmienne typu event jak zwykle liczby. Gdy
mamy zdefiniowany taki operator, mozemy tez posortowac¢ tablice, lub wektor obiektow klasy
event przez wywolanie funkcji sort z biblioteki STL.

W wyniku tego sortowania chcemy mie¢ zdarzenia utozone w kolejnosci, w jakiej ma je napo-
tyka¢ miotta. Dlatego operator ten porzadkuje zdarzenia w pierwszej kolejnosci po wspotrzednej
x, a w przypadku remisu poréwnuje réwniez typy zdarzen. Kolejnosé, w jakiej nalezy przetwarzaé
zdarzenia o tej samej pierwszej wspolrzednej, nalezy doktadnie przemysle¢. Wyobrazmy sobie, ze
na pewnej wspotrzednej x zachodzg zdarzenia wszystkich trzech typéw: jeden odcinek poziomy sie
rozpoczyna, inny sie konczy, a pewien odcinek pionowy dotyka obydwdéch odcinkéw poziomych.
Sprawdzenie, ilu odcinkéw poziomych dotyka ten pionowy trzeba wiec wykonaé po wstawieniu
odcinkéw, ktére zaczynaja sie na danej wspdirzednej, ale przed usunieciem tych, ktére wtasnie sie
koncza. Stad, poszczegdlne typy zdarzen, w ramach tej samej pierwszej wspolrzednej, sa sortowane
wladnie w tej kolejnosci. Pamietaj, ze za kazdym razem gdy projektujemy algorytm uzywajacy
techniki zamiatania, trzeba zastanowié sie w jakiej kolejnosdci nalezy przegladaé zdarzenia o tej
samej pierwszej wspélrzednej. Czasami odpowiednia kolejnosé jest jednoznacznie wyznaczona (jak
w powyzszym przykladzie), ale zdarza sie tez, ze pewne obliczenia chcemy wykonaé dopiero po
obstuzeniu wszystkich zdarzen na danej wspolrzednej.

Przejdzmy teraz do kodu realizujacego zamiatanie:

// events - kontener typu vector<event> przechowujacy zdarzenia
// sortujemy zdarzenia zgodnie ze zdefiniowanym porzadkiem
sort(events.begin(), events.end());
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// zmienna zliczajgca znalezione przecigcia
long long inter = 0;
for(int i=0; i<(int)events.size(); i++)

{
if (events[i] .type == 0) //odcinek pionowy
inter += query(events[i].yl, events[i].y2);
else
insert(events[i].yl, events[i].type);
}

Korzystamy z drzewa potegowego, omawianego na poprzednich zajeciach. Przypomnijmy, ze
insert(x, v) dodaje obcigzenie v do punktu z, zad query(a,b) zwraca sume obcigzen na prze-
dziale [a, b].

Co jeszcze potrafi zamiatanie?

Wachlarz probleméw, ktore potrafimy rozwiazaé przez zamiatanie, zalezy w duzej mierze od zna-
nych nam struktur danych. Na przyktad, korzystajac z drzewa przedzialowego typu (+, max),
rozwigzaé¢ mozemy nastepujacy problem: na plaszczyznie znajduja sie prostokaty o bokach row-
nolegtych do osi uktadu wspélrzednych; znajdz punkt, ktory jest przykryty najwicksza liczba
prostokatéw.

Jako zdarzenia rozpatrujemy tu lewe i prawe boki prostokata, a miotta pamieta, ile prostokatow
znajduje sie pod nig na kazdej wspéirzednej. Gdy napotykamy lewy bok prostokata dodajemy je-
dynke na przedziale wyznaczonym przez wspoltrzedne igrekowe jego poziomych bokéw. Po kazdym
dodaniu prostokata, szukamy punktu w miotle, ktéry jest przykryty najwigksza liczba prostokatdw.

Cwiczenie 23. W tym problemie tez nalezy uwazaé na sytuacje, w ktérej wiele zdarzen
ma ta samag pierwsza wspoétrzedna. W jakiej kolejnosci nalezy je przegladac, by algorytm
dziatal poprawnie?

9.1 Zamiatanie katowe

Zajmiemy sie teraz troche innym sposobem przegladania obiektow na plaszczyznie. Nie ma on
dobrze rozpowszechnionej nazwy, jednak z powodu pewnych podobienstw do zamiatania, bedziemy
go nazywaé¢ zamiataniem katowym.

W tym przypadku, miotta jest pdlprosta zaczepiona w ustalonym punkcie. Pélprosta ta prze-
glada ptlaszczyzne wykonujac obrét o 360°. Tym razem uméwmy sie, ze poélprosta obracaé sie
bedzie przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Rozwazmy nastepujacy przyktadowy problem:

Na plaszczyznie znajduje sie n punktéw, sposrod ktorych zadne trzy nie lezg na jednej
prostej. Z kazdym punktem skojarzona jest waga, okreslona dodatnia liczba calkowita.
Chcemy narysowaé na plaszczyznie prosta, tak, by sumy wag punktéw po obydwdch
stronach prostej byly sobie jak najblizsze.

Zastanéwmy sie najpierw jak napisa¢ rozwigzanie, ktore rozpatrzy wszystkie mozliwe proste.
Po pierwsze, zauwazmy, ze mozemy ograniczy¢ sie do rozwazania takich prostych, ktére przechodza
przez dokladnie dwa punkty. Nawet jesli pewna optymalna prosta nie przechodzi przez zaden
punkt, mozemy ja tak przesunaé i obrécié, by oparta sie na dwoch punktach.

7 drugiej strony, poniewaz nie ma trzech punktéw wspotliniowych, jesli mamy prosta przecho-
dzaca przez dwa punkty, to mozemy ja minimalnie przesunaé lub obrocié, tak by kazdy z tych
dwd6ch punktéw znalazt sie po jednej lub drugiej stronie prostej (patrz rysunek).

Rozwiazanie naszego problemu wyglada zatem tak: dla kazdej pary punktéw (takich par jest
O(n?)) prowadzimy przez nie prosta, liczymy sumy wag punktéw po jednej i drugiej stronie (w cza-
sie O(n)) a nastepnie rozpatrujemy 4 mozliwosci przydzielenia punktéw z prostej do jednej lub
drugiej czeéci plaszezyzny. W ten sposéb dostajemy algorytm w ztozonoéci O(n?).
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Rys. 1: Prosta przechodzaca przez dwa punkty i cztery mozliwosci jej przesuniecia i obrotu

Korzystajac z zamiatania katowego poprawimy czas dziatania do O(n?logn). Dla kazdego
punktu z plaszczyzny, bedziemy wykonywali dookota niego zamiatanie katowe. Chcemy w kazdym
momencie wykonania algorytmu znaé sume wag punktéw na poiplaszczyznie po lewej stronie
miotly (tj. po stronie przeciwnej do ruchu wskazéwek zegara). Gdy miotta napotka punkt, nalezy
go z miotty usunaé. Jedli zas punkt znajdzie si¢ na przediuzeniu miotty, jest on do niej dodawany.
Sytuacje wyjasniajg rysunki.

Rys. 2: Moment dodania punktu do miotly (po lewej) oraz usuniecia punktu (po prawej).

W momencie, gdy napotykamy punkt, sprawdzamy cztery mozliwosci narysowania prostej,
odpowiadajace mozliwosciom przydzielenia punktéw do jednej z dwdch pdiptaszezyzn. Mozna
sobie zaoszczedzi¢ nieco pracy i zauwazyé, ze wystarczy sprawdzaé jedynie dwie opcje: punkt
wokoé!l ktorego zamiatamy przydzielamy do jednej lub drugiej strony plaszczyzny. W ten sposéb
rOwniez rozwazymy wszystkie dostepne podzialy pltaszczyzny.

9.2 Sortowanie katowe

Implementacje zamiatania katowego pozostawiamy jako ¢wiczenie, opowiemy jedynie pokrétce, jak
w prosty sposéb posortowaé¢ punkty katowo. Z pomoca przychodzi nam funkcja atan2 z biblioteki
standardowej C++.

double atan2(double y, double x);

Tak, to nie pomytka, pierwszym argumentem tej funkcji jest wspotrzedna y, za$ drugim — wspdl-
rzedna z. Funkcja ta zwraca kat, jaki tworzy odcinek laczacy punkt (x,y) z dodatnia pélosia
X wyrazony w radianach (zwracana wartosé¢ jest liczba z przedziatlu [—m,7]). Jezeli zamiast na
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radianach, wolimy operowaé¢ na stopniach z przedzialu [—180,180] to mozemy otrzymana war-
tos¢ pomnozy¢ przez %. Aby uzy¢ funkcji atan2, nalezy do programu dotaczyé plik nagtéwkowy
cmath.

Trzeba by¢ jednak ostroznym uzywajac funkcji atan2, poniewaz zapisuje ona wynik w liczbie
zmiennoprzecinkowej (pamietanej w komputerze z ograniczona dokladnoscia). Jesli katy wyzna-
czone przez dwa punkty réznig sie bardzo nieznacznie, atan2 moze zwroci¢ dla nich te sama
wartosé. Zwykle uwaza sie, ze jezeli wspdélrzedne punktéw maja wartosci bezwzgledne wieksze niz
10%, bezpieczniej jest uzyé funkcji

long double atan2l(long double y, long double x);

i zmiennych typu long double. Jesli wspéhrzedne moga byé¢ wieksze niz 10°, nawet wyniki atan21
moga by¢ niewystarczajaco doktadne.

Cwiczenie 24. Ambitne: Jak wykorzystaé iloczyn wektorowy do katowego sortowania?
Czy tez trzeba si¢ wtedy martwic o doktadnosé wyniku?

Zadania
1. Zadanie Wyspy z XI Olimpiady Informatycznej (dostepne w [5]).

2. Na plaszczyznie zamalowujemy na czarno wnetrza n prostokatéw o bokach réwnoleglych
do osi uktadu wspélrzednych. Jakie jest pole zamalowanej czesci ptaszczyzny?

3. Zaimplementuj rozwigzanie zadania z rozdzialu o zamiataniu katowym.

4. Na plaszczyznie dane sa punkty. Znajdz takie trzy spoérdd nich, ktére tworza kat o jak
najwiekszej mierze.

10 Drzewa TRIE

Problem

Wiemy juz, ze za pomoca algorytmu KMP jestedmy w stanie znalez¢ wszystkie wystapienia wzorca
w tekscie w czasie liniowym. Problem wyszukiwania wzorca mozna nieco uogdlnié¢ i zapytaé jak
szybko jesteSmy w stanie znalez¢é wszystkie wystapienia wielu wzorcow w zadanym tekscie.

Mozemy uzy¢ algorytmu KMP do kazdego wzorca z osobna a nastepnie scali¢ wyniki. Jezeli
wszystkich wzorcow jest n a tekst ma dlugo$é m to rozwiazanie to ma zlozonosé O(n-m). Algorytm
Aho-Corasick pozwala znacznie polepszy¢ ten wynik.

Drzewo TRIE

Bedziemy korzystali ze struktury danych o nazwie TRIE. Jest to drzewo ukorzenione, ktérego
krawedzie sg etykietowane symbolami danego alfabetu. W dalszej cze$ci bedziemy zaktadali, ze
nasz alfabet to zbidr liter alfabetu angielskiego.

Drzewo TRIE reprezentuje pewien zbiér stéw nad ustalonym alfabetem. Inaczej niz w do-
tychczas omawianych drzewach, elementy zbioru nie sg przechowywane w weztach lecz mozna je
odtworzy¢ na podstawie pozycji weztéw w drzewie. Stowo reprezentowane przez wezel x otrzy-
mamy przechodzac po $ciezce od korzenia do x i odczytujac litery na kolejnych krawedziach. Nie
wszystkie wezlty beda reprezentowaé elementy znajdujacy sie¢ w zbiorze, dlatego w kazdym wezle
przechowujemy dodatkowo warto$é¢ logiczng, wskazujaca czy wezel ten odpowiada istniejacemu
elementowi.
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Na rysunku powyzej zamalowane wezly odpowiadajg stowom przechowywanym w drzewie.
Korzen (oznaczony symbolem 1) odpowiada stowu pustemu. Powyzsze drzewo reprezentuje zbior
stow {,,aa”, ,ab”, ,abc”, ,caa”, ,cb”}, natomiast stowa ,a”, ,c” czy ,ca” to tego zbioru nie naleza.

Drzewo TRIE udostepniaé¢ bedzie nastepujace metody:
e insert — wstawienie slowa do zbioru,

e search — sprawdzenie, czy slowo nalezy do zbioru,
e crase — usuniecie stlowa ze zbioru.

W kazdym wezle musimy przechowywaé zbiér wskaznikéw do potomkdéw. Jesli nasz alfabet
nie jest zbyt duzy (a najczesciej bedzie to alfabet angielski, czyli 26 liter) mozemy pokusié sie
o dodanie do kazdego wezla 26-elementowej tablicy wskaznikéw, co nieco uprosci implementa-
cje. Wiaze sie to jednak z troche wigkszym narzutem pamieciowym oraz koniecznoécia zerowania
tablic w konstruktorze. Alternatywnym podejsciem jest zastosowanie kontenera map z biblioteki
STL, w ktérym przechowywane sa pary (litera, odpowiadajacy jej wskaznik do potomka). Aby nie
komplikowa¢ nadmiernie implementacji, zastosujemy pierwsza metode.

Oto (niepelna) implementacja drzewa TRIE:

#define ALPH 26 // rozmiar alfabetu

struct TrieNode // wezel drzewa TRIE

{
// konstruktor ustawiajgcy ojca i znak na krawedzi prowadzacej od ojca
TrieNode(TrieNode *_parent, char _last)

{

for(int i = 0; i < ALPH; ++i)

links[i] = NULL;

parent = _parent;

last = _last;

in_dict = false;
}
TrieNode *1links[ALPH]; // tablica potomkéw
TrieNode *parent; // wskaznik do ojca
char last; // znak na krawedzi prowadzgcej od ojca
bool in_dict; // czy stowo jest w drzewie
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struct Trie

{
Trie() // konstruktor tworzacy korzen drzewa
{
root = new TrieNode(NULL, ’-’);
}
void insert(string &word)
{
TrieNode *v = root; // wskaznik na aktualny wezel
for(int i = 0; i < (int)word.size(); ++i)
{
if (v->links[word[i] - ’a’] == NULL)
// jesli nie ma jeszcze krawedzi z dang literg
// to utwérz nowego potomka
v->links[word[i] - ’a’] = new TrieNode(v, word[i]);
v = v->links[word[i] - ’a’];
}
v—->in_dict = true;
}
bool search(string &word)
{
TrieNode *v = root; // wskaznik na aktualny wegzel
for(int i = 0; i < (int)word.size(); ++i)
{
if (v->1links[word[i] - ’a’] == NULL)
// jesli nie ma krawedzi z dang literg to zwr6é fatsz
return false;
else // jesli jest to przejdz po niej
v = v->links[word[i] - ’a’];
}
return v->in_dict;
}
TrieNode *root;
I

Cwiczenie 25. Uzupelnij powyzsza implementacje o brakujaca metode erase oraz
destruktory zwalniajace zaalokowang pamiec.

Przy zalozeniu, ze nasz alfabet jest 26-elementowy, mozemy przyjaé, ze wszystkie operacje na
zbiorze 1inks wykonywane sa w czasie stalym. Przy takim zalozeniu, ztozonoé¢ wszystkich opera-
cji na drzewie TRIE jest liniowa wzgledem dlugosci wstawianego (lub usuwanego czy szukanego)
stowa.

Jezeli nasz alfabet bytby duzy i mial rozmiar k to ztozonoéci poszczegdlnych operacji na stowie
o dlugosci n zalezalyby od implementacji:

utworzenie wezla insert search erase
TRIE z mapami 0(1) O(nlogk) | O(nlogk) | O(nlogk)
TRIE z tablicami O(k) O(n - k) O(n) O(n)
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11 Algorytm Aho-Corasick

Dziatanie algorytmu Aho-Corasick (w skrécie AC) jest analogiczne do algorytmu KMP. Dlatego
tez potrzebowaé bedziemy odpowiednika tablicy prefiksowej w postaci drzewa TRIE, do ktorego
poczatkowo wstawimy wszystkie wzorce.

W kazdym wezle naszego drzewa chcemy pamieta¢ dodatkowa wartosé suf_link. Jesli wezel
x reprezentuje stowo s to chcemy aby x.suf_link byl wskazZnikiem do wezla reprezentujacego
najdhuzszy wiasciwy sufiks stowa s, ktory jest jednoczesnie prefiksem pewnego wzorca. Réznica
wzgledem algorytmu KMP jest taka, ze sufiks ten nie musi by¢ prefiksem tego samego wzorca (nie
musi by¢ jego prefikso-sufiksem).

Wartosci pél suf_link obliczymy podobnie jak w algorytmie KMP, przy czym drzewo prze-
chodzi¢ bedziemy algorytmem BFS (mozna tutaj réwnie dobrze uzyé algorytmu DFS):

void create_links(Trie &trie)

{
// przechodzimy drzewo algorytmem BFS
queue<TrieNodex> Q;
// wstawiamy korzen do kolejki
Q.push(trie.root);
trie.root->suf_link = trie.root->dict_link = NULL;
while(!Q.empty())
{
TrieNode *v = Q.front();
Q.popQ);
if(v != trie.root) // wezel nie jest korzeniem
{
// postepujemy tak jak w KMP - cofamy sie po kolejnych suf_linkach
// dopdki nie natrafimy na krawedZ o odpowiedniej etykiecie
TrieNode *j = v->parent->suf_link;
while(j && j->links[v->last - ’a’] == NULL)
j = j—>suf_link;
if(j == NULL)
v->suf_link = trie.root;
else v->suf_link = j->links[v->last - ’a’];
if (v->suf_link->in_dict) // ustawiamy dict_link
v->dict_link = v->suf_link;
else v->dict_link = v->suf_link->dict_link;
b
// wstawiamy wszystkich potomkéw v do kolejki
for(int i = 0; i < ALPH; ++i)
if (v->1links[i] !'= NULL)
Q.push(v->links[i]);
X
}

W powyzszym kodzie, dla kazdego wezta v ustawiana jest dodatkowo warto$é¢ v->dict_link,
ktéra jest wskaznikiem do najdiuzszego wiadciwego sufiksu wezta v, ktéry jest jednym z wzorcow.
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Moze si¢ bowiem zdarzy¢, ze w jednym miejscu tekstu konczy sie kilka dopasowan wzorcéw (na
przyktad wyszukiwanie wzorcéw ze zbioru {,abc”, ,bc”, .¢”} w tekscie ,abced”). W takim przy-
padku, wskaznik dict_link bedzie potrzebny do odtworzenia wszystkich dopasowanych wzorcow.

Zasada dzialania algorytmu AC jest taka, jak algorytmu KMP:

void aho_corasick(Trie &trie, string &text)
{
TrieNode *v = trie.root, *tmp;
for(int i = 0; i < (int)text.size(); ++i)
{
while(v && v->links[text[i] - ’a’] == NULL)
v = v->suf_link;
if (v == NULL)
v = trie.root;
else v = v->links[text[i] - ’a’];
// sprawdzamy, czy sa jakie$§ dopasowania
if (v->in_dict)
tmp = v;
else tmp = v->dict_link;
while (tmp)
{
printf("Znaleziono wystapienie wzorca numer %d.\n", tmp->id);
tmp = tmp->dict_link;

Jezeli po przetworzeniu kolejnej litery z tekstu znajdziemy sie w wezle drzewa TRIE réznym
od korzenia, musimy sprawdzié¢, czy ten wezel nie reprezentuje wzorca, a takze wypisaé¢ wszystkie
dopasowania osiggalne poprzez dict_link.

Cwiczenie 26. Waznym przypadkiem szczegélnym jest sytuacja, w ktérej wszystkie
wzorce sa jednakowej dihugosci. Zaktadajac, ze takie wlasnie sa dane wejsciowe, zaimple-
mentuj alternatywna wersje algorytmu AC, nie korzystajaca z dict_linkow.

Jaka zlozono$¢é ma algorytm Aho-Corasick? Wstawienie wzorcéow do drzewa odbywa sie w cza-
sie liniowym wzgledem sumy ich dlugosci. Funkcja create_links réwniez dziata w czasie liniowym
wzgledem sumy diugosci wzorcéw, co mozna uzasadni¢ analogicznie jak w oszacowaniu ztozono-
Sci algorytmu KMP. Wreszcie funkcja aho_corasick, ktora, pomijajac przegladanie wskaznikéw
dict_link, dziata liniowo wzgledem sumy diugosci wzorcéw i tekstu. Moze sie jednak zdarzyc,
ze ilos¢ dopasowan wzorcéow bedzie rzedu kwadratowego (na przyklad wyszukiwanie wzorcow
ze zbioru {,a”, .aa”, ,aaa”, ,aaaa’} w tekécie ,aaaa”. A zatem zlozono$¢ algorytmu AC to
O(n+ Sy, +d), gdzie n jest dlugoscia tekstu, S,, — suma dlugosci wzorcéw a d — suma wystapien
wzorcow w tekscie.

11.1 Algorytm Bakera

Waznym zastosowaniem algorytmu AC jest algorytm Bakera, ktory stuzy do wyszukiwania dwu-
wymiarowego wzorca w dwuwymiarowym tekscie.

Zalézmy, ze nasz wzorzec jest macierzg o w, wierszach i w, kolumnach oraz elementach nale-
zacych do alfabetu. Analogicznie tekst jest macierza o t, wierszach i t, kolumnach.
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Algorytm Bakera dziala w nastepujacy sposéb:
Wyszukujemy kolumny wzorca w kolumnach tekstu za pomocg algorytmu AC. Znalezione do-
pasowania zapisujemy w dodatkowej tablicy dwuwymiarowej hits[#;,] [#,]. Kolumnom wzorca
nadajemy identyfikatory bedace dodatnimi liczbami naturalnymi, przy czym istotne jest, aby przy-
stajace kolumny otrzymaly ten sam identyfikator.

Przyktad:
_ aba abad 1210
WEOrZec: bab tekst: baba tablica hits: 0121
identyfikatory kolumn: 121 cbab 0000

Liczba znajdujaca sie na pozycji hits [i] [j] jest identyfikatorem kolumny wzorca, ktéra wyste-
puje w tekscie w kolumnie i-tej, w wierszach od j do j+w, —1. Liczba 0 oznacza brak dopasowania.

Majac wyznaczong tablice hits wystarczy, ze za pomocg algorytmu KMP znajdziemy wszyst-
kie wystapienia stowa zlozonego z kolejnych identyfikator6w kolumn wzorca (na powyzszym przy-
ktadzie 7121“) w wierszach tablicy hits. Warto zauwazy¢, ze ostatnie w, — 1 wierszy tablicy hits
jest zawsze wypelnionych zerami i mozna je zignorowac.

Cwiczenie 27. Zaimplementuj algorytm Bakera.
Jako, ze wszystkie wzorce wyszukiwane algorytmem AC sa réwnej dlugosci, zltozonosé algo-
rytmu Bakera jest liniowa wzgledem sumy wielkosci tekstu i wzorca.

12 Maski bitowe

Binarna reprezentacja zbioréw

Wiemy, ze dane w pamieci komputera zapisane sa w postaci kodu binarnego. Okazuje sie, ze mo-
zemy to wykorzysta¢ w celu wygodnego przechowywania i przetwarzania informacji o zbiorach.

Zajmiemy sie 32-bitowym typami calkowitymi dodatnimi np. unsigned int. Liczba 75 w pa-
mieci ma postaé:

numer bitu R 6 5 4 3 2 1 0
wartosé 2728 25 [ 24 [ 23 | 22 | 21 | 20
wartosé bitu | ... | 0 1 0 0 1 0 1 1

Definicja 6. Maska bitowa to forma kodowania informacji o calym zbiorze w jednej
zmienne;j.

Ustawienie bitu o numerze i na 1 lub 0 (méwimy czasem o ,zapaleniu bitu”) informuje
o wystepowaniu lub braku elementu ¢ w zbiorze.

Przykladem moze by¢ przechowywanie informacji o podzbiorach zbioru liter alfabetu angiel-
skiego. Literom od a do h nadajemy numerki od 0 do 7. Zbiorowi {a,b,d, h} odpowiada zatem
maska 10001011, = 27 + 23 + 2! + 20 = 139,

Cwiczenie 28. Znajdz maske dla zbioru {a, d, f, g} i zbiér reprezentowany przez maske
83.
Jak w prosty sposéb budowaé¢ maski bitowe? Shuza do tego operatory bitowe, m.in:

e a << b przesuwa bity zmiennej a o b bitéw w lewo (z prawej dopelniajac zerami). Maska
reprezentujaca {a, g, h} to zatem (1<<0) + (1<<6) + (1<<7) (nawiasy sg istotne, operacje
bitowe maja niski priorytet).

Przyktad: 100110115 << 2 = 011011004
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e a >> Db przesuwa bity zmiennej a o b bitéw w prawo (z lewej dopelniajac zerami). Zachowuje
si¢ tak samo jak dzielenie (catkowitoliczbowe) przez 2°.
Przyktad: 100110115 >> 2 = 001001102

e “a neguje, zamienia wszystkich bitéw na przeciwne. Ze zbioru robi jego dopelnienie.
Przyktad: 100110112 = 01100100,

Operatory bitowe

Dzialanie operatoréw bitowych na pojedynczych bitach (i odpowiadajace im nazwy z logiki):

Zmienne | Koniunkcja | Alternatywa | Alternatywa wykluczajaca
a| b alkb alb a"b

0 0 0 0 0

0 1 0 1 1

1 0 0 1 1

1 1 1 1 0

Wszelkie operatory bitowe sg wykonywane niezwykle szybko, mniej wiecej tak, jak dodawanie
dwoch liczb. Ich dziatanie na calych zmiennych polega na wykonaniu powyzszych operacji na
kazdej parze bitéw. Mozemy wiec szybko wykonywaé operacje na zbiorach, dzigki nastepujacym
operatorom:

e Koniunkcja: a & b
Przyktad: 100110115 & 110011115 = 100010115
Koniunkcja jest prawdziwa tylko jezeli oba argumenty sa prawdziwe. W zwiazku z tym
zastosowana do dwoch zbioréw daje ich czesé wspdlna, bo zachowane sg te bity, ktore byty
zapalone w obu maskach.
Trik: (a & (1<<nr)) != 0 sprawdza czy bit o numerze nr jest jedynka

e Alternatywa: a | b
Przyktad: 100110115 | 110011115 = 110111114
Alternatywa sprawdza czy cho¢ jeden z jej argumentéw jest réwny 1. Zatem wynikiem al-
ternatywy dwéch masek jest ich suma (teoriomnogosciowa).

e Alternatywa wykluczajaca: a ~ b
Przyktad: 100110115 =~ 110011115 = 010101004
Operacje te czesto nazywamy zaczerpnietym z angielskiego skrétem xor. Sprawdza ona, czy
doktadnie jeden z jej argumentéw jest réwny 1.
Trik: (a = b) & a to maska bedaca réznica zbioréw reprezentowanych przez maski a i b.

Cwiczenie 29. Majac dane maski reprezentujagce zbiory a, b i ¢ znajdz za pomoca
powyzszych operatordw:

e czesS¢ wspolna tych trzech zbioréw
e 7bidr elementow, ktére wystepuja w dokltadnie dwéch sposrod zbioréw a, b, ¢

e rdznice zbioréw a i b, bez uzycia operatora ~

Wszystkie podzbiory

Maski bitowe bardzo zgrabnie wykorzystujemy w rozwigzaniach polegajacych na przejrzeniu wszyst
kich podzbioréw. Przyktadowy problem:
Mamy dane liczby a1, as, ..., a,. Czy da sie z nich wybra¢ podzbiér o sumie S7
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bool odp = false;
/* Maski odpowiadajace wszystkim podzbiorom zbioru *
* n-elementowego to po prostu liczby od O do (1 << n)-1 %/
int ogr = 1 << n;
for (int maska = 0; maska < ogr; maska++)
{
int suma = O;
/* sprawdzamy, ktére elementy sg w sprawdzanym podzbiorze */
for (int i = 0; i < n; i++)
if ((maska & (1<<i)) != 0)
suma += al[i];
if (suma == 8)
{
odp = true;
break;
}
b

/* Wynik: w zmiennej odp */

Cwiczenie 30. Okredl zlozonosé powyzszego rozwigzania.

Cwiczenie 31. (Ambitne) Masz dang maske bitows, reprezentujaca pewien zbiér. W jaki
prosty sposéb mozesz wygenerowaé wszystkie podzbiory tego zbioru?
Wskazowka: Nalezy je generowa¢ w odwrotnej kolejnosci niz w powyzszym programie.

12.1 Programowanie dynamiczne na maskach

Czasami maski bitowe staja sie stanami w rozwigzaniach opartych na programowaniu dynamicz-
nym. Dzieje sie tak gdy musimy zapamietaé¢ nie tylko ile obiektéw juz wykorzystaliémy, ale tez
doktadnie ktore z nich. Przyjrzyjmy si¢ nastepujacemu problemowi:

Chcemy ulozy¢ w szereg n przedszkolakéw. Henio i Kazio uwielbiaja staé¢ koto siebie, ale niestety
Adas i Michas sa wyraznie wrogo do siebie nastawieni. Ogdlniej, dla kazdej pary przedszkolakéw
wiemy, jak bardzo beda zadowoleni z bycia sasiadami (dla dzieci o numerach i i j liczbe te oznaczmy
przez w;; > 0). Nalezy wyznaczy¢ maksymalna sume zadowolenia, jaka moze by¢ osiagnieta.

Mozna ten problem rozwiazaé¢ sprawdzajac wszystkie mozliwe permutacje przedszkolakéw, w
czasie O(n-n!). Istnieje jednak szybszy algorytm z wykorzystaniem programowania dynamicznego.
Polega na rozwiazaniu wszystkich mozliwych podproblemdw, tzn. znalezienia maksymalnego zado-
wolenia kazdego podzbioru dzieci, z ustalonym pewnym przedszkolakiem na koncu szeregu. Wyniki
tych podprobleméw bedziemy przechowywaé w tablicy:

e t[mask] [a] - maksymalne zadowolenie zbioru przedszkolakéw (przechowywanego w masce
mask) w ustawieniu gdzie dziecko o numerze a jest na koncu.

Zauwazmy, ze jezeli maski bedziemy przegladaé¢ po prostu w kolejnosci rosnacej, to w momencie
obliczania wyniku dla pewnego zbioru, wszystkie jego podzbiory beda juz przetworzone (bedziemy
znali ich wyniki).

for (int maska = 1; maska < (1 << n); maska++)
for (int i = 0, a =1; i < n; i++, a <<= 1)
/* ustalamy ostatnie dziecko z danego zbioru */
if (a & maska)
{
if ((a ~ maska) == 0)
{

/* przypadek samotnego dziecka */
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t [maska] [i] = 0;
continue;
}
int nw = O;
for (dnt j =0, b =1; j < n; j++, b <<= 1)
{
/* sprawdzamy wszystkie mozliwe przedostatnie przedszkolaki, *
* rézne od ostatniego i bedace w przetwarzanym zbiorze */
if (j !'= i & (b & maska))
/* t[maska ~ a][j] to wynik dla zbioru bez ostatniego dziecka *
* z j-tym dzieckiem na koncu */
if (t[maska ~ al[j] + wlil[j] > nw)
nw = t[maska " al[j] + wli][j];
}
t [maska] [i] = nw;

}

Cwiczenie 32. Jak z wypelnionej tablicy t uzyska¢ wynik dla calego zadania?
Zozonosé tego algorytmu to O(2"-n?). Jest to wynik istotnie lepszy niz O(n-n!). Przyktadowo,
dla n = 15 nasz algorytm potrzebuje okolo 7 milionéw operacji dominujacych, a rozwiazanie
,brutalne” ponad 10 biliondéw!

Cwiczenie 33. Rozszerz powyzszy algorytm by otrzymaé nie tylko wartosé, ale takze
optymalne rozmieszczenie dzieci.

12.2 Meet in the middle

Meet in the middle, dostownie ,spotkajmy si¢ w potowie”, nie ma pdki co ogdlnie przyjetej polskiej
nazwy. Zachecam do wymyslenia czego$!

Technika ta to préba przyspieszenia rozwigzan brutalnych: dzielimy wejSciowy zbiér na dwa,
w kazdym z nich robimy petne przeszukiwanie, a nastepnie staramy sie ztaczy¢ wyniki. Sprébujemy
teraz ponownie zmierzy¢ si¢ z problemem szukania podzbioru o okredlonej sumie.

Zastosowanie meet in the middle wyglada nastepujaco: dzielimy zbiér na dwa, w kazdym z nich
generujemy wszystkie mozliwe sumy podzbioréw, sortujemy i prébujemy dobraé¢ pary liczb po
jednej z kazdej posortowanej listy, ktore maja odpowiednia sume.

Cwiczenie 34. Jak zrealizowaé wyszukiwanie binarne w czasie liniowym wzgledem dtu-
gosci list?

Jak wyglada kwestia ztozonoéci? Zamiast wyjsciowego O(2" -n) otrzymujemy O(22 -n). Zatem
asymptotycznie udalo nam si¢ zmniejszy¢ stata w wyktadniku dwa razy, co jest nieztym wynikiem.
Cwiczenie 35. Dokonaj wlasnorecznie szacowan ztozonosci tego algorytmu. Nie zapo-

mnij, ze konieczne jest sortowanie!

Zadania

A. Suma podzbioru
Zaimplementuj program ilustrujacy technike ,meet in the middle”: masz stwierdzi¢ czy ze

zbioru aq, as, ..., a, da sie wybra¢ podzbiér o sumie S.
Wejscie: Wyjscie:
nS TAK, lub NIE.

ai as ... ay
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B. Szczegdlna wycieczka
Mamy dany wazony, skierowany graf G o n wierzchotkach i m krawedziach. Podrézujemy w
nim miedzy wierzchotkami o numerze 1 i n. W grafie jest tez wyrdznione k wierzchotkéw
(o numerach réznych od 1 i n), przez ktére musimy przejechaé dokladnie jeden raz. Zmajdz
minimalny czas potrzebny na przebycie trasy!

Wejscie: Wyjscie:

nm Pojedyncza liczba - dtugo$é¢ najkrotszej moz-
p1 k1w liwej trasy.

P2 k2 wo

Trojka p;, k;, w; oznacza, ze miedzy wierz-
chotkami p; oraz k; istnieje krawedZz o wadze
w; .
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W projekcie Informatyka +, poza wyktadami i warsztatami,

przewidziano nastepujgce dziatania:

= 24-godzinne kursy dla ucznidow w ramach modutéw tematycznych
= 24-godzinne kursy metodyczne dla nauczycieli, przygotowujgce
do pracy z uczniem zdolnym
= nagrania 60 wyktadow informatycznych, prowadzonych
przez wybitnych specjalistow i nauczycieli akademickich
= konkursy dla uczniéw, trzy w ciggu roku
= udziat uczniéw w pracach két naukowych
= udziat uczniéw w konferencjach naukowych

= obozy wypoczynkowo-naukowe.

Szczegbtowe informacje znajduja sie na stronie projektu

www.informatykaplus.edu.pl
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