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Streszczenie

Te zajecia sa trzecig czeScig wprowadzenia do algorytmiki i programowania. Omawiane sg jednak réwniez
podstawowe pojecia z zakresu algorytmiki, takie jak: specyfikacja problemu, podstawowe struktury danych
(tablice jedno- i dwuwymiarowe) oraz efektywnosc¢ i pracochtonno$¢ (ztozonos¢) algorytméw. Na warszta-
tach zostajg wprowadzone podstawowe instrukcje jezyka programowania (iteracyjna i warunkowa oraz pro-
cedura i funkcja niestandardowa), wystarczajace do zaprogramowania i uruchomienia komputerowych reali-
zacji algorytméw omoéwionych na wyktadzie. Przytoczono ciekawe przyktady zastosowah omawianych za-
gadnien.

Zakres tematyczny obejmuje r6znorodne techniki algorytmiczne i ich wykorzystanie w rozwigzaniach wybra-
nych probleméw. Metoda zachtanna jest uzyta m.in. do wydawania reszty, pakowania plecaka i chodzenia po
piramidzie. Przeszukiwanie z nawrotami stuzy do znajdowania wyjscia z labiryntu i rozstawiania nieatakuja-
cych sie hetman6w na szachownicy. Strategia dziel i zwyciezaj jest jedynie przypomniana — pojawita sie na
wczesniejszych zajeciach przy poszukiwaniu elementéw i przeszukiwaniu zbioréw uporzadkowanych. Zas re-
kurencja jest zilustrowana m.in. w algorytmie wypisywania liczb w réznych systemach.

Rozwazania sg prowadzone na elementarnym poziomie i do ich wystuchania oraz wziecia udziatu w warszta-
tach wystarczy znajomos¢ informatyki wyniesiona z gimnazjum oraz matematyki na poziomie szkoty Sredniej.
Te zajecia sg adresowane do wszystkich uczniéw w szkotach ponadgimnazjalnych, zgodnie bowiem z nowa
podstawg programowa, ksztatceniem umiejetnosci algorytmicznego rozwigzywania probleméw majg by¢ ob-
jeci wszyscy uczniowie.
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1 WPROWADZENIE

Celem tych zajeé jest zwrdcenie uwagi uczniéw na ogblne metody, techniki i strategie stosowane przy rozwia-
zywaniu przerdéznych problemoéw. Wsrdd tych ogblnych metod mozna wyrézni¢ m.in. konstruowanie rozwig-
zah w spos6b zachtanny, przeszukiwanie z nawrotami przestrzeni rozwigzan, strategie dziel i zwyciezaj oraz
rekurencje, ktéra bardzo mocno wigze sie z komputerowymi metodami rozwigzywania probleméw. 0g6lnosé
tych metod polega na tym, Ze rzagdzg nimi pewne ogélne zasady postepowania, niezalezne od probleméw,
mogga wiec by¢ one stosowane do rozwigzywania najprzerézniejszych probleméw.

Rozwazania ogblne na temat algorytmiki, algorytmicznego mySlenia i rozwigzywania probleméw z pomoca
komputeréw sg zamieszczone w Dodatku (rozdz. 6). Materiat tam zawarty moze by¢ dobrym podsumowa-
niem zajec.

Jako literature rozszerzajgca prowadzone tutaj rozwazania polecamy podreczniki [2], a zwtaszcza
ksigzki [5] i [6].

ALGORYTMY ZACHEANNE

Cztowiek zawsze starat sie upraszcza¢ wykonywane przez siebie czynnosci, od budowania piramid, wycho-
dzenia z labiryntu czy poruszania sie po najkrétszych drogach do celu, az po sterowanie maszynami, porzad-
kowanie obiektéw i informacji oraz pakowanie plecaka. Zwykle, pierwszym zamierzeniem w nowym dziata-
niu jest osiggniecie wyznaczonego celu w jakikolwiek sposéb, a gdy juz potrafimy co$ robic, to zastanawia-
my sie, jak to mozna zrobi¢ mniejszym wysitkiem, szybciej, z najwiekszym zyskiem lub z najmniejszymi stra-
tami. Jesli nasze zadanie polega na osiagnieciu celu w kilku etapach, to dos¢ czesto pomocna moze by¢ stra-
tegia, zgodnie z ktéra na kazdym kroku staramy sie wykona¢ mozliwie najlepszy ruch, podja¢ najlepsza decy-
zje. Postepujemy wiec w sposéb, ktéry ma cechy zachtannoSci:

metoda zachtanna jest stosowana do otrzymywania rozwigzah, ktére sktadaja sie
z ciggu decyzji i na kazdym kroku podejmowana jest mozliwie najlepsza decyzja.

W tym rozdziale zajmiemy sie problemami, w ktérych celem jest otrzymanie mozliwie najlepszego rozwiaza-
nia. Wspélng cechg przedstawionych rozwigzan bedzie sposéb ich otrzymywania, polegajgcy na zastosowa-
niu podejscia zachtannego.

Wsréd omoéwionych probleméw bedg jednoczesnie przyktady, ktére postuzg do zilustrowania, ze po-
dejscie zachtanne nie zawsze gwarantuje otrzymania najlepszego rozwiazania.

W nastepnych punktach omawiamy szczegdtowo zastosowanie metody zachtannej do rozwigzywania
kilku prostych probleméw, a w ostatnim punkcie wymieniamy inne problemy, ktére sg réwniez rozwigzywa-
ne metodami zachtannymi.

2.1 PROBLEM WYDAWANIA RESZTY

Problem reszty polega na takim wydawaniu reszty, pozosta-

tej po uiszczeniu zaptaty, aby klient otrzymywat jak najmniej- Problem reszty, podobnie jak kazda
szg liczbe banknotéw i monet. Podobne zyczenie mozemy miec w niej moneta, ma dwie strony:
w kasie oszczednosci lub w banku, wybierajgc jaka$ kwote, odbierajacy reszte chciatby dostac jak
a wiec resztg moze by¢ jakakolwiek kwota pieniedzy, Zatem najmniej monet, a wydajacy — pozbyé
nasz problem polega na przedstawieniu danej kwoty pieniedzy sie ich jak najwiecej. Obie tendencje
w postaci jak najmniejszej liczby banknotéw i monet. majag swoje zachtanne realizacje.
Zanim zajmiemy sie matematycznym i informatycznym Mozemy jednak podpowiedzieé
rozwigzaniem tego problemu, dobrze jest podpatrzy¢ sprze- sprzedajacemu, jak mégtby
dawcéw w sklepach, w jaki sposéb wydaja reszty klientom postepowac zgodnie z oczekiwaniami
— czesto zycie samo dostarcza nam rozwigzan. klientéw — czyli wydawac reszte jak
Dla uproszczenia rozwazafn banknoty bedziemy réwniez najmniejszg iloscig monet — przy
nazywali monetami i przyjmiemy, ze wszystkie nominaty mo- tym samemu mie¢ mniej do roboty.
net (a wiec réwniez banknotéw) sg podane w groszach. Mamy Sprzedawca miatby takze mniej okazji,
wiec nastepujgce nominaty na naszym rynku: 1 gr, 2 gr, 5 gr, 10 by sie pomylic.

gr, 20 gr, 50 gr, 100 gr (1 zt), 200 gr (2 zt), 500 gr (5 zt), 1000 gr
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(10 zb), 2000 gr (20 zt), 5000 gr (50 zt), 10 000 gr (100 zt), 20 000 gr (200 zt). W dalszej czeSci opuszczamy
miano gr.

Kazda reszte mozna zawsze wydac, np. w postaci monet o nominatach 1%, ale bardzo krzywimy sie na sprze-
dawce, gdy wydaje nam reszte samymi drobnymi monetami. Jak wiec miatby on postepowadé, aby reszta byta
ztozona z mozliwie jak najmniejszej liczby monet? W tym miejscu przypomnij sobie, jak postepujesz, gdy
masz zbyt wiele drobnych. Jesli masz dwie monety o nominale 1, to starasz sie zamieni¢ je na jedng monete
o nominale 2. Jesli jest ich pie¢, to zamieniasz na monete o nominale 5, a jesli miatby$ dwadziescia tysiecy
monet jednogroszowych, to najlepiej bytoby je zamieni¢ w banku na banknot dwustuztotowy. Podobnie mo-
zesz postapic z wiekszg liczbg monet o innych nominatach.

Zamiana wiekszej liczby monet o matych nominatach na monete o wiekszym nominale podpowiada, jak
mogtoby wygladac postepowanie zachtanne, w ktérym od razu staramy sie uzywac jak najwiekszych nomina-
téw. Zresztg zapewne zaobserwowates taki sposéb wydawania reszty u wielu sprzedawcéw.

Algorytm Reszta - Zachtanny sposéb wydawania reszty

Dane: Nominaty monet oraz reszta do wydania.

Wynik: Przedstawienie reszty w postaci najmniejszej liczby monet.

Krok iteracyjny.  Dopdki reszta nie jest rbwna zero, odejmij od niej najwiekszy,
mieszczacy sie w niej nominat, i wydaj odpowiednig monete.

€wiczenie 1. Zastosuj zachtanny algorytm wydawania reszty do utworzenia kwot groszowych 63, 87
i 117 z mozliwie najmniejszej liczby monet. Sprawdz na tych przyktadach, czy czasem nie mozna utwo-
rzy¢ tych reszt z jeszcze mniejszej liczby monet.

Realizacja algorytmu Reszta w arkuszu kalkulacyjnym

Zanim zapiszemy algorytm wydawania reszty w jezyku programowania, utworzymy dla niego arkusz kalkula-
cyjny. Chcemy, aby$ utworzyt arkusz, ktéry ma postaé pokazang na rys. 1. W kolumnie A sg umieszczone no-
minaty naszej waluty, a w komérce D2 jest umieszczona kwota, ktérg mamy utworzy¢ z najmniejszej liczby
banknotéw i monet. Kwota ta jest redukowana w kolejnych wierszach o kwote umieszczong w kolumnie C, kt6-
ra zostata wydana w spos6b zachtanny kolejnym co do wielkosci nominatem banknotu lub monety.

Cwiczenie 2. Utwé6rz arkusz, ktéry umozliwi Ci obliczanie dla danej kwoty (zapisanej w komérkach D2
i D4), najmniejszej liczby banknotéw i monet, z jakich mozna ja ztozy¢. Najwazniejszg decyzja, jaka mu-
sisz podja¢, jest wpisanie odpowiedniej formuty do komérek w kolumnie B. Oczywiscie wystarczy, ze
wpiszesz formute do komérki B5, a nastepnie jg skopiujesz przez przeciagniecie do dotu. A zatem, jak
obliczy¢, ile banknotéw 200 ztotowych miesci sie w kwocie, ktora jest wpisana do komérki D4?

Cwiczenie 3. Uruchom utworzony arkusz dla kilku wybranych kwot, np. 17 gr, 29 gr, 63 gr, 29,29 z,
1234,56 zt i innych. Sprawdzaj w polach D2 i C19, czy otrzymujesz te same kwoty.

Realizacja algorytmu Reszta w jezyku programowania
Zamieszczamy ponizej kod programu w jezyku Pascal, ktéry jest realizacja algorytmu zachtannego.

! Zauwaz, ze gdyby nie byto monety o nominale 1, to pewnych kwot nie bylibydmy w stanie wyda¢. Podaj przyktady ta-
kich kwot. Chyba nie ma waluty na Swiecie, kt6ra nie zawierataby monety o nominale 1. A moze jest? Jesli natknate$ sie
na taka, to poinformuj o tym autora.
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A B | € D
1
9 Kwota do wydania| 123419 zi

. Liczba
5 Mominaly nominaléw Kwota Pozostato
4 123419 =t
& 200,00 =z 6 120000 = 34,19 =t
3] 100,00 =t 0 zt 3419 =t
7 50,00 =t 0 i 34,19 =t
g 2000 = 1 20,00 z 14,19 =t
9 10,00 =t 1 10,00 =t 419 =
10 5,00 = 0 - 4,19 =
11 200 = 2 4,00 z 0,19 =
12 1,00 =t 0 zt 0,19 =
13 050 = 0 zt 0,19 =
14 0,20 = 0 zt 0,19 =
15 0,10 = 1 0,10 z¢ 0,09 =
16 0,05 = 1 0,05 = 0,04 =
17 002 = 2 0,04 =t -
13 001 = 0 - o - o
19 Razem| 1234,19 zi

Rysunek 1.
Arkusz stuzgcy do wydawania reszty metodg zachtannag

1. Program Zachlanna reszta;
2 var i,ile,kwota int: integer;
3 kwota: real;

4. nominal: array[l..14] of integer
5. =(20000,10000,5000,2000,1000,500,200,100,50,20,10,5,2,1);
0. reszta: array[l..14] of integer;
7. begin

8 read(kwota);
9 kwota int:=round(kwota*100);

10. for i:=1 to 14 do begin

11. ile:=kwota int div nominall[i];

12. resztalil:=ile;

13. kwota int:=kwota int-ile*nominalli]
14. end;

15. for i:=1 to 14 do

16. writeln(nominal[i],” gr: ‘\,resztali])

17. end.

Znaczenie poszczeg6lnych wierszy kodu powinno by¢ oczywiste nie tylko dla tych, ktérzy napisali juz jakis
program w jezyku Pascal. Wyjasnijmy jednak znaczenie wybranych wierszy w programie.

1. wiersze 4i5: nominal — jesttablicg nominatéw zamienionych na grosze;

2. wiersz 6: w tablicy reszta sg przechowywane wyliczone ilosci poszczeg6lnych nominatéw;

3. wiersz 8: czytana jest kwota do wydania; zaktadamy, Ze kwota jest w ztotych, czyli ta dana moze zawierac
kropke i dwie cyfry po kropce, oznaczajace liczbe groszy w kwocie; zatem 13 oznacza 13 zt, a chcac utwo-
rzy€ reszte dla kwoty 13 gr musimy podac 0,13 jako dana;

4. wiersz 9: kwota w ztotych jest zamieniana na kwota _ int w groszach;

5. wiersze 10-14: instrukcja iteracyjna — obliczenie dla kolejnych nominatéw, ile razy mieszcza sie w kwocie, ktéra nie
zostata jeszcze wydana — stosowane jest dzielenie catkowite div (jego wynikiem jest cze$¢ catkowita ilorazu);

6. wiersze 15-16: ponownie jest uzyta instrukcja iteracyjna, ktéra tym razem stuzy do wypisywanie na ekranie
w dwéch kolumnach nominatéw i ich ilosci, sktadajgcych sie na wczytang kwote.
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€wiczenie 4. Napisz i uruchom samodzielnie program do wydawania reszty metoda zachtanng. Mo-
zesz sie wzorowac na naszym rozwigzaniu podanym powyzej. Wykonaj swéj program dla kwot wymie-
nionych w éwicz. 3. Poréwnaj wyniki otrzymane w arkuszu i otrzymane za pomocg swojego programu.

Cwiczenie 5. Postugujac sie swoim programem sprébuj obliczyé, jak zostanie wydana kwota 1234.56.
Jak zakonczyto sie wykonywanie Twojego programu? Czy potrafisz wyttumaczyé, co sie stato? Ot6z po-
dana kwota zamieniona na grosze jest wieksza od najwiekszej liczby typu integer (czyli najwiekszej
dodatniej liczby catkowitej), jaka moze byc zapisana w komputerze — jest nig 32767. Mozna pozbyc sie
tego ograniczenia na wielkoS¢ kwoty deklarujac zmienng kwota _ int jako longint, czyli jako dtu-
g3 liczbe catkowitg. Wtedy bedzie ona mogta przyjmowac wartosSci do ponad 21 milionéw (niewiele jest
okazji, by wydawac tak duze reszty!). Zmodyfikuj odpowiednio swoj program.

Ciekawi nas teraz, czy wydawanie reszt algorytmem zachtannym zawsze gwarantuje, ze otrzymamy najmniej-
sz3 liczbe banknotéw i monet. OdpowiedZ na to pytanie nie jest jednoznaczna i zalezy od rodzajéw nomina-

téw, ktérymi dysponujemy.

Cwiczenie 6. Przypusémy, ze Mennica Polska wypuscita
na rynek dodatkowa monete dla hazardzistow o nominale
21 groszy. Podaj przyktady reszt (kwot), dla ktérych algo-
rytm zachtanny wydawania reszty za pomoca polskich mo-
net, powiekszonych o ten nominat nie zapewnia, ze kaz-
da reszte otrzymamy w postaci najmniejszej liczby monet?

Dotychczas zaktadaliSmy milczaco, ze w kasie jest dostatecz-

Nominaty wiekszoSci walut na Swie-
cie nie sg przypadkowymi liczbami.
Zostaty one tak wybrane, by sprze-
dawcy dysponujacy dostatecznym
zasobem monet mogli stosowaé me-
tode zachtanng do wydawania reszt
w postaci najmniejszej liczby bank-
notéw i monet.

na liczba monet kazdego nominatu. Okazuje sie jednak, ze jesli brakuje niektérych monet, to w algorytmie za-
chtannym moga nie by tworzone reszty ztozone z najmniejszej liczby monet. Rozwigz nastepne éwiczenie.

Cwiczenie 7. Przypusémy, ze w kasie zabrakto nagle monet o nominatach 10 i 5 groszy. Znajdz przykta-
dy kwot, ktére w tym przypadku nie beda utworzone przez algorytm zachtanny z najmniejszej mozliwej

liczby banknotéw i monet.

Powyzsze przyktady pokazuja, ze to, czy zestawy monet tworzone przez algorytm zachtanny zawieraja naj-
mniejszg ich liczbe, zalezy od dostepnosci nominatéw, czyli zalezy od danych, a zatem stosowana metoda
nie daje najlepszych rozwigzan we wszystkich przypadkach. To jest niestety charakterystyczna cecha wielu

algorytméw zachtannych.

Cwiczenie 8. Monety i banknoty amerykariskie maja nominaty w centach: 1 (penny), 5 (nickel), 10
(dime), 25 (quarter), 50 i w dolarach: 1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 1000.

m Zmodyfikuj swéj program do wydawania reszty tak, aby z jego pomoca mozna byto tworzy¢ reszty dla

kwot w dolarach i centach.

m Przypusémy, ze w kasie brakto nagle pieciocentéwek. Podaj przyktad reszty, ktorej algorytm
zachtanny nie utworzy w tym przypadku z najmniejszej liczby banknotéw i monet.
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2.2 ZMARTWIENIE KINOMANA
Kinoman dysponuje repertuarem filméw w Multikinie na dany dzief — z kazdym filmem jest zwigzana godzi-
na jego rozpoczecia i zakofczenia. Zaktadamy, ze filmy sg r6zne i kinoman chciatby obejrzeé ich mozliwie jak
najwiecej. W tabeli 1 sg zamieszczone przyktadowe godziny wySwietlania filmoéw. Pytanie: ile z tych filméw
moze obejrze¢ kinoman w catosci jednego dnia?

Tabela 1.
Przyktadowe godziny rozpoczecia i zakofczenia filmow

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

poczatek | 9:00 8:00 11:00 | 10:00 | 11:00 | 12:00 | 14:00 | 16:00 | 15:00 | 18:00 | 19.00

koniec 11:00 | 12:00 | 13:00 | 12:00 | 15:00 | 16:00 | 17:00 | 18:00 | 19:00 | 21:00 | 21.00

Cwiczenie 9. Jaka podpowiedz dasz kinomanowi? Podpowiadamy Tobie, by§ zastosowat metode za-
chtanna, ale sam okresl, na czym ma polegac zachtannoS¢ w tym przypadku. Sprawdz swéj algorytm
na danych z tabeli 1.

Dos¢ oczywistym podejéciem jest wybieranie kolejnych filmow, ktére koficza sie najwczesniej. W ten sposéb
kinomanowi pozostaje wiecej czasu na obejrzenie nastepnych filméw.

Uzasadnienie, Ze jest to strategia optymalna, czyli mozliwie najlepsza, jest dos¢ proste. Zastosujemy
rozumowanie nie wprost. Zatézmy, Ze istnieje inne rozwigzanie, ktére jest optymalne, czyli zawiera ono wie-
cej filmow niz rozwigzanie otrzymane zasugerowang metoda zachtanna. Przegladamy oba rozwigzania w ko-
lejnosci filmbéw od najwczesdniejszego i zatrzymujemy sie, gdy w rozwigzaniu optymalnym jest inny film niz
w rozwigzaniu zachtannym. Zgodnie ze strategia zachtanna, film w rozwigzaniu optymalnym konczy sie nie
wczesniej niz film w rozwigzaniu zachtannym. Mozemy zatem zamienic film w rozwigzaniu optymalnym z fil-
mem w rozwigzaniu zachtannym. Przechodzac w ten sposéb do kofica obu rozwigzan dochodzimy do wnio-
sku, ze rozwigzanie zachtanne zawiera przynajmniej tyle filméw co optymalne, a wiec jest takze rozwigza-
niem optymalnym.

Cwiczenie 10. Napisz program, ktéry dla danego repertuaru Multikina znajduje opisang wyzej metoda
zachtanna najwieksza liczbe filmow, jakie mozna obejrze¢ jednego dnia. Czasy rozpoczecia i zakofcze-
nia filméw przechowuj w tablicach.

2.3 PAKOWANIE NAJCENNIE)SZEGO PLECAKA
W tym punkcie zajmiemy sie rozwigzywaniem jednej z wersji problemu plecakowego. Problem ten polega na
umieszczeniu w plecaku o ograniczonej pojemnosci mozliwie najcenniejszej zawartosci. W innych zastoso-
waniach ten problem moze dotyczyé pakowania: walizek, paczek, samochodéw, samolotéw itp. Zaktadamy,
ze pakowane rzeczy sg niepodzielne, tzn. nie mozna wziaé tylko potowy jakiejs rzeczy. Na poczatku zatozy-
my, ze kazda rzecz jest dostepna w nieograniczonej ilosci. Opiszmy doktadniej ten problem, podajac jego spe-
cyfikacje.

Ogolny problem plecakowy

Dane:  nrzeczy (towaréw, produktow itp.), kazda w nieograniczonej iloSci:
i-tarzecz wazy w, jednostek i ma wartoS¢ p;
W — maksymalna pojemnos¢ plecaka.

Wynik: ilosci poszczegblnych rzeczy (moga by¢ zerowe), ktérych catkowita waga nie przekracza W
i ktérych sumaryczna wartos¢ jest najwieksza wsréd wypetnief plecaka rzeczami o wadze
nie przekraczajgcej W.



<10> Informatyka +

Problem plecakowy jest tylko z pozoru bardzo prosty. Opracowano dla jego rozwigzywania wiele algorytméw o réznej
ztozonosci. Nie jest jednak znana metoda szybka, ktéra jednoczeSnie gwarantuje, ze zawsze jest generowane mozli-
wie najlepsze upakowanie plecaka. W takiej sytuacji na ogét staramy sie rozwigzywac problem metodg zachtanna.

Algorytm zachtanny dla ogélnego problemu plecakowego
Przypomnijmy sobie, w jaki spos6b na ogét pakujemy plecak. Dobrze, jesli wszystkie zaplanowane do wzie-
cia rzeczy mieszczg sie w nim. Ale jesli nie, to najczesciej dziatamy dos¢ chaotycznie i w naszych decyzjach
Scieraja sie ze soba trzy kryteria wyboru kolejnych rzeczy do zapakowania:

1. wybierac najcenniejsze rzeczy, czyli w kolejnosci nierosngcych wartosci p ;

2. wybierac rzeczy zajmujace najmniej miejsca, czyli w kolejnoSci niemalejgcych wag w;

3. wybieraé rzeczy najcenniejsze w stosunku do swojej wagi, czyli w kolejnosci nierosngcych wartosci ilorazu
p,/ w,— iloraz ten mozna uznac za jednostkowa wartosé rzeczy i.

Wszystkie te kryteria wyboru sg przejawem strategii zachtannej. ZawartoS¢ plecaka jest kompletowana krok
po kroku i kazda decyzja polega na dokonaniu wyboru, ktéry wydaje sie by¢ najlepszy na danym etapie z na-
dzieja, ze ostatecznie doprowadzi to do znalezienia najlepszego upakowania.

Tabela 2.

Dane do przyktadu ogélnego problemu plecakowego
i | 1 2 3 4 5 6 | w
pi 6 4 5 7 10 2
Wi 6 2 3 2 3 1 23

€wiczenie 11. Dla danych zamieszczonych w tabeli 2 wyznacz najcenniejsze zawartosci plecaka, stosu-
jac kazde z powyzszych kryteriéw wyboru kolejnej rzeczy.

Pakujgc rzeczy w kolejnosci ich wartosci, czyli w kolejnoSci wartoSci wspdtczynnikéw p,, najpierw wybieramy
najcenniejsza rzecz, nr 5, i mozemy wzia€ ich az 7, gdyz kazda z nich wazy 3 jednostki a pojemnos¢ plecaka
wynosi 23. Pozostaje w plecaku miejsce na rzecz, ktéra wazy 2 jednostki. Nastepng w kolejnosci wartosci jest
rzecz nr 4 i wazy ona akurat 2 jednostki, pakujemy jg. Zatem pakujgc plecak w kolejnosci najwiekszych war-
tosci rzeczy, wybieramy 7 sztuk rzeczy nr 5 i jedna rzecz nr 4 — otrzymujemy zawarto$¢ plecaka o wartosci 77.

Pakujac rzeczy w kolejnoSci wag, mozemy umiescié 23 sztuki rzeczy najlzejszej, nr 6 — ta zawartosc ple-
caka ma wartoS¢ tylko 46.

Pakujemy teraz plecak w kolejnosci nierosnacych proporcji wartosci do wagi. W naszym przyktadzie,
nierosngcej kolejnosci ilorazéw (7/2, 10/3, 4/2, 2/1, 5/3, 6/6) odpowiada nastepujaca kolejnosé rzeczy (4, 5,
2, 6,3, 1). Zatem, najpierw umieszczamy w plecaku 11 sztuk rzeczy nr 4, z ktérych kazda wazy 2 jednostki.
Pozostatg jednostke pojemnosci plecaka zapetniamy rzeczg nr 6. Otrzymujemy zawarto$¢ plecaka o wartosci
79, najcenniejszg wsrdd zachtannie pakowanych.

Cwiczenie 12. Nie powiniene§ mie¢ wiekszego ktopotu z zapakowaniem do plecaka rzeczy o tacznej
wartosci 80 — jak?

Wykazali$my na tym przyktadzie — co uSwiadamia nam ¢wicz. 12 — ze zadna z trzech powyzszych strategii zachtan-
nych moze nie gwarantowac znalezienia najlepszego wypetnienia plecaka. Otrzymane rozwigzania sg przyblizone
w stosunku do rozwigzania optymalnego (czyli najlepszego). Najbardziej uzasadnione jednak wydaje sie byc trze-
cie kryterium, gdyz sa w nim uwzglednione oba parametry opisujace kazda rzecz, wartos¢ i waga.

Implementacja, czyli komputerowa realizacja zachtannej metody pakowania plecaka jest bardzo pro-
sta. Zaktadamy, Ze rzeczy sa uporzadkowane zgodnie z jednym z przyjetych kryteriéw kolejnosci wybierania
rzeczy do plecaka. Dane sg umieszczone w tablicach nastepujacego typu:
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type Tablicaln =arrayl[l..Maxn] of integer;

gdzie Maxn jest statg oznaczajacg maksymalna liczbe réznych rodzajéw rzeczy. Oznaczmy przez Waga po-
jemnosSé plecaka W, a przez Plecak wartos¢ catkowitej zawartosci plecaka. Wtedy ilosci poszczegblnych rze-
czy, ktérych jest n, oznaczone przez g[i], sg obliczane w nastepujgcy sposéb:

Plecak:=0;

for i:=1 to n do begin
gli]l:=Waga div wli];
Waga:=Waga-q[i]l*w[i];
Plecak:=Plecak+p[i]*qg[i]
end

Cwiczenie 13. Uzupetnij powyzszy fragment programu do petnego programu, stuzgcego do wyznacza-
nia zachtannego rozwigzania ogélnego problemu plecakowego. Sprawdz dziatanie swojego programu
na przyktadzie z tabeli 2 i poréwnaj wyniki z otrzymanymi w rachunkach bez pomocy komputera. Za ko-
lejnoS¢ rzeczy wybieraj kolejnosci odpowiadajgce wszystkim trzem kryteriom.

W powyzszej implementacji zaktadamy, ze rzeczy sg rozpatrywane w kolejnosci okreslonej wczesniej, a wiec
sg juz uporzadkowane zgodnie z pewnym kryterium. Jesli znasz jaki$ algorytm porzadkowania (sortowania)
i potrafisz go zaprogramowac, to wykonaj nastepne cwiczenie.

Cwiczenie 14. Uzupetnij program otrzymany w ¢wicz. 13 o porzadkowanie rzeczy zgodnie z wybranym
kryterium.

Decyzyjna wersja problemu plecakowego

Omawiana wyzej wersja problemu plecakowego jest okreslana jako ogdlna, gdyz zatozylisSmy, ze dysponuje-
my nieograniczong iloScig kazdej z rzeczy. Czesto jednak pakujac plecak mamy tylko po jednej sztuce kazdej
rzeczy, wtedy nasz wybér polega jedynie na podjeciu decyzji: wzig€ te rzecz, czy jej nie braé. Taka wersja tego
problemu nazywa sie decyzyjnym problemem plecakowym. Mimo wprowadzonego do wersji ogdlnej ograni-
czenia na liczbe dostepnych egzemplarzy poszczegdlnych rzeczy, problem decyzyjny jest nadal dosé ogélny,
gdyz, jesli jakas rzecz wystepuje w wiekszej ilosci, to mozemy kazdy jej egzemplarz nazwac inaczej i wtedy
kazda rzecz (egzemplarz) bedzie wystepowac pojedynczo.

Cwiczenie 15. Znajd? rozwigzania zachtanne dla decyzyjnego problemu plecakowego, dla ktérego
dane znajduja sie w tabeli 2. Czy jest wérdd nich rozwigzanie optymalne, czyli mozliwie najlepsze? Uza-
sadnij swojg odpowiedz.

Cwiczenie 16. Zmodyfikuj program otrzymany w éwicz. 13 tak, aby rozwigzywat decyzyjny problem ple-
cakowy. Podobnie, w tym celu zmodyfikuj program otrzymany w ¢wicz. 14, jesli je rozwigzates.

2.4 NAJDLUZSZA DROGA NA PIRAMIDZIE
Kolejny problem ma charakter tamigtowki liczbowej. Polega on na znalezieniu takiej drogi przejscia z wierz-
chotka piramidy — patrz rys. 2 — do punktu w podstawie piramidy, aby suma element6w, przez ktére prowadzi
droga, byta jak najwieksza. Droga z korzenia do podstawy powinna zawiera¢ doktadnie jeden element z kaz-
dego poziomu i kazde dwa elementy z sgsiednich poziom6éw powinny ze sobg sgsiadowac — takg droge za-
znaczono narys. 2 ciemnym kolorem.
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Rozwigzanie zachtanne samo sie nasuwa: kazdy element sgsiaduje z dwoma na nizszym poziomie,
a zatem, by uzyskac droge o mozliwie najwiekszej sumie, sposréd tych dwdoch elementéw wybieramy ten,
w ktérym jest wieksza liczba. Tylko w pierwszym kroku nie mamy wyboru — zaczynamy bowiem od czubka pi-
ramidy.

Cwiczenie 17. Znajdz rozwiazanie zachtanne dla piramidy pokazanej na rys. 2. Czy jest to droga o naj-
wiekszej sumie elementéw? Sprawdz inne drogi.

A zatem takze w przypadku tego problemu, algorytm zachtanny nie znajduje najlepszego z mozliwych roz-
wigzania.

Cwiczenie 18. Napisz program, ktéry bedzie stuzyt do znajdowania zachtannego rozwiagzania proble-
mu najdtuzszej drogi na piramidzie. Przyjmij, ze piramida ma n wierszy (j-ty wiersz sktada sie z i ele-
ment6w). Piramide przechowuj w tablicy dwuwymiarowej tak, jakby jej poziomy byty przesuniete do le-
wej, czyli i-ty wiersz tablicy bedzie zawierat i elementéw. Odpowiedz najpierw, ktére elementy w wier-
szu (i+1)-szym bedg sasiednie dla k-tego elementu w wierszu j-tym.

5 7

E

Rysunek 2.
Piramida z wagami

Teraz mamy nieco trudniejsze zadanie.

Cwiczenie 19. Droge na piramidzie o najwiekszej sumie mozna znalez¢ zaczynajac jej szukaé nie od
wierzchotka piramidy, ale od podstawy piramidy. Postaraj sie zaproponowac taka metode. Podpowie-
my Ci tylko, ze w tej metodzie sg rozwazane jednoczesnie wszystkie drogi koficzace sie na ostatnim po-
ziomie, nastepnie na poziomie przedostatnim itd. az do wierzchotka piramidy. Jesli juz znajdziesz taki
algorytm, to napisz dla niego program, korzystajac ze wskazéwek umieszczonych w éwicz. 18.

2.5 INNE PRZYKLADY UZYCIA METODY ZACHEANNE)

Dobor w trwate pary

Osoby z dwédch réwnolicznych grup majag potaczyé sie w pary, ktére nie powinny rozpas¢ sie zbyt szybko (np.
taneczne lub matzefskie). Kazda z oséb ma skrystalizowane preferencje wobec wszystkich os6b w drugiej gru-
pie. Strategia zachtanna w tym przypadku oznacza, Ze kolejno kazda osoba z jednej grupy dobiera sobie z dru-
giej grupy najbardziej preferowanego partnera. Takie postepowanie moze zakohnczyé sie skompletowaniem
wszystkich par tylko wtedy, gdy rézne sg najwieksze preferencje wszystkich oséb, czyli gdy nie ma dwéch
0s06b, ktore umiescity na pierwszym miejscu te sama osobe. Na ogdt w kazdej grupie sg osoby bardziej lubiane
niz inne. Jak wiec postepowac, nie rezygnujac jednak zbytnio ze swoich najwiekszych preferencji? Wystarczy
nieco zmodyfikowac te prosta strategie zachtanng — jesli nasz najlepszy wybor zostaje odrzucony przez wybra-
nego przez nas partnera (gdyz otrzymat propozycje od osoby, ktdrg bardziej preferuje), to wybieramy nastepng
osobe w kolejnosci naszych preferencji. Okazuje sie, Ze takie postepowanie prowadzi do uktadu trwatych par
(w pewnym sensie). Problem ten jest szczeg6towo opisany w rozdz. 11 w ksigzce [6].
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Poszukiwanie wyjscia z labiryntu

Jest to sytuacja chyba najbardziej podatna na dziatanie zachtanne — znajdujemy sie w jakim$ zakamarku
mrocznego labiryntu i o niczym innym nie marzymy, jak tylko o wydostaniu sie z niego jak najpredzej (patrz
p. 11.1 w ksiagzce [5]). Pierwsza metoda, jaka przychodzi nam do gtowy w takiej sytuacji, to, trzymajac reke na
Scianie, probowaé ,wymacac” droge do wyjscia. Inna metoda, ktéra jest chyba najbardziej,,zachtanna” w tym
przypadku, polega ,,na zgtebianiu” labiryntu, czyli na przechodzeniu jak najdalej i jak najgtebiej, jak to tylko
mozliwe. Dzieki uwzglednieniu w metodzie zgtebiania mozliwosci cofania sie po zabrnieciu w Slepa uliczke,
ta strategia zachtanna zawsze prowadzi do znalezienia wyjscia z labiryntu, gdy tylko ono istnieje. Te metode
omawiamy w rozdziale dotyczacym przeszukiwania z nawrotami — patrz p. 3.1. Nie zawsze jednak zgtebianie
mozliwych korytarzy w labiryncie wiedzie nas najkrétsza droga do wyjscia z niego. Potrzebny jest tutaj inny
rodzaj zachtanno$ci — taka metoda jest zwigzana ze znajdowaniem najkrétszych drég w grafach (takimi pro-
blemami zajmujemy sie na zajeciach poswieconych grafom).

Najszybsze pomieszanie kolorowych kartek
Mamy kilka stoséw z kolorowymi kartkami i chcemy utworzy¢ jeden stos, w ktérym kolory z poszczegélnych
stosOw bedg wymieszane. Mozna to osiggnac za pomoca nastepujacego algorytmu:

1. wybieramy dwa stosy kartek;

2. scalamy wybrane stosy kartek w jeden stos wybierajac na przemian po jednej kartce z jednego i z drugiego
stosu;

3. tak powstaty stos kartek ktadziemy obok innych stoséw i powtarzamy kroki 1 i 2 tak dtugo, az pozostanie
tylko jeden stos.

W jakiej kolejnoSci nalezy scalac stosy kartek, by w catym algorytmie mozliwie najmniej sie napracowac przy
przektadaniu kartek ze stoséw na nowy stos? Zachtannosé podpowiada nam, by na kazdym kroku najmniej
przektada¢ kartek, a wiec wybiera¢ do scalania zawsze dwa najnizsze stosy kartek. | okazuje sie, ze tg meto-
da otrzymuje sie mozliwie najlepsze rozwigzanie, patrz rozdz. 13 w ksigzce [6].

3 PRZESZUKIWANIE Z NAWROTAMI

Istnieje wiele sytuacji, w ktérych, by odpowiedzieé na postawione pytanie lub znalezé potrzebne rozwiaza-
nie problemu, musimy przeszukaé niemal caty zbiér wszystkich mozliwych rozwigzan lub duzg jego czesc.
W tym rozdziale zajmiemy sie dwoma problemami, dla ktérych nie potrafimy znaleZé rozwigzania w inny spo-
s6b, niz przeszukujac duza cze$¢ mozliwych rozwigzaf. O jednym z tych probleméw wspomnieliSmy juz w po-
przednim rozdziale - chodzi o znalezienie wyjscia z labiryntu, a drugi problem dotyczy rozmieszczenia figur
na szachownicy.

Charakterystyczna cecha prezentowanych w tym rozdziale metod — znanych jako przeszukiwanie z nawrota-
mi — jest spos6b, w jaki z ich pomocg poszukuje sie rozwigzania. Rozwigzanie jest rozbudowywane w kolej-
nych krokach, a jesli w danym kroku nie moze by¢ powiekszone, to nastepuje wycofanie (nawrét) do poprzed-
niego kroku i podejmowana jest préba znalezienia innej mozliwosci w tym kroku. Ten sposéb uporzadkowa-
nego przegladania wszystkich mozliwych rozwiazanh jest gwarancja, ze zadne rozwigzanie nie zostanie pomi-

lezione.

3.1 WY]SCIE Z LABIRYNTU METODA ZGLEBIANIA
Zaktadamy, Ze labirynt jest zamkniety w prostokgcie, ma tylko jedno wyjscie (wejscie) i wszystkie jego Sciany
wewnetrzne sa rownolegte do zewnetrznych. Dla uproszczenia rozwazah zatézmy réwniez, ze Sciany sg frag-
mentami siatki kwadratowej. Zatem wnetrze labiryntu jest ztozone z kwadratowych pél tej siatki i kazdy we-
wnetrzny punkt labiryntu mozemy utozsamiac z polem, w ktérym lezy. Ponadto przyjmujemy, ze w labiryncie
nie ma zamknietych komnat, a wiec z kazdego punktu wewnetrznego istnieje droga prowadzaca do wyjscia.
Przyktadowy labirynt jest pokazany na rys. 3.



<14> Informatyka +

a b ¢ d e f g h j

I E
ERe

Naszym celem jest podanie algorytmu, ktéry z kazdego pola labiryntu zaprowadzi nas do jego wyjscia. Me-
toda wychodzenia z labiryntu jest na ogét opisem sposobu chodzenia po istniejacych odcinkach korytarzy
(utworzonych w naszym przypadku z pél) i mozna w niej wyrdzni¢ dwa elementy:

m regute gwarantujaca, ze zaden odcinek drogi w labiryncie nie przechodzimy wiecej niz jeden raz;

m strategie jak najszybszego znalezienia wyjscia z labiryntu.

A U~ W N

Rysunek 3.
Przyktadowy labirynt

W punkcie 2.5 wspomnielismy o wychodzeniu z labiryntu metodg ,,z rekg na $cianie”, ktéra, jest moze intuicyj-
naiw pewnym sensie zachtanna, nie ma jednak zbyt ciekawych wtasnosci. W tym punkcie opiszemy metode
»Zgtebiania” labiryntu, ktéra ma ceche postepowania zachtannego i dodatkowo zawiera mechanizm powro-
tow, ktoéry gwarantuje, ze nawet w przypadku chwilowych niepowodzen, zawsze dojdziemy do wyjscia z labi-
ryntu. Niestety, nie zawsze najkr6tsza droga — sposobu opuszczania labiryntu najkrétsza droga nie bedzie-
my jednak tutaj omawiac.

W kazdym polu labiryntu — przedstawionego tak, jak na rys. 3 — sg co najwyzej cztery mozliwosci wy-
konania nastepnego ruchu: w gére, w lewo, w prawo, w dét — oznaczmy te kierunki przez (G, L, P, D). Mozemy
wiec zaproponowac nastepujacy algorytm poruszania sie po labiryncie.

Algorytm. Zgtebianie labiryntu

Stosuj nastepujace zasady poruszania sie po labiryncie, poczynajac od pola, z ktérego chcesz trafi¢ do wyj-

Scia:

Krok 1. W polu, w ktérym sie znalaztes, wybierz z listy (G, L, P, D) pierwszy kierunek, ktory jeszcze nie byt ba-
danyiw tym kierunku jest przejscie z pola, w ktérym sie znajdujesz, na pole, ktore nie jest oddzielone
Sciang i jeszcze dotychczas na nim nie bytes — przejdz na to pole i kontynuuj ten krok;

Krok 2. Jesli z danego pola nie mozna juz przejs¢ w zadnym kierunku, to wré¢€ do pola, z ktérego przyszedtes,
i wykonaj krok 1.

Ruch, bedacy powrotem, bedziemy oznaczali literg B. Kazde przejScie mozemy opisac¢ nazwa ruchu (kierun-
ku) i nazwa pola, na ktdre nas wiedzie. Zrobmy jeszcze jedno, do$¢ naturalne zatozenie: kierunek poruszania
sie po labiryncie okreslamy w zaleznosci od naszego ustawienia i przyjmujemy przy tym, ze caty czas poru-
szamy sie twarzg do przodu, z wyjatkiem ruchdéw typu B. Stad wynika, ze kierunek G jest zawsze przed nami.

Zastosujmy powyzszy algorytm do znalezienia wyjscia z pola 3b w labiryncie na rys. 3. Pierwszy ruch
ma posta¢ G-2b — poruszamy sie w gore na pole 2b — ale w nastepnym kroku nie mozemy juz i5¢ ani do gory
ani w lewo, wiec wykonujemy ruch P-2¢, a z pola 2c — ruch L-1c i juz jesteSmy przy wyjsciu z labiryntu.

Jesli szukamy wyjécia z pola 4a, to poczatkowy fragment drogi ma postaé: G-3a, G-2a, G-1a. Z pola 1a
nie mozemy iS¢ ani w kierunku G, ani L, wykonujemy wiec P-1b. Z pola 1b nie mozemy juz przej$¢ do zadne-
go nowego pola, wracamy wiec, i to az do pola 3a: B-1a, B-2a, B-3a. Z pola 3a mozemy teraz przej$¢ w prawo,
a wiec wykonujemy kolejne ruchy: P-3b, L-2b, P-2¢c, L-1c. Na rys. 4 zaznaczono wykonane ruchy w tym przy-
padku.

Jesli poszukiwanie wyjScia rozpoczynamy w punkcie 2a, to poczatkowe ruchy sa podobne: G-1a, P-1b,
B-1a, B-2a i wracamy do punktu wyjscia. Mozliwy do wykonania pozostat jeszcze ruch do dotu: D-3a. Znalez-
lismy sie w punkcie, z ktérego poprzednie poszukiwanie wyjscia zakofczyto sie dos¢ szybko. Teraz jednak
nasz kierunek poruszania sie jest do dotu (zgodnie z zasada ,,twarzg do przodu”), wiec nastepnymi rucha-
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mi sa: G-4a, G-5a, G-6a, L-6b, L-5h, G-4b. Z pola 4b nie mozemy jednak przejsé na pole 4a, aby sie nie zape-
tli¢, gdyz przechodziliSmy juz przez nie w tym poszukiwaniu wyjscia, zatem wracamy: B-5b, B-6b, B-6a, B-5a,
B-4a, B-3a, a dalej juz do wyjscia: L-3b, L-2b, P-2¢, L-1c.
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Rysunek 4.
Poszukiwanie wyjscia z labiryntu przedstawionego na rys. 3, zaczynajagc w polu 4a. Kolejno wykonywane ru-
chy i odwiedzane pola: G-3a, G-2a, G-1a, P-1b, B-1a, B-2a, B-3a, P-3b, L-2b, P-2¢, L-1c

Cwiczenie 20. Postugujac sie algorytmem Zgtebianie labiryntu wypisz kolejno odwiedzane pola na
drodze do wyjscia z pola 4g w labiryncie pokazanym na rys. 3. Jest to jednak dos¢ dtuga droga — aby ja
znalezé, musisz przejS¢ przez 26 pél, przez niektore po kilka razy.

Przedstawiony algorytm jest realizacjg metody przeszukiwania przestrzeni mozliwych rozwigzan, ktéra nazy-
wa sie przeszukiwaniem w gtab, gdyz w kolejnych krokach przeszukiwanie zagtebia sie coraz bardziej, tak da-
leko, jak to mozliwe. Ten algorytm nalezy réwniez do rodziny metod nazywanych przeszukiwaniem z nawrota-
mi, gdyz sg w nim wykonywane nawroty do poprzednich punktéw, gdy poszukiwanie zabrnie w Slepy zautek
i nie mozna kontynuowac go do przodu.

Zauwazmy, jak proste jest sformutowanie algorytmu Zgtebianie labiryntu. Te prostote zawdzieczamy
przede wszystkim uzyciu w jego opisie rekurencji — w obu krokach 1i 2 nastepuje rekurencyjne odwotanie do
kroku 1 z nowego pola w labiryncie, w ktérym znalazt sie proces poszukiwania.

Zgodnie z naszym zatozeniem, w labiryncie nie ma obszaréw zamknietych, a wiec z kazdego pola ist-
nieje droga do wyjscia. Na tej podstawie nie powiniene$ mie¢ ktopotu z wykonaniem nastepnego ¢wiczenia.

Cwiczenie 21. Uzasadnij, ze z kazdego pola labiryntu algorytm z nawrotami Zgtebianie labiryntu znaj-
dzie droge z tego pola do wyjscia z labiryntu.

Algorytm przeszukiwania z nawrotami ma bardzo intuicyjny opis w jezyku graféw. W przypadku problemu
poszukiwania wyjscia z labiryntu, konstruujemy dla labiryntu odpowiedni graf — jego wierzchotkami sg pola
a krawedziami mozliwe przejScia miedzy nimi — i przeszukujemy go metoda w gtab. Taka implementacja al-
gorytmu Zgtebiania labiryntu zostanie przedstawiona na innych zajeciach, poSwieconych grafom i ich algo-
rytmom.

3.2 ROZMIESZCZANIE HETMANOW NA SZACHOWNICY
Zaktadamy, ze wiesz jak wyglada szachownica. Jesli natomiast nie umiesz gra¢ w szachy, to przyjmij, ze het-
man jest figura, ktéra atakuje figury stojace na wszystkich liniach przechodzacych przez pole, na ktérym stoi
— poziomej, pionowej i obu przekatnych, tak jak na tym rys. 5 — hetman stoi na polu b3:

Problem hetmanéw polega na rozmieszczeniu na szachownicy jak najwiekszej liczby hetmanéw, z ktérych
Zzadne dwa nie atakujg sie. Zastosujemy metode przegladania mozliwych ustawiei hetmanéw, ale oczywi-
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Rysunek 5.
Pola atakowane przez hetmana, stojgcego na polu b3

$cie nie wszystkich ustawien, bo jest ich bardzo duzo?. Poniewaz, w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie sza-
chownicy moze sie znajdowac co najwyzej jeden hetman, na szachownicy o wymiarach n x n mozna umiescic
co najwyzej n hetmandw. z ktérych zadne dwa nie atakuja sie. Postaramy sie umiesci¢ ich doktadnie n. Dla
uproszczenia, nasze rozwazania bedziemy ilustrowac szachownicga 4x4, ale program, jaki napiszemy, bedzie
mogt byé uzyty dla dowolnej szachownicy.

Cwiczenie 22. Przygotuj sobie plansze szachownicy o wymiarach 4x4 oraz cztery jednakowe figury —
moga to by¢ nawet pionki, ktére bedziesz traktowat jak hetmany. Stosujac metode préb i btedéw, spro-
buj umiescic te figury na szachownicy, jako czterech nieatakujace sie hetmany.

Przypuszczamy, ze udato Ci sie wykonac to zadanie. Czy postuzytes$ sie jakgs szczegblng metoda? Postaraj
sie jg opisac.

Podamy teraz metode poszukiwania z nawrotami, ktdra w systematyczny spos6b sprawdza wszystkie mozli-
we ustawienia nieatakujacych sie hetmandéw, by ustawic¢ na szachownicy maksymalna ich liczbe. Te poszuki-
wania beda prowadzone na tyle oszczednie, ze w sytuacji, gdy danej konfiguracji nie mozna powiekszy¢ o ko-
lejnego hetmana, nastepuje wycofanie sie z niej i ponawiana jest proba utworzenia nowej konfiguracji w po-
przednim kroku, a potem - jej powiekszenia. Odpowiednich pozycji na szachownicy dla hetmanéw bedziemy
poszukiwali kolumnami, poczawszy od kolumny a, a w kolumnach poszukiwania beda przebiegaty od gory,
czyli od ostatniego wiersza.

Zanim sformutujemy podstawowa regute, na ktérej jest oparte przeszukiwanie z nawrotami, przesSledzmy po-
czatkowe préby ustawienia 4 hetmandw na szachownicy 4x4. Zgodnie z przyjetym zatozenie o kierunku po-
szukiwah, w kolejnych ruchach bedziemy sie posuwali kolumnami, poczawszy od kolumny a, i od géry, czy-
li od wiersza 4.

Narysunkach 6i7 sg przedstawione kolejne ustawienia nieatakujgcych sie hetmanéw. Wraz z ustawie-
niem hetmanéw, jednoczesnie sa zaznaczone linie ich ataku na inne pola — pola nieprzekre$lone sg tymi, na
ktérych moze jeszcze stanac nowy hetman. Rozpoczynamy w polu a4 (rys. 6a). W drugiej kolumnie pozostaja
wolne pola b2 i b1. Ustawiamy wiec hetmana najpierw na polu b2 (rys. 6b) i przechodzimy do trzeciej kolum-
ny. Niestety, wszystkie pola w trzeciej kolumnie sg juz atakowane — wracamy wiec z trzeciej kolumny do dru-
giej i stawiamy hetmana na nastepnym polu w tej kolumnie, czyli na b1 (rys. 6c). Tym razem w trzeciej kolum-
nie jest wolne pole ¢3 — ustawiamy wiec na nim trzeciego hetmana i otrzymujemy konfiguracje pokazang na
rys. 6d. Tym razem, nie ma juz wolnego pola dla hetmana w czwartej kolumnie. Czy to oznacza, ze nie mozna
ustawic cztery nieatakujace sie hetmany na szachownicy o wymiarach 4x4?

0t6z dotychczas wykorzystaliSmy jedynie pierwsza mozliwoS¢ ustawienia hetmana w pierwszej kolum-
nie — na polu a4, i sprawdzilisSmy, Ze to ustawienie nie daje sie rozszerzyé na cztery hetmany. Sprébujmy wiec

2 Uzasadnij, ze na szachownicy 8x8 mozna ustawi¢ osiem hetmanéw na 88 sposobow.
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postawiC teraz pierwszego hetmana na polu a3 (rys. 7a). Na rysunkach 7b, 7c i 7d zilustrowano dostawianie
kolejnego hetmana w nastepnych kolumnach — na ostatnim z nich jest pokazane kohcowe ustawienie czte-
rech nieatakujgcych sie hetmanéw.
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Rysunek 6.
Préby uzupetnienia hetmana stojacego na polu a 4 (rys. a) do petnego ustawienia
4 nieatakujacych sie hetmandéw — niepowodzenie

Mozemy podsumowac to postepowanie formutujgc algorytm, jaki wykonywalismy.

Algorytm. Rozstawianie hetmanéw
Ustal kolejnos¢ przegladania kolumn szachownicy i wykonuj nastepujgce ruchy (kroki), zaczynajac od kolum-
ny pierwsze;j.
Ruch do przodu. Gdy znajdujesz sie w ustalonej kolumnie, wybierz w niej dla hetmana pierwsze nie rozpa-
trzone w tym wykonaniu Ruchu do przodu pole, ktére nie jest atakowane przez zadnego hetmana ustawione-
go w ktérejs z poprzednich kolumn.
1. Jesliistnieje takie pole, to ustaw na nim hetmana, a nastepnie:
1.1. jeslijest to ostatnia kolumna, to wypisz uzyskane ustawienie hetmanéw, ztozone z n hetmanéw, gdzie
n jest rozmiarem szachownicy. Jesli ma by¢ znalezione tylko jedno rozstawienie hetmanédw, to zakofcz
ten algorytm. Jesli chcesz przekonact sie, czy istniejg jeszcze inne rozstawienia, to wykonaj nawrét do
poprzedniej kolumny i wykonaj dla niej Ruch do przodu;
1.2. jesli nie jest to ostatnia kolumna, to przejdZ do nastepnej kolumny i wykonaj dla tej kolumny Ruch do
przodu.
2. Jeslinie istnieje takie pole, to wykonaj nawrét do poprzedniej kolumny i przejdZ do wykonania dla niej Ruchu
do przodu.

Rysunki 6b i 6¢ sg ilustracja nawrotu, czyli ruchu do tytu podczas poszukiwania miejsca dla kolejnego het-
mana. Bedac w drugiej kolumnie, najpierw zostato wykorzystane pole b2, ale okazato sie, ze nie ma wolne-
go pola w trzeciej kolumnie dla trzeciego hetmana, wréciliSmy wiec do drugiej kolumny i ustawilismy hetma-
na na drugim wolnym polu w tej kolumnie, czyli na b1. Okazato sie, ze i tym razem, ale w czwartej kolumnie,
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zabrakto nieatakowanego miejsca dla hetmana. W tej sytuacji, mozna powiedzieé, ze dla ustawienia hetma-
naw pierwszej kolumnie na polu a4, w drugiej kolumnie sprawdzilismy wszystkie mozliwe ustawienia drugie-
go hetmana. Wykonujemy wiec nawr6t do pierwszej kolumny i ustawiamy hetmana na nastepnym mozliwym
polu, czyli na a3. Jak pokazuja ilustracje na rys. 7, ta pozycja hetmana w pierwszej kolumnie moze by¢ uzu-
petniona do petnego rozmieszczenia 4 hetmanow. .
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Rysunek 7.
Préby uzupetnienia hetmana, stojagcego na polu a3, do petnego rozmieszczenia hetmandw,
zakoficzone sukcesem

Zilustrowany algorytm, po znalezieniu petnego rozstawienia hetmanéw (rys. 7d), mozna kontynuowac (patrz
krok 1.1), aby sie przekonac, czy nie ma jeszcze innego ustawienia czterech nieatakujgcych sie hetmanéw.

Cwiczenie 23. Kontynuuj przerwany algorytm, by znalez¢ jeszcze inne rozstawienia czterech nieataku-
jacych sie hetmandw na szachownicy 4x4. Znajdziesz jeszcze jedno petne rozstawienie, a wiec jest ich
dwa. Jaka jest miedzy nimi zalezno$¢?

Cwiczenie 24. Uzasadnij, w jaki sposéb mozna otrzymac to drugie rozwigzanie (otrzymane w éwicz. 23)
bez uruchamiania dalszego przebiegu algorytmu poszukiwania z nawrotami. Jakie jeszcze inne prze-
ksztatcenia planszy szachownicy, a wraz z nimi — koficowego ustawienia hetmanéw, moga da¢ nowe
ustawienia?

Przebieg poszukiwania z nawrotami przedstawia sie zwykle w postaci drzewa poszukiwai. Dla naszego przy-
ktadu szachownicy 4x4 takie drzewo jest przedstawione na rys. 8. Poziomy w tym drzewie odpowiadaja ko-
lumnom (na pierwszym poziomie mamy pola a*, na drugim — pola b*, na trzecim — pola c* i na czwartym — d*),
a wierzchotki — stawianym hetmanom (na rysunku podaliSmy w wierzchotkach pozycje hetmanéw na plan-
szy). Zauwaz symetrie wtym drzewie wzgledem pionowej osi — odpowiada ona symetrii planszy, ktérg zapew-
ne wykorzystate$ w rozwigzaniach ¢wiczef 23 i 24.
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Rysunek 8.
Drzewo ilustrujgce przebieg algorytmu poszukiwan z nawrotami, stuzacego do znalezienia wszystkich usta-
wien czterech nieatakujgcych sie hetman6éw na szachownicy o wymiarach 4x4

Cwiczenie 25. Narysuj szachownice 5x5 i postugujac sie opisanym algorytmem rozstawiania hetma-
néw znajdZ na niej wszystkie ustawienia pieciu nieatakujgcych sie hetmanéw.

Cwiczenie 26. We? prawdziwa szachownice i sprébuj ustawi¢ na niej 8 nieatakujacych sie hetmanéw.
Po otrzymaniu pierwszego ustawienia, wykonaj dalsze kroki algorytmu, by otrzymac kilka nastepnych
ustawien.

Opis poszukiwania z nawrotami w jezyku Pascal

Zaprogramowanie poszukiwania z nawrotami nie jest specjalnie trudne. Najpierw musimy rozstrzygna¢ dwie
kwestie: w jaki sposdb reprezentowaé ustawienie hetmandw na planszy i jak sprawdza¢, czy dwa hetmany
nie atakujg sie.

1. Poniewaz w kazdej kolumnie moze sie znalez¢ co najwyzej jeden hetman, ustawienie nieatakujgcych sie
hetmandw mozna opisa¢, podajac dla kazdej kolumny jedynie numer wiersza, w ktérym stoi hetman znaj-
dujacy sie w tej kolumnie. Niech h[1..n] bedzie tablica, w ktérej h[i] jest numerem wiersza zawierajacego
hetmana, stojgcego w kolumnie i. Ustawienie z rys. 7d mozna opisac jako (3, 1, 4, 2).

2. Ustawiajac kolejnego hetmana musimy sprawdzié, czy jego pozycja nie jest atakowana przez zadnego inne-
go hetmana, ustawionego we wczesniejszych kolumnach. Przypusémy, ze chcemy ustawi¢ hetmana w ko-
lumnie 1 wwierszu h[i]. Najpierw musimy sprawdzié, ze zaden hetman w poprzednich kolumnach nie stoi
w tym samym wierszu, czylimabyé h[1] # h[i] dla kazdego 1 spetniajgcego 1 < i.Ponadto, aby dwa
hetmany nie atakowaty sie po przekatnych, musi byé spetniony warunek |h[1] - h[i]|] # |1 - 1i] dla
kazdego 1 spetniajgcego 1 < i.

€wiczenie 27. Uzasadnij, ze rzeczywiscie spetnienie warunku wymienionego w punkcie 2 powyzej gwa-
rantuje, ze zadne dwa hetmany nie atakuja sie po przekatnych. Sprawdz najpierw na przyktadzie sza-
chownicy 4x4.

Przedstawiamy ponizej funkcje w jezyku Pascal o nagtéwku:

function Hetmany(n:integer):integer;
ktérej wartoscia jest liczba réznych rozstawiefi nieatakujacych sie hetmandéw na szachownicy n x n. Tekst tej
funkcji zawiera wiele komentarzy, utatwiajgcych zrozumienie przeznaczenia poszczeg6lnych instrukcji i efek-

téw ich dziatania. Wyjadnijmy jedynie, Ze x[i] oznacza numer nastepnego wiersza w kolumnie i, w ktérym
mozna ustawi¢ hetmana nie atakowanego przez zadnego innego hetmana z poprzednich kolumn.
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function Hetmany(n:integer):integer;
{Wartoscia tej funkcji jest liczba ustawien nieatakujacych sie

hetmanédw na szachownicy n x n. W trakcie obliczania wartosci

tej funkcji sa wypisywane kolejno znajdowane ustawienia.

W programie glownym nalezy zdefiniowac typ danych:
WektorI=arrayl[l..n] of integer; }

var h,x :WektorI;
i,Licznik:integer;

procedure WolnePole(i:integer);
{Okreslane jest nastepne wolne pole w kolumnie 1.}
var b:Boolean;
l:integer;
begin
b:=false;
while not b and (x[i]<=n) do begin
b:=true;
1:=1;
while b and (1<=i-1) do begin
b:=b and (abs(h[l]-x[1])<>abs(l-1)) and (h[l]l<>x[i]);
1:=1+1
end;
if not b then x[i]:=x[i]+1
end
end; {WolnePole}

procedure WypiszUstawienie;
{Wypisywane jest kolejne ustawienie hetmanow.}
var j:integer;
begin
for j:=1 to n do write(h[jl,” Y);
writeln
end; {WypiszUstawienie}

begin
Licznik:=0; {Licznik = liczba znalezionych ustwien}
x[1]:=1;
i:=1;
while 1i>0 do begin
{W tej petli sa przegladane wszystkie kolumny.}
while x[i]<=n do begin
{W tej petli sa przegladane nieatakowane pola w kolumnie i.}
h{i]:=x[i]; {Ustawienie hetmana w kolumnie i.}
if i=n then begin
WypiszUstawienie; Licznik:=Licznik+l;
x[i]:=n+1 {Wymuszenie powrotu do poprzedniej kolumny}
end {i=n}
else begin
x[1]:=x[1i]+1;
WolnePole(i); {Wolne pole w kolumnie i.}
i:=i+1;
x[1]:=1;
WolnePole(i) {Wolne pole w nastepnej kolumnie.}
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end {i<n}

end; {while}

i:=1-1 {Powrot do poprzedniej kolumny.}
end; {while 1i>0}

Hetmany:=Licznik
end; {Hetmany}

Cwiczenie 28. Umies¢ opis funkcji Hetmany w petnym programie i uruchom ten program. Sprawdz
dziatanie tego programu na szachownicy o rozmiarze 4x4.

Cwiczenie 29. Zastosuj program opracowany w poprzednim zadaniu do szachownicy o rozmiarach: nxn
dlan =5, 6, 7 i do tradycyjnej szachownicy 8x8. Dla n = 5 i 6 wypisz wszystkie ustawienia nieatakuja-
cych sie hetmanéw. Dla ustalonego n, pogrupuj te ustawienia, ktére moga by¢ otrzymane przez zasto-
sowanie operacji symetrii.

4 STRATEGIA DZIEL | ZWYCIEZA|

Jedna z najbardziej popularnych metod rozwigzywania probleméw, zwtaszcza za pomocg komputera, jest
metoda oparta na strategii dziel i zwyciezaj. Ogblnie, metoda dziel i zwyciezaj, uzyta do rozwigzywania wy-
branego problemu, sktada sie z nastepujacych krokow:

1. Problem jest dzielony na przynajmniej dwa podproblemy, definiowane na podzbiorach zbioru danych, w kté-
rych liczba elementéw jest niemal jednakowa.

2. Podproblemy sg rozwigzywane ... tg samg lub bardzo podobng metoda.

3. Rozwigzania podprobleméw sg sktadane w rozwigzanie problem, ktéry mieliSmy rozwiazac.

Krok 2 moze sie wydawac nieco dziwny — rozwigzujemy w nim podproblemy taka sama metoda, jak caty pro-
blem. Rzeczywis$cie, mozna mie€ watpliwosci, jak to nalezy robic. Tutaj ktania sie myslenie rekurencyjne, kté-
re polega na przyktad na tym, Zze warto5¢ pewnej wielkosci obliczamy odwotujgc sie do wielkoSci okreSlonych
dla mniejszych wartoSci parametrow.

Na tych zajeciach nie bedziemy szczegdtowo omawiac¢ metody dziel i zwyciezaj, jedynie przypomnimy, gdzie
ta metoda juz sie pojawita na zajeciach w Projekcie Informatyka +. Dwa pierwsze przyktady ponizej sa zwig-
zane z wyszukiwaniem i porzagdkowaniem informacji.

Jednoczesne znajdowanie najmniejszego i najwiekszego elementu w zbiorze

W danym zbiorze liczb nalezy jednoczesnie znalez¢ elementy najmniejszy i najwiekszy (te elementy sg np. po-
trzebne do obliczenia rozpietosci zbioru). Najszybszy, faktycznie — optymalny algorytm rozwigzywania tego
problemu polega na wykonaniu dwéch krokdw:

1. podziel zbi6ér danych na dwa podzbiory — w jednym powinny sie znalez¢ elementy kandydujgce na minimum,
a w drugim — kandydujace na maksimum; takie zbiory mozna otrzymac poréwnujac elementy danego zbioru
parami;

2. znajdz minimum w zbiorze kandydatéw na minimum i maksimum w zbiorze kandydatéw na maksimum.

Jesli zbiér danych zawiera n elementdw, to w tym algorytmie jest wykonywanych okoto 3n/2 poréwnania i jest
to optymalny pod wzgledem ztoZzonosci algorytm dla tego problemu (szybszy juz nie istnieje).

Zauwazmy, ze w podanym algorytmie dochodzi do podziatu zbioru na podzbiory tylko raz. Inng metoda
rozwigzywania tego problemu, o tej samej ztozonosci obliczeniowej, jest algorytm, w ktérym stosowana jest
metoda dziel i zwycieZzaj w sposéb rekurencyjny, patrz p. 9.1 w ksigzce [5].
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Poszukiwania w zbiorze uporzadkowanym

Chyba najczesciej stosowanym podejsciem dziel i zwyciezaj, czesto nieSwiadomie, jest metoda poszukiwa-
nia elementu (lub miejsca dla nowego elementu) w zbiorze uporzagdkowanym, np. stowa w stowniku, numeru
telefonu w ksigzce telefonicznej, hasta w encyklopedii. Wszystko sa to zbiory (ksiazki), w ktérych informacje
sg uporzadkowane (we wszystkich tych ksigzkach jest to porzadek stownikowy, zwany leksykograficznym).
Metoda ta nosi nazwe poszukiwanie przez potowienie, gdyz w kolejnych krokach, pozostaty do przeszukania
zhibr jest dzielony na dwie czesci i poszukiwanie przenosi sie do jednej z nich, ktéra ma nie wiecej niz poto-
we elementdw ze zbioru, wystepujacego w poprzednim kroku.

Ten przyktad problemu jest o tyle ciekawy, ze w zastosowanej metodzie dziel i zwyciezaj, zbior jest
dzielony na dwie czesci, ale rozwigzywany jest tylko jeden podproblem, a mianowicie na podzbiorze, w kt6-
rym jest szansa, ze znajduje sie poszukiwany przez nas element.

Znaczenie poszukiwania przez potowienie wynika z duzej efektywnoS$ci tej metody — faktycznie jest to
rowniez algorytm optymalny. Otéz, gdyby stownik zawierat 1000 stron, ale stowa nie byty w nim uporzadko-
wane, to nalezatoby przejrzeé¢ wszystkie 1000 stron, by odnalezé poszukiwane stowo lub przekonac sie, ze
go nie ma. Jesli natomiast stowa w tym stowniku sg uporzadkowane, to wystarczy przejrze¢ 10 stron, by od-
nalez¢ poszukiwane stowo lub jego miejsce w tym stowniku. To poréwnanie efektywnoSci algorytmoéw poszu-
kiwania na zbiorach nieuporzadkowanych i uporzadkowanych Swiadczy réwniez o olbrzymim znaczeniu po-
rzadku wsrdd informacji.

Porzadkowanie (sortowanie)

Na jednych z zaje¢ omawialiSmy wybrane algorytmy porzadkowania liczb. Nie doszlismy jednak do algoryt-
moéw, ktére wykorzystuja podejscie dziel i zwyciezaj. Takimi algorytmami sg sortowanie przez scalanie i sor-
towanie szybkie — doktadny opis tych algorytméw mozna znalez¢ w ksigzce [5].

5 REKURENCJA

Wiele wielkosci w informatyce jest definiowanych rekurencyjnie, czyli przez odwotanie do tych samych wiel-
koSci ale z mniejszymi wartoSciami parametrow.

5.1 POTEGOWANIE
Na jednych z zaje¢ omawialismy szybkie potegowanie, czyli szybkie obliczanie wartoSci potegi x™, gdzie m jest licz-
ba naturalng, a xmoze by¢ dowolng liczbg rzeczywistga. Do obliczenia potegi korzystalismy tam z rozktadu wyktad-
nika na postac binarng. Do tego samego algorytmu prowadzi rozumowanie rekurencyjne. Zauwazmy, ze jesli m jest
liczbg parzysta, to zamiast obliczaé wartos¢ potegix™, wystarczy obliczy¢ y =x™? a nastepnie ponies$¢ y do kwadra-
tu. Jesli mjest liczba nieparzysta, to m — 1 jest liczbg parzysta. A zatem mamy nastepujaca zaleznos¢:

1 jeslim=0
XM = (xm/2)2 jesli mjest liczbg parzysta
(xtm-v/2)2¢ jesli m jest liczbg nieparzysta

ktéra ma charakter rekurencyjny — po prawej stronie rdwnosci sa odwotania do potegowania, czyli do tej sa-
mej operacji, ktérej wartosci liczymy, ale dla mniejszych wyktadnikéw. Pierwszy wiersz w powyzszej rownosci
to tzw. warunek poczatkowy — stuzy do zakonczenia (zastopowania) odwotai rekurencyjnych do coraz mniej-
szych argumentéw, by caty proces obliczef zakoficzyt sie.

Jesli chcielibySmy obliczyé x?2, to powyzsza zalezno$¢ rekurencyjna prowadzi nas przez nastepujgce
odwotania rekurencyjne: x2 = (x')? = ((x*)2x)?> = (x¥)?x)>x)*. Identyczna zaleznos¢ otrzymamy rozktadajgc wy-
ktadnik 22 na postac binarna.

5.2 ALGORYTM EUKLIDESA
Na innych zajeciach omawiany byt réwniez algorytm Euklidesa, stuzacy do znajdowania najwiekszego wsp6l-
nego dzielnika dwéch danych liczb. Istnieje wiele implementacji algorytmu Euklidesa, np. wykonujacych dzie-
lenie lub odejmowanie zamiast dzielenia. Jedna z najciekawszych implementacji korzysta z rekurencji, czyli
funkcji, ktéra odwotuje sie do siebie.
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Danymi sg dwie nieujemne liczby catkowite m i n. Oznaczamy przez NWD(m,n) najwiekszy wspélny dzielnik
m i n, czyli najwieksza liczbe k, ktéra dzieli m oraz n. Zatézmy, ze n = m. Wtedy dzielgc n przez m otrzymuje-
my nastepujaca rownos¢:

n=gm+r, gdzie Osr<m.

WielkoSci g i r sa odpowiednio ilorazem i resztg z dzielenia n przez m. Z tej réwnosci wynika, ze kazda liczba
dzielaca n i m dzieli réwniez r. Te wtasnos¢ mozna zapisac¢ w postaci rownosci:

NWD(m,n) = NWD(r,m),

w ktérej przyjeliSmy, ze NWD(0,m) = m, gdyz O jest podzielne przez kazda liczbe ré6zng od zera. Prowadzi to
do nastepujgcej, rekurencyjnej implementacji powyzszej zaleznosci:

program Euklides rekurencja;
var m,n:integer;
function NWD rek(m,n:integer):integer;
begin
if m>n then NWD rek:=NWD rek(n,m)
else 1if m = 0 then NWD rek:=n
else NWD rek:=NWD rek(n mod m,m)
end; {NWD rek}
begin
read(m,n);
writeln(NWD rek(m,n))
end.{Euklides rekurencja}

5.3 WYPROWADZANIE LICZB OD POCZATKU
Zajmiemy sie teraz problemem, ktérego bardzo proste i intuicyjne rozwigzanie korzysta z rekurencji.

Problem. Wypisywanie kolejnych cyfr liczby dziesietnej
Dane:  Liczba naturalna m, czyli nieujemna liczba catkowita.
Wynik:  Wypisz kolejne cyfry dziesietne liczby m.

Majac wypisanag liczbe, tatwo dostrzegamy jej kolejne cyfry — kolejnymi cyframi liczby 309 sa: 3 — cyfra setek,
0 - cyfra dziesiatek, 9 — cyfra jednosci. Zwigzek, jaki istnieje miedzy liczba, a doktadniej — miedzy wartoscia
liczby a jej cyframi zapisujemy korzystajac z faktu, ze podstawa systemu liczenia jest liczba 10. W przypadku
liczby 309 jest spetniona nastepujaca rownos¢:

309 =3-100 + 0-10 + 91,
czyli
309 =3-10%2 + 0-10! + 9-10°.

W obu réwnosciach wystepuja te same cyfry danej liczby, ktére widzimy w jej zapisie, oraz wartoSci kolejnych
poteg liczby 10, podstawy dziesietnego systemu liczenia, ktérym postugujemy sie na co dzied.

Podobny zwigzek wystepuje wtedy, gdy liczba jest zapisana w systemie binarnym. Na przyktad, liczba
binarna (100110101),, czyli zapisana za pomoca cyfr 0 i 1, ma nastepujace przedstawienie, z ktérego mozna
obliczyc¢ jej wartosé dziesietna:

(100110101), =1-22+0-2"+02°+1-2°+ 12+ 02>+ 1-22+ 0-2' + 1.2° =
=1-256+0:128 +0:64+132+116 +0-:8+1:4+02+1-1=
=309

Z tego przyktadu mozna wyciagnaé wniosek, ze czym innym jest liczba (a doktadniej jej warto$¢) dziesietna,
a czym innym cyfry wystepujace w przedstawieniu liczby w wybranym systemie pozycyjnym. Zwracamy na
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to uwage przede wszystkim dlatego, ze w komputerze liczby sg przedstawiane w systemie binarnym. Co wie-
cej —itojesttutajwazniejszym uzasadnieniem dla naszych rozwazah —w wielu algorytmach postugujemy sie
nie tylko liczbami, ale réwniez cyframi wzietymi z ich postaci dziesietnej, binarnej lub przy innej podstawie. .

ChcielibySmy wiec dysponowaé prostym algorytmem, ktéry dla liczby dziesietnej m, danej w kompute-
rze, wypisuje na ekranie lub drukuje na papierze kolejne cyfry w binarnej lub dziesietnej reprezentacji tej licz-

by, poczawszy od najbardziej znaczacej cyfry.

€wiczenie 30. Nasz cel, okreslony powyzej, mozna osiagnaé nieco okrezna droga. Najpierw znajduje-
my i zapisujemy w komputerze kolejne cyfry (np. bity) reprezentacji, poczawszy od najmniej znaczacej
(w takiej kolejnosci sg wyznaczane z dziesietnej wartosci liczby). Nastepnie, albo bezposrednio wy-
prowadzamy te cyfry (lub tylko odczytujemy) w kolejnosci od najbardziej znaczacej, albo odwracamy
przechowywang reprezentacje. Zaproponuj algorytm stuzgcy do odwracania danej reprezentac;ji liczby,
w ktérym ta operacja jest wykonywana w tym samym miejscu (w tej samej tablicy), w ktérym znajduje
sie dana reprezentacja, algorytm nie korzysta wiec z zadnych dodatkowych struktur danych.

Chodzi nam jednak tutaj o taka metode, w ktérej cyfry roz-
winiecia bytyby generowane i wypisywane w kolejnosci od
najbardziej znaczacej, bez jakiegokolwiek etapu posrednie-
go. Ale jak stwierdzi¢, ze w danej liczbie m, przechowywanej
w komputerze, najbardziej znaczaca jest np. cyfra setek?
Zauwazmy, ze liczba m ma cyfre jednosci, jesli ma war-
tos¢ co najmniej 0, m = 0. Liczba m ma cyfre dziesiatek, jesli
ma wartos¢ co najmniej 10, czyli gdy m = 10 lub innymi stowy,
gdy wynik dzielenia catkowitego m przez 10 jest wiekszy od O,
tj. m div 10 = 0. To spostrzezenie mozna zastosowac rowniez
do nastepnych cyfr, tj. cyfr setek, tysiecy itd. Aby jednak nie
wykonywa¢ sprawdzania tego warunku osobno i niezaleznie
dla kazdej z cyfr, mozna sprawdzac go dla cyfrjednosci, dzie-

Przypomnijmy definicje dwéch funk-
cji, ktérych argumenty i wartosci sa
liczbami catkowitymi. Niech m bedzie
liczba naturalna, wtedy m div 10 jest
jej liczba dziesiatek (nie mylic licz-

by dziesigtek z cyfra dziesiatek), czy-
li liczba otrzymana z m przez odrzu-
cenie ostatniej cyfry, a m mod 10 jest
cyfra jednosci w liczbie m, czyli jej
ostatnig cyfrg. Dziatanie div jest dzie-
leniem catkowitym, a mod - reszta.

siagtek, setek itd., az do osiagniecia najbardziej znaczacej cyfry i dopiero od tego momentu wyprowadzaé ko-
lejne cyfry, poczawszy od najbardziej znaczgcej. Ten ogdlny schemat mozna zapisaé nastepujaco’:

m
Cyfry_liczby(m) =

m<10

Cyfry_liczby (m div 10) a po nich cyfra (m mod 10) m=10

Jest to zaleznos¢ rekurencyjna — ciag kolejnych cyfr liczby m sktada sie z kolejnych cyfr liczby réwnej (m div
10) oraz cyfry (m mod 10). Ten proces rekurencyjnych odwotaf jest wykonywany tak dtugo, az biezgca war-
toS¢ m stanie sie mniejsza od 10. Wtedy jest ona najbardziej znaczaca cyfra liczby m danej na poczatku i wra-
cajac z kolejnych pozioméw rekurencji, mozemy dopisywac nastepne cyfry rozwiniecia. Zastosowanie po-
wyzszej rownosci do wyznaczenia kolejnych cyfr liczby 309, poczawszy od najbardziej znaczacej, mozna ujaé
w schemat przedstawiony na rys. 9. Zatem rzeczywiscie, cyfry liczby 309 sg generowane za pomoca algoryt-
mu dziatajacego zgodnie z podanym wzorem rekurencyjnym w kolejnosci 3, 0, 9.

Podamy teraz opis procedury Cy fry, ktéra stuzy do wyprowadzania kolejnych, dziesietnych cyfrliczby m, po-

czawszy od najbardziej znaczacej.

procedure Cyfry(m:integer);

{Wypisywanie cyfr liczby m w kolejnosci od najbardziej znaczacej.}

3Dla unikniecia nieporozumief i zapewnienia jednoznacznosci zapisu, operacje mod i div wraz ze swoimi argumentami

sg ujete w nawiasy okragte.
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procedure KolejnaCyfra(m:integer);
{Procedura rekurencyjna, ktora znajduje i wypisuje cyfry
liczby m, w kolejnosci od najbardziej znaczacej.}
begin
if m < 10 then write(m)
else begin
KolejnaCyfra(m div 10);
write(m mod 10)
end
end; {KolejnaCyfra}
begin
KolejnaCyfra(m)
end; {Cyfry}

Wywotania rekurencyjne: Powré6t z wywotan

Cyfry_liczby (309)

l

Cyfry_liczby(30) (309 mod 10) =9
l T
Cyfry_liczby(3) (30mod 10) =0
l T
>=3

kolejne

cyfry

Rysunek 9.
Przyktad dziatania rekurencyjnego algorytmu generowania kolejnych cyfr w reprezentacji liczb

Cwiczenie 31. Zapoznaj sie z dziataniem procedury Cyfry na przyktadzie liczby m = 309. Sprawdz, ze
rzeczywiscie cyfry liczby m sa wyprowadzane w kolejnoSci od najbardziej znaczace;j.

Cwiczenie 32. Zmiefi powyzsza zaleznoi¢ rekurencyjna tak, aby mogta by¢ uzyta do wyznaczania ko-
lejnych cyfry, od najbardziej znaczacej, w binarnym rozwinieciu danej liczby dziesietnej m. Zastosuj
otrzymana zaleznos¢ do uzyskania binarnej postaci liczby 309 w kolejnosci od najbardziej znaczace-
go bitu. A jak nalezy zmienic te zaleznos¢, aby byta poprawna dla dowolnej podstawy systemu licze-
nia?

Cwiczenie 33. Zmodyfikuj opis procedury Cy fry do opisu procedury Cyfry (m,b:integer), ktdra be-
dzie wypisywac, w kolejnoSci od najbardziej znaczacej, cyfry liczby m w reprezentacji przy podstawie b.

Cwiczenie 34. Jesli juz dobrze rozumiesz, jak dziata procedura Cyfry, to postaraj sie tak jg zmodyfi-
kowaé, aby zamiast wyprowadzania kolejnych cyfr liczby m w reprezentacji przy podstawie b, jej warto-
Scig byta liczba cyfrw liczbie m w reprezentacji przy podstawie b.
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Cwiczenie 35. Napisz program, w ktérym umieécisz procedure Cyfry(m,b:integer), i zastosuj go
do znalezienia rozwiniecia wybranych liczb w kilku systemach pozycyjnych. W szczeg6lnosci:

1. Sprawdz, ze dla wybranej liczby m i podstawy b = 10, otrzymuje sie doktadnie cyfry dziesietne liczby m.

2. Dla wybranej liczby m, sprawdz, jakie sa cyfry jej rozwiniecia w systemie o podstawach b= 15i607?

3. Napisz wersje procedury Cyfry(m,b:integer)dla systemu o podstawie b = 16, w ktorej ,,cyfry” tej
reprezentacji wieksze od 9 sg oznaczone nastepujaco: 10=A,11=B,12=C,13=D,14=Ei15=F.

4. Dla wybranej liczby m, znajdz jej cyfry w systemach o podstawach b = 2, 4, 8 i 16. Poréwnaj liczby
cyfrw tych rozwinieciach — czy zauwazasz, jaki jest zwigzek miedzy tymi liczbami? A jaki jest zwigzek
miedzy cyframi lub grupami cyfr w tych rozwinieciach?

5. Na podstawie zaleznoSci zauwazonych w punkcie 4 zaproponuj algorytm, stuzacy do zmiany
reprezentacji liczby miedzy dwoma systemami o podstawach 2 i 8.

Cwiczenie 36. Jak nalezy zmieni¢ procedure Cyfry (m,b), by wyprowadzane byty kolejne cyfry liczby
m ale od tytu?
Podpowiedz. Wystarczy zmieni¢ kolejnosé dwéch instrukeji. Ktérych?

Cwiczenie 37. Okresl, ile razy, w zaleznoéci od wartosci liczb m i b, jest wykonywana operacja mod
w procedurze Cyfry(m,b:integer).

Wskazowka. To zadanie jest w gruncie rzeczy pytaniem o to, ile cyfr ma liczba dziesietna zapisana
w systemie o podstawie b. W ksigzce Algorytmy (p. 7.1 w [5]) odpowiadamy na to pytanie dla b = 2.

5.4 REKURENCJA - PODSUMOWANIE
Na zakofczenie tego rozdziatu poswieconego rekurencji zwr6émy uwage na dwie cechy algorytméw rekuren-
cyjnych iich komputerowych realizacji:

1. Rekurencyjny zapis rozwigzania, czyli w postaci procedury rekurencyjnej (np. w jezykach Pascal lub C++),
jest bardzo zwiezty, znacznie krotszy niz zapis odpowiedniej procedury iteracyjnej. Zawdziecza sie to m.in.
odwotaniom do tej samej procedury.

2. Zwartos¢ zapisu algorytméw w postaci rekurencyjnej zawdziecza sie réwniez temu, Ze organizacjg rekuren-
cyjnego wykonania algorytmu w komputerze zajmuje sie kompilator i nie musimy bezposrednio rozpisywac
szczegbtowo wszystkich krokéw. To ,,zrzucenie roboty na komputer”, czyli przekazanie mu czesci organiza-
cyjnej dziatania algorytmu, objawia sie na 0gét zwiekszeniem czasu jego dziatania podczas wykonywania
obliczen.

Wynika stad sugestia, by stosowac rekurencje w opisach algorytméw, ale takie algorytmy realizowa¢ na kom-
puterze zamieniajgc rekurencje na iteracje.

6 DODATEK. ALGORYTM, ALGORYTMIKA )
| ALGORYTMICZNE ROZWIAZYWANIE PROBLEMOW

Ten rozdziat jest krotkim wprowadzeniem do zaje¢ w module ,,Algorytmika i programowanie”. Krétko wyja-
$niamy w nim podstawowe pojecia oraz stosowane na zajeciach podejscie do rozwigzywania probleméw
z pomoca komputera.

Algorytm

Powszechnie przyjmuje sie, ze algorytm jest opisem krok po kroku rozwigzania postawionego problemu lub
sposobu osiagniecia jakiego$s celu. To pojecie wywodzi sie z matematyki i informatyki — za pierwszy algorytm
uznaje sie bowiem algorytm Euklidesa (patrz rozdz. 6), podany ponad 2300 lat temu. W ostatnich latach algo-
rytm stat sie bardzo popularnym synonimem przepisu lub instrukcji postepowania.
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W szkole, algorytm pojawia sie po raz pierwszy na lekcjach matematyki juz w szkole podstawowej, na
przyktad jako algorytm pisemnego dodawania dwéch liczb, wiele klas wczesniej, zanim staje sie przedmio-
tem zajec informatycznych.

0 znaczeniu algorytméw w informatyce moze Swiadczy¢ nastepujgce okresSlenie, przyjmowane za definicje
informatyki:
informatyka jest dziedzing wiedzy i dziatalnosci zajmujqcq sie algorytmami

W tej definicji informatyki nie ma duzej przesady, gdyz zawarte sg w niej poSrednio inne pojecia stosowane
do definiowania informatyki: komputery — jako urzadzenia wykonujace odpowiednio dla nich zapisane algo-
rytmy (czyli niejako wprawiane w ruch algorytmami); informacja — jako materiat przetwarzany i produkowa-
ny przez komputery; programowanie — jako zespot metod i Srodkéw (np. jezykdéw i systemow uzytkowych) do
zapisywania algorytméw w postaci programow.

Potozenie nacisku w poznawaniu informatyki na algorytmy jest jeszcze uzasadnione tym, ze zar6wno
konstrukcje komputeréw, jak i ich oprogramowanie bardzo szybko sie starzejg, natomiast podstawy stoso-
wania komputeréw, ktére sa przedmiotem zainteresowan algorytmiki, zmieniajg sie bardzo powoli, a niekt6-
re z nich w ogéle nie ulegajg zmianie.

Algorytmy, zwtaszcza w swoim popularnym znaczeniu, wystepuja wszedzie wokét nas — niemal kazdy ruch
cztowieka, zaréwno angazujgcy jego miesnie, jak i bedgcy jedynie dziataniem umystu, jest wykonywany we-
dtug jakiegos przepisu postepowania, ktérego nie zawsze jesteSmy nawet Swiadomi. Wiele naszych czynno-
ci potrafimy wyabstrahowac i podaé w postaci precyzyjnego opisu, ale w bardzo wielu przypadkach nie po-
trafimy nawet powtdérzyé, jak to sie dzieje lub jak to sie stato®.

Nie wszystkie postepowania z naszego otoczenia, nazywane algorytmami, sg Scisle zwigzane z kom-
puterami i nie wszystkie przepisy dziatafh mozna uzna¢ za algorytmy w znaczeniu informatycznym. Na przy-
ktad nie sg nimi na ogét przepisy kulinarne, chociaz odwotuje sie do nich David Harel w swoim fundamental-
nym dziele o algorytmach i algorytmice [3]. Ot6Z przepis np. na sporzadzenie ,,ciagutki z wisniami”, ktéra za-
chwycata sie Alicja w Krainie Czaréw, nie jest algorytmem, gdyz nie ma dwdch oséb, ktére na jego podstawie,
dysponujac tymi samymi produktami, zrobityby takg sama, czyli jednakowo smakujaca ciggutke. Nie moze
by¢ bowiem algorytmem przepis, ktéry dla identycznych danych daje rézne wyniki w dwéch réznych wykona-
niach, jak to najczesciej bywa w przypadku robienia potraw wedtug ,,algorytméw kulinarnych”.

Algorytmika

Algorytmika to dziat informatyki, zajmujacy sie réznymi aspektami tworzenia i analizowania algorytmoéw,
przede wszystkim w odniesieniu do ich roli jako precyzyjnego opisu postepowania, majacego na celu znale-
zienie rozwigzania postawionego problemu. Algorytm moze by¢ wykonywany przez cztowieka, przez kompu-
ter lub winny sposéb, np. przez specjalnie dla niego zbudowane urzadzenie. W ostatnich latach postep w roz-
woju komputeréw i informatyki byt nierozerwalnie zwigzany z rozwojem coraz doskonalszych algorytméw.

Informatyka jest dziedzing zajmujaca sie rozwigzywaniem probleméw z wykorzystaniem komputeréw. O zna-
czeniu algorytmu w informatyce moze Swiadczyc¢ fakt, ze kazdy program komputerowy dziata zgodnie z ja-
kim$ algorytmem, a wiec zanim zadamy komputerowi nowe zadanie do wykonania powinnismy umie¢ ,,wy-
ttumaczyé” mu doktadnie, co ma robi¢. Bardzo trafnie to sformutowat Donald E. Knuth, jeden z najznakomit-
szych, zyjacych informatykdow:

Mowi sie czesto, ze cztowiek dotqd nie zrozumie czegos,
zanim nie nauczy tego — kogos innego.

W rzeczywistosci,

cztowiek nie zrozumie czegos naprawde,

zanim nie zdota nauczy¢ tego — komputera.

3Interesujaco ujatto ). Nievergelt — Jest tak, jakby na przyktad stonoga chciata wyjasnic, w jakiej kolejnosci wprawia w ruch
swoje nogi, ale z przerazeniem stwierdza, ze nie moze is¢ dalej.



<28> Informatyka +

Staramy sie, by prezentowane algorytmy byty jak najprostsze i by dziataty jak najszybciej. To ostatnie zagdanie moze
wydawac sie dziwne, przeciez dysponujemy juz teraz bardzo szybkimi komputerami i szybko$¢ dziatania proce-
soréw stale roénie (wedtug prawa Moore’a podwaja sie co 18 miesiecy). Mimo to istniejg problemy, ktérych obec-
nie nie jest w stanie rozwigzac zaden komputer i zwiekszenie szybkoSci komputeréw niewiele pomoze, kluczowe
wiec staje sie opracowywanie coraz szybszych algorytmoéw. Jak to ujat Ralf Gomory, szef oSrodka badawczego IBM:

Najlepszym sposobem przyspieszania komputeréw
jest obarczanie ich mniejszq liczbq dziatan.

Algorytmiczne rozwigzywanie probleméw

Komputer jest stosowany do rozwigzywania probleméw zaréwno przez profesjonalnych informatykéw, ktérzy
projektujg i tworzg oprogramowanie, jak i przez tych, ktérzy stosujg tylko technologie informacyjno-komuni-
kacyjna, czyli nie wykraczajg poza postugiwanie sie gotowymi narzedziami informatycznymi. W obu przypad-
kach ma zastosowanie podejscie do rozwigzywania probleméw algorytmicznych, ktéra polega na systema-
tycznej pracy nad komputerowym rozwigzaniem problemu i obejmuje caty proces projektowania i otrzymania
rozwigzania. Celem nadrzednym tej metodologii jest otrzymanie dobrego rozwigzania, czyli takiego, ktore jest:

m zrozumiate dla kazdego, kto zna dziedzine rozwigzywanego problemu i uzyte narzedzia komputerowe,

m poprawne, czyli spetnia specyfikacje problemu, a wiec doktadny opis problemu,

m efektywne, czyli niepotrzebnie nie marnuje zasobdw komputerowych, czasu i pamieci.

Ta metoda sktada sie z nastepujacych szesciu etapow:

1. Opis i analiza sytuacji problemowej. Na podstawie opisu i analizy sytuacji problemowej nalezy w petni zrozu-
mieé, na czym polega problem, jakie sg dane dla problemu i jakich oczekujemy wynikéw, oraz jakie sa moz-
liwe ograniczenia.

2. Sporzgdzenie specyfikacji problemu, czyli doktadnego opisu problemu na podstawie rezultatow etapu 1.

Specyfikacja problemu zawiera:
m opis danych,
opis wynikow,
m opis relacji (powigzah, zaleznosci) miedzy danymi i wynikami.

Specyfikacja jest wykorzystana w nastepnym etapie jako specyfikacja tworzonego rozwigzania (np. programu).

. Zaprojektowanie rozwigzania. Dla sporzadzonej na poprzednim etapie specyfikacji problemu, jest projekto-
wane rozwigzanie komputerowe (np. program), czyli wybierany odpowiedni algorytm i dobierane do niego
struktury danych. Wybierane jest takze Srodowisko komputerowe (np. jezyk programowania), w ktérym be-
dzie realizowane rozwiazanie na komputerze.

. Komputerowa realizacja rozwigzania. Dla projektu rozwiazania, opracowanego na poprzednim etapie, jest
budowane kompletne rozwigzanie komputerowe, np. w postaci programu w wybranym jezyku programowa-
nia. Nastepnie, testowana jest poprawnosé rozwigzania komputerowego i badana jego efektywnos¢ dziata-
nia na ré6znych danych.

5. Testowanie rozwigzania. Ten etap jest poSwiecony na systematyczng weryfikacje poprawnosci rozwigzania
i testowanie jego wtasnosci, w tym zgodnosci ze specyfikacja.

. Prezentacja rozwigzania. Dla otrzymanego rozwigzania nalezy jeszcze opracowac dokumentacje i pomoc dla
(innego) uzytkownika. Caty proces rozwigzywania problemu koficzy prezentacja innym zainteresowanym
osobom (uczniom, nauczycielowi) sposobu otrzymania rozwigzania oraz samego rozwigzania wraz z doku-
mentacja.

w
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Chociaz powyzsza metodologia jest stosowana gtéwnie do otrzymywania komputerowych rozwigza#, ktére
majg postac programdw napisanych w wybranym jezyku programowania, moze by¢ zastosowana réwniez do
otrzymywania rozwigzan komputerowych wiekszosci probleméw z obszaru zastosowan informatyki i postu-
giwania sie technologia informacyjno-komunikacyjna, czyli gotowym oprogramowaniem.

Dwie uwagi do powyzszych rozwazah.
Uwaga 1. Wszyscy, w mniejszym lub wiekszym stopniu, zmagamy sie z problemami, pochodzacymi z réz-
nych dziedzin (przedmiotdw). W naszych rozwazaniach, problem nie jest jednak wyzwaniem nie do pokona-
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nia, przyjmujemy bowiem, ze problem jest sytuacja, w ktorej uczefi ma przedstawic jej rozwigzanie bazujac na
tym, co wie, ale nie ma powiedziane, jak to ma zrobi¢. Problem na og6t zawiera pewng trudno$¢, nie jest ru-
tynowym zadaniem. Na takie sytuacje problemowe rozszerzamy pojecie problemu, wymagajacego przedsta-
wienia rozwigzania komputerowego.

Uwaga 2. W tych rozwazaniach rozszerzamy takze pojecie programowania. Jak powszechnie wiadomo, kom-
putery wykonuja tylko programy. Uzytkownik komputera moze korzystac z istniejacych programéw (np. za
pakietu Office), a moze takze postugiwac sie wtasnymi programami, napisanymi w jezyku programowania,
ktéry ,rozumiejg” komputery. W szkole nie ma zbyt wiele czasu, by uczy¢ programowania, uczniowie tez nie
sg odpowiednio przygotowani do programowania komputeréw. Istnieje jednak wiele sposobnosci, by ksztat-
ci¢ zdolnosé komunikowania sie z komputerem za pomoca programéw, ktére powstaja w inny sposéb niz za
pomoca programowania w wybranym jezyku programowania. Szczeg6lnym przypadkiem takich programéw
jest oprogramowanie edukacyjne, ktére stuzy do wykonywania i $ledzenia dziatania algorytméw. ,,Programo-
wanie” w przypadku takiego oprogramowania polega na dobieraniu odpowiednich parametréw, ktére maja
wptyw na dziatanie algorytméw i tym samym umozliwiaja lepsze zapoznanie sie z nimi.
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W projekcie Informatyka +, poza wyktadami i warsztatami,

przewidziano nastepujgce dziatania:

= 24-godzinne kursy dla ucznidow w ramach modutéw tematycznych
= 24-godzinne kursy metodyczne dla nauczycieli, przygotowujgce
do pracy z uczniem zdolnym
= nagrania 60 wyktadow informatycznych, prowadzonych
przez wybitnych specjalistow i nauczycieli akademickich
= konkursy dla uczniéw, trzy w ciggu roku
= udziat uczniéw w pracach két naukowych
= udziat uczniéw w konferencjach naukowych

= obozy wypoczynkowo-naukowe.

Szczegbtowe informacje znajduja sie na stronie projektu

www.informatykaplus.edu.pl
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