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@ wyjasnienie nazwy:
e binarne — kazdy wierzchotek ma co najwyzej 2 synéw
e pelne — liscie znajduja sie tylko na 2 poziomach przy
czym te na nizszym poziomie sg ,z jednej strony”

@ wierzchotki numerujemy jak na rysunku
@ w wierzchotkach bedziemy trzymali liczby
@ heap[i] — wartos¢ w i-tym wierzchotku
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Tablica

Dlaczego taka numeracja jest wygodna?
@ lewy syn x to 2x
@ prawy syn x to 2x + 1
@ ojciec x to |x/2|
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Kopcem hazywamy petne drzewo binarne, ktére posiada
wiasnos¢ kopca, tzn. kazdy wierzchotek ma przypisang
warto$¢ nie wigkszg niz jego synowie.

Innymi stowy, dla wszystkich x zachodzi

heap[|x/2]] < heap|x].
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Jak doda¢ element do kopca?

@ dodajemy element na koniec tablicy (wtasno$¢ kopca
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dodawanie

Proces przenoszenia elementu kopca coraz wyzej w celu
przywrocenia wtasnosci kopca nazywamy kopcowaniem w
gére (HeapUp). W notatkach znajduje sie implementacja
wstawiania elementu do kopca.
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Jak znalez¢ minimum w kopcu?

Minimum znajduje sie oczywiscie z korzeniu, czyli w
heapl1].
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HeapDown

Proces przenoszenia elementu kopca coraz nizej w celu
przywrocenia wtasnosci kopca nazywamy kopcowaniem w
dét (HeapDown). W notatkach znajduje sig
implementacja usuwania korzenia z kopca.

usuwanie
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W jaki sposéb mozemy usungé element na danej pozycji
(niekoniecznie korzen)?

Rozwiagzanie

Postgpimy podobnie jak w przypadku korzenia:

@ w miejsce usuwanego elementu wstawiamy ostatni
element

© kopcujemy nowy element w gére
© kopcujemy nowy element w dét
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Analiza ztozonosci

Wszystkie opisane operacje dziatajg w czasie
proporcjonalnym do wysokosci kopca, ktéra jest
logarytmiczna wzgledem ilosci elementéw w kopcu.
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Problem
Jak mozna wykorzysta¢ kopiec do uzyskania szybkiego —
O(nlog n) algorytmu sortowania?

heapsort

Rozwigzanie

Elementy tablicy, ktérg chcemy posortowa¢ wrzucamy do
kopca a nastepnie dopoki kopiec nie jest pusty, to
wypisujemy minimum i je usuwamy.
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Inne zastosowanie kopca

Jednym z najczesciej spotykanych zastosowan kopca jest
uzycie go do przyspieszenia algorytmu Dijkstry. Na

Dijestra poczatku przypomnimy ten algorytm.
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@ dla kazdego v € V ustaw dis[v] = co
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Dijkstra

waskie gardto: tg operacje wykonujemy O(|V|) razy a
dotychczas zabierata ona czas O(| V)
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Jak to przyspieszy¢?

@ chcieliby$my trzyma¢ w kopcu wierzchotki
nieodwiedzone i méc szybko wyciggac z niego
wierzchotek x o najmniejszej wartosci dis[x]

@ mozemy trzymac¢ w kopcu numery wierzchotkéw grafu

@ przy kopcowaniu musimy wéwczas poréwnywac

sastsovarie opoa odpowiednie wartosci w tablicy dis a nie bezposrednio
wartosci trzymane w kopcu (dis[x] bedziemy nazywac
priorytetem wartosci x)

@ problem: priorytety moga ulega¢ zmianie (ale tylko
malec), co moze zaburzy¢ wtasnos¢ kopca
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Jak znalez¢ element w kopcu?

Kopiec,
wykorzystanie

do Dilkstry Problem

Za kazdym razem, gdy priorytet jakiego$ elementu sie
zmniejszy musimy wykona¢ kopcowanie tego elementu w
gére. Umiemy jednak wykonywa¢ kopcowanie jedynie
elementu na danej pozyciji (a nie o danej wartosci). Jak
rozwigzac ten problem?

Rozwigzanie

Oprécz tablicy heap, bedziemy trzymali tablice where, gdzie
where[x] oznacza pozycje w kopcu wartosci x, tzn.
heap[where[x]] = x. Przyjmujemy where[x] = 0, jesli w
kopcu nie ma elementu x. Tablice t¢ musimy uaktualnia¢ za
kazdym razem, gdy przemieszczamy elementy w kopcu.
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@ nieodwiedzony wierzchotek o najmniejszej odlegtosci
mozemy znalez¢ teraz w czasie O(log | V()
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Analiza ztozonoSci

@ nieodwiedzony wierzchotek o najmniejszej odlegtosci
mozemy znalez¢ teraz w czasie O(log | V)
@ relaksacja krawedzi zajmuje teraz czas O(log | V), wiec

relaksacja wszystkich krawedzi zajmuje czas
O(|E|log|V]) i taka tez jest ztozono$¢ catego algorytmu
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Inne rozwigzanie

@ przedstawimy teraz rozwigzanie, ktére korzysta ze
zwyktego kopca (bez operacji zmiany priorytetu)

@ do kopca bedziemy wrzucac pary (dis[x], x)

@ przyjmujemy porzadek leksykograficzny na parach, tzn.
(x,y) < (a,b)wtw. x <aVv(x=aAy<b)

@ najmniejszy element w kopcu, odpowiada wowczas
wierzchotkowi 0 najmniejszej odlegtosci
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Problem
Co zrobic jesli warto$¢ dis|x] sie zmieni?

Rozwigzanie

Wrzucamy do kopca nowa pare (dis[x], x). Przy takim
podejsciu w kopcu beda znajdowaty sie $mieci —
nieaktualne pary postaci (d, x), gdzie d > dis[x]. Pary takie
po prostu pomijamy przy wycigganiu ich z kopca.
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Algorytm Dijkstry z kopcem:

@ dla kazdego v € V ustaw dis[v] =

© ustaw dis[s] =0

© wrzu¢ do kopca pare (0, s)

© dopdki kopiec nie jest pusty
@ wyciagnij najmniejszg pare z kopca, oznaczmy ja (d, v)
@ jesli d > dis[v] to powrd¢ do pkt. 4
© zrelaksuj wszystkie krawedzie wychodzace z v, jesl

poprawia to odlegto$¢ do wierzchotka x, to wrzu¢ pare
(dis[x], x) do kopca
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@ w tym przypadku rozmiar kopca wynosi O(|E|) a nie
o(lV1)
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O(|E|log | V1)
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Analiza algorytmu

@ w tym przypadku rozmiar kopca wynosi O(|E|) a nie
o(lV1)

@ nie wptywa to jednak na ztozonos¢, gdyz wynosi ona
O(|E|log |E|) = O(|E|log |V[?) = O(2|E|log |V|) =
O(|E[log | V1)

@ jest on nieznacznie prostszy w implementacji niz

poprzedni

@ nie wymaga kopca z operacjg zmiany priorytetu
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