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Wstep Drzewa rozpinajace

Mamy graf nieskierowany, wazony, wagi wieksze od 0.
Chcemy wybrac taki podzbiér krawedzi, zeby :

@ byta droga pomiedzy kazda parg wierzchotkéw
@ suma wag wybranych krawedzi byta minimalna
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Przyktad

Popatrzmy na ponizszg sie¢ potgczen i sprobujmy znalezé
drzewo rozpinajgce tej sieci.




Rozwigzanie

Drzewa
o W tym celu wypiszmy sobie wszystkie krawedzie
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Patrzymy na kolejne krawedzie z tej listy
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Patrzymy na kolejne krawedzie z tej listy

@ probujemy dodawac je do budowanego drzewa
rozpinajgcego

@ jesli dana krawedz tgczy dwa wierzchotki, miedzy
ktérymi nie byto drogi, to dodajemy ja do drzewa

@ jesli nie, to odrzucamy

@ kontynuujemy, az wszystkie wierzchotki beda
potaczone
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4

aktualna krawedz: 6 7 1

przychodzi krawedz 6 7 1, nie da sie jeszcze przejechaé
miedzy 6 a 7, dodajemy te krawedz
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aktualna krawedz: 3 5 1

przychodzi krawedz 3 5 1, jg tez dodajemy do budowanego
drzewa
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przychodzi krawedz 7 4 1, ale nie jest potrzebna, jest juz
droga miedzy 7 i 4
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Przyktad

aktualna krawedz: 1 2 2
krawedz 1 2 2 fgczy nie potgczone jeszcze wierchotki 1, 2
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Przyktad

aktualna krawedz: 2 4 2
krawedz 2 4 2 fgczy 2 i 4, nie byly one jeszcze potgczone




Drzewa
rozpinajace,
zbiory
roztaczne,

czas zamorty-

Przyktad

aktualna krawedz: 2 3 3
krawedz 2 3 3 tgczy niepotgczone dotad 21 3
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Hurra! Caly graf jest juz potaczony drzewem
rozpinajacym!
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Zbiory
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A skad wiadomo, ze..?

A skad wiadomo, ze wierzchotki sg w jednej spéjnej
sktadowej?
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A skad wiadomo, ze wierzchotki sg w jednej spéjnej
sktadowej?

Ea— @ do tej pory pomijalismy to milczeniem
roztgczne

@ wystarczyto spojrze¢ na rysunek

@ niestety ciezko wyttumaczy¢ komputerowi, zeby
spojrzat na rysunek
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Co potrzeba?

Potrzebna jest struktura danych, ktéra pozwala szybko
sprawdzi¢, czy dane dwa wierzchotki lezg w jednej
sktadowej oraz potrafigca szybko tgczyé dwa wierzchotki.
Innymi stowy potrzebujemy reprezentantentowaé rodzine
roztgcznych zbioréw wierzchotkdédw. Czasem bedziemy
taczyé dwa takie zbiory w jeden (dodanie krawedzi).
Czasem zas bedziemy zadawac pytanie, czy dane dwa
wierzchotki nalezg do tego samego zbioru.




Specyfikacja

Drzewa
rozpinajace,
zbiory 0 .
roziaczne, SpeCYﬂ kaCJa

czas zamorty-

zowany Mamy poczatkowo n zbioréw (np. po jednym zbiorze na
wierzchotek), m zapytan postaci ,Czy elementy x i y nalezg
do tego samego zbioru (zapytanie odpowiada krawedzi)
oraz co najwyzej n — 1 operacji scalenia zbioréw.
Wyr6zniamy dwie operacje:

Idea rozwigzania
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Specyfikacja

Drzewa
rozpinajace,
zbiory 0 .
roziaczne, SpeCYﬂ kaCJa

czas zamorty-

zowany Mamy poczatkowo n zbioréw (np. po jednym zbiorze na

wierzchotek), m zapytan postaci ,Czy elementy x i y nalezg

do tego samego zbioru (zapytanie odpowiada krawedzi)
oraz co najwyzej n — 1 operacji scalenia zbioréw.

Wyr6zniamy dwie operacje:

P @ FIND (x) - zwraca reprezentantentanta zbioru, do
ktérego nalezy x, przy czym dla dowolnych réznych
elementéw tego samego zbioru zwraca te same
elementy

@ UNION (x,vy) -jesli x iy nalezg do innych zbioréw, to
taczy je ze sobg
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Rozwigzanie 1

Mamy tablice reprezentant [1i], ktérej i-ta pozycja
zawiera informacje o reprezentantentancie zbioru, do
ktérego nalezy i. Poczatkowo dla kazdego i
reprezentant [i] == i.Jesli robimy UNION (i, j),to
podmieniamy wszystkie wystgpienia wartosci
reprezentant []j] poprzez reprezentant [i].
Operacja FIND (i) zwraca reprezentant [i].
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@ bardzo szybkie sprawdzanie, czy dane dwa elementy
sa w jednym zbiorze O(1)
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@ bardzo szybkie sprawdzanie, czy dane dwa elementy
sa w jednym zbiorze O(1)

@ powolne taczenie dwdéch zbioréw O(n)

@ prosta implementacja
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@ bardzo szybkie sprawdzanie, czy dane dwa elementy
sa w jednym zbiorze O(1)

@ powolne taczenie dwdéch zbioréw O(n)

@ prosta implementacja

@ strasznie duzy czas catkowity O(n® + m) (wszystkie
operacje FIND i UNION)
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s ey~ Ml A jak mozna szybciej taczy¢?
@ trzymamy zbiory jako listy elementéw

@ dodatkowo kazdy element ma wskaznik na pierwszy
element listy, czyli na reprezentantentanta

@ zawsze pamietamy rozmiar takiej listy

@ tgczenie takich dwaoch list odbywa sie na zasadzie
,doklej maty do duzego”, czyli do wiekszego zbioru
doklejamy na koniec mniejszy, i w tym mniejszym
zbiorze modyfikujemy wskazniki na
reprezentantentanta
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S @ szybki czas sprawdzania, czy dwa elementy nalezg do
jednego zbioru O(1)

@ fgczenie jest szybsze, bo jesli jakiemus elementowi
podmieniamy wskaznik na reprezentantentanta, to
nagle ten element znajduje sie w zbiorze co najmniej
dwa razy wiekszym

@ wniosek? kazdy element ma podmieniany wskaznik co
najwyzej O(log n) razy

@ caly czas fgczenia wynosi wigc O(nlog n), wiec
zamortyzowany czas przeznaczony na jedng operacje
UNION wynosi O(log n)

@ taczny czas dziatania O(nlog n+ m)
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Trzymamy rodzine zbioréw roztgcznych jako las drzew

@ kazdy element oprocz korzenia w drzewie ma wskaznik
do jakiego$ elementu wyzej

@ jesli jest korzeniem, to ma wskaznik sam do siebie

@ reprezentantentantem zbioru jest korzen drzewa
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Trzymamy rodzine zbioréw roztgcznych jako las drzew

@ kazdy element oprocz korzenia w drzewie ma wskaznik
do jakiego$ elementu wyzej

@ jesli jest korzeniem, to ma wskaznik sam do siebie

@ reprezentantentantem zbioru jest korzen drzewa

@ scalanie = podpigcie korzenia jednego drzewa do
drugiego drzewa
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A jak zrobimy UNION(b,f), to wyglada tak:

o o
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@ dla kazdego elementu z kazdego zbioru trzymamy
range, ktora jest wysokoscig drzewa, czyli odlegtoscig

najdalszego elementu od korzenia

Rozwiazanie 3




Optymalizacja 1

Drzewa
rozpinajace,
zbiory
roztaczne,

czas zamorty-

@ dla kazdego elementu z kazdego zbioru trzymamy
range, ktora jest wysokoscig drzewa, czyli odlegtoscig
najdalszego elementu od korzenia
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@ dla kazdego elementu z kazdego zbioru trzymamy
range, ktora jest wysokoscig drzewa, czyli odlegtoscig
najdalszego elementu od korzenia

@ scalanie zbioréw robimy podpinajgc do drzewa o
wigkszej randze drzewo o0 mniejszej randze

@ jesli rangi sg réwne, to podpinamy jakkolwiek i
zwigkszamy range w korzeniu drzewa, do ktérego

podpieliSmy




Koszt czasowy

Drzewa
rozpinajace,
zbiory
roztaczne,

czas zamorty-
zowany Koszt czasowy
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@ w omoéwionej dotgd implementacji koszt czasowy

zapytania FIND jest logarytmiczny (warto zastanowic
sie dlaczego!)

@ koszt operacji UNTON to dwie operacje FIND plus czas
podmienienia wskaznika, czyli w sumie logarytmicznie
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szyboiei! -

Rozwiazanie 3




Koszt czasowy

Drzewa
rozpinajace,
zbiory
roztaczne,
czas zamorty-
zowany

Koszt czasowy

@ w omoéwionej dotgd implementacji koszt czasowy
zapytania FIND jest logarytmiczny (warto zastanowic
sie dlaczego!)

@ koszt operacji UNTON to dwie operacje FIND plus czas
podmienienia wskaznika, czyli w sumie logarytmicznie

@ catkowity koszt dziatania takiej struktury to O(mlog n),
czyli dos¢ duzo




Koszt czasowy
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@ w omoéwionej dotgd implementacji koszt czasowy
zapytania FIND jest logarytmiczny (warto zastanowic

sie dlaczego!)
@ koszt operacji UNTON to dwie operacje FIND plus czas
podmienienia wskaznika, czyli w sumie logarytmicznie
@ catkowity koszt dziatania takiej struktury to O(mlog n),
czyli dos¢ duzo

@ na szczescie jest jeszcze ..
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operacji FIND

@ skoro juz musimy tyle chodzi¢ w operacji FIND,
mozemy poskracac Sciezki, czyli po prostu wszystkie
napotkane na drodze wierzchotki podpig¢ do korzenia
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CZQE%E%@_ @ kazdy element najlepiej czuje sig blisko korzenia, bo
zowany wtedy nie trzeba za duzo chodzi¢ po wskaznikach w
operacji FIND

@ skoro juz musimy tyle chodzi¢ w operacji FIND,
mozemy poskracac Sciezki, czyli po prostu wszystkie
napotkane na drodze wierzchotki podpig¢ do korzenia

@ catkowity czas dziatania struktury to O(mlog™* n), gdzie
log® n oznacza wysokos$¢ stosu poteg dwojek
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22222 _ 065536




Kompresja Sciezek

Drzewa . Z o0 o
rozpinajace, Kompresja sciezek

zbiory

Mis 2ol @ kazdy element najlepiej czuje sig blisko korzenia, bo
zowany wtedy nie trzeba za duzo chodzi¢ po wskaznikach w
operacji FIND

@ skoro juz musimy tyle chodzi¢ w operacji FIND,
mozemy poskracac Sciezki, czyli po prostu wszystkie
napotkane na drodze wierzchotki podpig¢ do korzenia

@ catkowity czas dziatania struktury to O(mlog™* n), gdzie
log® n oznacza wysokos$¢ stosu poteg dwojek

Da sig jeszcze

B potrzebnych do zbudowania n. Np. log*2 = 1,

2
log* 22 = 2, log* 22° = 3,log* 22°" = 4, itd. Warto$é
22222 _ 065536

@ dla zainteresowanych: dowéd tego faktu we
~Wprowadzeniu do algorytmoéow".




Podsumowanie

Drzewa
rozpinajace,
zbiory
roztaczne,
czas zamorty-
zowany

Podsumowanie

Korzystajgc z przedstawionego algorytmu budowania
drzewa rozpinajgcego, przy uzyciu Rozwigzania 3, do
reprezentowania zmieniajacych sie w czasie spojnych
sktadowych budujemy drzewo rozpinajace w czasie
O(mlog m).
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