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Rekurencja

Algorytm rekurencyjny:

@ rozwigzuje problem przez rozwigzanie pewnej liczby
prostszych przypadkéw tego samego problemu

@ zapisujemy za pomoca funkcji rekurencyjnej, czyli
wywotujacej samg siebie

@ przyktadem moze by¢ omoéwione wczesniej sortowanie
przez scalanie
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@ F,— n-taliczba Fibonacciego
(*] Fo = F1 =1
Fn=F, 1+ Fp2dan>1

n \ 01 2 3 45 6 7

F,,\1123581321
@ zwigzek z krélikami

Obliczanie F, — 1. podejscie
int fib (int n) {
if(n <= 1) return 1;

return fib(n-1)+fib (n-2);
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Analiza ztozonoSci

@ policzmy ile razy wywotamy £ib (0) lub £ib (1) liczac
fib (n)

liczgc fib (
liczgc fib (
(
(

° ) lub £ib (1) zrobimy jedno wywotanie
°

@ liczac fib

o

°

°

0
2) zrobimy 2 wywotania
3) zrobimy 3 wywotania
liczac fib (4
liczac £ib (n) zrobimy F, wywotan

) zrobimy 5 wywotan ...

sprébujmy jako$ oszacowac tg liczbe




Liczby Fibonacciego

Rekurencja i
poszukiwanie
z nawrotami

Jak szybko rosng?

Liczby Fibonacciego rosng wyktadniczo. Dowod:




Liczby Fibonacciego

Rekurencja i
poszukiwanie
z nawrotami

Jak szybko rosng?

Liczby Fibonacciego rosng wyktadniczo. Dowod:
o Fn+1 > Fn




Liczby Fibonacciego

Rekurencja i
poszukiwanie
z nawrotami

Jak szybko rosng?

Liczby Fibonacciego rosng wyktadniczo. Dowod:
o Fn+1 > Fn
Q Frio=Fp1+ Fn=2F+ Foq > 2F,




Liczby Fibonacciego

Rekurencja i
poszukiwanie
z nawrotami

Jak szybko rosng?

Liczby Fibonacciego rosng wyktadniczo. Dowod:
o Fn+1 > Fn
Q Frio=Fp1+ Fn=2F+ Foq > 2F,

Q Fonio > Foniq = 2"Fy = 2" (czyli Fj, rosng co najmniej
wyktadniczo)




Liczby Fibonacciego

Rekurencja i
poszukiwanie
z nawrotami

Jak szybko rosng?

Liczby Fibonacciego rosng wyktadniczo. Dowod:
o Fn+1 > Fn
Q Frio=Fp1+ Fn=2F+ Foq > 2F,
Q Fonio > Foniq = 2"Fy = 2" (czyli Fj, rosng co najmniej
wyktadniczo)
Q Foi1 < 2F,, wiec F, < 27 (czyli F, rosng co najwyzej
wyktadniczo)
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@ nie trzeba liczy¢ tych samych wartosci wielokrotnie
@ mozemy zapisywac juz policzone wartosci w tablicy

Liczby Fibonacciego

Obliczanie F, — 2. podejscie

int fib[MAXN+1];

fib[0]=fib[1]=1;

for (int n=2;n<=MAXN; n++)
fib[n]=fib[n-1]+fib[n-21];
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Jak to poprawic¢?
@ nie trzeba liczy¢ tych samych wartosci wielokrotnie
@ mozemy zapisywac juz policzone wartosci w tablicy

Obliczanie F, — 2. podejscie

int fib[MAXN+1];

fib[0]=fib[1]=1;

for (int n=2;n<=MAXN; n++)
fib[n]=fib[n-1]+fib[n-2];

Ztozono$¢: O(n)
Whiosek: rekurencja nie zawsze jest najlepszg metoda
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Najwiekszy wspdlny dzielnik

@ Najwiekszym Wspdlnym Dzielnikiem (NWD) dwéch
liczb naturalnych ai b nazywamy najwieksza liczbe
naturalng dzielgcag zaréwno ajak i b.

@ przyktadowo NWD(35,20) =5

@ jak policzy¢ NWD(a, b)?

@ mozna sprawdzi¢ wszystkie liczby 1,2,... min(a, b) —
ztozono$¢ O(min(a, b))
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int nwd(int a, int b) {
if (b == 0) return a;
return nwd (b, a%b);
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Algorytm Euklidesa

int nwd(int a, int b) {
if (b == 0) return a;
return nwd (b, a%b);

}

<

Przyktad dziatania

nwd (20, 35) =nwd (35, 20) =nwd (20, 15)
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Algorytm Euklidesa

int nwd(int a, int b) {
if (b == 0) return a;
return nwd (b, a%b);

}

<

Przyktad dziatania

nwd (20, 35) =nwd (35, 20) =nwd (20, 15) =nwd (15, 5)
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Algorytm Euklidesa

int nwd(int a, int b) {
if (b == 0) return a;
return nwd (b, a%b);

Przyktad dziatania

nwd (20, 35) =nwd (35, 20) =nwd (20, 15) =nwd (15, 5)
=nwd (5, 0)
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Algorytm Euklidesa

int nwd(int a, int b) {
if (b == 0) return a;
return nwd (b, a%b);

Przyktad dziatania

nwd (20, 35) =nwd (35, 20) =nwd (20, 15) =nwd (15, 5)
=nwd (5, 0) =5
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if (b == 0) return a;
return nwd (b, a%b);
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Najwiekszy wspolny dzielnik

Reki ja i 0
sossukmaric [ Algorytm Euklidesa
z nawrotami
int nwd(int a, int b) {

if (b == 0) return a;
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int nwd(int a, int b) {

if (b == 0) return a;
return nwd (b, a%b);

}

v

Dlaczego to dziata?

@ nie liczac pierwszego wywotania zachodzi b < a

@ wowczas wartos¢ b maleje przy kazdym wywotaniu,
wiec algorytm sie zatrzymuje
@ zachodzi NWD(a, b) = NWD(b,a mod b); dowdd:
@ niecha=b-n+m,gdziem< b
@ chcemy wykazac, ze NWD(b - n+ m, b) = NWD(b, m)
© wspolne dzielniki b- n+ mi b dzielg tez m
© wspdine dzielniki bi m dzielgtez b-n+ m
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Algorytm Euklidesa dziata w czasie O(log min(a, b)). Dowod
pomijamy.
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B I

Problem

@ mamy 3 kotki i n krazkéw roznej Srednicy
@ sytuacje poczatkowg przedstawia rysunek

@ zadanie pole na przetozeniu wszystkich krgzkéw na
prawy kotek

@ mozna przetozy¢ tylko jeden krgzek na raz
@ nie mozna ktas¢ krgzka wiekszego na mniejszy
@ oznaczmy krazki 1, 2, ...n; 1 — najmniejszy
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@ 1 mozemy przemieszczac bez problemu

@ aby przesung¢ 12 na 3. kotek, mozemy:

@ przesunaé 1 na 2. kotek
@ przesunat 2 na 3. kotek
© przesunaé 1 na 3. kotek

@ aby przesung¢ 123 na 3. kotek, mozemy:

@ przesungé 12 na 2. kotek (rekurencyjnie)
@ przesunat 3 na 3. kotek
© przesunaé 12 na 3. kotek (rekurencyjnie)
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Czy da sie ustawi¢ na szachownicy 8 hetmanéw, tak aby nie
atakowaty sie wzajemnie? Hetman atakuje wszystkie pola
lezgce w tym samym wierszu, kolumnie lub na tej same;j
Backtracking przekqtn ej .

Zbioér rozwigzan

Jest to typowy problem w ktérym mamy pewien zbior
mozliwych rozwigzan — zbiér ustawien 8 hetmanéw na
szachownicy i szukamy jednego lub wszystkich rozwigzan,
ktére spetniajg jakis warunek — w tym przypadku hetmany
sie nie atakuja.
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Rozwigzanie

@ najprostszym rozwigzaniem jest sprawdzenie
wszystkich mozliwych rozstawien hetmanéw

@ zauwazmy jednak, ze jesli pierwsze dwa postawione
hetmany sie atakujg, to nie ma sensu prébowac
rozstawiC pozostatych 6, gdyz taki uktad nigdy nie
spetni naszych warunkdéw

@ mozemy konstruowaé rozwigzanie, zaczynajac od
pustej planszy i rozbudowujac je o kolejne hetmany

@ kiedy jednak dwa juz postawione hetmany beda sie bity
to mozemy poming¢ taka konfiguracje

Backtracking

v
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Szczeg6ty implementacyjne
@ w kazdym wierszu moze sta¢ co najwyzej jeden hetman
Backtracking @ aktualne rozwigzanie mozemy trzymac jako tablice 8

liczb; het[i] oznacza potozenie hetmana w i-tym
wierszu

@ bedziemy dostawia¢ kolejne hetmany w kolejnych
wierszach, dzieki czemu kazde rozstawienie hetmanéw
bedziemy mogli otrzymaé tylko na jeden sposéb
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Implementacja

Backtracking — -
Program rozstawiajacy 8 hetmandw na szachownicy

znajduje sie w notatkach.
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Dlaczego warto stosowac¢ backtracking?

@ dzieki pomijaniu catych grup rozwigzan wystarczy
przejrze¢ o wiele mniej konfiguracji niz w rozwigzaniu
brutalnym

@ w przypadku problemu 8 hetmandw uzywajac
przeszukiwania z nawrotami mozna przy odrobinie

cierpliwosci znalez¢ poprawne ustawienie bez uzycia
komputera

Backtracking

@ pomimo trudno$ci oszacowania ztozonos$ci rozwigzan
opartych na poszukiwaniu z nawrotami, zazwyczaj
dziatajg one duzo szybciej niz rozwigzania brutalne
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z nawrotami , A .
Poréwnanie 3 technik

@ omowiliSmy juz 3 wazne techniki programowania:
@ backtracking
@ programowanie dynamiczne
e algorytmy zachtanne

Backtracking
@ backtracking jest zazwyczaj najwolniejszy, ale ma

najszersze zastosowania

@ programowanie dynamiczne jest zazwyczaj szybsze,
ale skonstruowanie rozwigzania opartego o tg technike
moze by¢ trudniejsze lub czasami niemozliwe

@ algorytmy zachtanne sg zazwyczaj najszybsze, ale
majg najbardziej ograniczone zastosowanie
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poszukiwanie Problem
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W jaki sposdb mozna szukac rozwigzan Sudoku 9x97?
Zwr6¢ uwage na brak mozliwosci zastosowania algorytmu
brutalnego z powodu olbrzymiej iloSci potencjalnych
rozwigzan.

Backtracking

Rozwigzanie

@ konfiguracje mozemy trzymac jako dwuwymiarowg
tablice 9x9 zawierajgcg liczby w kolejnych komdérkach

@ w kolejnych krokach bedziemy dopisywac¢ liczby w
kolejnych wolnych polach wierszami od géry (a w
obrebie wiersza od lewej)

@ przed wpisaniem liczby w puste pole, bedziemy
wyznaczali liczby, ktére mozemy tam wpisac
przegladajgc odpowiedni wiersz, kolumne i kwadrat 3x3
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