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Cykl Eulera to cykl, ktéry przechodzi przez wszystkie
krawedzie grafu doktadnie raz.
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Wstep

@ czy graf posiada cykl Eulera? (czy jest tzw.
eulerowski)

@ jak znalez¢ dowolny cykl Eulera?
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Dlaczego ponizszy graf nie posiada cyklu Eulera?

v

Warunki konieczne:

@ parzysto$c¢ stopni wierzchotkéw
@ spdjnosc
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Podane warunki sg dostateczne!
@ dowdd przez indukcje wzgledem ilosci krawedzi
@ baza: dla grafu bez krawedzi zachodzi

@ krok indukcyjny: zaczynamy z dowolnego wierzchotka v
i poruszamy sie az trafimy znéwdo v ...
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Co dalej?

@ dlaczego trafilismy do v?

@ w pozostatej czesci grafu cykl Eulera istnieje —
(7,1,2,3,4,2,7)
@ taczymy oba cykle — (7,5,4,6,7,1,2,3,4,2,7)
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@ Sciezka Eulera — $ciezka przechodzaca przez kazdag
krawedz doktadnie raz nie bedgca cyklem

@ graf musi by¢ spéjny

@ niech pi k bedg poczatkiem i koncem $ciezki Eulera

@ po dodaniu krawedzi tagczacej p i k otrzymujemy graf
eulerowski

@ zatem w grafie muszg istnie¢ doktadnie dwa wierzchofki
nieparzystego stopnia

v
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Warunki konieczne:
@ z wierzchotka nr. 1 da sie doj$é do kazdego innego

@ do kazdego wierzchotka wchodzi tyle samo krawedzi ile
Z niego wychodzi

@ powyzsze warunki sg dostateczne
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@ umiemy juz sprawdzi¢ czy cykl Eulera istnieje, ale jak
go znalez¢?

@ stuzy do tego algorytm Fleury’ ego, kiéry dziata
troche na zasadzie opisanego dowodu

@ dziata zaréwno dla graféw skierowanych jak i
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@ umiemy juz sprawdzi¢ czy cykl Eulera istnieje, ale jak
go znalez¢?

@ stuzy do tego algorytm Fleury’ ego, kiéry dziata
troche na zasadzie opisanego dowodu

@ dziata zaréwno dla graféw skierowanych jak i
nieskierowanych

@ jest rekurencyjny
@ zaczynamy od dowolnego wierzchotka
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@ dopdki istnieje krawedz z v:
@ usun tg krawedz i przetworz wierzchotek do ktérego
prowadzita
@ wypisz v
@ wypisane wierzchotki czytane w odwrotnej kolejnosci
tworzg cykl Eulera (pierwszy wierzchofek nie jest
powtdrzony na koncu)

@ dlaczego to dziata? popatrzmy na przyktad
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Usuwanie krawedzi

@ dla macierzy sgsiedztwa — fatwe
@ dla list sgsiedztwa:
o dla graféw skierowanych — metoda pop_back ()
o dla graféw nieskierowanych — a co z krawedzig "w
drugaq strone"?
@ problem ten pominiemy do czasu az poznamy klase
set
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Implementacja

Implementacja algorytmu Fleury’ego znajduje sie w
notatkach.
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Analiza ztozonos$ci — lista sgsiedztwa:

Po kazdej krawedzi przechodzimy doktadnie raz —
ztozonos¢ O(|El).
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@ przyktad grafu wazonego:
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Grafy wazone

@ owe liczby bedziemy nazywac waga, dtugoscia albo
kosztem krawedzi

@ dtugosc¢ Sciezki to suma dtugosci jej krawedzi
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@ jaka jest najkrotsza Sciezka z wierzchotka v do w?

@ jakie sg najkrotsze Sciezki z wierzchotka v do
wszystkich pozostatych wierzchotkéw?

@ jakie sg najkrotsze Sciezki pomiedzy wszystkimi parami
wierzchotkow?

’




Najkrétsze Sciezki

Grafy c.d. —
cykl Eulera,
algorytm
Dijkstry i
Bellmana-
Forda

Najkrotsze Sciezki
@ zazwyczaj nie da sie policzy¢ najkrotszej Sciezki z v do
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pozostatych wierzchotkéw
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Najkrotsze Sciezki
@ zazwyczaj nie da sie policzy¢ najkrotszej Sciezki z v do
w bez liczenia najkrétszych Sciezek z v do wszystkich
pozostatych wierzchotkéw

@ dlatego tez skupimy sie na liczeniu wszystkich
najkrétszych $ciezek z pojedynczego zrédta (oznaczmy
je s)

o’
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Zarys metody postepowania

@ w kazdej chwili obliczeh bedziemy trzymali pewne
Sciezki z s do pozostatych wierzchotkow
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@ w kazdej chwili obliczeh bedziemy trzymali pewne
Sciezki z s do pozostatych wierzchotkow
@ konkretniej bedziemy trzymali 2 tablice:
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Zarys metody postepowania

@ w kazdej chwili obliczeh bedziemy trzymali pewne
Sciezki z s do pozostatych wierzchotkow
@ konkretniej bedziemy trzymali 2 tablice:
e dis[v] — dtugo$¢ najkrétszej znalezionej Sciezki z s do
"4
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Zarys metody postepowania

@ w kazdej chwili obliczeh bedziemy trzymali pewne
Sciezki z s do pozostatych wierzchotkow
@ konkretniej bedziemy trzymali 2 tablice:
e dis[v] — dtugo$¢ najkrétszej znalezionej Sciezki z s do
v
@ ojc[v] — ostatni nie liczac v wierzchotek na najkroétszej
Sciezce z sdo v
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<

v |1 2 3 4 5 6
disjv] |41 o~ oo 73 29 0
oclv]| 86 x x 1 6

>
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Relaksacja krawedzi

Relaksacja krawedzi

@ podstawowag operacjg w rozwazanych algorytmach
bedzie relaksacja krawedzi
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e M Relaksacja krawedzi

@ podstawowag operacjg w rozwazanych algorytmach
bedzie relaksacja krawedzi

@ relaksacja krawedzi v — w polega na sprawdzeniu, czy
przejscie najkrotszg znang sciezkg z sdo v a
nastepnie krawedzig z v do w nie daje krotszej Sciezki
z s do w niz obecnie znana
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e M Relaksacja krawedzi

@ podstawowag operacjg w rozwazanych algorytmach
bedzie relaksacja krawedzi

@ relaksacja krawedzi v — w polega na sprawdzeniu, czy
przejscie najkrotszg znang sciezkg z sdo v a
nastepnie krawedzig z v do w nie daje krotszej Sciezki
z s do w niz obecnie znana

@ if dis[v]+waga(v,w) < dis[w]
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e M Relaksacja krawedzi

@ podstawowag operacjg w rozwazanych algorytmach
bedzie relaksacja krawedzi

@ relaksacja krawedzi v — w polega na sprawdzeniu, czy
przejscie najkrotszg znang sciezkg z sdo v a
nastepnie krawedzig z v do w nie daje krotszej Sciezki
z s do w niz obecnie znana

@ if dis[v]+waga(v,w) < dis[w]

o dis[w]=dis[v]+waga(v,w)




Relaksacja krawedzi

Grafy c.d. —
cykl Eulera,
algorytm
Dijkstry i

e M Relaksacja krawedzi
@ podstawowag operacjg w rozwazanych algorytmach
bedzie relaksacja krawedzi

@ relaksacja krawedzi v — w polega na sprawdzeniu, czy
przejécie najkrétszg znang $ciezkg z sdo v a
nastepnie krawedzig z v do w nie daje krotszej Sciezki
z s do w niz obecnie znana

@ if dis[v]+waga(v,w) < dis[w]

o dis[w]=dis[v]+waga(v,w)
e ojc[w]=v
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@ pokazemy teraz najbardziej znany algorytm liczenia
najkrotszych Sciezek z pojedynczego zrédta —
algorytm Di jkstry

Dikstra
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@ pokazemy teraz najbardziej znany algorytm liczenia
najkrotszych Sciezek z pojedynczego zrédta —
algorytm Di jkstry

@ algorytm ten Dziata tylko dla graféw o nieujemnych

wagach krawedzi
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i Algorytm Dijkstry

@ pokazemy teraz najbardziej znany algorytm liczenia
najkrotszych Sciezek z pojedynczego zrédta —
algorytm Di jkstry

@ algorytm ten Dziata tylko dla graféw o nieujemnych

wagach krawedzi

@ jest to zatozenie czesto spetnione, np. kiedy wagi
odpowiadajg odlegtosciom
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@ oznacz wszystkie wierzchotki jako nieodwiedzone
(vis[v] = false)

Dikstra
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@ oznacz wszystkie wierzchotki jako nieodwiedzone
(vis[v] = false)
@ dla kazdego v € V ustaw dis[v] = oo

Dikstra
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@ oznacz wszystkie wierzchotki jako nieodwiedzone
(vis[v] = false)

@ dla kazdego v € V ustaw dis[v] = oo

@ ustaw dis[s] =0

Dikstra
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@ oznacz wszystkie wierzchotki jako nieodwiedzone
(vis[v] = false)

@ dla kazdego v € V ustaw dis[v] = oo

@ ustaw dis[s] =0

@ dopoki istnieje nieodwiedzony wierzchotek o

skonczonej odlegtosci:
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@ oznacz wszystkie wierzchotki jako nieodwiedzone
(vis[v] = false)

@ dla kazdego v € V ustaw dis[v] = oo

@ ustaw dis[s] =0

@ dopoki istnieje nieodwiedzony wierzchotek o

skonczonej odlegtosci:

@ niech v bedzie wierzchotkiem nieodwiedzonym o
najmniejszej odlegtosci
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@ oznacz wszystkie wierzchotki jako nieodwiedzone
(vis[v] = false)

@ dla kazdego v € V ustaw dis[v] = oo

@ ustaw dis[s] =0

@ dopoki istnieje nieodwiedzony wierzchotek o

skonczonej odlegtosci:

@ niech v bedzie wierzchotkiem nieodwiedzonym o
najmniejszej odlegtosci
@ oznacz v jako odwiedzony
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@ oznacz wszystkie wierzchotki jako nieodwiedzone
(vis[v] = false)

@ dla kazdego v € V ustaw dis[v] = oo

@ ustaw dis[s] =0

@ dopdki istnieje nieodwiedzony wierzchotek o

skonczonej odlegtosci:

@ niech v bedzie wierzchotkiem nieodwiedzonym o
najmniejszej odlegtosci

@ oznacz v jako odwiedzony

o zrelaksuj wszystkie krawedzie wychodzace z v
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Tablice

v |1 2 3 4 5 6
disjv] | cc o0 oo oo oo 0
oclvl]| x x X X X X
visvl | O 0 0O O O O
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Tablice

v |12 5

3 4 6
dis[v] 4 1 o0 o0 oo 29 0
ojclv] X X X 6 X
vis[Vv] o 0 0o 1 O
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v

v |1 2 3 4 5 6
dis[v] 41 c© oo 50 29 0
ojc[v] X x 5 6 x
vis[v] o 0 o0 1 A1
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Tablice
v \1 2 3 4 5

6
disjv] | 41 92 oo 50 29 0
oclvl]| 6 1 x 5 6 X
visvl |1 0 O O 1 1




Algorytm Dijkstry

Grafy c.d. —
cykl Eulera,
algorytm
Dijkstry i
Bellmana-
Forda

Tablice
v \1 2 3 4 5

6
disfv] |41 82 86 50 29 0
oclvl]| 6 4 4 5 6 X
visv |10 O 1 1 1
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v

v |1 2 3 4 5 6
dis[v] |41 82 86 50 29 0
X

1

oclvl]| 6 4 4 5 6
visvl |11 0 1 1
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v

v |1 2 3 4 5 6
dis[v] |41 82 86 50 29 0
X

1

oclvl]| 6 4 4 5 6
vis[v] | 1 1 1 1 1
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Bellmana- Analiza ztozonosci — listy sgsiedztwa:

@ zlozono$¢ pamieciowa O(| V| + |E|)

Dikstra
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Bellmana- Analiza ztozonosci — listy sgsiedztwa:

@ zlozono$¢ pamieciowa O(| V| + |E|)

@ kazdag krawedz relaksujemy co najwyzej raz — czas
O(IE])

Dikstra
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Bellmana- Analiza ztozonosci — listy sgsiedztwa:

@ ztozonos$¢ pamieciowa O(|V| + |E|)

@ kazdag krawedz relaksujemy co najwyzej raz — czas
O(IEl)

@ O(|V]) razy wybieramy wierzchotek o najmniejszej
odlegtoéci, co zajmuje jednorazowo czas O(|V|), czyli
tacznie O(| V|?)
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Bellmana- Analiza ztozonosci — listy sgsiedztwa:

@ zlozono$¢ pamieciowa O(| V| + |E|)

@ kazdag krawedz relaksujemy co najwyzej raz — czas
O(|E[)

@ O(]V|) razy wybieramy wierzchotek o najmniejsze;j
odlegtoéci, co zajmuje jednorazowo czas O(|V|), czyli
tacznie O(| V|?)

@ zlozono$¢ czasowa O(|V|? + |E|) = O(|V|?)
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Bellmana- Analiza ztozonosci — listy sasiedztwa:

@ zlozono$¢ pamieciowa O(| V| + |E|)

@ kazdag krawedz relaksujemy co najwyzej raz — czas
O(IEl)

@ O(]V|) razy wybieramy wierzchotek o najmniejsze;j
odlegtoéci, co zajmuje jednorazowo czas O(|V|), czyli
tacznie O(| V|?)

@ zlozono$¢ czasowa O(|V|? + |E|) = O(|V|?)

@ da sie tg ztozonos¢ poprawic, ale o tym bedzie kiedy
indziej . ..
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Forda @ po rozpatrzeniu v warto$¢ dis[v] juz sie nie zmieni, bo
rozpatrujemy wierzchotki coraz bardziej odlegte od s

Dikstra
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Forda @ po rozpatrzeniu v warto$¢ dis[v] juz sig¢ nie zmieni, bo
rozpatrujemy wierzchotki coraz bardziej odlegte od s
@ udowodnimy, ze w momencie odwiedzania v najkrétsza

8ciezka z s do v ma dtugos$¢ dis|v]:

Dikstra
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i Dlaczego to dziata?
Bellmana- 0 s 7 . e . . . .
Forda @ po rozpatrzeniu v warto$¢ dis[v] juz sig¢ nie zmieni, bo
rozpatrujemy wierzchotki coraz bardziej odlegte od s
@ udowodnimy, ze w momencie odwiedzania v najkrétsza
8ciezka z s do v ma dtugos$¢ dis|v]:

e dowdd przez indukcje "w czasie"

Dikstra
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i Dlaczego to dziata?
Bellmana- 0 s 7 . e . . . .
Forda @ po rozpatrzeniu v warto$¢ dis[v] juz sig¢ nie zmieni, bo
rozpatrujemy wierzchotki coraz bardziej odlegte od s
@ udowodnimy, ze w momencie odwiedzania v najkrétsza
8ciezka z s do v ma dtugos$¢ dis|v]:
e dowdd przez indukcje "w czasie"
e baza — w momencie wejscia do s zachodzi dis[s] = 0

Dikstra
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B Dlaczego to dziata?

Bellmana-

Forda @ po rozpatrzeniu v warto$¢ dis[v] juz sie nie zmieni, bo
rozpatrujemy wierzchotki coraz bardziej odlegte od s
@ udowodnimy, ze w momencie odwiedzania v najkrétsza
8ciezka z s do v ma dtugos$¢ dis|v]:
e dowdd przez indukcje "w czasie"
e baza — w momencie wejscia do s zachodzi dis[s] = 0
Difsta o krok indukcyjny — zatézmy, ze odwiedzamy v:




Algorytm Dijkstry
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B Dlaczego to dziata?
Bellmana- 0 s 7 . e . . . .
Forda @ po rozpatrzeniu v warto$¢ dis[v] juz sig¢ nie zmieni, bo
rozpatrujemy wierzchotki coraz bardziej odlegte od s

@ udowodnimy, ze w momencie odwiedzania v najkrétsza
8ciezka z s do v ma dtugos$¢ dis|v]:
e dowdd przez indukcje "w czasie"

e baza — w momencie wejscia do s zachodzi dis[s] = 0
Difsta o krok indukcyjny — zatézmy, ze odwiedzamy v:

e najkrotsza Sciezka do v musi biec tylko przez juz
odwiedzone wierzchotki, bo v ma najnizszg wartos¢ w
tablicy dlis sposrod nieodwiedzonych wierzchotkow




Algorytm Dijkstry

Grafy c.d. —
cykl Eulera,
Igoryt 3
Dikstry Dlaczego to dziata?
Bellmana-

Forda @ po rozpatrzeniu v warto$¢ dis[v] juz sie nie zmieni, bo
rozpatrujemy wierzchotki coraz bardziej odlegte od s

@ udowodnimy, ze w momencie odwiedzania v najkrétsza
Sciezka z s do v ma dtugosc¢ dis[v]:
e dowdd przez indukcje "w czasie"

e baza — w momencie wejscia do s zachodzi dis[s] = 0
Difsta o krok indukcyjny — zatézmy, ze odwiedzamy v:

e najkrotsza Sciezka do v musi biec tylko przez juz
odwiedzone wierzchotki, bo v ma najnizszg wartos¢ w
tablicy dlis sposrod nieodwiedzonych wierzchotkow
jest wiec ona postaci (s, x1, . . ., Xp, v) dla odwiedzonych
Xi
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I .
B Dlaczego to dziata?

Bellmana-

Forda @ po rozpatrzeniu v warto$¢ dis[v] juz sie nie zmieni, bo
rozpatrujemy wierzchotki coraz bardziej odlegte od s

@ udowodnimy, ze w momencie odwiedzania v najkrétsza
Sciezka z s do v ma dtugosc¢ dis[v]:
e dowdd przez indukcje "w czasie"

e baza — w momencie wejscia do s zachodzi dis[s] = 0
Difsta o krok indukcyjny — zatézmy, ze odwiedzamy v:

e najkrotsza Sciezka do v musi biec tylko przez juz
odwiedzone wierzchotki, bo v ma najnizszg wartos¢ w
tablicy dlis sposrod nieodwiedzonych wierzchotkow
jest wiec ona postaci (s, x1, . . ., Xp, v) dla odwiedzonych
Xi
rozwazyli$my ja relaksujac krawedz x, — v
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Implementacja
Implementacja algorytmu Dijkstry znajduje sie w notatkach.

Dikstra
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Belmana- Sieci z ujemnymi wagami
@ przypomnijmy, ze algorytm Dijkstry nie dziat dla sieci z
ujemnymi wagami
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Diestry | T , .
elmana Sieci z ujemnymi wagami

@ takie sieci czasem pojawiajg si¢ w zadaniach, np:
Mamy n réznych przedmiotéw oraz informacje
o mozZliwych transakcjach postaci: "przedmiot
A mozna wymieni¢ na B zyskujgc/doptacajgc
C zt". Masz przedmiot nr. 1 a chcesz mie¢
przedmiot nr. n. lle musisz minimalnie wydac
lub ile mozesz maksymalnie zarobi¢?




Sieci z ujemnymi wagami
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Dijkstry i z g q , g
Belimana @ zastanbwmy sie co by sie stato, gdyby$smy szukali
orda . 7 Yo . . .
najkrétszych Sciezek w grafie z ujemnym cyklem o

sumie wag —c (¢ > 0)
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najkrétszych Sciezek w grafie z ujemnym cyklem o
sumie wag —c (¢ > 0)

@ niech v nalezy do takiego cyklu




Sieci z ujemnymi wagami
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e [l Ujemne cykle
Dijkstry i z g q , g
Belimana @ zastanbwmy sie co by sie stato, gdyby$smy szukali
orda . 7 Yo . . .
najkrétszych Sciezek w grafie z ujemnym cyklem o

sumie wag —c (¢ > 0)
@ niech v nalezy do takiego cyklu
@ jaka jest dtugos¢ najkrotszej Sciezki z v do v
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Sieci z ujemnymi wagami

Ujemne cykle

@ zastanéwmy sie co by sie stato, gdybysmy szukali
najkrétszych Sciezek w grafie z ujemnym cyklem o
sumie wag —c (¢ > 0)

@ niech v nalezy do takiego cyklu
@ jaka jest dtugos¢ najkrotszej Sciezki z v do v

@ jesli przejdziemy po cyklu to otrzymujemy Sciezke o
koszcie —c




Sieci z ujemnymi wagami
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e

BZEIEE};- @ zastandéwmy sie co by sie stato, gdyby$my szukali

najkrétszych Sciezek w grafie z ujemnym cyklem o

sumie wag —c (¢ > 0)

@ niech v nalezy do takiego cyklu

@ jaka jest dtugos¢ najkrétszej Sciezki z v do v

@ jesli przejdziemy po cyklu to otrzymujemy Sciezke o
koszcie —c

@ jesli przejdziemy po cyklu dwukrotnie to otrzymujemy
Sciezke o koszcie —2¢
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Dijkstry i , ; - . :
Bellmana- @ zastanowmy sie co by sig stato, gdybySmy szukali

rorce najkrétszych éciezek w grafie z ujemnym cyklem o
sumie wag —c (¢ > 0)

@ niech v nalezy do takiego cyklu

@ jaka jest dtugos¢ najkrotszej Sciezki z v do v

@ jesli przejdziemy po cyklu to otrzymujemy Sciezke o
koszcie —c

@ jesli przejdziemy po cyklu dwukrotnie to otrzymujemy
Sciezke o koszcie —2¢

@ jesli przejdziemy po cyklu trzykrotnie to otrzymujemy
Sciezke o koszcie —3c ...




Sieci z ujemnymi wagami

Grafy c.d. —

ok Evers. I Jiemne cykle
Dijkstry i L " - . :
Bellmana- @ zastanéwmy sie co by sie stato, gdyby$my szukali

rorce najkrétszych éciezek w grafie z ujemnym cyklem o
sumie wag —c (¢ > 0)

@ niech v nalezy do takiego cyklu

@ jaka jest dtugos¢ najkrotszej Sciezki z v do v

@ jesli przejdziemy po cyklu to otrzymujemy Sciezke o
koszcie —c

@ jesli przejdziemy po cyklu dwukrotnie to otrzymujemy
Sciezke o koszcie —2¢

@ jesli przejdziemy po cyklu trzykrotnie to otrzymujemy
Sciezke o koszcie —3c ...

@ widzimy, ze najkrotsza Sciezka z v do v nie istnieje!
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Algorytm Bellmana-Forda

@ dlatego tez zat6zmy, ze rozwazamy graf z ujemnymi
wagami, ale bez ujemnych cykili
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Algorytm Bellmana-Forda

@ dlatego tez zat6zmy, ze rozwazamy graf z ujemnymi
wagami, ale bez ujemnych cykili

@ do liczenia najkrétszych Sciezek w takim grafie mozemy
uzy¢ algorytmu Bellmana—-Forda
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Algorytm Bellmana-Forda:
@ dla kazdego v € V ustaw dis[v] = oo
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Algorytm Bellmana-Forda:

@ dla kazdego v € V ustaw dis[v] = oo
@ ustaw dis[s] =0
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Algorytm Bellmana-Forda:

@ dla kazdego v € V ustaw dis[v] = oo
@ ustaw dis[s] =0
@ powtérz | V| — 1 razy ponizszy krok:
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Algorytm Bellmana-Forda:

@ dla kazdego v € V ustaw dis[v] = oo

@ ustaw dis[s] =0

@ powtorz | V| — 1 razy ponizszy krok:
o zrelaksuj wszystkie krawedzie w dowolnej kolejnosci
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sktada sie z co najwyzej 2 krawedzi

@ po k-tym wykonaniu petli mamy policzone najkrétsze
Sciezki do wierzchotkoéw dla ktérych najkrétsza Sciezka
sktada sie z co najwyzej k krawedzi

@ najkrétsze Sciezki sktadaja sie z co najwyzej | V| — 1,
gdyz dtuzsze Sciezki zawierajg cykl o nieujemnej wadze
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Grafy c.d. —

Cyagl;gr:'ylﬁf Wykrywanie ujemnych cykli
ijkstry i

Selimana- @ zastanowmy sie co by sie stato, gdybySmy wykonali
|V|-ta iteracje petli

@ jesli uda nam sie cokolwiek zrelaksowaé, to wiemy, ze
w grafie istnieje ujemny cykl

@ jesli w grafie istnieje ujemny cykl, to uda nam sig cos
zrelaksowa¢ — gdyby$my nic nie zrelaksowali to
kolejne powtdrzenia petli tez nic by nie relaksowaty a
zatem pomimo dopuszczenia $ciezek sktadajgcych sie
z dowolnie wielu krawedzi nie otrzymali bySmy Sciezek
o dowolnie matym koszcie — sprzecznos¢

@ otrzymujemy zatem prosty test na sprawdzanie czy graf
zawiera ujemny cykl
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Implementacja

Implementacja algorytmu Bellmana-Forda znajduje sie w
notatkach.
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