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@ oto przyktadowy graf o 7 wierzchotkach i 8
krawedziach:
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Gdzie wystepuja grafy?

Grafy - Wpro-
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Przyktadowe zastosowania graféw:

Fodsauone piecs @ Mamy dang mape i chcemy wiedzie¢ czy z miasta A da
sie dojechac do miasta B.

@ Mamy dang mape i chcemy dowiedzie¢ sie jak
najszybciej mozna przejechaé z miasta A do miasta B.

@ Mamy dany zbiér zadan do wykonania i zbiér
pracownikéw. Dla kazdego zadania, wiemy, ktérzy
pracownicy potrafig je wykona¢. Chcemy wiedzie¢, czy
da sie przydzieli¢ kazdemu pracownikowi co najwyzej
jedno zadanie, tak aby wszystkie zadania zostaty
wykonane.
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@ V(G) - zbidr wierzchotkdw grafu G
@ E(G) - zbior krawedzi grafu G
@ notacja skrocona: Vi E
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Oznaczenia

e @ V(G) - zbiér wierzchotkéw grafu G
@ E(G) - zbior krawedzi grafu G

@ notacja skrocona: Vi E

@ przykfad:
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@ Sciezka tgczacag wierzchoftki vy i v, nazywamy cigag
(vo, w1, ..., Vn), taki, ze kazde dwa kolejne wierzchotki,
tego ciggu sg potgczone krawedzig

@ Sciezka (1,2, 3,4) taczaca wierzchotki 1 i 4:

1—2—3—6
N

|
5—4 7

@ dtugoscia $ciezki nazywamy ilos¢ krawedzi na tej
Sciezce; powyzsza $ciezka ma dtugosc 3

Podstawowe pojecia
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@ jest to Sciezka, ktorej wszystkie wierzchotki sg rézne
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wadzenie

Podstawowe pojecia

@ jest to Sciezka, ktorej wszystkie wierzchotki sg rézne
@ Sciezka (1,2,3,6,7,3,4), NIE beda droga, taczaca
wierzchotki 1 i 4:
1—2—3—6

RN

5—4 7
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Cykl

@ jest to Sciezka, ktorej pierwszy i ostatni wierzchotek sg
takie same
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Cykl
Podstawowe pojecia

@ jest to Sciezka, ktorej pierwszy i ostatni wierzchotek sg
takie same

@ przyktadowy cykl diugosci 4:
1—2—3—6

N

|
5—4 7
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Cykl
Podstawowe pojecia

@ jest to Sciezka, ktorej pierwszy i ostatni wierzchotek sg
takie same

@ przyktadowy cykl diugosci 4:
1—2—3—6
N

|
5—4 7

@ cykl prosty to cykl na ktérym wierzchotki sig nie
powtarzajg (nie liczac pierwszego i ostatniego)
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@ to liczba wychodzgcych z niego krawedzi
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Stopien wierzchotka

@ to liczba wychodzgcych z niego krawedzi
@ stopien wierzchotka i oznaczamy deg]i]

@ przyktadowy graf i stopnie poszczegdlnych
wierzchotkéw:
1—2—83—6
RN
5—4 7
i |1 2 3
degli] |1 3 4

Podstawowe pojecia

4 5 6 7
2 2 2 2
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@ graf nazywamy spéjnym, jesli istnieje Sciezka tgczaca
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@ graf nazywamy spéjnym, jesli istnieje Sciezka tgczaca
dowolne dwa jego wierzchotki
@ przyktad grafu spdjnego:
1—2—3—6
N

|
5—4 7

Podstawowe pojecia

@ przyktad grafu niespéjnego:
1—2 3—6
RN
4 7

5
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Multigraf

@ to graf w ktérym pare wierzchotkéw moze taczy¢ wiecej
niz jedna krawedz (tzw. krawedzie wielokrotne):
1—2—3—6
N

|
5—4 7
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Multigraf

@ to graf w ktérym pare wierzchotkéw moze taczy¢ wiecej
niz jedna krawedz (tzw. krawedzie wielokrotne):
1—2—3—6
N

|
5—4 7

@ lub zawierajgcy krawedz tgczacag wierzchotek z samym
sobg (tzw. petla):
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@ to graf ktérego krawedzie sg skierowane, czyli
posiadajg wyrdzniony poczatek i koniec
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Digraf — graf skierowany

@ to graf ktérego krawedzie sg skierowane, czyli
posiadajg wyrdzniony poczatek i koniec

@ skierowanie moze przyktadowo oznaczac¢, ze dana
droga jest jednokierunkowa
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Digraf — graf skierowany

@ to graf ktérego krawedzie sg skierowane, czyli
posiadajg wyrdzniony poczatek i koniec

@ skierowanie moze przyktadowo oznaczac¢, ze dana
droga jest jednokierunkowa

@ przyktadowy digraf:

1«—2<—3—6

AN
7
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Digraf — graf skierowany

@ to graf ktérego krawedzie sg skierowane, czyli
posiadajg wyrdzniony poczatek i koniec

@ skierowanie moze przyktadowo oznaczac¢, ze dana
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@ nowa definicja sciezki
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Digraf — graf skierowany

@ to graf ktérego krawedzie sg skierowane, czyli
posiadajg wyrdzniony poczatek i koniec

@ skierowanie moze przyktadowo oznaczac¢, ze dana
droga jest jednokierunkowa

@ przyktadowy digraf:
1—2<—3—6
AN
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@ nowa definicja sciezki
e (2,3,6) NIE jest Sciezka
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Digraf — graf skierowany

@ to graf ktérego krawedzie sg skierowane, czyli
posiadajg wyrdzniony poczatek i koniec
@ skierowanie moze przyktadowo oznaczac¢, ze dana
droga jest jednokierunkowa
@ przyktadowy digraf:
1—2<—3—6
N
5—4 7
@ nowa definicja sciezki
@ (2,3,6) NIE jest sciezka
e (2,5,4,3,6) jest Sciezka
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Przyktadowe drzewo
1—2—3—6
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Drzewo to graf
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Drzewo to graf

@ spojny niezawierajgcy cykli prostych (tzw.
acykliczny)
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1—2—3—6
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Drzewo to graf

@ spojny niezawierajgcy cykli prostych (tzw.
acykliczny)

@ w ktérym doktadnie jedna droga taczy kazdag pare
wierzchotkéw
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1—2—83—6

5 4 7

Drzewo to graf

@ spojny niezawierajacy cykli prostych (tzw.
acykliczny)

@ w ktérym doktadnie jedna droga taczy kazdag pare
wierzchotkéw

@ spajny, ale usuniecie dowolnej krawedzi rozspdjnia go
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1—2—3—6

5 4 7

Drzewo to graf

@ spojny niezawierajgcy cykli prostych (tzw.
acykliczny)

@ w ktérym doktadnie jedna droga taczy kazdag pare
wierzchotkéw

@ spojny, ale usuniecie dowolnej krawedzi rozspdjnia go
@ wszystkie powyzsze definicje sg réwnowazne!




Grafy - Wpro-
wadzenie Przyktadowe drzewo

1—2—3—6

5 4 7

Drzewo to graf

@ spojny niezawierajgcy cykli prostych (tzw.
acykliczny)

@ w ktérym doktadnie jedna droga taczy kazdag pare
wierzchotkéw

@ spojny, ale usuniecie dowolnej krawedzi rozspdjnia go
@ wszystkie powyzsze definicje sg réwnowazne!
@ dla drzewa D, zachodzi |[E(D)| = |V(D)| — 1
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Drzewo rozpinajgce

@ drzewo A rozpina graf B, wiw. gdy V(A) = V(B) i
E(A) C E(B)
@ przyktad:
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Definicje
@ drzewo ukorzenione to drzewo, ktérego jeden z
wierzchotkéw zostat wyszczegdlniony (tzw. korzen)




Grafy - Wpro-
wadzenie

1
/\
2 5
/N \
3 4 6

Definicje
@ drzewo ukorzenione to drzewo, ktérego jeden z
wierzchotkéw zostat wyszczegdlniony (tzw. korzen)

@ ojcem wierzchotka v nazywamy najblizszy wierzchotek
na Sciezce od v do korzenia




Grafy - Wpro-
wadzenie

Przyk’fadowe drzewo ukorzenione

/\
f/\,\ \

Definicje
@ drzewo ukorzenione to drzewo, ktérego jeden z
wierzchotkéw zostat wyszczegdlniony (tzw. korzen)

@ ojcem wierzchotka v nazywamy najblizszy wierzchotek
na Sciezce od v do korzenia

@ synem wierzchotka v nazywamy dowolny wierzchotek,
ktérego ojcem jest v
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Problemy grafowe 5—4 7
Problemy grafowe

@ czy istnieje Sciezka tagczgca 1i 5?

Odpowiedz
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Problemy grafowe 5 . 4 7

Problemy grafowe

@ czy istnieje Sciezka tagczgca 1i 5?

A\

Odpowiedz
TAK
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1— 6

2—3
I
5—4 7

Problemy grafowe

Problemy grafowe

@ czy istnieje Sciezka tagczgca 1i 5?
@ jaka jest najkrotsza Sciezka taczaca 11 5?

Odpowiedz




Przyktadowe problemy grafowe
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Problemy grafowe 5 - 4 7

Problemy grafowe

@ czy istnieje Sciezka taczgca 1i 5?
@ jaka jest najkrotsza sciezka taczaca 1 5?

A\

Odpowiedz
(1,2,5)
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Problemy grafowe

Przyktadowe problemy grafowe

1—2—3 6
I
5—4 7

Problemy grafowe

@ czy istnieje Sciezka tagczgca 1i 5?
@ jaka jest najkrotsza Sciezka taczaca 11 5?
@ czy graf jest spojny?

Odpowiedz
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1—2—3
|
Problemy grafowe 5 _ 4 7

Problemy grafowe

@ czy istnieje Sciezka tagczgca 1i5?
@ jaka jest najkrétsza Sciezka taczaca 157
@ czy graf jest spdjny?

Odpowiedz
NIE
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1— 6

2—3
I
5—4 7

Problemy grafowe

Problemy grafowe

@ czy istnieje Sciezka tagczgca 1i 5?

@ jaka jest najkrotsza Sciezka taczaca 11 5?
@ czy graf jest spojny?

@ czy graf jest acykliczny?

Odpowiedz
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1 —

2—3
|
Problemy grafowe 5 . 4 7

Problemy grafowe

@ czy istnieje Sciezka tagczgca 1i5?

@ jaka jest najkrotsza Sciezka taczaca 11 5?
@ czy graf jest spdjny?

@ czy graf jest acykliczny?

Odpowiedz
NIE
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@ koniecznos$c¢ przyjecia jakiego$ sposobu opisywania
graféw na wejsciu
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@ koniecznos$c¢ przyjecia jakiego$ sposobu opisywania
graféw na wejsciu
@ reprezentacja w programie:
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Reprezentacje grafu

@ koniecznos$c¢ przyjecia jakiego$ sposobu opisywania
graféw na wejsciu

@ reprezentacja w programie:

@ macierz sasiedztwa




Reprezentacje grafu
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Reprezentacje grafu

@ koniecznos$c¢ przyjecia jakiego$ sposobu opisywania
graféw na wejsciu
@ reprezentacja w programie:

@ macierz sasiedztwa
@ listy sasiedztwa




Reprezentacje grafu

Grafy - Wpro-
wadzenie

Opis grafu
78
21
23
34
45
52
36




Reprezentacje grafu

Grafy - Wpro-
wadzenie

Opis grafu
78
21
23
34
45
52
36




Reprezentacje grafu

Grafy - Wpro-
wadzenie

Opis grafu
78
21
23
34
45
52
36




Reprezentacje grafu

Grafy - Wpro-
wadzenie

Opis grafu
78
21
23
34
45
52
36




Macierz sgsiedztwa

Grafy - Wpro-
wadzenie

1 2 3 4 5 6 7
1/0 1 0 0 0 0 O
2|1 0 1 0 1 0 O
3/0 1.0 1 0 1 1
410 0 1 01 0 O
5/0 1. 01 0 0 O
6/0 0 1 0 O 0 1
710 01 0 O 1 O
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1 2 3 4 5 6 7
1/0 1 0 0 0 0 O
2|1 0 1 0 1 0 O
3/0 1.0 1 0 1 1
410 0 1 01 0 O
5/0 1. 01 0 0 O
6/0 0 1 0 O 0 1
710 01 0 O 1 O




Implementacja
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Implementacja

Kod programu tworzgcego reprezentacje grafu w postaci
macierzy sasiedztwa znajduje sie w notatkach.
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Jego listy sgsiedztwa
1:2

2:153

3:2546

4:35

5:24

6:73

7:36




Listy sasiedztwa
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1—2—3—6

EEIRN

|
5—4 7

Jego listy sgsiedztwa
1:2

2:1583

3:2546

4:35

5:24

6:73

7:36




Implementacja
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Implementacja

Kod programu tworzgcego reprezentacje grafu w postaci list
sgsiedztwa znajduje sie w notatkach.




Przeszukiwanie grafu
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Przeszukiwanie grafu

@ to poruszanie sie od wierzchotka do wierzchotka
wzdituz krawedzi
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@ to poruszanie sie od wierzchotka do wierzchotka
wzdituz krawedzi

@ przypomina to odkrywanie labiryntu
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Przeszukiwanie grafu

@ to poruszanie sie od wierzchotka do wierzchotka
wzdituz krawedzi

@ przypomina to odkrywanie labiryntu

@ wiele algorytmow grafowych uzywa takiego modelu
postepowania




Przeszukiwanie grafu

Grafy - Wpro-
wadzenie

Przeszukiwanie grafu

@ to poruszanie sie od wierzchotka do wierzchotka
wzdituz krawedzi

@ przypomina to odkrywanie labiryntu

@ wiele algorytmow grafowych uzywa takiego modelu
postepowania
@ 2 podstawowe rodzaje przeszukiwan:

e DFS
e BFS




Odkrywanie labiryntu
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Strategia

@ jestes w komnacie K
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Strategia

@ jestes w komnacie K

@ jesli z K istnieje korytarz do komnaty, w ktérej jeszcze
nie bytes, to przejdz do tej komnaty




Odkrywanie labiryntu

Grafy - Wpro-
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Strategia

@ jestes w komnacie K

@ jesli z K istnieje korytarz do komnaty, w ktérej jeszcze
nie bytes, to przejdz do tej komnaty

@ jesli takiego korytarza nie ma, to wré¢ korytarzem,
ktérym po raz pierwszy wszedte$ do K
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Odkrywanie labiryntu




Odkrywanie labiryntu
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DFS

Przedstawiony schemat nosi nazwe DFS (deapth-first
search), czyli przeszukiwania w gtgb.

Jak zapisac to na komputerze?

Aby zbada¢ wierzchotek K:
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DFS

Przedstawiony schemat nosi nazwe DFS (deapth-first
search), czyli przeszukiwania w gtgb.

Jak zapisac to na komputerze?

Aby zbada¢ wierzchotek K:
@ oznacz K jako odwiedzony
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DFS

Przedstawiony schemat nosi nazwe DFS (deapth-first
search), czyli przeszukiwania w gtgb.

Jak zapisac to na komputerze?

Aby zbada¢ wierzchotek K:
@ oznacz K jako odwiedzony

@ zbadaj rekurencyjnie wszystkie nieodwiedzone
wierzchotki sgsiadujgce z K
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Przedstawiony schemat nosi nazwe DFS (deapth-first
search), czyli przeszukiwania w gtgb.

Jak zapisac to na komputerze?

Aby zbada¢ wierzchotek K:
@ oznacz K jako odwiedzony

@ zbadaj rekurencyjnie wszystkie nieodwiedzone
wierzchotki sgsiadujgce z K
Cho¢ moze to wygladac zaskakujgco, powyzszy algorytm to
ten sam schemat postepowania. Spojrzmy na przykfad raz
jeszcze.
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Zagadka

Co tworzg krawedzie po ktérych przeszliSmy (pogrubione)?
Drzewo rozpinajgce catego grafu.
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Grafy - Wpro-

wadzenie . . Z o 0
Analiza ztozonosci czasowej

@ kazdy wierzchotek raz odwiedzamy i oznaczamy jako
odwiedzony — O(| V)




Grafy - Wpro-

wadzenie . . Z o 0
Analiza ztozonosci czasowej

@ kazdy wierzchotek raz odwiedzamy i oznaczamy jako
odwiedzony — O(| V)

@ dla kazdego wierzchotka musimy przejrze¢ wszystkich
jego sasiaddw; ile to trwa? To juz zalezy od
reprezentacji grafu:




Grafy - Wpro-
wadzenie

Analiza ztozonosSci czasowe;j

@ kazdy wierzchotek raz odwiedzamy i oznaczamy jako
odwiedzony — O(| V)

@ dla kazdego wierzchotka musimy przejrze¢ wszystkich
jego sasiaddw; ile to trwa? To juz zalezy od
reprezentacji grafu:

o w przypadku macierzy sasiedztwa: O(|V|) dla jednego
wierzchotka, czyli tacznie O(|V|?)




Grafy - Wpro-

wadzenie . . Z o 0
Analiza ztozonosci czasowej

@ kazdy wierzchotek raz odwiedzamy i oznaczamy jako
odwiedzony — O(| V)

@ dla kazdego wierzchotka musimy przejrze¢ wszystkich
jego sasiaddw; ile to trwa? To juz zalezy od
reprezentacji grafu:

o w przypadku macierzy sasiedztwa: O(|V|) dla jednego
wierzchotka, czyli tacznie O(|V|?)

e w przypadku list sgsiedztwa: O(deg[K]) dla jednego
wierzchotka, czyli tacznie O(|E|)




Grafy - Wpro-

wadzenie . . Z o 0
Analiza ztozonosci czasowej

@ kazdy wierzchotek raz odwiedzamy i oznaczamy jako
odwiedzony — O(| V)

@ dla kazdego wierzchotka musimy przejrze¢ wszystkich
jego sasiaddw; ile to trwa? To juz zalezy od
reprezentacji grafu:

o w przypadku macierzy sasiedztwa: O(|V|) dla jednego
wierzchotka, czyli tacznie O(|V|?)

e w przypadku list sgsiedztwa: O(deg[K]) dla jednego
wierzchotka, czyli tacznie O(|E|)

@ Podsumowujac, ztozono$¢ czasowa algorytmu DFS
wynosi O(|V/|?) dla grafu w postaci macierzy
sasiedztwa i O(|E| + |V|) dla grafu w postaci list
sgsiedztwa.
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Potrzebujemy pamieci na:

@ tablice wartosci logicznych, méwigcych czy
odwiedzili§my dany wierzchotek — O(| V)

@ wywotania rekurencyjne — O(|V])

@ reprezentacje grafu; ile ona zajmuje? To juz zalezy od
reprezentacji grafu:

o w przypadku macierzy sasiedztwa: O(|V|) dla jednego
wierzchotka, czyli tacznie O(|V/|?)

o w przypadku list sgsiedztwa: O(deg[K]) dla jednego
wierzchotka, czyli tagcznie O(|E|)

@ Podsumowujac, ztozono$¢ pamieciowa algorytmu DFS
jest taka sama jak czasowa.
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Problem
Czy istnieje sciezka taczaca wierzchotki Ai B.

Rozwigzanie

Uruchamiamy algorytm DFS z wierzchotka A a nastepnie
sprawdzamy czy wierzchotek B jest oznaczony jako
odwiedzony.
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Problem
Czy graf jest spéjny?

Rozwigzanie

Uruchamiamy algorytm DFS z dowolnego wierzchotka a
nastepnie sprawdzamy czy wszystkie wierzchotki sg
oznaczone jako odwiedzone.
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Znalez¢ dowolng $ciezke tgczgcyg wierzchotki A lub B, badz
stwierdzi¢, ze taka nie istnieje.

Rozwigzanie

W tym celu, w trakcie dziatania algorytmu DFS,
zapamietamy dla kazdego wierzchotka v numer wierzchotka
z ktérego wywotaliSmy DF'S (v) . Oznaczymy go ojc[v] i
nazwiemy o jcem W|erzcho+ka v. Skad sie wzieta ta nazwa?.
Znajdzmy Sciezke taczacg 3 i 8 w widzianym ostatnio grafie.)
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BFS

BFS (breadth-first search), czyli przeszukiwanie
wszerz:

@ zaczynamy od dowolnego wierzchotka K
@ odwiedzamy wszystkich sgsiadéw K
@ odwiedzamy wszystkich sgsiadéw sgsiadow K

@ odwiedzamy wszystkich sgsiadéw sgsiadéw sasiadow
K...
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Przejdziemy teraz do doktadniejszego opisu algorytmu BFS.
Bedzie on korzystat z kolejki FIFO, wiec jest to dobry
moment, aby jg przypomnieé.
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Jak to zapisa¢ na komputerze?

@ tworzymy pustg kolejke
@ wrzucamy do niej dowolny wierzchotek
@ dopdki kolejka nie jest pusta
@ wyciagnij wierzchotek z kolejki (oznaczmy go v)

e rozpatrz kazdego sasiada v i jesli nie byt jeszcze
wrzucony do kolejki, to wrzué go do kolejki
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Analiza ztozonosci

Ztozono$¢ algorytmu BFS, zaréwno czasowa jak i
pamieciowa, jest taka sama jak algorytmu DFS, czyli

@ O(|V/|?) dla macierzy sasiedztwa
@ O(]V|+ |E|) dla list sgsiedztwa




Grafy - Wpro-

wadzenie

Zastosowania
@ zamiast algorytmu DFS




Grafy - Wpro-

wadzenie

Zastosowania
@ zamiast algorytmu DFS
@ do wyszukiwania najkrotszych Sciezek
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Implementacja
Kod algorytmu BFS znajduje sie w notatkach.
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Problemy

@ o0szacuj czas dziatania algorytmu DFS dla grafu o:

@ 3000 wierzchotkéw i 1min krawedzi
o 1min wierzchotkéw i 1min krawedzi

@ zliczanie spojnych sktadowych
Problemy @ czy graf jest acykliczny?

@ czy graf jest drzewem?

@ liczenie odlegtosci od Ado B
@ liczenie Srednicy grafu
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