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Rysunek 1.1: Wirtualny nauczyciel

Kinematyka jest to nauka o ruchu ciata (lub cial). Z ruchem mamy do
czynienia na co dzien. Mozna powiedzie¢, ze wszystko, co zyje, porusza
si¢. Czlowiek stworzyt specjalne urzadzenia do poruszania si¢ — samochody,
samoloty, rakiety i wiele innych pojazdéw. Do opisu ruchomych ciat trzeba
si¢ postuzy¢ takimi pojgciami, jak: potozenie, czas, droga, predkosc i
przyspieszenie. W tym rozdziale poznasz i nauczysz si¢ oblicza¢ wspomniane
wyzej wielkosci opisujace ruch. Nauczysz sig tez $cisle przewidywac, w
jakim miejscu w danej chwili znajdzie si¢ pojazd, gdzie i kiedy pojazdy
si¢ spotkaja. Poznasz opis nie tylko ruchu po linii prostej, ale i ruchow
krzywoliniowych, ktore wykonuje np. pitka w locie, samochdd na tuku
autostrady czy satelita na orbicie.

Nauka o ruchu — kinematyka — bada zwiazki migdzy potozeniem, predkoscia
i przyspieszeniem, nie wnikajac, skad sig¢ biora przyspieszenia czy sity.
Badaniem sit zajmuje si¢ dynamika, ktora zostanie omdéwiona w nast¢pnym
rozdziale.
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Rysunek 1.2: Z ruchem mamy do czynienia codziennie
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1.1 Podstawowe pojecia opisujace ruch

Wzglednos¢ ruchu

Co to jest ruch? Jezeli méwimy, ze pewne ciato jest w ruchu, rozumiemy przez to, ze ciato to zmienia swoje potozenie
wzgledem jakiegos innego ciata. Wynika stad, ze ruch jakiegokolwiek ciata jest zawsze okreslony wzgledem innego
ciata. Na tym polega wlasnie wzglednos¢ ruchu, jak rowniez wzglednos¢ spoczynku. Jezeli ktos powie, ze Ziemia
porusza si¢ z predkoscia 30 km/s, to takie zdanie jest niepetne. Nabiera ono petnego sensu, jezeli sformutujemy je

W nastgpujacy sposob: Ziemia porusza si¢ z pregdkoscia 30 km/s wzgledem $rodka Stonica. Dlatego zawsze musimy
obra¢ uktad odniesienia, zwykle uktad wspotrzednych, wzgledem ktérego bedziemy opisywac ruch cial.

Dla pelnego, ilosciowego (a wigc matematycznego) opisu ruchu, z uktadem odniesienia wiagzemy uktad
wspotrzednych. Najlepiej znanym Ci uktadem wspotrzednych jest tzw. uktad kartezjanski, w jego dwuwymiarowe;j
wersji. Na uktad ten sktadaja si¢ dwie osie liczbowe oznaczane jako Ox 1 Oy. Przecinaja si¢ one w umownym punkcie
(0;0), w ktérym wyobrazamy sobie obecno$¢ ciala, z ktérym zwiazali$my uktad odniesienia.

Punkt materialny

Dowolne ciato, ktorego rozmiary mozemy zaniedbac, nazywamy punktem materialnym. Jest to bardzo wygodne
pojecie, poniewaz zamiast opisywaé ruch wszystkich czesci ciata, czgsto wystarczy okresli¢ ruch punktu majacego
mas¢ tego ciala. Na przyktad, dla wyznaczenia czasu przejazdu pociagu z Warszawy do Poznania wcale nie trzeba
badac¢ ruchu wszystkich cze¢sci pociagu. Zamiast opisywac ruch jakiej$ planety jako catosci, czgsto wystarczy okresli¢
ruch jej srodka.

Zastgpowanie ciata punktem materialnym jest przyblizeniem czgsto stosowanym w fizyce. Pamigta¢ jednak nalezy,
ze kazde przyblizenie niesie ze sobg okre§lone ograniczenia. Przyktadowo, pojecie gestosci punktu materialnego nie
istnieje. Nie mozna takze moéwié¢ o obrocie punktu materialnego.

Wektory i skalary. Przemieszczenie, potozenie i droga

Punkt materialny w trakcie ruchu zakresla pewna linig (ktéra moze by¢ prosta lub krzywa). Lini¢ t¢ nazywamy
torem ruchu punktu materialnego. Dhugo$¢ toru to przebyta droga. W wielu przypadkach do opisu ruchu wystarczy
znajomosc¢ potozenia oddzielnych punktow na torze. Jezeli punkt materialny znajduje si¢ w punkcie 4, a pézniej w

.
punkcie B, to mowimy, ze przemieszczeniem (lub przesunieciem) punktu materialnego jest wektor 4B (patrz Rysunek
1.3: Wektor przemieszczenia na stronie 6).
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Rysunek 1.3: Wektor przemieszczenia

Jak widzimy, definicja wektora przemieszczenia nie mowi nam nic o torze, po ktérym punkt materialny przeszedt z 4
do B. Nie interesuje nas to, czy tor byl prosty, czy krzywy. Po prostu przemieszczenie to zmiana potozenia ciata.
Wektory

Rysunek 1.4: Animacja

W celu okreslenia przemieszczenia musimy podac trzy informacje:

1. warto$¢ przemieszczenia; nalezy zatem poda¢ dtugos¢ odcinka A4B;

2. kierunek przemieszczenia; w przypadku ruchu na plaszczyznie (w dwoch wymiarach) nalezy podac¢ kat, jaki
tworzy odcinek AB z jedna z osi x lub y na plaszczyznie;

3. zwrot przemieszczenia; zwrot oznaczamy strzatka (w tym przypadku od 4 do B).

I Wazine: Wektor - wielkos$¢ fizyczna, do okreslenia ktorej konieczne sa trzy informacje: kierunek, zwrot i
wartosc.

Natomiast wielkosci, dla okreslenia ktorych wystarczy podac tylko warto$¢ liczbowa (z jednostka), nazywaja si¢
skalarami. Na przyktad, pole powierzchni jest skalarem, poniewaz dla jego wyznaczenia wystarczy podac tylko liczbg
pewnych jednostek, podobnie temperatura (5°C). Oto inne przyktady wielkosci skalarnych: czas, masa ciata, objgtos¢,
gestosc.

Wiegcej wiadomosci na temat wektorow znajdziesz w rozdziale /.10 Operacje na wektorach na stronie 43.

] Wazne: Skalar — wielko$¢ fizyczna, do okreslenia ktorej wystarczy podad tylko jej wartos¢ oraz jednostke.
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Dodawanie wektoréw o wspélnym kierunku i zwrocie

. . . . . . . . . - . .
Jezeli ciato przemieszcza si¢ wzdtuz prostej, najpierw o wektor @, nastepnie o wektor b, to przemieszczenie

wypadkowe okre$lone jest przez wektor ¢, ktory jest rOwny sumie wektorow @ i b. Zobacz Rysunek 1.5: Suma
wektorow na stronie 7.

(wzérl)?=3+?z’

—
a

-
Suma dwdch wektorow ¢ = b +

Rysunek 1.5: Suma wektorow

Tak dodaja si¢ nie tylko przemieszczenia, ale rowniez dowolne wektory tej samej wielkosci fizycznej majace wspolny
kierunek i zwrot. Np. wektory predkosci, w przypadku statku na rzece. Jezeli $ruba nadaje statkowi predkosé vV, a
predkos$¢ pradu rzeki wynosi V,, to predkosci sig sumuja — statek ptynie z predkoscia v+ 7V, wzgledem brzegu rzeki.

Mnozenie i dzielenie wektora przez skalar

Iloczynem wektora przez skalar jest nowy wektor, ktory ma niezmieniony kierunek, ale jego wartos¢ jest tyle razy
wigksza, ile wynosi warto$¢ bezwgledna skalara. Na przyktad, iloczynem skalara k przez wektor @ jest wektor

(Wzér2)3=k_a’

o wartosci b = |k|-a, majacy kierunek wektora @. W przypadku gdy k > 0, rOwniez zwrot wektora b jest taki sam jak
wektora d.
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Przyktad mnozenia wektora przez skalar k =3

i

Rysunek 1.6: Mnozenie wektora przez skalar

Latwo teraz mozemy odpowiedzie¢ na pytanie, jaki jest wynik dzielenia wektora przez skalar. Poniewaz dzielenie
przez jaka$ liczbe jest rownowazne mnozeniu przez odwrotnos$¢ tej liczby, wiec wynikiem dzielenia wektora @ przez

—

skalar z (z # 0) jest nowy wektor: ¢ = % ktory ma niezmieniony kierunek, ale jego warto$¢ jest podzielona przez |z|.

Zmiana zwrotu wektora na przeciwny

Jezeli przed symbolem wektora postawimy znak minus, bedzie to oznaczac, ze wektor ma przeciwny zwrot. Na

— ’ e e . — . . . .
przyklad -a oznacza wektor, ktory rozni si¢ od wektora @ tym, ze ma przeciwny zwrot, podczas gdy kierunek i
dtugo$¢ wektora sa takie same, jak wektora @ (Rysunek 1.7: Zmiana znaku wektora na stronie 9). Zatem zmiana
znaku wektora na przeciwny oznacza jedynie zmiang jego zwrotu.
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Rysunek 1.7: Zmiana znaku wektora

Pytania i problemy

1. W jakim celu w mechanice postugujemy sig¢ pojgciem punktu materialnego? Scharakteryzuj punkt materialny.
Uzasadnij dlaczego stosowanie tego pojgcia wyklucza: a) operowanie pojgciem ggstosci, b) opisywanie obrotow
ciat.

2. Co to znaczy, ze ruch jest wzgledny?

3. Czym roznia si¢ skalary od wektoréw? Podaj definicje¢ tych wielkosci. Podaj kilka przyktadow wielkosci
wektorowych i skalarnych.

>

Podaj, jakie trzy wielko$ci charakteryzuja wektor.

ol

Podaj definicj¢ przemieszczenia (lub przesunigcia) punktu materialnego. Do jakiego typu zaklasyfikowalbys tg
wielkos$¢ (skalar czy wektor)?

Podaj 3 przyktady dodawania wektoréw o wspdlnym kierunku.
Podaj przyktad mnozenia wektora przez skalar.
Czy zmiana zwrotu wektora na przeciwny ma jaki§ zwiazek z mnozeniem wektora przez skalar? Podaj przyktad.

Co otrzymamy, gdy podzielimy wektor przez skalar? Podaj przyktad dla wybranej wartosci wielkosci skalarne;j,
wraz z rysunkiem.

L xS

1.2 Droga i predkosé

Dla opisu ruchu prostoliniowego okreslimy nastgpujace pojecia: polozenie, przemieszczenie (przesuniecie) 1 droga.
Zatbézmy, ze obserwujemy ruch samochodu na prostej szosie. Niech na szosie znajduje si¢ punkt centralny O,
wzgledem ktorego mierzymy polozenie samochodu (Rysunek 1.8: Ilustracja pojec polozenie i przemieszczenie na
stronie 10). Chwilowe potozenie samochodu na szosie okreslamy, podajac odlegtos¢ od punktu O. Potozenie

(czyli wspoélrzedna) poprzedzimy znakiem ,,+”, gdy samochdd znajdzie sig ,,na prawo” od niego, a gdy ,,na lewo” —
znakiem ,,—”. Przyjmijmy, ze w chwili poczatkowe;j ¢, samochod ma potozenie s, w chwili ¢; — poloZenie s.

(wzor3) As=s;-5
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Uwaga: A s nie jest iloczynem A i s. Jest to jeden symbol oznaczajacy zmiang warto$ci wielkosci s, ktora jest rowna
warto$ci koncowej tej wielkosci minus jej warto$é poczatkowa.

Samochod wyruszyt z potoZenia s i dojechat do potozenie s;. W poloZeniu s; samochod zmienit zwrot jazdy
na przeciwny i po pewnym czasie znalazl si¢ w potozeniu s, potem w s,, nastgpnie w punkcie 0 i w koncu w

przemieszczenié\s

= |:.* -—|
]
1 |

S, 0 s 5 s,

m'"'

przemieszczenie = wspotrzedna

53
Rysunek 1.8: llustracja pojec potozenie i przemieszczenie

Kinematyka — parametry ruchu

Rysunek 1.9: Animacja

Zapytajmy teraz, jaka droge przebyl samochod. Oczywiscie, wartosciq drogi przebytej przez samochdd jest suma
wszystkich kolejnych malych wartosci przemieszczen, przy czym, dla obliczenia drogi sumujemy bezwzgledne

warto$ci przemieszczen, niezaleznie od tego, w ktora strong sa zwrocone. Zatem, potozenie (wspoirzedna) moze by¢
dodatnie lub ujemne, ale droga jest zawsze dodatnia.

W przypadku ruchu przedstawionego na Rysunek 1.8: Ilustracja pojec polozenie i przemieszczenie na stronie 10
droga réwna jest sumie dtugosci wszystkich odcinkow migdzy kolejnymi potozeniami samochodu, przy czym
odcinek (sys;) policzony bedzie dwukrotnie — samochdd jechat tym odcinkiem tam i z powrotem.

Pojgcia: pofozenie, przemieszczenie i droga mozemy stosowac do opisu ruchu dowolnego ciata, ktore uznajemy za
punkt materialny.

Predkos¢ srednia

Powiedzmy, Ze punkt materialny przebyt droge A w czasie A . Predkosé sredniq punktu materialnego w danym
przedziale czasu definiujemy jako stosunek drogi s do czasu ¢, w jakim ta droga zostata przebyta:

(wzér4)v§r=%

Jednostka predkosci jest 1 metr na sekunde (1m/s).
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Predkos¢ chwilowa

Na pewno nieraz obserwowali$cie predkosciomierz samochodu. Patrzac na predkosciomierz, zauwazamy, Ze
wskazowka czgsto zmienia swoje potozenie, co oznacza, ze pojazd zmienia predkos¢. Wskazoéwka pokazuje nam
aktualna warto$¢ predkosci — aktualna, to znaczy chwilowa, czyli predkos¢ w danej chwili.

Zatem, predkos¢ chwilowa jest to predko$¢ mierzona w bardzo krotkim przedziale czasu, w danej ,,chwili”. Na ogot
wskazania predkos$ciomierza nie zgadzaja si¢ z warto$cia predkosci obliczona ze wzoru (wzor 4 na stronie 10),
chyba ze uzyjemy przemieszczen A s przebytych w bardzo malych przedziatach czasu. A s=s,-s; wystapito w
przedziale czasu A t=t,-¢,. Zatem w tym przedziale czasu warto$¢ predkosci $redniej jest rowna:

(wz()rS)v:%

Im mniejszy bgdzie odcinek czasu A ¢, tym mniej predkos$¢ Srednia bedzie sig rozni¢ od predkosci chwilowe;.

Przyktad 1

Rowerzysta jadacy ze stat predkoscia v = 15km/h wyprzedza ruszajacy z przystanku tramwaj.
Tramwaj dogania rowerzystg, przegania go i zatrzymuje si¢ na kolejnym przystanku. Odlegtos¢
miedzy przystankami wynosi A s = 1km. Oblicz, ile czasu na pokonanie tej drogi zuzyt rowerzysta,
a ile tramwaj, jezeli docieraja do przystanku jednocze$nie.

Odpowiedz: Czas potrzebny na przebycie drogi s przez rowerzyste i tramwaj jest taki sam i
Wynosi:
(wzbr6) At=%=l—15h=4min

Zatem tramwaj jechat ze sredniq predkosciq taka sama jak rowerzysta, rowng 15 km/h, mimo ze
faktycznie ich predkosci chwilowe byty rozne.

Pytania i problemy

1. Wymien wielko$ci fizyczne opisujace ruch.

2. Samochod wyjechat z Grodjca o godzinie 109, w ciagu 6 min przejechat 6 km i znalazl si¢ w miejscowosci
Zaborow, po kolejnych 6 min i 40 s znalazt si¢ w Biatobrzegach odleglych od Groéjca o 16 km (Rysunek 1.10:
llustracja do zadania na stronie 12). W Bialobrzegach samochod zawrdécit 1 jadac po tej samej szosie (E77),
znalazt si¢ w Grojcu po kolejnych 12 min. Zaznacz na swoim rysunku na wspdlnej osi s potozenia miejscowosci:
Grojec, Zabor6éw i Biatobrzegi.
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Rozmieszczenie miejscowosci wzdtuz

Grojec Zambrow Biatobrzeqi

& i ]
B km 10 km

SZosy

Rysunek 1.10: llustracja do zadania

Przyjmujac potozenie Grojca jako zerowe, podaj wartosci:

a. polozenia samochodu w miejscowosciach: Grojec, Zaborow i Biatobrzegi,

b. przemieszczenia samochodu: Grojec — Zaborow, Zaboréw — Bialobrzegi, Grojec — Biatobrzegi, Biatobrzegi —
Zaborow;

c. drogi, jaka przejechat z Grojca do Bialobrzegow;
d. drogi, jaka przejechat na calej trasie przejazdu.
3. Zaktadajac warunki podane w punkcie 2, przyjmij teraz, ze Zaboréw ma potozenie zerowe. Podaj wartosci:

a. polozenia samochodu w miejscowosciach: Zaboréw, Biatobrzegi i Grojec;
b. przemieszczenia samochodu: Zaborow — Biatobrzegi, Biatobrzegi — Zaborow, Zaborow — Grojec, Biatobrzegi
— Grojec;
c. drogi, jaka przejechat z Zaborowa do Grojca (przez Biatobrzegi).
4. Podaj definicjg predkosci $redniej i chwilowe;.
5. Przyjmujac wartosci podane w p. 2, oblicz predkos¢ $rednia samochodu (podaj ja w km/h i w m/s) na trasie:
*  Grojec — Zaborow,
» Zaborow — Biatobrzegi,
* Grodjec — Bialobrzegi,
» Bialobrzegi — Zaborow.

1.3 Ruch jednostajny prostoliniowy

Ruchem jednostajnym prostoliniowym nazywamy taki ruch ciata, w ktorym warto$¢ predkos$ci nie zmienia si¢
podczas trwania ruchu, czyli

(wzbr 7) v=const
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Zatem w ruchu jednostajnym, na kazdym odcinku drogi predkos$é chwilowa jest jednakowa i jest rowna predkosci
5=
sredniej, v, Stosujac wzor wzor 4 na stronie 10 otrzymamy v = 7= tg . Na ogot przyjmujemy, ze ¢, = 0; pozwala

nam to zapisac s-sy=vt, a stad
(wzor 8 ) s=sy+vt
Jest to rownanie wazne dla ruchu jednostajnego, gdyz pozwala wyznaczy¢ potozenie w chwili 7, jezeli potozenie
poczatkowe w chwili ¢, = 0 wynosito s,
Kinematyka - ruch jednostajny

Rysunek 1.11: Animacja

Zalezno$¢ potozenia s od czasu jest funkcja liniowa, ktérej wykres przedstawiono na Rysunek 1.12: Droga i czas w
ruchu jednostajnym na stronie 13. Jak wiemy z matematyki, funkcja liniowa jest wyrazona za pomoca wzoru

(wzor9) y=ax+b

Nasz wzdr (wzor 8 na stronie 13) ma podobna posta¢. Widac to wyraznie, jezeli napiszemy go nastepujaco:

(wzor 10 ) s=vt+s,

(odpowiednikiem zmiennej y jest potozenie s, a odpowiednikiem zmiennej x jest czas ¢; podobnie odpowiednikiem
wspolcznynnika kierunkowego a jest stata predkosc v, zag odpowiednikiem wyrazu wolnego b jest poczatkowe
potozenie s ).

Wiemy, ze ta funkcja na wykresie przedstawiona jest jako linia prosta nachylona do osi czasu pod katem tym
wigkszym, im wigksza jest warto$¢ predkosci ciata v, gdyz wspotczynnik kierunkowy tej prostej jest rowny

v. Rysunek Rysunek 1.12: Droga i czas w ruchu jednostajnym na stronie 13b przedstawia t¢ zaleznos¢ dla
przypadku, gdy predkosc¢ jest zwrocona w strong malejacych wartosci s (przed v nalezy wtedy wstawi¢ znak minus,
gdyz v oznacza tutaj warto$¢ wektora predkosci) — wtedy prosta na wykresie jest nachylona ,,w dot”.

Wykres zaleznos$ci potozenia s od czasu w ruchu jednostajnym. a) W ruchu ,,do przodu”, czyli kiedy predkosé
jest zwrdocona w strong rosnacych wartosci s - wtedy wykres przedstawia funkcjg rosnaca. b) W ruchu ,,do
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tytu”, czyli kiedy predkosé jest zwrocona w strong malejacych wartosci s - wtedy wykres przedstawia funkcje

Y
Y

malejaca
Rysunek 1.12: Droga i czas w ruchu jednostajnym

Przyktad 2

Przypu$émy, ze samochéd w chwili ¢, = 0 znajdowat si¢ na 920 kilometrze autostrady (s, = 920km).
Przez pét godziny (¢ = 0,5h) jechat ze stala predkoscia 120 km/h (v=120km/h). W tym czasie

przebyt droge A s=120km/h-0,5h=60km. Znalazt si¢ w polozeniu s = 920km + 60 km = 980 km,
czyli na 980 kilometrze autostrady.

Jesli samochdd jechatby w strong przeciwna, to rowniez w po6t godziny przebytby droge rowna 60
km, ale znalaziby si¢ w potozeniu s = 920km - 60km = 860km (na 860 kilometrze autostrady).

Wartos¢ predkosci w ruchu jednostajnym jest stala, zatem zalezno$¢ (wzor 7 na stronie 12) na wykresie
zaleznos$ci predkosci od czasu jest linia prosta rownolegla do osi czasu, jak na Rysunek 1.13: Graficzna interpretacja
drogi na stronie 15.
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Pole powierzchni pod wykresem zalezno$ci predkos$ci od czasu jest miara drogi przebytej przez

VA

~+Y

ciato
Rysunek 1.13: Graficzna interpretacja drogi
Pole powierzchni prostokata zakreslonego na tym rysunku wynosi v A ¢ (iloczyn podstawy i wysokosci). Zatem,
zgodnie ze wzorem (wzor 8 na stronie 13), oznacza ono droge A s. Mamy wigc
(wzorll) As=vAt
Sformutujmy wniosek: pole powierzchni pod wykresem zaleznosci predkosci od czasu jest liczbowo réwne

drodze przebytej przez cialo. Wniosek ten celowo sformutowaliémy ogdlnie, gdyz jest on stuszny dla dowolnego

ruchu, nie tylko dla ruchu jednostajnego. Skorzystamy z niego, gdy bedziemy wyprowadza¢ wzor na drogg w ruchu
jednostajnie przyspieszonym.

Przyktad 3

Samochod przejezdza na autostradzie prostoliniowy odcinek s = Skm ze stata predkoscia
v;=100km/h, nastgpnie na skutek ograniczenia predkosci jazdy dalsze 5 km przejezdza ze stata
predkosceia v, = 60km/h. Ile wynosi $rednia predkos¢ samochodu?

Odpowiedz: Do obliczenia $redniej predkosci zastosujemy wzor (wzor 4 na stronie 10). Do

wzoru musimy podstawi¢ cala przebyta droge (w tym wypadku rowna przemieszczeniu samochodu)
As= As;+ Asy,=5km+ 5km=10km oraz taczny czas trwania ruchu na obydwu odcinkach drogi
At= Atj+ Aty Czas At przebycia pierwszego odcinka drogi wynosi

As;  5km 1
wzor12) Aty=—~5— = =57

h

(=

Czas At, przebycia drugiego odcinka drogi wynosi

As  5km 1

V2 60k_m 12

(wzor13) Aty = h
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Podstawmy teraz otrzymane wartosci do wzoru (wzor 4 na stronie 10). Otrzymamy

dsy+ 4sy 10km km
or 14 ) vy, = - — 7550
(wzor 14) v =77 577, Th+h h

Zwrd¢ uwagg, ze uzyskana $rednia predkos$¢ samochodu nie jest rowna $redniej arytmetycznej
predkosci vy i v,.

Pytania i problemy

1. Scharakteryzuj ruch jednostajny prostoliniowy.

2. Znajac definicje predkosci $redniej i chwilowej, odpowiedz na pytanie: Jaki jest zwiazek migdzy tymi
wielko$ciami w ruchu jednostajnym prostoliniowym?

3. Dla sytuacji opisanej w Przykiad I na stronie 11 wykonaj wykres zaleznosci predkosci rowerzysty od czasu i
wykres zaleznosci potozenia rowerzysty od czasu.

4. Dla sytuacji opisanej w Przykfad 3 na stronie 15 wykonaj wykres zaleznosci prgdkosci samochodu od czasu i
wykres zaleznos$ci potozenia samochodu od czasu.

> Samochod przejezdza na autostradzie prostoliniowy odcinek ze statq predkoscia v; = IOOkTm W ciagu czasu

A t;=10min, nastgpnie na skutek ograniczenia predkosci jazdy, przez kolejne 10 min jedzie ze statq predkoscia

Vy= 60kTm. Wykaz, ze §rednia predkos¢ samochodu w ciagu tych 20 min ma wartos¢ SOkTm.

1.4 Ruch jednostajnie przyspieszony

Przyspieszenie

Podobnie jak predkos$é, tak i przyspieszenie jest nam dobrze znane z doswiadczen codziennych. Na przyktad,
mozemy wywolac przyspieszenie roweru, naciskajac mocniej pedaty. Im mocniej nacisniemy pedaty, tym wigksze
wywolamy przyspieszenie. OczywiScie, w czasie przyspieszania predkosc¢ si¢ zmienia. Naciskajac hamulec, rowniez
wywolujemy zmiang predkosci, tylko ze w tym przypadku predkos¢ maleje — wystgpuje zmniejszenie wartosci
predkosci. Takie przyspieszenie, ktore powoduje malenie predkosci, nazywa si¢ opoznieniem.

Zawsze wtedy, gdy predkos$¢ sig¢ zmienia, musi wystgpowac przyspieszenie. Im wigksza jest zmiana predkosci w
okreslonym przedziale czasowym, tym wigksza jest warto$¢ przyspieszenia.

To ostatnie stwierdzenie pozwala nam na ilosciowe zdefiniowanie przyspieszenia. Jezeli w pewnym momencie
predkosé¢ chwilowa punktu materialnego wynosita v, a po uplywie czasu A t wyniosta v, to przyrost warto$ci
predkoséci A v=v-y, dokonat si¢ w czasie A ¢. Zatem $rednio na jednostke czasu przyrost predkosci wyniost

(wzor 15) ag, =22

Wz6r ten definiuje warto$¢ przyspieszenia sredniego w przedziale czasu At.

Jednostka przyspieszenia jest metr na sekundg do kwadratu (1m/s2). Jednostka ta wynika ze wzoru (wzdr 15 na
stronie 16), gdyz przyrost predkosci A v wyraza si¢ w metrach na sekundg, a czas A ¢ w sekundach.

Jezeli przyspieszenie zmienia si¢ w czasie, to dla kazdego A ¢ mozna obliczy¢ wielko$¢ zwana przyspieszeniem
chwilowym. Przyspieszenie $rednie mierzone w bardzo matym przedziale czasu A ¢ bedzie zblizone do prawdziwe;j
wartosci przyspieszenia chwilowego.

Kinematyka - ruch jednostajnie przyspieszony

Rysunek 1.14: Animacja
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Rownania predkosci i potozenia w ruchu jednostajnie przyspieszonym
Jezeli cialo porusza si¢ z przyspieszeniem o statej wartosci
(wz6r 16 ) a= const
a warto$¢ predko$éi w tym ruchu rosnie w miarg uptywu czasu, to ruch taki nazywamy ruchem jednostajnie

przyspieszonym. W tym przypadku przyspieszenie chwilowe jest zawsze rowne przyspieszeniu §redniemu. Zatem ze
wzoru (wzor 16 na stronie 17) mamy

<l

(wzbr l7)a=A—‘; (Wektorowo dq= AAt )

Uwaga do wzoru (wzor 17 na stronie 17): W ruchu prostoliniowym wzory wektorowe mozna pominaé.
Odgrywaja one jednak wazna rol¢ w przypadku ruchu krzywoliniowego.

We wzorze (wzor 17 na stronie 17) przyrost predkosci A v=v-v,nastgpuje w czasie At=t¢-t,. Jezeli dla
wygody za chwilg poczatkowa przyjmiemy O (tj. ¢, = 0), to przyrost czasu A ¢ bedzie identyczny z ¢, a wtedy wzor
(wzor 17 na stronie 17) przyjmie postaé

V-V

, V- VO R
(wzor18)a=—3 wektorowo a=—7

(=]

Stad po prostym przeksztatceniu otrzymamy wzor

(wzor 19)v=vy+ar  (wektorowo V=7V,+dt)

Jest to zaleznos$¢ warto$ci predkosci ciata od czasu w ruchu jednostajnie przyspieszonym. Jej interpretacja jest
niezwykle prosta i jasna: predkos¢, jaka uzyska ciato po czasie ¢, jest rowna predkosci poczatkowej powigkszonej o
przyrost predkosci, jaki nastapit w czasie trwania ruchu (a oznacza przyrost predkosci w ciagu 1 s, za$ af — w ciagu
czasu t).

Zalezno$¢ predkosci od czasu we wzorze (wzor 19 na stronie 17) ma charakter liniowy, zatem na wykresie
(Rysunek 1.15: Wykres zaleznosci predkosci od czasu w ruchu jednostajnie przyspieszonym na stronie 18) jest
prosta o nachyleniu do osi czasu tym wigkszym, im wigksze jest przyspieszenie. Wzor (wzor 19 na stronie 17)
wskazuje na to, ze wspotczynnik kierunkowy prostej bedacej wykresem predkosci ma warto§é réwna a.

Zastanowmy sig, czy z wykresu zaleznosci predkosci od czasu mozna odczytaé, jaka droge przebywa cialo w czasie ¢.
Przypomnijmy sobie, ze w przypadku ruchu jednostajnego, gdy predkos¢ byta stata, droga byta wyrazona przez pole
powierzchni pod wykresem zalezno$ci predkosci od czasu (Rysunek 1.13: Graficzna interpretacja drogi na stronie
15). Sformutowalismy wtedy wniosek ogdlny, dotyczacy dowolnego ruchu. Obecnie wykazemy, ze wniosek ten

jest shuszny w przypadku ruchu jednostajnie przyspieszonego. Pole powierzchni pod wykresem predkosci podzielimy
na waskie paski o szerokosci A ¢ (jeden z tych paskéw jest widoczny na Rysunek 1.15: Wykres zaleznosci predkosci
od czasu w ruchu jednostajnie przyspieszonym na stronie 18).
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a) przyrost predkosci jest proporcjonalny do czasu trwania ruchu, b) pole
powierzchni pod wykresem predkosci mozna ztozy¢ z matych paskow o szerokosci

Wy
Y

At
Rysunek 1.15: Wykres zaleznosci predkosci od czasu w ruchu jednostajnie przyspieszonym

Jezeli przedziat czasu A t uczynimy dostatecznie matym, to zmiana predkosci w tym przedziale bedzie odpowiednio
mata. Oznacza to, ze predko$é begdzie mozna traktowac¢ w odpowiednim przyblizeniu jako stata. Wobec tego pole
powierzchni tego waskiego paska bedzie oznaczaé drogg przebyta przez ciato w czasie Af.

Suma tych wszystkich pol, wzigta po wszystkich przedziatach A ¢ w czasie ¢, jest catkowita droga przebyta przez
ciatlo w czasie . Rozumowanie powyzsze jest rowniez prawdziwe w ogdlnym przypadku, nawet gdy mamy do
czynienia z ruchem o zmiennym przyspieszeniu. Zatem pole powierzchni pod wykresem predkosci o zmiennym
przyspieszeniu, jak na Rysunek 1.16: Wykres predkosci o zmiennym przyspieszeniu na stronie 19, jest rowne
drodze przebytej przez ciato w czasie 7.
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Pole powierzchni pod wykresem zaleznosci predkosci od czasu jest liczbowo rowne
drodze przebytej przez cialo w czasie ¢ (w tym przypadku wystepuje przyspieszenie

v =fi(t)

droga

ry

zmienne)
Rysunek 1.16: Wykres predkosci o zmiennym przyspieszeniu
Dla ruchu jednostajnie przyspieszonego, pole powierzchni na Rysunek 1.15: Wykres zaleznosci predkosci od czasu w

ruchu jednostajnie przyspieszonym na stronie 18 jest polem trapezu o podstawach v, i v oraz o wysokosci rownej
t, czyli

. _Ytw
(wzér20)s= 5

Wynik (wzor 20 na stronie 19) da si¢ uzasadni¢ rowniez w inny sposob. Mozemy wykorzysta¢ wzor na predkosé
$rednia (wzor 4 na stronie 10). Wzor ten jest stuszny dla dowolnego ruchu, wigc musi by¢ rowniez stuszny dla
ruchu jednostajnie przyspieszonego. Przyjmujac, ze potozenie poczatkowe sy = 0, otrzymamy, ze droga s po czasie ¢
jest rowna

(wzor 21 ) s=vgt

Dla ruchu jednostajnie przyspieszonego predko$¢ ro$nie liniowo, od wartosci v, do warto$ci v wigc $rednia predkosé
jest rowna $redniej arytmetycznej (tutaj Srednia arytmetyczna odpowiada predkosci $redniej zdefiniowanej za pomoca
wzoru (wzor 4 na stronie 10), gdyz predkos¢ w ruchu jednostajnie przyspieszonym ro$nie liniowo w czasie; w
jednakowych przedziatach czasu przyrosty predkosci sa jednakowe) i wynosi

v+,
(wzbr22) v, = 5

vty
Podstawiajac ten wynik do wzoru s = v, otrzymujemy: s = —> 0/ Jest to wzor identyczny ze wzorem (wzor 20 na

stronie 19)! Podstawiajac we wzorze (wzor 20 na stronie 19) w miejsce v wyrazenie: v = v, + at, otrzymamy

) vot (votat) vo Vo a2
(wzor23)s=——7 ——t=75tt5t+5
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Ostatecznie otrzymujemy wzor
2
(wzor24)s= VOH-%

Jezeli dodamy potozenie poczatkowe s, (w chwili ¢ = 0), otrzymamy pelna zalezno$¢ potozenia ciata od czasu w ruchu
jednostajnie przyspieszonym:

. _ at?
(wzbr25) s=sytvyt+=5

Zalezno$¢ ta jest kwadratowa funkcja czasu, zatem na wykresie zaleznosci potozenia ciata od czasu opisuje ja

parabola (Rysunek 1.17: Wykres zaleznosci polozenia od czasu w ruchu jednostajnie przyspieszonym prostoliniowym
na stronie 20).

Sji.

+y

Rysunek 1.17: Wykres zaleznosci potozenia od czasu w ruchu jednostajnie przyspieszonym
prostoliniowym

® Zamapietac:
Predkosé i polozenie w ruchu jednostajnie przyspieszonym
Rownanie predkosci v w zaleznosci od czasu #:
(wzor26 ) v=vytat
gdzie v — predkos¢ poczatkowa.
Roéwnanie potozenia s w zalezno$ci od czasu ¢:

527 ) 5= 5 + vt + 4o
(wzor 27 ) s =s5tvot +75

gdzie: s, — polozenie poczatkowe, v, — predko$¢ poczatkowa.
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Przyktad 4

Przyjmijmy, Ze podczas wystrzatu pocisk w lufie porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym i
osiaga u wylotu lufy predkos¢ v =800m/s. Ile wynosi przyspieszenie pocisku w lufie karabinu i jak
dlugo trwa lot pocisku w lufie podczas wystrzatu? Lufa ma dlugo$¢ /= 60cm.

Odpowiedz: Dla ruchu jednostajnie przyspieszonego mamy dwa zasadnicze réwnania: rownanie
dla predkos$ci (wzor 19 na stronie 17) i rownanie dla drogi (wzor 25 na stronie 20). Uktad

dwoch rownan pozwoli nam na obliczenie dwdch niewiadomych — czasu ¢ lotu pocisku w lufie
oraz przyspieszenia pocisku a. Poniewaz v = 0, wigc

(wzor28)v=at
Droga pocisku s jest rowna dtugosci lufy /, zatem
: _a?
(wzor29) 1=
Z pierwszego rownania mozna wyznaczyc¢ t = %
Zatem z drugiego rownania otrzymujemy
2
(wzor30) /= %
Skad

2
2 (800%
(wzér31)a=%; :% =533333,33%

Jest to olbrzymie przyspieszenie, ponad 54 000 razy wigksze od przyspieszenia ziemskiego g. Czas
przelotu pocisku w lufie wynosi

2/ 2-0,6m

= =15.103s=
800 1,5-10s=1,5ms

Widzimy, ze jest on bardzo maty, gdyz jest rowny 1,5 milisekundy.

Pytania i problemy

1. Podaj definicjg przyspieszenia $redniego 1 chwilowego.

2. Przyspieszenie pewnego ciala jest state i ma warto$¢ 2m/s2. Oblicz warto$¢ predkosci tego ciala po czasie 1 s, po
czasie 2 s 1 po czasie ¢, przyjmujac, ze predkos¢ poczatkowa tego ciala ma warto$¢ zero.

3. Przedstaw na wykresach zalezno$¢ predkosci od czasu i zalezno$¢ potozenia od czasu w trakcie ruchu pocisku w
lufie i poza nia (nie uwzgledniajac sity oporu powietrza i sity grawitacji), przyjmujac dane z przyktadu.

1.5 Przyspieszenie ziemskie, swobodne spadanie ciat

Badaniem swobodnie spadajacych ciat juz w starozytnosci zajmowat si¢ Arystoteles. Nie opisal jednak tego zjawiska
prawidlowo, poniewaz w tym przypadku opart si¢ przede wszystkim na spekulacjach myslowych, mimo ze generalnie
uznawat rol¢ do$wiadczenia. Taki sposob podejscia, czgsto stosowany w starozytnosci, w wielu przypadkach
prowadzit do blgdnych wynikdow.

Galileusz natomiast uznawat, ze do§wiadczenie rozstrzyga o prawidlowo$ci rozwazan teoretycznych. Dlatego
osiagnat wiele sukcesow w swoich badaniach. Tego typu podejscie stato si¢ podstawowa metoda badan nowozytnej
fizyki. Arystoteles nie zdawat sobie sprawy z roli, jaka dla swobodnie spadajacych ciat odgrywa opor powietrza. Nie
uwzgledniano go az do XVII wieku, kiedy to Galileusz przeprowadzit wiele doswiadczen ze swobodnie spadajacymi
ciatami i zrozumiat, ze w tym ruchu opor powietrza ma duze znaczenie (Rysunek 1.19: Kulki spadajqce z jednakowym
przyspieszeniem na stronie 24). Wptyw oporu powietrza jest duzy dla ciat lekkich 1 duzych, dlatego swoje
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doswiadczenia wykonywat z ciatami cigzkimi i matymi. Stwierdzit (w granicach niepewnos$ci pomiarowe;j), ze droga
spadajacego ciala jest wprost proporcjonalna do kwadratu czasu. Wobec tego ruch ciata spadajacego w sytuacji, gdy
mozemy pomina¢ opor powietrza, jest ruchem jednostajnie przyspieszonym. Proporcjonalnos¢ drogi do kwadratu
czasu fatwo mozna zauwazy¢, gdy we wzorze (wzor 24 na stronie 20) podstawimy v, =0 (co oznacza, Ze spadanie
jest swobodne — bez nadawania predkosci poczatkowej). Wtedy

: _a?
(wzor33)s="5

a) Galileo Galilei, czyli Galileusz (1564—1642). Wielki uczony-odkrywca. Potozyt fundamenty pod nowoczesna
metodologi¢ badawcza fizyki; b) Krzywa Wieza w Pizie, z ktorej Galileusz zrzucat rézne ciala dla udowodnienia, ze

o

GAILILEVS
GAILILEVS

MATHVS:

spadaja one w jednakowym czasiel

Rysunek 1.18: Galileusz i Krzywa Wieza
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Galileusz pierwszy stwierdzit, ze przyspieszenie ciat spadajacych w poblizu powierzchni Ziemi nie zalezy od ich
masy (jezeli pominie si¢ opory powietrza — Rysunek 1.19: Kulki spadajqce z jednakowym przyspieszeniem na stronie
24).
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Rysunek sporzadzony na podstawie wspotczesnego zdjgcia stroboskopowego spadajacej kulki wykonanego z otwarta
migawka. Swiatlo blyska w statych odstepach czasu, co 1/30 sekundy. Obok kulki o duzej masie spada kulka o masie
malej. Wida¢, ze kulki spadajq jednoczesnie, a wigc kulki spadaja z jednakowym przyspieszeniem, niezaleznie od
wartos$ci ich masy

Rysunek 1.19: Kulki spadajace z jednakowym przyspieszeniem
® Zamapigtaé:
Przyspieszenie ziemskie

Wszystkie ciata w prozni, w poblizu powierzchni Ziemi, spadaja z jednakowym przyspieszeniem g, zwanym
przyspieszeniem ziemskim

(wzor34) g=9,813

Jest to bardzo wazny i ciekawy fakt do§wiadczalny!

Nalezy zaznaczy¢, ze warto$¢ g =9,81m / s2 jest $rednia, przyblizona z doktadnos$cia do drugiego miejsca po
przecinku, ktéra moze nieco si¢ r6zni¢ w zaleznosci od szerokosci geograficznej i wysokosci nad poziomem morza.
Na przyktad, dla Warszawy g = 9,81230m/ s2, a dla Nowego Jorku g=9,82067m / s2.
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Spadajace ciato przebywa w pionie droge réwna wysokosci, z ktorej spada. Wysokos$¢ oznacza si¢ symbolem £, wigc
dla swobodnego spadania, gdzie przyspieszenie wynosi g, wzor (wzor 33 na stronie 22) przybierze postac

2
(wzor35) h=5-

Przyktad 5

Zobaczymy, jak za pomoca stopera mozna zmierzy¢ gigbokos¢ studni. Do studni upuszczono
kamien i ustyszano uderzenie o dno po czasie ¢t = 1,6s. Znajac przyspieszenie ziemskie

2=9,81m / s2 oraz szybko$¢ glosu w powietrzu v =340m/s, oblicz gleboko$¢ studni.

Odpowiedz: Czas ¢ skfada si¢ z dwoch przedziatow: ¢; — czasu spadania kamienia, oraz ¢, — czasu
lotu dzwigku w gore:

(wzor36)t=t,+1,

Czas t obliczymy z réwnania (wzor 35 na stronie 25)

(wz6r37) 1= J%

Czas t, znajdziemy z rownania (wzor 11 na stronie 15) drogi dzwigku w ruchu jednostajnym:
. _h
(wzor38)t,=v

Dodajac te dwa rownania stronami, otrzymamy

(wzér39)t+t,= %h +%:t

Jest to rownanie z szukana przez nas niewiadoma 4, ktore po prostych przeksztatceniach przyjmie
postac:

(wzbr 40 ) gh®-2v(v+at Y h+gv22=0

OtrzymaliSmy réwnanie kwadratowe. Ma ono dwa pierwiastki:

2
(wzbr 41 ) hy=vt+% -2 \W2+2vgt
1 g g g

2
(wzbr42) h2=vt+vg +§\/v2+2vgt

Musimy obecnie wybra¢ jedno z tych rozwiazan, jako odpowiadajace rzeczywisto$ci. Zauwazmy,
ze wyraz vt oznacza drogg przelotu dzwigku w catym czasie ¢ (b¢dacym tacznym czasem,
obejmujacym czas spadania kamienia i czas powrotu dzwigku). Droga ta jest bez watpienia duzo
wigksza od rzeczywistej glebokosci studni. Rozwiazanie drugie nie odpowiada wigc rzeczywistosci,
gdyz daje warto$¢ 4 jeszcze wigksza, zatem rozwiazanie pierwsze daje prawdziwa glgbokos¢ studni

(wzor43)

2

2 340% o 2

hl—vt+v§—§\lv2+2vgt—340%-1,654-(9815%) ;":301% (34075 )" +2-340° - 9,813 - 1,65 = 12m
TS TS

Glebokos¢ studni wynosi 12 m.

Zwrd¢ uwagg na to, ze gltebokos¢ studni mozna oszacowaé na podstawie rozumowania
uproszczonego. Zauwazmy, ze predko$¢ dzwigku jest duzo wigksza niz $rednia predkosé
spadajacego kamienia. To oznacza, ze t, — czas lotu dzwigku w gore jest duzo mniejszy niz czas ¢,
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— spadania kamienia ¢, < #. Zatem pomijajac ¢, w rownaniu ¢ = ¢;+ ¢, mozna szybko oszacowac
glebokos$¢ studni z uproszczonego rownania

t2
(wzordd) 1=1,=\22  stad h=5-=12,56m

Jak wida¢, tak oszacowana glgbokos$¢ studni mato roézni si¢ od wartosci doktadniejszej: 7= 12m.

Umiejgtno$¢ oszacowania wielkosci jest wazna, bo pozwala sprawdzi¢, czy otrzymany wynik
obliczen jest sensowny; czg¢sto tez warto$¢ przyblizona jest wystarzajaca dla celow praktycznych.

Pytania i problemy

1. W jaki sposdb mozna stwierdzié, ze przyspieszenie spadajacych ciat nie zalezy od ich masy?

2. Kiedy mozna pominaé¢ opdr powietrza przy swobodnym spadaniu cial? Rozwaz trzy mozliwe czynniki: masg
spadajacego cala, jego ksztalt oraz wysoko$¢ z jakiej ciato upuszczamy.

3. Z kawalka grubego papieru wytnij krazek o $rednicy nieco mniejszej od $rednicy monety. Upusé jednoczes$nie
monetg i krazek z tej samej wysokosci (Rysunek 1.20: Ilustracja do pytania 3 na stronie 26). Powtorz to
doswiadczenie z krazkiem papieru umieszczonym pod i nad moneta. Postaraj si¢, aby moneta i krazek spadaty
,»plasko” bez obrotdw. Opisz wnioski z tych doswiadczen.

a) Upuszczanie rownoczesne monety i papierowego krazka, b) upuszczanie monety ze znajdujacym
si¢ pod nia krazkiem papierowym, c) upuszczanie monety ze znajdujacym si¢ nad nig krazkiem

papierowym

Rysunek 1.20: llustracja do pytania 3
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Obserwuj moment upadania tych przedmiotéw na podtoge. We wnioskach z do§wiadczen powotaj sig¢ na
Galileusza 1 uwzglednij opdr powietrza. Zauwaz, ze w przypadkach b) i c¢) efektywny opor ruchu dziatajacy na
krazek papierowy jest taki sam jak opor dziatajacy na monetg.

4. W jaki sposob Galileusz stwierdzil, ze wszystkie ciata w prozni, w poblizu Ziemi spadaja z jednakowym
przyspieszeniem ziemskim g?

5. Z wysokosci poczatkowej H( nad ziemia spada swobodnie cigzarek. Napisz rownanie poltozenia cigzarka i w
zaleznosci od czasu ¢ w przypadku, gdy:

a. o$ potozenia — wysokosci 4 jest skierowana w dot, a punkt zerowy znajduje si¢ w miejscu startu cigzarka;
b. o$ potozenia — wysokosci 4 jest skierowana w gore, a punkt zerowy znajduje si¢ na ziemi.

Doswiadczenie ,,Galileusz”

Powtdérzymy stynne doswiadczenie, ktore wykonywat Galileusz ze swobodnie spadajacymi ciatami. Do$wiadczenie to
mozesz wykona¢ tez wirtualnie za pomoca animacji.

Przygotujmy kilka cigzarkéw o réznych masach, ktore bedziemy puszczaé z wysokosci 4, kilka stoperow do pomiaru
czasu spadania ci¢zarkéw (moga to by¢ stopery w telefonach komoérkowych) oraz tasme miernicza do pomiaru
wysokosci A. Dos§wiadczenie wykonujemy w nastgpujacy sposob:

Najpierw mierzymy wysokos¢ A, z ktorej bedziemy spuszczac cigzarki (moze to by¢ wysokos¢ drugiego lub trzeciego
pigtra budynku). Pamigtajmy takze o zabezpieczeniu przewidywanego miejsca upadku cigzarkow czyms$ migkkim, by
nie zniszczy¢ podtoza. Nastgpnie na dany sygnat (np. przez nauczyciela) jeden uczen puszcza cigzarek, a inni mierza
czas spadania stoperami. Te same czynno$ci powtarzamy z innymi cig¢zarkami.

Po zakonczeniu pomiar6w wykonamy jeszcze jedno doswiadczenie: Wszystkie cigzarki (o réznych masach) puscimy
jednoczesnie i zwrocimy uwagg na to, czy cigzarki upadly na ziemig w tej samej chwili.

Wyniki pomiaréw zapisujemy w tabelce przygotowanej wedhug wzoru przedstawionego na Rysunek 1.21: Tabelka
pomiarow na stronie 29. Jezeli czas spadania cigzarkow jest mierzony przez wigcej niz troje uczniow, to
odpowiednio zwigkszamy liczbg kolumn w tabeli.
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Lp. Masa Czasy spadania Czas Niepewnoi¢ Przyspieszenie  Niepewnosd
ciezarka ciezarka Sredni pomiarowa cieZarka pomiarowa
m (g) t(s) t(s) g(m/s*) g (m/s%)

Lis) tAs) ts)

Rysunek 1.21: Tabelka pomiaréw

Dla kazdego cigzarka obliczamy czas $redni spadania oraz przyspieszenie ziemskie g, korzystajac ze wzoru (wzor 35
na stronie 25), z ktérego otrzymujemy

. 2h
(wzor45)g=7

Oceniamy niepewnosci pomiar6w zgodnie z opisem w /.7 Ocena niepewnosci pomiarowych na stronie 30.
Najpierw oceniamy niepewno$¢ pomiaru czasu Sredniego ¢ jako sumg wartosci najmniejszej dzialki stopera (np. 0,1 s)
i czasu reakcji przy wlaczaniu i wylaczaniu stopera (np. 0,1 s + 0,1 s, wigc w sumie A ¢=0,3s).

Musimy przy tej okazji krytycznie spojrze¢ na uzyskane pojedyncze wyniki czasu spadania i rozstrzygnac, czy ktorys
z nich nie jest obarczony blgdem grubym, czy nie jest efektem pomytki. Sprawdzamy zatem, czy kazdy pojedynczy
pomiar odstaje od $redniej w swojej serii nie bardziej, niz o A ¢. Jezeli wychwycimy wynik, ktory nie miesci sig w
przedziale f, = A t, to powinni§my rozwazy¢ jego wyeliminowanie z serii i ponowne obliczenie wartosci #,.

Odpowiadamy na pytanie, czy czasy spadania cigzarkéw o réznych masach sa jednakowe w granicach niepewnosci
pomiarowej. Jaki wyptywa stad wniosek?

Ocenmy teraz niepewnos$¢ pomiarowa wysokosci A h. Musimy uwzgledni¢ mozliwo$é, ze cigzarki spuszczalismy

z nieco rozniacych si¢ wysokosci (przyjmujemy, ze niepewnosc¢ stad wynikajaca nie przekracza 2 cm). Ponadto
podloze, na ktore spadaty cigzarki, nie jest idealnie pozioma ptaszczyzna (np. réznice wysokosci mogly wynosic 3
cm). Doktadnos$¢ przytozenia tasmy mierniczej oraz ograniczona doktadno$¢ tasmy (warto$¢ najmniejszej dziatki
tasmy mierniczej) powigksza nam niepewno$¢ pomiarowa (np. o dodatkowe: 1 cm + 1 cm =2 cm). Przyjmujemy, ze
wszystkie te czynniki, sumujac sig, daja taczna warto$¢ niepewnosci pomiaru wysokosci / (w naszym przyktadzie
Ah=2cm+3cm+2cm=7cm).

Obliczamy niepewnos$¢ pomiaru przyspieszenia ziemskiego g, korzystajac z reguty podanej w 1.7 Ocena niepewnosci
pomiarowych na stronie 30. W naszym przypadku niepewno$¢ wzgledna wyniku pomiaru obliczamy wedtug
wzoru

Ag AR

(WZ(’)r46)g:T:T+2%

Sprawdzamy, czy otrzymane warto$ci g dla r6znych mas cigzarkow roznia si¢ migdzy soba w granicach obliczonej
niepewnosci pomiarowej. Obliczamy wartos¢ Srednia 8

Oblicz roznicg migdzy g, aznang warto$cia g =9,81m / s2 (tablicowa). Jaki wynika stad wniosek?

Jako podsumowanie do$wiadczenia piszemy zasadniczy wniosek koncowy: co byto celem doswiadczenia i czy
wyniki pomiaré6w sg zgodne z naszymi oczekiwaniami zawartymi w sformutowaniu celu doswiadczenia.

Sprawozdanie z doswiadczenia ,, Galileusz”

1. Uruchom animacj¢ kliknigciem myszy.
Stoper uruchamia si¢ sam w momencie, gdy chlopiec upuszcza pitke.
2. Obserwuyj ruch spadajacej pitki i zatrzymaj animacj¢ w momencie, gdy pitka upada na ziemig.

3. Zanotuj odczyt stopera (z unieruchomionej animacji) i wpisz do tabelki pomiaréw w sprawozdaniu.


http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/files/Sprawozdanie1_r.doc
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Przyjmij, ze wysoko$¢ H = 8m. Nastgpnie, powtdrz czynnosci 1-3. Moment zastopowania animacji zalezy od
czynnikow przypadkowych (twoj refleks). Dlatego, tak jak w ,,realu” za kazdym razem uzyskasz nieco inny
odczyt na stoperze - to pozwoli Ci wlasciwie ocenié¢ niepewnosci pomiarowe do§wiadczenia. Niepewnos¢ A H
ocen tak, jak w doswiadczeniu realnym.

1.7 Ocena niepewnosci pomiarowych

Kazdy wynik pomiaru x daje tylko warto$¢ przyblizona rzeczywistej warto$ci x,. Spowodowane jest to tym, Ze:

1. przedmiot, ktory mierzymy, jest niedoskonaty, np. przy pomiarze dtugosci stwierdzamy, ze przedmiot nie jest
idealnie roéwny; z kolei gdy mierzymy odstgp czasu to synchronizacja rozpoczecia pomiaru z poczatkiem zjawiska
nie jest idealna (podobnie jest z synchronizacja zakonczenia pomiaru z koncem zjawiska);

2. pomiar zawsze odbywa si¢ z ograniczong doktadnoscia wynikajaca zardéwno z czynnosci pomiarowych, jak i z
wykonania samego przyrzadu pomiarowego, np. przy pomiarze dtugosci wystgpuje: niedoktadne przylozenie
linijki, nieprecyzyjne wykonanie podzialki, okreslona grubos¢ kresek podzialki itd.

Mimo ze prawdziwa warto$¢ wielko§ci mierzonej nie jest znana, mozemy okresli¢ przedziat wartosci, w ktdrym si¢
ona miesci. Potowg szerokoS$ci tego przedzialu nazywamy niepewnosciq pomiarowq A x. Przyjmujemy, ze warto$¢
rzeczywista miesci si¢ z duzym prawdopodobienstwem w przedziale miedzy: (x-Ax) a (x+ Ax), gdzie x jest
warto$cia zmierzona. Na przyklad, mierzac dlugo$¢ preta, otrzymalismy warto$¢ x = 36,4 cm i niepewno$¢ pomiarowa
A x=0,3cm. Przyjmujemy wigc, ze dlugos¢ zmierzonego preta wynosi /= (36,4+0,3) cm.

] Wazine: Niepewnos¢ pomiarowa jest miarg precyzji pomiaru; podaje ona dopuszczalne odchylenie wyniku
pomiaru od prawdziwej wartosci wielko$ci mierzone;.

Niepewno$ci pomiarowe mozna zmniejszy¢, stosujac doktadniejszy przyrzad lub doktadniejsza metode pomiaru.
Jednakze nie jestesmy w stanie ich catkowicie wyeliminowac¢. Poza niepewno$ciami pomiarowymi wystepuja
bledy pomiarowe, ktoérych mozna uniknaé. Btedy pomiarowe powstaja czgsto na skutek przeoczenia lub pominigcia
waznego czynnika wptywajacego na pomiar, np. przy pomiarze dlugosci preta nie zauwazamy jego wygigcia.

Dla zmniejszenia niepewno$ci pomiarowej wykonujemy pomiar wielokrotnie, wtedy czgsto poszczegdlne wyniki
pomiaru nieco réznia si¢ od siebie, gdyz kazdy pomiar obarczony jest przypadkowa niepewnoscia pomiarowa.
Obliczajac $rednia arytmetyczna z tych pomiaréw, otrzymujemy warto$¢ najbardziej zblizona do wartosci
rzeczywistej. Czasami zdarza sig, ze jeden wynik pomiaru rdzni si¢ znacznie od pozostatych. Wtedy odrzucamy go i
nie uwzgledniamy przy obliczaniu wartosci §redniej, gdyz mamy prawo sadzi¢, z duzym prawdopodobienstwem, ze
powstal na skutek bledu pomiaru. Mowimy, Ze ten wynik pomiaru jest obarczony bledem grubym.

Przy ocenie niepewnoS$ci pomiarowych pojedynczego pomiaru bierzemy pod uwage wszystkie czynniki, ktore
wplywaja na jego doktadnos$¢. Suma wszystkich przyczynkow daje taczna niepewnos¢ pomiarowa. Sposob oceniania
niepewnosci pomiarowych zalezy od konkretnej sytuacji. Zapoznamy si¢ z nim przy okazji wykonywania opisanych
doswiadczen.

Zastanowmy sig¢ teraz, jak obliczy¢ niepewno$¢ pomiarowa w przypadku, gdy wynikiem pomiaru jest wielkos¢
ztozona, dana za pomoca wzoru matematycznego, ktorego elementami sa wielkosci obarczone niepewnos$cia pomiaru.
Rozwazymy sytuacje, w ktorej bezposrednio zmierzylismy dwie niezalezne wielko$ci: x oraz y; oszacowaliSmy takze
ich niepewnos$ci pomiarowe A xi A y. Wielko$¢ zlozong (z wielkosci elementarnych x oraz y) oznaczymy symbolem
z.
® Zamapietaé:
Jezeli wielko$¢ ztozona z jest przedstawiona za pomoca sumy lub réznicy wielkosci mierzonych
bezposrednio, to niepewnos¢ A z wyniku pomiaru jest rowna sumie niepewnosci pomiaréw A xi A y.
(wzérd47)gdy z=x+y lub z=x-y to Az=Ax+Ay

® Zamapietaé:
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Jezeli wielko$¢ ztozona z jest przedstawiona za pomoca iloczynu lub ilorazu, to wzglgdna niepewnos$é %
wyniku pomiaru jest rowna sumie wzglednych niepewnos$ci pomiarowych A xi A y (wzglednq niepewnosciq
pomiarowq nazywamy iloraz niepewnos$ci pomiarowej i wartosci wielkosci mierzonej).

A
(wzor48)gdy z=x'y lub z=% to %=‘%‘+‘Ty‘

Zastosowali$my tu znaki bezwzglednej warto$ci, poniewaz przyjmujemy, dla oceny maksymalne;j
niepewnosci pomiaru, przypadek najbardziej niekorzystny, gdy niepewnos$ci pomiaru sumuja si¢ z tym
samym znakiem.

Wskazéwka:
Latwo mozemy zrozumie¢, dlaczego w przypadku iloczynu dwdch mierzonych wielko$ci x i y sumujemy
niepewnosci wzgledne % i % Niepewnos¢ iloczynu wynosi A (xy) = (x+ Ax)-(y+ Ay)-xy. Po
wymnozeniu wyrazen w nawiasach otrzymamy

(wzor49) A (xy)=xAy+yAx+AxAy
Iloczyn dwoch matych wielkosci A x A y jest bardzo maty w pordwnaniu z pozostatymi wyrazami i mozna

go zaniedbaé. Stad otrzymujemy regul¢ dodawania wzglednych niepewnos$ci pomiarowych:
. A(xy) |Ax|, |Ay
(wzbr50) —y5— = ’T’JF 5
Wynik ten mozna zilustrowac¢ graficznie. Niech prostokat ma boki o dtugosciach a i b. Jego pole powierzchni
ma warto$¢ S = a-b. Jesli zwigkszymy bok ,,a” 0 A a i jednoczes$nie zwickszymy bok ,,b” o A b, to pole
powierzchni zwigkszy sic o A S.
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Rysunek 1.22: Graficzna ilustracja mnozenia niepewnosci pomiarowych

Ze wzoru wzor 49 na stronie 31 otrzymujemy
(wzbr51) AS=|b-Aa|+|a Ab|+|Aa Ab|
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Na tg¢ zmiang sktadaja si¢ trzy przyczynki, pokazane na rysunku. Te przyczynki odpowiadaja trzem
sktadnikom sumy we wzorze (wzor 51 na stronie 31). Widac takze, ze przyczynek A a- A b moze by¢
pominigty wobec pozostaltych dwoch. Jesli teraz wzor (wzor 51 na stronie 31), z pominigtym sktadnikiem
A a- A b, podzielimy obustronnie przez S = a-b, to otrzymamy:

(wrors2) B8 =44+ 4L

Na zakonczenie podamy jeszcze zasady zaokraglania wynikdéw i niepewnosci pomiarowych.

W przypadku gdy warto$¢ niepewnosci pomiarowej ma pierwsza cyfr¢ znaczaca mniejsza od 3, podajemy ja z
doktadnoscia do dwoch miejsc znaczacych, w pozostatych przypadkach zaokraglamy ja do jednej cyfry znaczacej.

] Wazine: Cyfry znaczqce to wszystkie cyfry liczby dziesigtnej z wyjatkiem zer z lewej strony tej liczby.

Taki sposob zaokraglania wynika z faktu, ze zwykle nie jesteSmy w stanie wyznaczy¢ niepewnos$ci pomiarowej z
doktadnoscia lepsza niz 20% jej wartosci. Oto przyktady wiasciwych zaokraglen:

0,00134~0,0013=1,3-1073
0,0103=0,010=1,0- 10"
0,0302~0,03=3-102
6270~ 6-10°

Uwaga: Wynik pomiaru zaokraglamy zawsze do tego samego miejsca dziesi¢tnego, do ktorego zaokraglilismy
niepewnos¢ pomiarowa.

Oto przyktady wynikow pomiaru prawidlowo zaokraglonych:
[=(1,4841+£0,0013) m
m=(320+40) g

1= (86,3+0,6) - 10°s

W przypadku gdy celem pomiaru jest zbadanie zaleznosci migdzy wielkosciami, wynik przedstawiamy na wykresie.
Przeprowadzamy wtedy ,,graficzna” oceng i dyskusj¢ niepewnosci pomiaru. Takie postgpowanie omowimy przy
okazji 1.13 Doswiadczenie ,, Akceleracja” na stronie 61.

] Wskazowka:

Gdy wykonujemy pomiar wielokrotnie, a niepewnoscia pomiarowa rzadzi przypadek, to okazuje sig, ze
wyniki pomiaré6w uktadaja si¢ w pewien prawidtowy sposob. Na przyktad, w celu wyznaczenia masy ztotego
pier§cionka wazono go wielokrotnie na wadze, ktorej skala pozwalata na odczyt warto$ci z doktadnoscia do

1 mg (0,001 g). Uzyskane wyniki przedstawia tabela Rysunek 1.23: Tabelka pomiarow masy pierscionka na

stronie 32.
Masa m (g) 4,996 4,997 4,998 4,999 5,000 5,001 5,002
Liczba 1 ] 16 40 25 5 1
prevpadkow »

Rysunek 1.23: Tabelka pomiaréw masy pierscionka

Liczba przypadkow n, w ktorych uzyskano konkretna warto$¢ masy przedstawiona jest na wykresie —
histogramie (Rysunek 1.24: Liczebnos¢ wystepowania wynikow pomiarowych przy wielokrotnych pomiarach.
na stronie 33). Widzimy, ze wyniki uktadaja si¢ na charakterystycznej krzywej majacej ksztatt dzwonu,
nazywanej krzywq Gaussa. Krzywa ta wyraza ogo6lna prawidlowos¢ statystyczng — w naszym przyktadzie fakt
intuicyjnie zrozumiaty, ze najczgsciej wystgpuja wyniki pomiaru zblizone do warto$ci rzeczywistej, a coraz
rzadziej otrzymuje si¢ wynik pomiaru z coraz to wigkszym odchyleniem od wartos$ci rzeczywiste;.
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Za najbardziej zblizong do warto$ci rzeczywistej uznajemy $rednig arytmetyczna wynikow, ktora w
tym przypadku praktycznie pokrywa si¢ z wynikiem najczgsciej wystepujacym (maksimum krzywej).

4,997 5,000 m(qg)

Dos$wiadczenie on-line: Rozklad Gaussa

Rysunek 1.24: Liczebnos¢ wystepowania wynikéw pomiarowych przy wielokrotnych
pomiarach.

Przypomnij sobie zasady porownywania wynikow z tomu I.

Pytania i problemy

1. Czy dowolny pomiar wielkoSci fizycznej moze by¢ dokonany z bezwzgledna doktadnoscia, z niepewnoscia
pomiarowa réwng zeru? Odpowiedz uzasadnij.

Podaj przyczyny, dla ktorych kazdy pomiar jest obarczony niepewnos$cia pomiarowa.

Podaj przyczyny, dla ktérych pomiar moze by¢ obarczony btgdem pomiarowym.

Co to jest niepewnos¢ pomiarowa? Podaj definicj¢ niepewnos$ci pomiarowe;.

Podaj, jakim wzorem zapiszemy niepewno$¢ pomiaru ztozonego, w przypadku gdy jest on wyrazony w postaci
sumy pomiar6w bezposrednich.

AN

6. Podaj, jakim wzorem zapiszemy niepewnos$¢ pomiaru ztozonego, w przypadku gdy jest on wyrazony w postaci
réznicy pomiaré6w bezposrednich.

7. Co to jest niepewnos¢ wzgledna pomiaru?

8. Podaj, jakim wzorem zapiszemy niepewnos$¢ pomiaru ztozonego, w przypadku gdy jest on wyrazony w postaci
iloczynu pomiaréw bezposrednich?

9. Powiedzmy, ze mierzac dlugosc¢ tyczki, otrzymates warto$¢ / = 1, 456 m, a niepewno$¢ pomiarowa ocenites na
/=0, 5cm. Zapisz wynik pomiaru dhugos$ci tyczki (stosujac wlasciwe zaokraglenia).


http://db.fizyka.pw.edu.pl/meter/
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1.8 Ruch jednostajnie opézniony

Jezeli przyspieszenie @ jest zwrocone w strong przeciwng do predkosci v ruchu ciata, to predko$¢ bedzie coraz
mniejsza i bedziemy mieli do czynienia z ruchem opdznionym. Przyspieszenie zwrocone przeciwnie do predkosci
ciata nazywa si¢ opoznieniem. Jezeli opdznienie jest state, to ruch nazywamy jednostajnie opoznionym.

Wzory na predkos¢ (wzor 19 na stronie 17) i potozenie (wzor 25 na stronie 20) w ruchu jednostajnie
przyspieszonym przechodza we wzory dla ruchu jednostajnie opdznionego, gdy zmienimy znak przy a na ujemny.
Wtedy wzor na predkos¢ przyjmie postac:

(wzor 53 ) v=v,-at
Trzymajac si¢ $cisle wzoru (wzor 15 na stronie 16) - definicji przy$pieszenia - w postaci:

. _ YV
(wzor54)a=—3

trzeba przyjac, ze przys$pieszenie jest ujemne w ruchu opéznionym (gdy predkos¢ ciata jest dodatnia i zmniejsza sig,
bo wtedy v >v). Jednakze mowienie o ,,przy$pieszeniu” w ruchu opéznionym jest niezreczne, dlatego stosuje sig
termin ,,opozZnienie” zamiast ,,warto$¢ bezwzglgdna ujemnego przyspieszenia”.

Wyobrazmy sobie, na przyktad, hamujacy samochod. Jego predkos$¢ zmniejsza sig od vg w chwili #=0do v
mniejszego od v. Zmiana predkosci A v=v-v, jest ujemna, a wigc i przyspieszenie a= A v/ A ¢ tez jest ujemne.
Zatem opoznienie jako warto$¢ bezwzgledna przyspieszenia ujemnego, jest rowne ubytkowi predkosci w jednostce
czasua= (vy-v)/ At.

Wzory na predkos¢ i potozenie w ruchu jednostajnie przyspieszonym przechodza we wzory dla ruchu jednostajnie
op6znionego, gdy zmienimy znak przy a na ujemny. Wtedy wzor na predkos¢ przyjmie postac:

(wzor 55 ) v=v,-at

Predkos$¢ po czasie ¢ jest rowna predkosci poczatkowej v, pomniejszonej o zmiang predkosci at, jaka sig¢ dokonata
w czasie t. Wzor (wzor 55 na stronie 34) przedstawia zaleznos$¢ liniowa malejacej predkosci od czasu ¢. Na
wykresie jest to linia prosta opadajaca ku dotowi (Rysunek 1.25: Wykres zaleznosci predkosci od czasu w ruchu
Jjednostajnie opéznionym na stronie 35). Punkt przecigcia tej prostej z osia czasu wyznacza chwilg ¢;, w ktorej
predkoé¢ zmaleje do zera; ¢, mozna otrzyma¢ z rownania (wzor 55 na stronie 34), podstawiajac v = 0. Otrzymamy
0=v,-at, skad

, Yo
(wzor 56 )1, =7

W przypadku gdy opdznienie ciata wywotane jest przez opory ruchu, np. przez tarcie albo hamowanie samochodu, to
wtedy ¢ jest czasem trwania ruchu jednostajnie op6Znionego — cialo konczy swoj ruch.

W przypadku gdy przyspieszenie zwrdcone przeciwnie do predkosci nie przestaje dziata¢ nadal wystepuje po
osiagnigciu zerowej predkosci, ciato kontynuuje swoj ruchu. Zmienia sig jednak zwrot jego predkosci. Z taka sytuacja
mamy do czynienia np. w przypadku rzutu pionowego do gory (ktory zostanie omoéwiony w dalszej czgsci tego
rozdzialu). W takiej sytuacji nastgpuje zmiana zwrotu predkosci w najwyzszym punkcie toru. Na wykresie zaleznosci
predkosci od czasu (Rysunek 1.25: Wykres zaleznosci predkosci od czasu w ruchu jednostajnie opoznionym na stronie
35) dalsze trwanie ruchu obrazuje odcinek linii pod osia czasu.
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Réwnanie (wzor 55 na stronie 34) obejmuje zaréwno ruch ,,do przodu”, czyli o zwrocie predkosci zgodnym ze
zwrotem osi wspolrzednej potozenia ciata, jak i ze zwrotem przeciwnym (kiedy ciato si¢ cofa); wtedy na wykresie v
ma formalnie znak minus, co nie oznacza, oczywiscie, ze warto$¢ wektora predkosci jest ujemna!

Rysunek 1.25: Wykres zaleznosci predkosci od czasu w ruchu jednostajnie opéznionym

A oto rownanie zaleznosci potozenia ciala od czasu w ruchu prostoliniowym jednostajnie opéznionym:

5r 57 ) s =859+ a2
(wzor 57) s =55+ vt -=5

Wykresem zaleznosci potozenia ciata od czasu w ruchu jednostajnie opdéznionym, zgodnie ze wzorem (wzor 57 na
stronie 35), jest parabola o gal¢ziach opadajacych ku dotowi (Rysunek 1.26: Wykres zaleznosci polozenia s od

czasu t w ruchu jednostajnie opoznionym na stronie 36). Z wykresu mozemy odczytaé, ze wartos¢ wspotrzednej
polozenia ciata s poczatkowo narasta, ale coraz wolniej, az do warto$ci maksymalne;j.

Maksimum wystepuje dla czasu ¢;. Dalsza cze$¢ krzywej oznaczona jest linig przerywana, dla ktorej wartos¢
wspoéltrzednej potozenia ciata maleje. Oznacza to, ze w tym czasie ciato sig cofa.
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Rysunek 1.26: Wykres zaleznosci potozenia s od czasu t w ruchu jednostajnie op6éznionym

Kinematyka - ruch jednostajnie opdzniony

Rysunek 1.27: Animacja

Przyktad 6

Samochod jedzie z predkoscia vy = 100km/h. Nagle kierowca zauwaza przeszkodg w odlegtosci
/=50m . Czy ma on mozliwos¢ uniknigcia zderzenia z przeszkoda, jezeli najwigksze dostepne

opdznienie podczas hamowania wynosi a =4,9m /522

droga hamowania

Rysunek 1.28: Samochod hamujacy przed przeszkoda
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Odpowiedz: Zaktadamy, ze podczas hamowania ruch samochodu jest jednostajnie opézniony,
obliczymy drogg, jaka przebytby samochdd, gdyby nie napotkal przeszkody. Przyjmijmy, Ze s,=0,
zatem wzor (wzor 57 na stronie 35) przyjmie postaé

2
(wzor 58)s=v0t—%

V,
Podstawiajac do niego czas hamowania wyrazony wzorem (wzor 56 na stronie 34): t=¢, = 70,
otrzymamy

(WZ(’)I‘59)SZVO(%)-%(%)2:

Rlst

Predkos$é poczatkowa samochodu wyrazona w metrach na sekund¢ wynosi

(wzor 60) vo= 10050 = 100000m _ 57 74m

Zatem

(27,78%2)°

=78,7m
2:495

(wzor 6l )s=

Widzimy, ze droga hamowania s jest znacznie wigksza od odlegtoséci /= 50m od przeszkody!
Kierowca nie jest w stanie unikna¢ zderzenia.

Obliczmy jeszcze predkosé v, z jaka samochod uderzy w przeszkode. Znamy droge / oraz predkose
poczatkowa vy, ale nie znamy czasu ¢ dotarcia samochodu do przeszkody. Zgodnie z rOwnaniem
(wzor 53 na stronie 34) czas ten jest rowny

Vo-V
(wzor 62 ) 1 ==

Tak wyrazony czas podstawiamy do wzoru (wzér 39 na stronie 25):

2
2 Vo~V Vy-V
(WZér63)l:Vo"%:V0 7 '%'( Oaz)

Stad

2_12
VOV

(wzor64) = o

Rozwiazujac to rownanie wzglgdem v, otrzymamy szukana predkos¢ zderzenia samochodu z
przeszkoda

2
(wz6r 65) v=\/v3-2al = \[(27, 78%)7-2:4,97 -50m = 16,78%% = 60,4%m

Samochod uderzy wige w przeszkode z predkoscia o wartosci 60,4 km/h.

Przyktad 7

Wyobraz sobie, ze samochod spada z pewnej wysokosci /4 i uzyskuje predkosé taka, jak obliczona w
Przyklad 6 na stronie 36 (60,4 km/h). Oblicz t¢ wysokosc.
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Odpowiedz: Samochod w swoim hipotetycznym upadku porusza si¢ ruchem jednostajnie

przyspieszonym, z poczatkowa predkoscia vy = 0, z przyspieszeniem ziemskim g, przebywajac w
2

czasie t drogg rowna s. Wykorzystajmy wigc wzor h= gT oraz wzOr v = gt w nastgpujacy sposob:

(WZ6r 66) h="5- = 5— = -3 ==

Efekt zderzenia z przeszkoda samochodu jadacego z predkoscia 60 km/h odpowiada upadkowi
samochodu z dachu budynku czteropigtrowego

Rysunek 1.29: Spadajacy samochéd
Zatem

sr67) h=22 =16 78m/s) T8m/s)” 14,35
(W20r67) h=9g = g gImfs2 | »3m
Jest to (w dobrym przyblizeniu) wysokos¢ budynku czteropigtrowego. Innymi stowy, samochod
zderzy si¢ z przeszkoda z predkoscia, jaka uzyskatby przy upadku z dachu czteropigtrowego
budynku (Rysunek 1.29: Spadajqcy samochod na stronie 38).
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Pytania i problemy

1. Czym rdzni si¢ ruch jednostajnie przyspieszony od ruchu jednostajnie opdznionego?

2. Co to jest opdznienie? Dlaczego stosujemy pojgcie ,,0po6znienie” a nie ,,ujemne przyspieszenie”?

3. Czy wzory na potozenie i pregdkos¢ w ruchu jednostajnie przyspieszonym rdznia si¢ od ich odpowiednikéw w
ruchu jednostajnie op6znionym?

4. Wykonaj wykres zaleznos$ci potozenia s od czasu ¢ w ruchach jednostajnie zmiennych wg przyktadow: Przykiad 6
na stronie 36 i Przykiad 7 na stronie 37.

5. Wykonaj wykres zalezno$ci predkosci od czasu w ruchach jednostajnie zmiennych wg przyktadow: Przykiad 6 na
stronie 36 i Przyklad 7 na stronie 37.

1.9 Rzut pionowy w gore

Jezeli cialu nadamy predkos¢ poczatkowa vV, w kierunku pionowym w gore, to w catym czasie ruchu ciato ma state
przyspieszenie ziemskie g zwrdcone pionowo w dot, a wige w strong przeciwna do predkosci poczatkowej V. Zatem
ciato, wznoszac si¢, wytraca stale predkos¢, az do chwilowego zatrzymania si¢ — wtedy predkosé chwilowa v=0.
W tym momencie cialo osiaga maksymalna wysoko$¢ H (Rysunek 1.30: Rzut pionowy w gore na stronie 40). Ta
pierwsza faza ruchu w gorg jest ruchem jednostajnie opdznionym ze statym opdznieniem rownym g, oczywiscie pod
warunkiem, ze pominiemy w tym zagadnieniu opor powietrza. W drugiej fazie ruchu ciato swobodnie spada.
Obliczmy maksymalna wysokos¢ H, na ktdra wzniesie si¢ cialo (nie uwzgledniamy tu, zgodnie z zatozeniem, oporu
powietrza). Wykorzystamy wzor na polozenie ciata w ruchu jednostajnie opéznionym (wzor 57 na stronie 35).
Potozenie s w naszym zagadnieniu jest tozsame z wysoko$cia A, przyjmijmy sy = sy =0 oraz a = g. Mamy zatem
, gt
(wzbr 68) s=vol-=5~

Jest to rownanie wysokos$ci na jakiej znajduje si¢ ciato w kazdej chwili, podczas rzutu pionowego w gore.
Maksymalna wysokos¢ H na jaka wzniesie si¢ cialo otrzymamy, gdy do tego wzoru podstawimy czas wznoszenia f,,,.
v
Zgodnie ze wzorem (wzor 56 na stronie 34) dla a= g mamy ¢, = ¢, = ?0. Zatem
2 2
. 8t Yo & (Y
(wzor 69 ) H = votw—Tw :v()(? ) -5 (g)

Stad
%

(WZ(’)r70)H=2g



| Kinematyka punktu materialnego | 40

Maksymalna wysoko$¢ wynosi
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Rysunek 1.30: Rzut pionowy w gére

Zalezno$¢ potozenia (czyli wysokos$ci) ciata rzuconego pionowo w gore od czasu, zgodnie ze wzorem (wzor 68

na stronie 39), pokazana jest na Rysunek 1.31: Wykres zaleznosci wysokosci wzniesienia sie ciata od czasu w

rzucie pionowym w gore na stronie 41. Wykres przedstawia parabolg, ktorej maksimum odpowiada najwickszej
wysokos$ci H po uptywie czasu ¢,,. Parabola dotyka osi czasu w dwodch punktach 4 i B. Punkt 4 odpowiada chwili
wyrzucenia ciata ¢t = 0. Punkt B odpowiada czasowi ¢ =¢., gdy cialo ponownie zetknie si¢ z ziemig — wysokos$¢ ciala
zmaleje do zera. Zatem czas ¢, oznacza catkowity czas trwania rzutu (zardwno wznoszenia, jak i opadania). Czas ¢,
fatwo wyznaczymy, jezeli we wzorze (wzor 68 na stronie 39) przyjmiemy, ze 2= 0:

t2
(wz6r 71) 0= vyfe- 55

Jest to rownanie kwadratowe, gdzie niewiadoma jest czas ¢. Ma ono dwa pierwiastki. Jeden to le,= 0, co odpowiada

wysokos$ci zero w chwili startu. Drugi pierwiastek otrzymamy po prostym przeksztalceniu naszego rownania:
!
© 8-

Szukany przez nas czas odpowiada rozwiazaniu ley, Zatem

2V0
(wzbr72) tc=—73

Jest to wzor na czas trwania catego rzutu pionowego w gorg. Jezeli przez ¢ oznaczymy czas wznoszenia ciala, a przez

2y
t, czas spadania ciala, to t. =t +1, = ?0. Czas wznoszenia zgodnie ze wzorem (wzor 56 na stronie 34) wynosi

. YO yriq: S L , . , . L
_]ednak tl = tW = ? . Wlelmy WIEC, Z€ W rZucCi€ pionowym w gorg €zas wznoszenia _]eSt rowny czasowl Spadama ciata:
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Wartos¢ predkosci dla rzutu pionowego dana jest wzorem (wzor 33 na stronie 22), w ktorym podstawiono na
miejsce a przyspieszenie ziemskie g:

(wzor 73 ) v=v,-gt

wznoszenie spadanie

Yy

L &

Rysunek 1.31: Wykres zaleznosci wysokosci wzniesienia sie ciata od czasu w rzucie pionowym w
gore

Latwo mozemy sig teraz przekonac, ze predkos¢ koncowa ciata w chwili zderzenia z ziemia jest rowna predkosci
poczatkowej, ale, oczywiscie, zwroconej przeciwnie: V = - V.. Po osiagnigciu wysokosci maksymalnej ciato zawraca
i predkos¢ zmienia znak, ale w dalszym ciagu obowiazuje wzor (wzor 73 na stronie 41) (patrz — wykres predkosci

na Rysunek 1.29: Spadajqcy samochéd na stronie 38). Fakt, ze tuz przy ziemi ciato osiaga predkosc v = - v,

wynika ze wzoru (wzdr 73 na stronie 41).
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Rysunek 1.32: Wykres zaleznosci predkosci od czasu w rzucie pionowym w goére

XLSM PDF Rzut pionowy

Przyktad 8

Obliczymy najmniejsza predkoscé, z jaka nalezy rzuci¢ pionowo w gore jakies$ ciato, aby dotarto na
wysoko$¢ H = 12m czteropigtrowego budynku.

Odpowiedz: Skorzystamy ze wzoru (wzor 70 na stronie 39) na maksymalna wysoko$¢ H w
rzucie pionowym. Wyznaczajac z niego predko$¢ poczatkowa v, mamy:

(wzor 74 ) vo=\2gH =\/2- (9,813 ) - 12m =15 345 =55 221‘Tm

Aby cialo dotarto na wysoko$¢ 12 m, nalezy je wyrzuci¢ z predkos$cia rowna co najmniej 55,22 km/
h.

Pytania i problemy

1. Jaki czas nalezy wstawi¢ do wzoru (wzor 68 na stronie 39), aby otrzymac¢ wzor (wzor 70 na stronie 39) na
maksymalna wysokos¢ H. Wykonaj odpowiednie przeksztatcenia.

2. Udowodnij, Ze dla rzutu pionowego predko$¢ koficowa vy, (tuz przed upadkiem ciata) jest rtéwna, co do warto$ci
bezwzglednej, predkosci poczatkowej v,

3. Wykonaj wykresy potozenia wysokosci i predkosci ciata w funkcji czasu, wykorzystujac dane z przyktadu
(Przyklad 8 na stronie 42).

4. Przedstaw na wykresach zaleznosci predkosci od czasu i na wykresach zaleznosci drogi od czasu ruch samochodu
opisany w przyktadzie (Przykiad 6 na stronie 36). Zaznacz punkty, w ktorych nastapi zderzenie z przeszkoda.
Rozszerz wykresy w ten sposob, aby uwidoczni¢ czas i droge hamowania, gdy nie ma przeszkody.


http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/Rzut_pionowy/rzut_pionowy-symulacja.xlsm
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/Rzut_pionowy/rzut_poziomy_opis_cwiczenia.pdf
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Doswiadczenie wirtualne ,,Rzut pionowy”

Doswiadczenie - rzut pionowy

Rysunek 1.33: Animacja

1. Uruchom animacj¢ kliknigciem myszy.
Stoper uruchamia si¢ sam w momencie, gdy chlopiec wypuszcza pitkg.

2. Obserwuj ruch pitki i zatrzymaj animacj¢ w momencie, gdy pitka: a) znajduje si¢ w najwyzszym potozeniu, b)
znajduje si¢ z powrotem w miejscu wyrzutu.

3. Zanotuj odczyty a) i b) stopera (z animacji) i wpisz do tabelki pomiaréw w sprawozdaniu.
Oblicz (korzystajac z réwnan (wzor 68 na stronie 39) — (wzor 73 na stronie 41)) wysoko$¢ H - zasigg
rzutu w pionie (tu wysoko$¢ budynku) oraz predkos$¢ poczatkowa wyrzutu v. Nastgpnie, powtorz (dwukrotnie)
czynnos$ci 1-3. Moment zastopowania animacji zalezy od czynnikéw przypadkowych (twdj refleks). Dlatego, tak
jak w ,realu”, za kazdym razem uzyskasz nieco inny odczyt na stoperze - to pozwoli ci doktadniej okresli¢ H i v
oraz wlasciwie oceni¢ niepewnos$ci pomiarowe A H i A v,. Niepewnosci te ocen tak, jakbys miat do czynienia z
doswiadczeniem realnym.

1.10 Operacje na wektorach

Dotychczas mieliSmy do czynienia z wektorami wspolliniowymi, tzn. majacymi ten sam wspolny kierunek. Teraz
poznamy operacje, ktére mozna wykona¢ na wektorach o ré6znych kierunkach. Opiszemy: dodawanie wektorow,
odejmowanie wektorow, rozktadanie wektora na sktadowe, oraz rzutowanie wektora na osie uktadu wspotrzednych.

Dodawanie wektoréw. Sktadanie ruchow

W jaki sposdb powinnismy dodawaé wektory? Na przyktad, jak powinnis§my dodawac przemieszczenia? Rozpatrzmy
nastgpujaca sytuacjg: przypusémy, ze na poziomej platformie w punkcie 4 znajduje si¢ cztowiek, ktory nastgpnie
przechodzi do punktu B (Rysunek 1.34.: Skladanie dwoch niezaleznych ruchow — czlowieka i platformy na stronie
43). Przemieszczenie AB cztowicka dane jest przez wektor @. Jezeli platforma przesunie si¢ wzdhuz toru,

czlowiek zostanie przemieszczony do punktu C. Przemieszczenie BC jest dane przez wektor bW rezultacie,
przemieszczenie AC cztowieka wzglgdem ziemi dane jest przez wektor ¢. Widzimy wiec, ze ztozenie (czyli
zsumowanie) przemieszczen 4B i BC jest rowne przemieszczeniu AC. W jezyku wektorow wyrazimy to nastgpujaco:

. , . .
suma wektorow @ i b jest rtéwna ¢, co zapisujemy
N
(wzbr75)d+b=7

Rezultat ten nie zalezy od kolejnoséci dokonywanych przemieszczen. Jezeli cztowiek znajdujacy si¢ w punkcie 4
zostanie najpierw przemieszczony do punktu D (Rysunek 1.34: Sktadanie dwoch niezaleznych ruchow — cztowieka
i platformy na stronie 43; AD = BC), a p6zniej przejdzie do punktu C (DC = 4B), to — jak widaé na rysunku —
przemieszczenie wypadkowe bedzie takie samo jak poprzednio, czyli bedzie to AC. Zapytajmy teraz, jakie bedzie
przemieszczenie wypadkowe cztowieka, gdy oba przemieszczenia odbywac si¢ beda rownoczesnie. Oczywiscie,
jezeli marsz czlowieka i ruch platformy odbywaja si¢ rownoczesnie, w rezultacie obu przemieszczen cztowiek
znajdzie si¢ doktadnie w tym samym punkcie C. Widzimy zatem, ze jezeli dwa przemieszczenia sktadowe
dokonuja si¢ jednoczesnie, to przemieszczenie wypadkowe jest doktadnie takie samo, jak w przypadku, gdy oba
przemieszczenia dokonuja si¢ oddzielnie. Obowiazuje tu zasada dodawania wektorow sktadowych, w wyniku czego
otrzymuje si¢ wektor wypadkowy, ktéremu odpowiada przekatna rownolegloboku zbudowanego na wektorach
sktadowych.

a) najpierw przemieszcza si¢ cztowiek z punktu 4 do B, a nastgpnie platforma przemieszcza cztowieka
do punktu C, b) najpierw platforma przemieszcza cztowieka z punktu 4 do D, a nast¢pnie cztowiek
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przemieszcza si¢ do punktu C. Rezultat: przemieszczenie AC = ¢ nie zalezy od kolejno$ci dokonywanych

a b
b
B = C s C
L c A c |_v,
d d
A® A *D

ol

przemieszczen

Rysunek 1.34: Sktadanie dwdéch niezaleznych ruchoéw - cztowieka i platformy

Twierdzenie to mozna uogolni¢ i wyrazi¢ nastgpujaco:
® Zamapietaé:
Niezaleznosé ruchow

Jezeli punkt materialny wykonuje kilka ruchow jednoczesnie, to kazdy ruch sktadowy odbywa sig tak, jak
gdyby pozostate ruchy nie miaty miejsca (czyli ruchy sktadowe nie przeszkadzaja ani nie pomagaja sobie
wzajemnie). Dowolny ruch na ptaszczyznie mozna opisac jako ztozenie dwoch niezaleznych ruchow.

Wektor bedacy suma dwoch wektorow mozna przedstawic graficznie jako przekatna rownolegtoboku (Rysunek

1.35: Dodawanie wektorow na stronie 45a). Mozna go roéwniez przedstawi¢ w ten sposob, ze najpierw poczatek
drugiego sktadnika przyktada si¢ do konca pierwszego, a nastgpnie tworzy si¢ wektor wypadkowy, ktdrego poczatek
pokrywa si¢ z poczatkiem pierwszego, a koniec — z koncem drugiego sktadnika (Rysunek 1.35: Dodawanie wektorow
na stronie 45b).
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ol

Zgodnie z reguta: a) rownolegtoboku, b) trojkata
Rysunek 1.35: Dodawanie wektorow

W ogolnym przypadku, aby doda¢ kilka wektorow, na przyktad @, d,, d5 i d 4, nalezy poczatek drugiego sktadnika
przytozy¢ do konca pierwszego, poczatek trzeciego do konca drugiego itd. Nastepnie tworzy si¢ wektor wypadkowy

Z, ktérego poczatek pokrywa si¢ z poczatkiem pierwszego sktadnika, a koniec z koncem ostatniego sktadnika
(Rysunek 1.36: Dodawanie kilku wektorow zgodnie z regutq wieloboku na stronie 46). Ten wektor jest wlasnie
suma wektorow sktadowych:

o
(wzor76) b =ay+d,tay+ay

Taki sposob dodawania wektoréw nazywamy reguiq wieloboku.
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Rysunek 1.36: Dodawanie kilku wektorow zgodnie z reguta wieloboku

Odejmowanie wektoréw

Operacja odejmowania jest operacja odwrotna do dodawania wektoréw. Sposob graficznego odejmowania wektorow
odczytamy wprost z Rysunek 1.35: Dodawanie wektoréw na stronie 45, gdzie mamy przedstawiony wektor ¢

bedacy suma dwoch wektordow, ¢ =d + b. Oczywiscie, z tego zapisu wynika, ze wektor b jest roznica wektorow ¢ i

—

a’

(wzor77)b=2-a

. . . - . r . ’ 4 —_— > . ’
Widzimy, ze wektor b jest poprowadzony w ten sposob, ze laczy konce wektorow @ i ¢. Mozemy zatem podac
ogo6lny przepis na odejmowanie wektorow:

® Zamapietaé:

Aby otrzyma¢ wektor b bedacy roznica wektorow ¢ i @ nalezy wektory € i @ sprowadzi¢ do wspdlnego
poczatku i nastgpnie poprowadzi¢ wektor od konica wektora @ do konca wektora ¢ (Rysunek 1.37: Wektor
przemieszczenia na stronie 47).

Wektor wodzacy

Za pomoca roznicy wektor6w mozna okresla¢ zmiang polozenia ciata wyrazona wektorem przemieszczenia. W
tym celu wprowadza si¢ tak zwany wektor wodzacy (lub wektor potozenia) 7. Przyjmijmy, ze cialo znajduje si¢
poczatkowo w punkcie 4, a pdzniej w punkcie B. Wektor laczacy te dwa punkty jest wektorem przemieszczenia
4B. Ustalmy jakis punkt O, w ktorym umiescimy poczatek uktadu wspotrzednych (x;y) — Rysunek 1.37: Wektor
przemieszczenia na stronie 47a. Poprowadzmy z punktu O wektor 7 do chwilowego potozenia ciata. Ten wiasnie
wektor nazywa si¢ wektorem wodzacym. Przyjmie on wartos¢ r;, gdy ciato jest w punkcie 4, oraz r, — w punkcie

B (Rysunek 1.37: Wektor przemieszczenia na stronie 47b). Widzimy, ze wektor przemieszczenia AB jest rowny
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roznicy wektordw 7, i 7, czyli przemieszczenie 4B jest rOwne A -7 1. Roznicg wektordw oznaczylismy tutaj

jako A7, gdyz oznacza ona zmiang wektora wodzacego 7.

a) wektor AB w uktadzie wspotrzednych Oxy, b) jako roznica dwoch wektorow wodzacych, A7 =7,-7,

g
-

Rysunek 1.37: Wektor przemieszczenia

Rozktadanie wektora na sktadowe

Rozktadanie wektora na sktadowe jest czynnoscia odwrotna do sktadania, czyli sumowania wektorow. Jezeli mamy
dany wektor @, ktory chcemy roztozy¢ na dwa sktadowe wektory wzdtuz z gory ustalonych kierunkéw, na przyktad
wzdhuz linii OA 1 OB, jak na Rysunek 1.38.: Skladowe wektora na stronie 48a, to musimy post¢gpowac nastgpujaco:

z konca wektora @ wyprowadzamy pomocnicze linie rownolegle do zadanych linii O4 i OB. Powstaje w ten sposob
rownolegltobok. Boki rownolegloboku, ktorym nadajemy zwroty, czyli wektory @ i @5, sa szukanymi sktadowymi
wektora @ (Rysunek 1.38: Sktadowe wektora na stronie 48b).
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a) Wektor @ nalezy roztozy¢ na sktadowe wzdtuz kierunkow OA4 i OB, b) roztozenie wektora @ na sktadowe @i d,
zgodnie z reguta rownolegloboku

Rysunek 1.38: Sktadowe wektora

Rzutowanie wektora na osie

W niektorych zagadnieniach fizycznych interesuja nas sktadowe wektora wzdtuz osi uktadu wspotrzgdnych O, lub
Oy. Te sktadowe wektora nazywamy rzutami wektora na okres$lone osie. Na rysunku Rysunek 1.39: Rzutowanie
wektora na stronie 49 wida¢, ze warto$ci liczbowe rzutdw @y i @ mozna wyrazi¢ wzorami:

(wzbr 78 ) a, = acosa
(wzbr 79 ) ay=asina

W powyzszych wyrazeniach a oznacza dtugo$¢ wektora d.

Z drugiej strony, jezeli sa dane rzuty prostopadle @ i @, wektora @, a warto§¢ wektora jest nieznana, to — korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa — t¢ nieznana warto$¢ wektora mozemy obliczy¢ (Rysunek 1.39: Rzutowanie wektora na

stronie 49):
(wzor80)a= \’a)%Jra%,
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a) Rzutowanie wektora na osie x i y. b) Rzuty wektora ¢ bedacego suma wektorow @

g — . , ,
i b (¢="d+ b)sa sumami rzutdw wektoréw sktadowych, tzn. ¢y =a,+by, cy=ay+b,

a=a sing

L
0 a=a cosa X

o i

Rysunek 1.39: Rzutowanie wektora

Kinematyka - wektor przemieszczenia, dodawanie wektorow

Rysunek 1.40: Animacja

Pytania i problemy

1. Jakie czynnosci nalezy wykonac, aby doda¢ graficznie dwa wektory przemieszczenia? Zastosuj regule: a)
wieloboku, b) rownolegloboku. Przyjmij, ze kierunki wektorow nie leza na tej samej proste;.

Jakie czynnosci nalezy wykona¢, aby doda¢ graficznie pig¢ wektorow?

Jakie czynnosci nalezy wykona¢, aby odjaé graficznie dwa wektory?

Co nazywamy wektorem wodzacym? Jaki jest zwiazek migdzy wektorem wodzacym a przemieszczeniem?

RANE O

Jakie czynnosci nalezy wykonac, aby roztozy¢ graficznie wektor na dwa sktadowe wektory wzdtuz z gory

ustalonych kierunkow?

6. Co to sa rzuty wektora na okreslone osie uktadu wspoétrzednych (x, y)? Wykonaj rysunek i podaj odpowiednie
wzory.

7. Statek przeprawia si¢ przez rzekg, ktora ma szerokos¢ d =200m. Wektor jego przemieszczenia jest nachylony pod

katem a=60° do osi x umieszczonej wzdhuz brzegu. Rozt6z wektor przemieszczenia na dwie sktadowe: wzdtuz

osi x oraz wzdhuz osi y — prostopadtej do brzegu. Oblicz dlugo$¢ wektora przemieszczenia oraz jego sktadowej x,

jezeli jego sktadowa y =200m.
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1.1 Wektor predkosci

Wektor predkosci i jego wspotrzedne

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy ruch punktu materialnego odbywa sig¢ po prostej. Niech w chwili #; punkt
materialny znajduje si¢ w miejscu wyznaczonym przez wektor wodzacy 7’1, w chwili ¢, — przez 7, (Rysunek 1.41:
Wektory w ruchu prostoliniowym na stronie 50). Wektor przemieszczenia wynosi

(wzor81) A7 =7,-7,

Wyznacza on (w sytuacji ruchu po prostej) droge punktu materialnego przebyta w czasie At=t,-t;. Zatem predkos¢
srednia okre$lona wzorem

~|

(Wzér82)7ér= AAt

jest oczywiscie wektorem, poniewaz dzielenie wektora A 7 przez skalar A ¢ jest innym wektorem, ktorego kierunek i
zwrot jest zgodny z wektorem przemieszczenia (Rysunek 1.41: Wektory w ruchu prostoliniowym na stronie 50).

W przypadku ruchu prostoliniowego kierunek i zwrot wektora predkosci jest taki sam jak wektora przemieszczenia

Rysunek 1.41: Wektory w ruchu prostoliniowym

Wektor predkosci chwilowej
Predkosé chwilowa okres$lona w bardzo krétkim przedziale czasu A t:

. —-_ A7
(wzor83)v= Iy

jest takze wektorem, ktory w ogdlnym przypadku ruchu krzywoliniowego jest styczny do toru (Rysunek 1.42: Wektor
predkosci sredniej i wektor predkosci chwilowej na stronie 51).
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Kierunek wektora predkosci $redniej Vi, jest zgodny z cigciwa (4B) toru ruchu punktu materialnego, podczas gdy

kierunek wektora predkosci chwilowej V jest styczny do toru (gdyz wektor ¥ jest utworzony z cigciwy 44’ — bardzo
bliskich punktéw toru)

Rysunek 1.42: Wektor predkosci sredniej i wektor predkosci chwilowej

Twierdzenie to mozna uogoélni¢ i wyrazic¢ nastgpujaco:
® Zamapietaé:
Wektor predkosci chwilowej

(wzor 84) v =52

okres$lony w bardzo krétkim czasie A t, jest zawsze styczny do toru.

Sktadanie predkosci

Aby wyjasni¢ sposob dodawania predkosci, rozwazymy ponownie ruch cztowieka i platformy. Jak stwierdziliSmy
poprzednio, wektor predkosci ma taki sam kierunek i zwrot jak wektor przesunigcia. Stad wynika, ze wektory
predkosci beda dodawaly sig tak samo jak wektory przesunigcia. Zatem, jezeli cztowiek porusza sig z predkoscia vV
wzgledem platformy, a platforma porusza sig z predko$cia V, wzgledem ziemi, to wypadkowa predkosé cztowicka
wzgledem ziemi wynosi (patrz Rysunek 1.43: Dodawanie predkosci czlowieka wzgledem platformy v — 1 i platformy
wzgledem ziemi v — 2 na stronie 52)

(wzor 85)V=V,+V,
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<|

L

(=

N

Rysunek 1.43: Dodawanie predkosci cztowieka wzgledem platformy Vi platformy wzgledem ziemi
V2

Obowiazuje tu reguta dodawania wektorow, ktora jest stuszna w ogélnym przypadku, a wige rowniez w przypadku,
gdy predkosé¢ cztowieka jest skierowana pod dowolnym katem a do wektora predkosci platformy (Rysunek 1.44:
Dodawanie predkosci czlowieka v — 1 i platformy v — 2 na stronie 53). Wzor (wzor 85 na stronie 51)

wyraza prawo dodawania predkosci w postaci wektorowe;.
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Rysunek 1.44: Dodawanie predkosci cztowieka V ;i platformy v,

Przyktad 9

Migdzy punktami 4 i B na rzece, odlegltymi od siebie o / = 10km, kursuje statek, ktory ma statg
predkos¢ vV wzgledem wody. Oblicz wartosci predkosci statku vy oraz predkosci pradu wody w
rzece vp, jezeli wiadomo, Ze statek, ptynac w gore rzeki, pokonuje t¢ odlegto$¢ w czasie ¢;= 1h,
natomiast w dot rzeki — w czasie ¢, =0, Sh.

Kinematyka - t6dZ na rzece

Rysunek 1.45: Animacja

Odpowiedz: Wektory predkosci statku i pradu rzeki sa rownolegle, cho¢ maja przeciwne zwroty,
gdy statek ptynie pod prad (w goreg rzeki) za$ zgodne zwroty, gdy plynie z pradem. Tak wigc, cho¢
wektory predkosci statku wzgledem brzegu wyrazaja si¢ podobnymi wzorami, to wartos$ci tych
wektorow sa roézne:

V1= v;+vp (podrédz pod prad); ale v, = vy-vp (bo vy i v maja przeciwne zwroty);

v} =v;+ v, (podréz z pradem); ale v, = v+ v, (bo vy i v, maja zgodne zwroty).

Tustruje to (Rysunek 1.46: Sktadanie predkosci statku i rzeki na stronie 54)



| Kinematyka punktu materialnego | 54

a) Statek ptynie w gorg rzeki — wektory predkosci statku i pradu rzeki odejmuja
sig, b) statek ptynie w dot rzeki — wektory predkoscei statku i pradu rzeki dodaja

=<
<l

o<

si¢
Rysunek 1.46: Sktadanie predkosci statku i rzeki
. A | .
Natomiast v; = ZRACREE Mamy wigc
. 1 _
(wzbr 86) 7 = VsVp
oraz
. L_
(wzobr 87) = vetvp
Sumujac te dwa réwnania stronami, wyeliminujemy vp. Otrzymamy
[, 1

(Wz()r88)2vS:t—1+t—2

Stad

. I(t+t) [(t-15)
(wzor89)vs=2t—lt2 vp=T1t2
Podstawiajac wartosci liczbowe, otrzymamy, ze predko$é statku wzgledem wody wynosi
vy =15km/h, za$ predko$¢ pradu rzeki vp = 5km/h.

Przyktad 10

Przy przeprawianiu przez rzekg 10dz startuje z punktu O i kieruje sig caty czas pod katem a =60 °
do linii brzegu, pod prad rzeki (Rysunek 1.48: Przeprawa todzi przez rzeke na stronie 55).
Oblicz, na jaka odleglos¢ / od punktu A4 rzeka zniesie 10dz. Szeroko$é rzeki wynosi d = 100m,

predkos¢ todzi wzgledem wody v, =1,2m / s, a predkos¢ pradu rzeki vy = O,Sm/ s. Pod jakim katem
nalezy kierowacé t6dz, aby przybita do brzegu w punkcie A?

Przeprawa todzig przez rzeke

Rysunek 1.47: Animacja
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Odpowiedz: Obierzmy uktad wspotrzednych Oxy 1 zrzutujmy na osie predkosc todzi (Rysunek 1.48:

Przeprawa todzi przez rzeke na stronie 55); otrzymamy wartosci

(wzor 90 ) v, = v,cosa

(wz6r91) vy, = v;sina

Rysunek 1.48: Przeprawa todzi przez rzeke

Wektor wypadkowy predkosci ma sktadowe: v, =vp-v,,,

A B
y
— e = = -f/
] v v ]
P\ Y SV
[\ BY Y N
. 0 — =
Ix Vp N

vy =y

Rysunek 1.49: Rozktad wektora predkosci todzi v,

Wypadkowa predko$¢ todzi w kierunku osi x wynika z natozenia sig predkosci pradu rzeki vp i
sktadowej x-owej predkosci todzi v;,, czyli

(wz0r 92 ) vy =vp-v;, = vp-v,cosa

Natomiast w kierunku osi y predkos¢ wypadkowa todzi

wzor 93 ) vy, = vy, = v;sina
y—Viy= V]




| Kinematyka punktu materialnego | 56

Odlegtos¢ [ wyznaczymy z trojkata OAB

(wzor 94) :é

Gdzie B jest katem, jaki wektor wypadkowy ¥ tworzy z osia x. Zatem
, vy vysina
(wzor 95) tgf = v = v,-v,cosa
wiec
Vp-V;cosa

(wzor96)[=d v sinat

zatem

0,8-1,2-cos60 °

(wzér97)l=100 1,2'Si1'1600

=19,2m

czyli rzeka zniesie t6dz na odleglos$¢ /=19,2m.

Kat o, pod jakim nalezy skierowac¢ t6dz, aby w wyniku unoszenia rzeki doptyneta prostopadle do
brzegu, mozna otrzymac z ostatniego wzoru na /, przyjmujac, ze [ = 0. Woéwczas vp-v,cosay = 0 (co
oznacza, ze sktadowa v, = 0), zatem

Vp
- =
stad
(wzor 99 ) oy =48°

Zatem gdy t6dz bedzie skierowana pod katem 48° do brzegu, to kierunek jej wypadkowego ruchu
bedzie prostopadty do brzegu.

Kinematyka - wektor predkosci w ruchu prostoliniowym

Rysunek 1.50: Animacja

Kinematyka - wektor predkosci w ruchu krzywoliniowym

Rysunek 1.51: Animacja

Pytania i problemy

1.

A

Podaj definicj¢ wektora predkos$ci sredniej.

Podaj definicjg wektora pregdkosci chwilowe;.

Przedstaw na rysunku tor krzywoliniowy ciata i zaznacz wektor predkosci $redniej i chwilowe;.
Na wybranym przyktadzie wyjasnij zasadg niezalezno$ci ruchow.

Sformuluj prawo dodawania predkosci w postaci wektorowe;.

1.12 Wektor przyspieszenia

Przyspieszenie $rednie zdefiniowane jako stosunek przyrostu wektora predkosci A V do czasu A ¢, w jakim ten
przyrost nastapit:

<l

(wzor 100) @y =5

jest wektorem (poniewaz dzielenie wektora przez skalar A ¢ daje wektor).
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Na przyspieszeniach mozemy wykonywaé, w konkretnych zagadnieniach fizycznych, operacje wezesniej
zdefiniowane dla wektoréw, jak dodawanie, rozktadanie na wektory sktadowe, rzutowanie na okreslone osie i inne.

.@ Wskazowka:

W ruchu prostoliniowym wektory Vi v, maja ten sam kierunek, zgodny z torem ruchu. Tak wigc wektor
AV =V,-V, ma ten sam kierunek, zgodny z torem (Rysunek 1.52: Wektory w ruchu prostoliniowym na

stronie 57). Z tego za$ wynika, ze wektor przyspieszenia @ takze ma kierunek zgodny z torem. Mowimy,
ze przyspieszenie jest w tej sytuacji styczne do toru. Opisuje ono zmiang wartosci predkosci; kierunek
predkosci si¢ nie zmienia.

<
N

W ruchu przyspieszonym prostoliniowym wektor vV ma zawsze kierunek zgodny z torem

Rysunek 1.52: Wektory w ruchu prostoliniowym

Inaczej jest w ruchu krzywoliniowym...

Zwroémy uwage na to, ze wektor przyspieszenia chwilowego w ruchu krzywoliniowym nie jest styczny do toru.
Widac to na Rysunek 1.53: Wektor A v — nie jest styczny do toru na stronie 58 — w punktach 1 i 2 wektory

predkosci sa styczne do toru, natomiast wektor AV =7V,-V, ktory wystgpuje w liczniku wzoru (wzdr 100 na stronie
56), nie jest styczny do toru (nawet wtedy, gdy punkty 1 i 2 zblizaja si¢ do siebie), a przeciez kierunek wektora

d jest zgodny z kierunkiem A V. W takiej sytuacji wektor przyspieszenia @ rozkladamy na dwa wektory sktadowe
wzajemnie prostopadte (Rysunek 1.54: Przyspieszenie w ruchu krzywoliniowym mozna roztozy¢ na wzajemnie
prostopadle skladowe a — s i a — r na stronie 59): d — styczny do toru i @, — prostopadly (normalny); ten

ostatni wektor nazywa si¢ przyspieszeniem dosrodkowym.
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Rysunek 1.53: Wektor AV nie jest styczny do toru

Taki rozktad wektora przyspieszenia ma sens, poniewaz kazda z opisanych sktadowych powoduje inny skutek.
Sktadowa styczna zwigzana jest ze zmiang wartosci predkosci. Zauwazmy, ze przyspieszenie a zdefiniowane
wczesdniej za pomoca wzoru (wzor 17 na stronie 17) - rozdz. 1.4 Ruch jednostajnie przyspieszony na stronie

16, jest wlasnie wartoscia sktadowej stycznej przyspieszenia ag;. Natomiast sktadowa prostopadta przyspieszenia
opisuje zmiang kierunku predkosci.
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Rysunek 1.54: Przyspieszenie w ruchu krzywoliniowym mozna roztozy¢ na wzajemnie prostopadte
sktadowe d;i d,

Przyktad 11

Ciato zsuwa sig po rowni pochytej o dtugosci / = 1m, z wysoko$ci &= 2cm (Rysunek 1.55:
Przyspieszenie ciala na rowni pochylej bez tarcia na stronie 59). Pomijajac opory ruchu, oblicz
czas trwania ruchu i predko$¢ koncowa ciala u podnéza rowni. Ile wynosi czas spadania i predkosé
koncowa ciata, gdy spada ono swobodnie z tej samej wysoko$ci?

Jest ono rowne rzutowi wektora przyspieszenia ziemskiego g na kierunek rowni, a = g,= gsina

Rysunek 1.55: Przyspieszenie ciata na rowni pochytej bez tarcia
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Odpowiedz: Przyspieszenie ziemskie jest wektorem i zgodnie z tym, co powiedziano wyzej,
wektor ten mozna rzutowaé na dowolne kierunki. W naszym przypadku odpowiednim kierunkiem
rzutu jest kierunek rownolegly do rowni (bo tylko w takim kierunku cialo moze si¢ porusza¢ —
ruch w kierunku prostopadtym do powierzchni rowni jest niedostgpny).

Zatem ciato zsuwa si¢ z rowni z przyspieszeniem @ réwnym co do warto$ci rzutowi przyspieszenia

ziemskiego g = gsina. Ale sina = %, wige
, _ . _ h
(wzor 101) a=gsina=g7
Wzdtuz réwni cialo pokonuje droge / ruchem jednostajnie przyspieszonym w czasie ¢, zZ zerowa

predkoscia poczatkowa (v = 0), zatem / = %. Podstawiajac tu wzor na a, otrzymamy: / = gT,

stad
(wzor102) ¢ = l\,ﬁ

Po podstawieniu wartosci liczbowych /= 1m, #=0,02m oraz g=9,81m / s2 otrzymujemy, ze czas
ruchu ciata wzdtuz réwni wynosi ¢ = 3,2s.

Predkos$é ciata u podnéza rowni wynosi v = at. Podstawmy tu czas ¢t wyprowadzony ze wzoru

_al

1=
(wzor 103) t:\l%_l

zatem

(wzér 104 )v=ar= a\/%_l = \IZal
. e gh
Podstawiajac otrzymany wczesniej wzor na ¢, mamy v = 271 . Stad

(wzor 105)v= \/2gh

Biorac pod uwagg dane liczbowe, otrzymamy, ze v = O,62m/ S.

2
. . , . 8t .
Czas swobodnego spadania ¢, z wysoko$ci / otrzymamy z rownania / = TO. Mamy wigc

(wzbr 106 ) ty= J%

Poréwnajmy ten czas z czasem ¢ ruchu ciata wzdhuz rowni pochylej. W tym celu przeksztatcimy
wyzej wyprowadzony wzor na ¢ w nastgpujacy sposob:

. 2 [ 20 _ 1
(wzor107)t=l§=h T =5l

Widzimy, Ze czas t zsuwania si¢ ciata po rowni jest tyle razy dluzszy od czasu ¢, swobodnego
spadania, ile razy dtugo$¢ rowni jest wigksza od jej wysokosci. Podstawiajac dane liczbowe,
otrzymamy ;= 0,064s.

Predko$¢ ciata swobodnie spadajacego z wysokosci & wynosi v = gt,. Podstawiajac ¢, = \’%gh

otrzymamy v = \/2gh — identyczny wzor ze wzorem na predkosc¢ ciata zsuwajacego sig po réwni.
Widzimy zatem, ze warto$¢ predkosci koncowej ciata zsuwajacego si¢ bez tarcia po rowni pochytej
jest réwna wartosci predkosci ciata swobodnie spadajacego z tej samej wysokosci.
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Pytania i problemy

1. Zdefiniuj i opisz wektor przyspieszenia $redniego.
2. Rozt6z graficznie wektor przyspieszenia w ruchu krzywoliniowym na sktadowe — prostopadta i styczna do toru.
Ktora z tych sktadowych zwiazana jest ze zmiana kierunku predkosci?

3. Uzasadnij wniosek, ze na ogdt wektor przyspieszenia ma inny kierunek niz wektor predkosci. Wykorzystaj wzor
(wzor 100 na stronie 56).

4. Podaj, jaki zwiazek ma przyspieszenie a zdefiniowane za pomoca wzoru (wzor 17 na stronie 17) w rozdziale
1.4 Ruch jednostajnie przyspieszony na stronie 16 z przyspieszeniem zdefiniowanym we wzorze (wzor 100 na
stronie 56).

Opisz przy jakich dziataniach kierowcy pojawia si¢ niezerowe przyspieszenie styczne samochodu?
Opisz przy jakich dzialaniach kierowcy pojawia si¢ niezerowe przyspieszenie dosrodkowe samochodu?
Opisz ruch, podczas ktorego sktadowa prostopadta przyspieszenia réwna jest zeru.

® AW

Opisz ruch, podczas ktorego sktadowa styczna przyspieszenia rowna jest zeru. (Jesli to pytanie wydaje Ci sig za
trudne, wyjasnienie znajdziesz w rozdziale /.15 Ruch jednostajny po okregu na stronie 71 o ruchu po okregu).

1.13 Doswiadczenie ,,Akceleracja”

Wykonujac to do§wiadczenie, przekonamy sig, ze wzor na droge w ruchu jednostajnie przyspieszonym dobrze
zgadza si¢ z rzeczywisto$cia. To znaczy, ze wzor ten prawidtowo opisuje zalezno$¢ drogi od czasu i na wykresie
tej zaleznosci przedstawia si¢ jako parabola. Wyznaczymy warto$¢ przyspieszenia kulki staczajacej si¢ po rowni
pochyte;j.

Uwaga: Kulka nie moze mie¢ zbyt duzych rozmiaréw, aby mozna byto zaniedbaé efekty zwiazane z ruchem
obrotowym kulki - §rednica nie powinna by¢ wigksza niz 1 cm.

Przy okazji poznamy ciekawy sposob przeksztatcenia krzywej na wykresie w lini¢ prosta. Utatwia to analizg btedow
oraz pozwala jasno unaoczni¢ odchylenia dos§wiadczalnych pomiaréow od teorii.

Doswiadczenie wykonujemy w nastgpujacy sposob:

Z zestawu do do$wiadczen z mechaniki wybieramy dwa prety o dtugosci 1 m i taczymy je tak, aby utworzyty

szyny, ktore ustawiamy na stole, podktadajac z jednego konca wsporniki. W ten sposob powstaje rownia pochyta o
niewielkim kacie nachylenia do poziomu (Rysunek 1.56: Przygotowanie rowni pochylej do pomiarow czasu staczania
sie kulki na stronie 62). Oznaczamy na niej kreda (lub w inny sposob) jednakowe odcinki drogi, na przyktad co
/=10cm.
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Rysunek 1.56: Przygotowanie rowni pochytej do pomiaréw czasu staczania sie kulki

Za pomoca stopera wykonujemy pomiary czasu staczania si¢ kulki na coraz dtuzszych odcinkach drogi. Mierzymy
czas t; na drodze s; =, t, na drodze s, = 2/ itd. Kulke puszczamy za kazdym razem z wierzchotka rowni. Kazdy
pomiar powtarzamy trzykrotnie, aby tacznie otrzymac trzy serie pomiarow.

Whpisujemy wyniki pomiarow czasu do odpowiednich rubryk tabelki pomiarow znajdujacej si¢ w sprawozdaniu z
doswiadczenia.

Dla kazdej wartoéci drogi obliczamy $redni czas ruchu kulki i wpisujemy go do rubryki #,.. Dzigki temu uzyskujemy
doktadniejsze warto$ci czasow (jak sadzisz — dlaczego?). Obliczamy warto$ci kwadratéw czasow $rednich i
wpisujemy je w ostatniej rubryce tabelki.

Sporzadzamy wykres zaleznosci drogi od czasu dla wartosci uzyskanych podczas pomiaru. Na osi rzednych
odkladamy drogg s w metrach, a na osi odcigtych czas w sekundach. Pamigtajmy o doborze wlasciwej skali na osiach,
aby wykres byt czytelny. Nanosimy punkty do§wiadczalne i wykre§lamy krzywa, prowadzac ja ,,od reki” pomigdzy
punktami doswiadczalnymi (nie nalezy kresli¢ linii famanej od punktu do punktu).

Sprawdzamy, czy otrzymana krzywa przypomina parabolg. Teoretyczny wzor na droge w ruchu jednostajnie
przyspieszonym (wzor (wzor 24 na stronie 20 ) — 1.4 Ruch jednostajnie przyspieszony na stronie 16)
przedstawia, jak wiemy, funkcj¢ kwadratowa czasu

2
(wzor 108 ) s = %=

Zapisujemy wniosek, jaki wynika z ksztaltu otrzymanej krzywe;j.

Przesledzimy opracowanie wynikéw doswiadczenia na przyktadzie konkretnych danych otrzymanych w jednej ze
szkot. Wyniki pomiaréw i obliczen zawarte sa w tabeli na Rysunek 1.58: Przykladowe dane pomiarow na stronie
64. Korzystajac z nich, sporzadzono wykres zaleznosci s od ¢, odktadajac jako rzgdne punktéw doswiadczalnych
warto$ci #y,.

Wykreslona krzywa (Rysunek 1.57: Wykres zaleznosci drogi od czasu na stronie 63) bardzo przypomina parabolg.
Dzigki temu otrzymuje si¢ potwierdzenie doswiadczalne wzoru teoretycznego (wzor 108 na stronie 62). Jezeli
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otrzymalismy taki wynik, mozemy sig cieszy¢, jednakze mozemy odczuwaé pewien niedosyt, gdyz uzyskalismy tylko
jakos$ciowe (,,na oko”) potwierdzenie teorii.

Doswiadczalny wykres zalezno$ci drogi od czasu dla kulki staczajacej sig¢ po roéwni

s(m)*$

(.9 1
0.5
0.7
(0,6
0.3
0.4
03
(.2
0,1

0 Z 2 3 1(s)

pochytej

Rysunek 1.57: Wykres zaleznosci drogi od czasu
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Droga s (m) - Cza; t(s) - tir (5) - (s°)
0.1 0.9 0.9 1.0 0.9 0.8
0,2 1.5 1.5 1.4 1.5 2.2
0.3 1.9 1.9 1.6 1.8 3,2
0.4 2.3 2.0 2.3 2.2 4.8
0.5 2.3 2.7 2.6 2.5 6,2
0.6 3.0 2.4 2.7 2.7 7,3
0,7 3.2 3.0 2.8 3.0 9.0
0.8 3,3 3.3 3.0 3.2 10.2
0.9 3.4 3.4 3.4 3.4 11.6

Rysunek 1.58: Przyktadowe dane pomiaréw

Sprébujmy znalez¢ potwierdzenie bardziej obiektywne i doktadniejsze. Gdyby$smy mieli do czynienia z funkcja
liniowa, a nie, jak w tym przypadku, z funkcja kwadratowa, duzo tatwiej bytoby stwierdzi¢ zgodno$¢ potozenia
punktow doswiadczalnych z teoretyczng linig prosta (wystarczytoby tylko przylozy¢ linijke). Sprobujmy zatem
»Wyprostowac” parabole odpowiadajaca zalezno$ci drogi od czasu w ruchu jednostajnie przyspieszonym z zerowa
predkoscia poczatkowa.

Jezeli na osi rzednych bedziemy odktada¢ drogg s, a na osi odcigtych, zamiast wartosci czasu ¢, warto$ci kwadratow
czasu 12, to powinni$my otrzyma¢ prosta. Wtedy w réwnaniu (wzér 109 na stronie 64) jako zmienna niezalezna

traktujemy nie ¢, ale ¢2, natomiast s jako zmienna zalezna. Otrzymujemy w ten sposob zaleznos$é liniowa miedzy s a
2.
[

(wzor 109) s=%5(2) = (y=5x)

Wykorzystujac ostatnia rubryke w tabelce, mozemy sporzadzi¢ wykres zaleznosci s od 2. Wykres dla podanych
warto$ci doswiadczalnych przedstawiony jest na rysunku Rysunek 1.59: Doswiadczalny wykres zaleznosci drogi

od kwadratu czasu dla kulki staczajqcej sie po rowni pochyltej na stronie 65. Teraz widzimy wyraznie, ze

punkty do§wiadczalne uktadaja si¢ wzdtuz prostej — nie mamy watpliwosci, ze nasze do§wiadczenie potwierdza
teoretyczny wzor na drogg jako funkcje czasu! Widzimy wprawdzie, ze punkty pomiarowe nie leza doktadnie na
prostej, ale nie mozemy oczekiwac czegos takiego w doswiadczeniu, ktdorego wyniki sa zawsze obarczone okre§long
niepewnoscia pomiarowa. Istotne jest, ze odstepstwa punktow od prostej majg charakter przypadkowy (losowy), a nie
systematyczny.

Mogliby$my teraz odczyta¢ z wykresu do§wiadczalng warto$¢ przyspieszenia, bo, jak wida¢ (réwnanie (wzor 109
na stronie 64)), tangens kata nachylenia naszej prostej do osi (¢2), czyli wspotczynnik kierunkowy, jest rowny
liczbowo %. Jednakze zrobimy to nieco pdzniej, poniewaz prosta na rysunku Rysunek 1.59: Doswiadczalny wykres

zaleznosci drogi od kwadratu czasu dla kulki staczajqcej sie po rowni pochylej na stronie 65 poprowadzili$my
trochg ,,na wyczucie” migdzy punktami dos§wiadczalnymi. Nie mamy pewnosci, czy nie mozna by jej doktadniej
poprowadzi¢ migdzy tymi punktami. Bardziej precyzyjnie poprowadzimy prosta, jezeli uwzglednimy niepewnosci
pomiarowe.

@ Wskazowka:

W fachowych badaniach do§wiadczalnych, dla prowadzenia precyzyjnych wykresow stosuje si¢ specjalne
procedury komputerowe — moze by$ sprobowat zastosowac jedna z nich na lekcji informatyki?
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Rysunek 1.59: Doswiadczalny wykres zaleznosci drogi od kwadratu czasu dla kulki staczajacej sie po
réwni pochytej

Przeprowadzimy teraz dyskusje¢ niepewnosci pomiarowych (najpierw nalezy zapozna¢ si¢ z Dodatkiem 1.1. ,,Ocena
doktadno$ci wynikdéw pomiarow” zamieszczonym w e_podrgczniku ,.fizyka XXI, kl.17).

Liczbowym wynikiem naszego doswiadczenia ma by¢ przyspieszenie kulki. Wynik pomiaru jest wtedy petny, gdy
podajemy niepewnos¢, z jaka go wyznaczono. Nasz koncowy wynik nie powstaje przez bezposredni pomiar, lecz
przez zlozenie pomiarow bezposrednich. Wobec tego jest on obarczony niepewnosciami tych pomiarow. Zatem,
podobnie jak to czyniliSmy w przypadku doswiadczenia ,,Galileusz”, oceimy najpierw niepewnosci pomiarow
bezposrednich.

a) Niepewnosci pomiarow bezposrednich

Mamy dwie wielkos$ci mierzone bezposrednio — droge s i czas ¢. Przy ocenie niepewno$ci pomiaru drogi s nalezy
wzia¢ pod uwagg to, ze kreski, ktorymi zaznaczaliSmy odcinki drogi, maja pewna grubos¢ (kreda), i ze stosowaliSmy
podziatke centymetrowa, ktdra ma ograniczona doktadno$¢. Przyjmiemy wigc, ze maksymalna niepewnos¢, z jaka
mierzyliSmy droge, wynosi

(wzér110) As=0,5cm
Czas mierzyliSmy za pomoca stopera, ktorego doktadnos¢ jest wyznaczona przez warto$¢ najmniejszej dziatki

(w podanym przyktadzie 0,1 s). Powinnis$my doda¢ jeszcze czas reakcji przy wlaczaniu i wylaczaniu stopera w
przyblizeniu 0,1 s. Przyjmiemy wigc, ze maksymalna niepewno$¢ pomiaru czasu wynosi

(wzor 111) At=0,3s



b) Niepewnos$¢ pomiaru wielkos$ci zlozonej

Przeksztatcajac wzor (wzor 108 na stronie 62), otrzymujemy

(wzér112)a=%
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wigc przyspieszenie a, bedace wynikiem koncowym pomiaru, ma postac¢ iloczynowa. Zatem mozemy stosowac
taka sama regulg jak w przypadku doswiadczenia ,,Galileusz”. Niepewnos$¢ wzgledna wyniku koncowego jest suma
niepewnosci wzglednych pomiarow bezposrednich. Niepewnosci pomiarowe moga by¢ dodatnie lub ujemne i moga
redukowac si¢ nawzajem, jednak przy ocenie niepewnosci wyniku koncowego uwzglednimy sytuacj¢ najbardziej
nickorzystna, kiedy niepewnosci si¢ sumuja. Dlatego sumujemy wszystkie niepewnos$ci ze znakiem plus, czyli
dodajemy ich warto$ci bezwzgledne:

(wzor 113 ) |54 | = |44 |

+2‘

4
t

Niepewno$¢ wzgledna ‘% ‘ podwoiliSmy, poniewaz czas ¢t wystepuje we wzorze (wzor 112 na stronie 66) na

przyspieszenie w drugiej potedze (12 =1-1).

Teraz mozemy przystapi¢ do obliczen szczegdtowych. Obliczymy przyspieszenie i niepewnos¢ naszego wyniku
koncowego. Przede wszystkim poprowadzimy dokladniej linig prosta na wykresie zaleznosci s od #2. W tym celu

przedstawimy graficznie niepewnosci Asi A (#2). Niepewno$é A s oceniliémy jako réwna +0,5cm , natomiast

niepewno$¢ kwadratu czasu A (#2) musimy potraktowaé jako niepewno$é pomiaru ztozonego

wigc

Przyjelismy, ze At= +0,3s, wigc

(wzér 114) | A (£2)|=2| At|t

(wzor 115) | A (£2) ] =0,6t(s2)

[A(A)| Al
t2 et

Dla kazdego czasu ¢ obliczamy niepewnosé | (£2) |. Obliczone wartoéci oraz wartoéci pozostatych niepewnosci
wpisujemy do tabelki niepewnosci pomiarow (przyktadowe dane w Rysunek 1.60: Tabelka niepewnosci pomiarow
(dane przyktadowe) na stronie 66).

Drogas
(m)

s (m)

Czas ;. (s)

£(s)

2()=2t,t (s%)

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

0,005

0.9

1.5

1.8

2.2

2.5

2l

3.0

3.2

3.4

0.8

ey

3.2

4.8

6.2

Tyt

9.0

10.2

11.6

Rysunek 1.60: Tabelka niepewnosci pomiaréw (dane przyktadowe)
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Kazdy punkt do§wiadczalny na wykresie otoczymy tak zwanym prostokatem niepewnosci pomiarowych (Rysunek
1.61: Niepewnosci pomiarowe na stronie 67) informujacym nas o maksymalnej niepewnoSci przy ustalaniu
potozenia punktu. Prostokat niepewnosci ma podstawe rowna 2| A #2|, r6zna dla réznych punktow, i wysokosé

2| A s| = lem, jednakowa dla wszystkich punktow.

8 (m) t
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Graficzne przedstawienie niepewnosci pomiarowych na wykresie zalezno$ci s od 2. Linia prosta obrazujaca
rzeczywisty ruch kulki powinna przechodzi¢ przez co najmniej 70% prostokatoéw niepewnosci pomiarowych

Rysunek 1.61: Niepewnosci pomiarowe
Teraz mozemy $miato poprowadzi¢ prosta w poblizu punktow doswiadczalnych; nie popetnimy pomyiki, jezeli prosta
bedzie przechodzi¢ przez wigkszo$¢ (powyzej 70%) prostokatow niepewnosci, jak na wykresie — Rysunek 1.61:

Niepewnosci pomiarowe na stronie 67. Oto sposob na mozliwie najdoktadniejsze poprowadzenie linii na wykresie
dos$wiadczalnym.

Teraz wyznaczymy przyspieszenie kulki a. Zgodnie ze wzorem (wzor 100 na stronie 56), tangens kata nachylenia
prostej do osi #2 (wspolczynnik kierunkowy prostej) jest liczbowo réwny potowie przyspieszenia kulki:

(wzor 116 ) tga = % (liczbowo) 11,452

Aby obliczy¢ warto$¢ tangensa, mozemy wziaé z wykresu rzedna i odcigta dowolnego punktu na prostej; najlepiej
obra¢ punkt na koncu prostej. Wezmy zatem punkt o rzgdnej rownej 0,9 m. Wtedy odcigta wyniesie 11,42 (patrz



| Kinematyka punktu materialnego | 68

wykres na rysunku Rysunek 1.59: Doswiadczalny wykres zaleznosci drogi od kwadratu czasu dla kulki staczajqcej sie
po rowni pochylej na stronie 65) i liczbowo

. 0,9
(wzor 117 ) a=2tga=2-777 = 0,158

Jest to liczba mianowana, zatem przyspieszenie kulki
(wzor 118 ) a=0,158m/s2

Jednakze nie jest to jeszcze pelny wynik koncowy naszego doswiadczenia, poniewaz nie podali$my niepewnosci
wyznaczonej wartosci przyspieszenia A a. Aby ja wyznaczy¢, skorzystamy ze wzoru (wzor /13 na stronie 66) na
niepewnos¢ wzgledna (oznaczmy ja przez ¢). Otrzymamy
, Aa As At
(wzor 119) e= ‘T‘ = ‘T‘*z‘T‘

Czyli

. 0,005m 0,3s
(WZOI‘120)€= 0,9m +2'3’4S:O,18

Zatem niepewno$¢ wzgledna pomiaru przyspieszenia jest rowna ¢ = 0,18, czyli stanowi 18% obliczonej wartosci a.

Niepewno$¢ bezwzgledna wynosi A a = ga, wigc

(wzbr 121) Aa=o,18-o,158§ =o,028§

Dopiero teraz mozemy napisaé pelny wynik koncowy pomiaru. Wyznaczona warto$¢ przyspieszenia kulki, zgodnie z
pOWYyZszym rozwiazaniem, wynosi

(wzor 122) a=(o,158io,028)§

Analize wyniku tego do§wiadczenia mozna poszerzy¢, korzystajac z teorii ruchu bryty sztywnej (obracajace;j si¢ kulki
na réwni pochytej) — zob. Doswiadczenie ,, Akceleracja BIS” na stronie 205.

Do$wiadczenie wirtualne - akceleracja

Rysunek 1.62: Animacja

1. Uruchom animacje¢ kliknigciem myszy
Stoper uruchamia si¢ sam w momencie, gdy chtopiec upuszcza pitkg na réwni¢ pochyta.

2. Obserwuyj ruch pifki i zatrzymuj kolejno animacj¢ w momencie, gdy pitka mija kolejny znacznik.

3. Zanotuj kolejne odczyty stopera i wpisz do tabelki pomiaréw w sprawozdaniu.
przyjmij, ze cata droga kulki wzdtuz rowni wynosi s = 1,8 m. Moment zastopowania animacji zalezy
od czynnikow przypadkowych (m.in. - twoj refleks). Dlatego, tak jak w ,,realu” pomiary sa obarczone
niepewnosciami, ktore powinienes oceni¢ i wykorzystaé w tzw. ,,Dyskusji blgdow”. Kieruj si¢ wskazowkami
zawartymi w ww. opisie do§wiadczenia realnego.

Pytania i problemy

1. Co nazywamy prostokatem niepewnos$ci pomiarowych?

2. Wyjasnij, dlaczego wyniki pomiaréw przedstawia si¢ na wykresach za pomoca prostokatow niepewnosci
pomiarowych.

3. Podaj zasady, jakie nalezy stosowaé przy prowadzeniu krzywej na wykresie z zaznaczonymi punktami
doswiadczalnymi.

1.14 Rzut poziomy

Zalézmy, ze ciatu znajdujacemu sig poczatkowo na pewnej wysokosci H nad ziemia nadajemy predkos¢ poczatkowa
V skierowang poziomo. Gdyby na ciato nie dziatata sita cigzko$ci, to poruszaloby sig ono caly czas poziomo
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ruchem jednostajnym z predkoscia V. Sita cigzkosci powoduje, ze ciato jednoczesnie wykonuje ruch jednostajnie
przyspieszony w dot. W rezultacie ztozenia tych dwdch ruchow ciato porusza si¢ po torze zakrzywionym — po
paraboli. Punkty 4, B, C, D i E na Rysunek 1.63: Rzut poziomy. Krzywa toru jest parabolgq na stronie 69

oznaczaja miejsca, do ktorych ciato by dotarlo po czasie 15,2 s,3 5,4 515 s, gdyby nie dzialata sita cigzkosci. Cialo

jednak swobodnie spada, wigc po pierwszej sekundzie znajdzie si¢ nie w punkcie B, ale nizej o A hg= % - (1 s)2,

czyli w punkcie B'. Po drugiej sekundzie znajdzie si¢ w punkcie C', czylio A h= % - (25) 2 metra ponizej punktu
C itd. Jezeli, na przyktad, bombowiec leci poziomo ruchem jednostajnym wzdhuz linii ABC... 1 w punkcie 4 otworzy
luk, spuszczajac swobodnie bombe, to obserwator na ziemi widzi, ze bomba porusza si¢ po paraboli AB'C'D'E’.
Natomiast pilot widzi ja spadajaca pionowo (w rzeczywistosci opor powietrza bedzie nieco opdzniat ruch bomby, co
spowoduje pewne odksztalcenie toru).

=
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Rysunek 1.63: Rzut poziomy. Krzywa toru jest parabola

Predko$¢ ciata w kazdym punkcie toru jest wypadkowa ztozenia predkosci vV stalej w kierunku poziomym (V= V)
i predkosci pionowej Vy, = g1, ktdrej warto$¢ wzrasta w miarg uptywu czasu. W rezultacie predko$é¢ wypadkowa jest
styczna do toru (Rysunek 1.64: Rzut poziomy na stronie 70).
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Wektor predkosci wypadkowej jest styczny do

Yo Y%
Y=%T

L
>

toru

Rysunek 1.64: Rzut poziomy

Wyprowadzimy teraz rownanie toru, czyli rownanie krzywej, wzdtuz ktorej porusza si¢ ciato w rzucie poziomym.
Spojrzmy na Rysunek 1.64: Rzut poziomy na stronie 70. Ruch ciata sktada si¢ z dwoch niezaleznych ruchow:
w kierunku poziomym x i w kierunku pionowym y. Rozwazymy je oddzielnie. Najpierw wyrazimy wspotrzedna y.
Poczatkowe polozenie ciata wynosi Vo= H, przyspieszenie ciata g wystapi ze znakiem minus, gdyz jest zwrocone
przeciwnie do osi y. Zatem
, gt
(wzor 123 ) Y=Yy~ 3

W kierunku osi x mamy ruch jednostajny z predkoscia statq v, wigc

(wzor 124 ) x = vyt

Te dwa ostatnie rownania potaczymy w jedno, wyznaczajac z rownania (wzor 124 na stronie 70) czas ¢ — mamy
= vio —1i podstawiajac go do réwnania (Rysunek 1.63: Rzut poziomy. Krzywa toru jest parabolq na stronie 69).
Otrzymujemy wowczas rownanie toru

, g
(wzor 125) y= —2—‘}(2)x2+y0
Jak widzimy, jest to rOwnanie paraboli typu y = - ax2+ b. Wspodtczynnik przy x2 jest ujemny, wigc ramiona paraboli
sa skierowane w dol, zgodnie z rzeczywistym ksztattem toru. Zwroéémy jeszcze uwage, ze na wzor 124 na stronie
70 pokazano tylko jedno z ramion paraboli. Drugie ramig, dla ujemnych warto$ci wspotrzednej x, nie opisuje
rzutu poziomego (np. ruchu spadajacej bomby).

Obliczymy teraz zasieg poziomy rzutu L. Jest to odleglos¢, liczona w poziomie, na jaka dotrze cialo wyrzucone
poziomo z wysokosci H. Wzor na zasi¢g otrzymamy ,,natychmiast” z rdwnania toru. Wystarczy tylko do réwnania
toru podstawi¢ jako Yo poczatkowa wysokos¢ H, jako warto§¢ wspotrzednej y ciata w momencie upadku wartosé 0,
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a jako x zasieg rzutu L (patrz Rysunek 1.63: Rzut poziomy. Krzywa toru jest parabolq na stronie 69). Wowczas
mamy

g

. _ L 2,
(wzor 126 )0 2‘%L H

Po przeksztatceniu tego réwnania otrzymujemy wzor na zasi¢g

(wzor 127) L=vo 2

Przyktad rzutu poziomego

Rysunek 1.65: Animacja

XLSM PDF Rzut poziomy
XLSM PDF Rzut uko$ny

Pytania i problemy

1. Opisz warunki, w ktorych realizuje si¢ ruch zwany rzutem poziomym.

2. Opisz rzut poziomy za pomoca ruchéw sktadowych.

3. Napisz wzory przedstawiajace zaleznosci od czasu wspotrzednych (x i y) ciata rzuconego poziomo z predkoscia
poczatkowa.

4. Udowodnij, Ze torem ciata rzuconego poziomo jest parabola.

5. Roéwnanie toru ciata rzuconego poziomo z wysokosci H (Rysunek 1.64: Rzut poziomy na stronie 70) ma

X2
postaé¢ y=H - i—‘; Postugujac si¢ z tym rownaniem, wyprowadz wzor na zasi¢g poziomy rzutu.
0

6. Wykresem zaleznosci drogi od czasu w ruchu jednostajnie przyspieszonym jest parabola. Dla opisu wynikow
doswiadczenia ,,Akceleracja” postugiwalismy si¢ takim ukladem wspotrzednych, w ktérym ta zaleznosé¢
byta przedstawiona w postaci linii prostej. Czy mozna znalez¢ taki uktad wspolrzednych, w ktérym funkcje
kwadratowa toru ciala rzuconego poziomo mozna bylo by przedstawi¢ jako lini¢ prosta?

7. Zbadaj, czy jest mozliwy rzut poziomy, w ktorym zasieg L bylby rowny poczatkowej wysokosci H. Przyjmij, ze
H#0.

1.15 Ruch jednostajny po okregu

Jezeli cialo w ruchu po okregu przebywa jednakowe odcinki tukéw w jednakowych odstgpach czasu, to mowimy,
ze mamy do czynienia z ruchem jednostajnym po okregu. Przyktadami takiego ruchu moga by¢: ruch wentyla na
wirujacym kole roweru, ruch na karuzeli, ruch jakiego$ punktu na kuli ziemskiej, ruch satelity okrazajacego Ziemig
itd.

Z podstawami opisu ruchu jednostajnego po okregu zapoznalidcie si¢ w pierwszej klasie. Przypomnimy teraz poznane
przy tej okazji wielkosci fizyczne; pozszerzymy takze opis o nowe elementy. Jedna z poznanych wielkosci jest
predkoscé v.

Wartos¢ predkosci w ruchu jednostajnym po okregu jest stata. Moze by¢ ona okreslona jako stosunek tuku A s, jaki
zakresli poruszajacy sig punkt, do czasu A ¢, w ktorym ten tuk zostat zakreslony

(wzor 128 ) v=-25

Wektor predkosci jest styczny do okregu (Rysunek 1.67: Wektor predkosci ciata poruszajqcego sie po okregu jest
styczny do okregu na stronie 72), poniewaz predkosc jest styczna do toru w kazdym ruchu krzywoliniowym, co
omoéwiliSmy juz uprzednio.


http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/Rzut_poziomy/rzut_poziomy-symulacja.xlsm
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/Rzut_poziomy/rzut_poziomy_opis_cwiczenia.pdf
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/Rzut_ukosny/rzut_ukosny-symulacja.xlsm
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/Rzut_ukosny/rzut_ukosny_opis_cwiczenia.pdf
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Predkos¢ okreslona wzorem (wzor 128 na stronie 71) nazywamy predkosciq liniowq dla odréznienia od predkosci
kaqtowej. Predko$¢ katowa w ruchu jednostajnym po okregu definiujemy jako stosunek kata A a zakre§lonego przez
promien okrggu, do czasu A ¢, w ktoérym kat ten zostat zakre$lony

(wzor 129) =44

Kinematyka - ruch jednostajny po okregu
Rysunek 1.66: Animacja

Rysunek 1.67: Wektor predkosci ciata poruszajacego sie po okregu jest styczny do okregu
Jednostka predkosci katowej jest radian na sekunde (rad/s) albo po prostu odwrotno$¢ sekundy (s-1). Poniewaz miara
kata (w radianach) jest stosunek tuku s, na ktérym jest oparty kat, do promienia r:

(wzbr 130) Ag=-32

wige kat mierzy si¢ w m/m, czyli jest bezwymiarowy — radian jest jednostka ,,utomng”. Podstawiajac wzor (wzor 130
na stronie 72) do (wzor 129 na stronie 72), otrzymamy

I—

(wzor 131) w=535 4

Uwzgledniajac, ze v = %, uzyskamy zwiazek migdzy predkoscia katowa a predkoscia liniowa:
(wzér132)w=% lub v=or

Inng wielkoécia charakteryzujaca ruch po okregu jest okres obiegu T, ktory definiujemy jako czas, w ktorym punkt
materialny wykona pelny obieg. Zar6wno predko$é liniowa, jak 1 predkos¢ katowa moga by¢ wyrazone za pomoca
okresu obiegu. Predkos¢ liniowa mozna przedstawié jako stosunek obwodu kota 2z do okresu T’

. _ 2zr
(wzor 133 ) v="F



| Kinematyka punktu materialnego | 73

Predkos$é¢ katowa mozna przedstawic¢ jako stosunek petnego kata 2z do okresu 7'

. _2z
(wzor 134) o=

Nastgpna wielko$¢ to czestotliwosé v (wielko$¢ ta czgsto bywa oznaczana symbolem f); definiujemy ja jako liczbe
obiegow, ktdra punkt materialny wykonuje w ciagu jednostki czasu. Czgstotliwos¢ jest odwrotno$cia okresu obiegu.
Fakt ten fatwo zrozumie¢ na przyktadzie: jesli v =3 s-1to cialo wykonuje 3 pelne obiegi w ciagu jednej sekundy.
Wobec tego jeden obieg trwa 1/3 sekundy i to jest wlasnie okres obiegu. Uogdlniajac ten przyktad otrzymujemy
zwiazek

. _L
(wzbr 135)v="=
Jednostka czestotliwosci jest odwrotno$é sekundy (s-1). Jednostka ta ma swoja nazwe: 1 Hz. Laczac wzory (wzdr 134
na stronie 73) i (wzor 135 na stronie 73), widzimy, ze
(wzér 136) w=2rv
Bardzo waznym pojgciem w ruchu po okregu jest przyspieszenie dosrodkowe (oznaczamy je a,). Mimo ze w ruchu

jednostajnym po okregu warto$¢ predkosci punktu materialnego nie zmienia sig, jednak predkosé jako wektor wciaz
zmienia kierunek (w kazdym miejscu jest styczny do okregu).

Wyobrazmy sobie, ze punkt materialny przechodzi bardzo maty odcinek tuku s od punktu 4 do B w czasie ¢ (Rysunek
1.69: Przyspieszenie w ruchu jednostajnym po okregu na stronie 74). PrzenieSmy wektor predkosci z punktu 4 do
punktu B. Wektor predkosci w punkcie B mozemy traktowac¢ jako wynik dodania do wektora v 4 przyrostu wektora
A V. Bardzo maly tuk s mozemy uwazaé za odcinek prostej. Wtedy trojkat rownoramienny OAB jest podobny do
trojkata BCD i mozemy napisa¢ proporcjg

(wzor 137) % =52

Kinematyka - przyspieszenie dosrodkowe

Rysunek 1.68: Animacja
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W ruchu jednostajnym po okregu przyspieszenie dosrodkowe zmienia kierunek wektora predkosci, ale nie zmienia
jego

wartosci
Rysunek 1.69: Przyspieszenie w ruchu jednostajnym po okregu
Poniewaz zalozylismy, ze warto$¢ wektora predkosci nie zmienia sig, wigc v 4= v i po podzieleniu rownania stronami
przez t otrzymamy:
(wzor 138) & =&Y
, . .5 . . Ay . .
W réwnaniu tym wystgpuje 7 = v oraz przyspieszenie a. = ——. Napiszemy wigc

(wzbr 139 ) % =3¢

Stad otrzymujemy wzor na warto$¢ tego przyspieszenia
2
(wzor 140 ) a =%

Przyspieszenie to nazywa sig przyspieszeniem dosrodkowym, gdyz jego kierunek pokrywa si¢ z kierunkiem
promienia okregu i jest ono zwrocone do §rodka tego okrggu. Widoczne to jest na Rysunek 1.69: Przyspieszenie w
ruchu jednostajnym po okregu na stronie 74. Wektor A vV ma kierunek zblizony do promienia okrggu. W granicy,
dla czasu ¢ zmierzajacego do zera, kierunek ten pokryje si¢ z kierunkiem promienia. Przyspieszenie @, ma taki sam
kierunek jak AV, czyli ma kierunek zgodny z promieniem i zwrot do $rodka okregu.

Przyspieszenie dosrodkowe mozemy wyrazi¢ rowniez za pomoca predkosci katowej, ktora wprowadzimy do wzoru
(wzor 140 na stronie 74), pamigtajac, ze v = ro. Otrzymamy

(wzor 141) a,.= w2r

Jezeli skorzystamy ze wzoru w = 2zv, otrzymamy

(wzor 142) a, = 4x2v2r
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Czasami wygodniej jest stosowac okres 7' = vl, zatem
2
(wzor 143 ) a, = “Tizr

Przypomnijmy sobie (patrz /.12 Wektor przyspieszenia na stronie 56), ze przyspieszenie jest wektorem, ktory

w przypadku ruchu krzywoliniowego nie jest styczny do toru. W szczeg6lnosci, w ruchu jednostajnym po okregu
wektor przyspieszenia jest prostopadly do toru. Wtedy przyspieszenie jest rOwne przyspieszeniu dosrodkowemu, a
sktadowa przyspieszenia styczna do okrggu jest rowna zeru (ay = 0). Zgadza sig to z definicja przyspieszenia (wzor 17
na stronie 17), poniewaz warto$¢ predkosci w ruchu jednostajnym po okregu jest stata, czyli jej przyrost wynosi

zero ( A v=0), co oznacza, ze przyspieszenie styczne musi by¢ takze réwne zeru, wigc a;=0.

W przypadku gdy mamy do czynienia z ruchem niejednostajnym po okregu, przyrost wartosci predkosci nie jest
réowny zeru (A v #0), wigc wystepuje niezerowe przyspieszenie styczne do okregu, ktore jest rtowne przyspieszeniu
zdefiniowanemu za pomoca wzoru (wzor 17 na stronie 17). Poniewaz wystgpuje tu rowniez przyspieszenie
dosrodkowe a,, widzimy, ze w przypadku ruchu niejednostajnego po okregu wypadkowe przyspieszenie jest
skierowane pod pewnym katem do stycznej do toru, réznym od 90°. Sktadowa styczna przyspieszenia opisuje zmiang
wartos$ci predkosci, za$ sktadowa normalna (czyli przyspieszenie dosrodkowe) wynika ze zmiany kierunku wektora
predkoscei.

® Zamapigtaé:

Wybrane wzory opisujace ruch jednostajny po okregu
Zwiazek miedzy predko$cia liniowa v a katowa:

(wzébr 144) v=owr
gdzie » — promien okrggu
Zwiazek migdzy okresem T i czgstotliwoscia v:

. -4

(wzbr 145 ) v=-7F

Przyspieszenie dosrodkowe:

2
(wzbr 146) ar=v7

Przyktad 12

Telekomunikacyjny satelita stacjonarny znajduje sig¢ stale nad jednym punktem réwnika Ziemi na
wysokos$ci 2=35630km. Promien Ziemi wynosi R =6370km. Z jaka predko$cia liniowa porusza
si¢ satelita?
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Jest ona taka sama jak predkos$¢ Ziemi, bo Ziemia obroci sig o ten sam kat, co satelita w tym samym
czasie

Rysunek 1.70: Predkos¢ katowa satelity stacjonarnego

Odpowiedz: Satelita S krazacy stale nad jednym punktem rownika (Z na Rysunek 1.70: Predkos¢
katowa satelity stacjonarnego na stronie 76) musi mie¢ pr¢dkos¢ katowa rowna predkosci
katowej tego punktu. Zatem predkos¢ liniowa satelity, zgodnie ze wzorem (wzor 133 na stronie
72), jest rOwna

. 2n(R+r)
(wzor 147 ) ve=—"73—""
czyli
2-3,14-(6370+ 35630
(wzor 148 ) vy = ( - )kTm: 109901

Jak widzimy, jest to bardzo duza predkos¢ w ludzkiej skali.

Zapytajmy przy okazji, z jaka predkos$cia porusza si¢ punkt Z, a wigc i wszystkie przedmioty
spoczywajace na rowniku Ziemi.

(wzor 149 ) v, =228
czyli
) 2-3,14-6370 k
(Wzor 150 ) v, = == = 1667

Widzimy, Ze jest to tez duza predko$é (odpowiadajaca predkosci szybkich samolotow
odrzutowych), ale jest ona wielokrotnie mniejsza od predkosci satelity stacjonarnego.

Przyktad 13

Rowerzysta jedzie ze stata predkoscia v=6m/s. Srednica kota wynosi 2R = 70 cm.

a). Oblicz czestotliwos¢ v obrotéw kot roweru.
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b). Narysuj tor zakreslany przez punkt zaznaczony kreda na boku bieznika opony, gdy jest on
obserwowany z chodnika.

¢). Oblicz predkos¢ kapturka wentyla wzglegdem ziemi w jego najwyzszym potozeniu. Odlegtosc
kapturka od osi kota wynosi » =28cm.

Odpowiedz: Ad a) Rower porusza si¢ z predkoscia vV wzgledem ziemi, to znaczy, ze rowniez i
osie jego kot maja te predkosé. Przyjmujemy, ze kota tocza si¢ bez poslizgu — to znaczy, ze punkty
styku kot z ziemiaq maja wzgledem ziemi chwilowe predko$ci rowne zero. Natomiast w uktadzie
odniesienia zwigzanym z rowerzysta osie kol, oczywiScie, nie poruszaja sig, a cale otoczenie wraz
z ziemia porusza si¢ do tyhu, z predkoscia -vV. W jego ukladzie odniesienia wszystkie punkty na
obwodzie kota obracaja si¢ z jednakowa predkoscia liniowa réwna v =2z Rv. Stad otrzymujemy
czestotliwos$¢ obrotu kot

(wzor 151)v=51mg

czyli

nl—

. 6 1
(wzér 152) V=7.3.14-0358 =2,73

Ad b) Na Rysunek 1.71: Punkt K na oponie roweru zatacza cykloide na stronie 77
przedstawiono kolejne pozycje kota z zaznaczonym punktem K w jednakowych odstgpach czasu.
Laczac poszczegdlne pozycje punktu otrzymujemy krzywa jego toru. Krzywa ta nazywa si¢
cykloidq — jest to krzywa znana w geometrii; zakresla ja ustalony punkt okregu toczonego po
ptaskiej powierzchni.

Rysunek 1.71: Punkt K na oponie roweru zatacza cykloide

Ad ¢) W pewnej chwili wentyl kota znajduje si¢ w najwyzszym potozeniu. Dla obserwatora
zewngetrznego chwilowa osig obrotu jest wtedy linia przechodzaca przez punkt lezacy na styku kota
z ziemia (punkt S na Rysunek 1.72: Pionowa linia po bardzo krotkim czasie odchyli sie o kqt A o na
stronie 78).
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Rysunek 1.72: Pionowa linia po bardzo krétkim czasie odchyli sie o kat Aa

Na linii pionowej znajduja si¢ nastepujace trzy punkty: K — kapturek wentyla, O — 0§ kota i
wspomniany punkt S. O$ kota, czyli punkt O, ma predkos$¢ liniowa v, réwna predkosci roweru, zas
punkt K — chwilowa predkos¢ liniowa vy. Mozemy przyjaé, ze po bardzo krotkim czasie ¢ linia

ta odchyli si¢ od pionu o niewielki kat A a. Wszystkie punkty na tej linii maja wspdlna predkosé

katowa w = i—?. Korzystajac ze wzoru (wzor 132 na stronie 72), otrzymamy

v
(wzor 153 ) o ==

oraz
: -
(wzor 154) 0=7

Przyréwnujac prawe strony tych rownosci, otrzymujemy, ze predkos¢ liniowa punktu K wynosi

(wzobr 155) vK=%v

Stad

0,35+0,28
(wzor 156 ) vg =—"535 -6

w8
Il
=
[0}
w8

Zatem predkos¢ chwilowa kapturka wentyla w jego najwyzszym potozeniu wynosi 10,8 m/s.

Warto doda¢, ze — z punktu widzenia obserwatora z zewnatrz — ruch kapturka mozemy potraktowaé
jako ztozenie dwoch ruchdéw: ruchu obrotowego wzgledem osi kota i ruchu postgpowego roweru.
Kapturek bowiem wykonuje jednocze$nie te dwa ruchy. Predkos¢ wypadkowa w kazdym
momencie bedzie suma wektorowa predkosci tych dwoch ruchow. Bedzie ona styczna do cykloidy.

Z kolei punkt styku kot z ziemia ma predkos¢ w ruchu postgpowym skierowana do przodu oraz w
ruchu obrotowym predkosé skierowang do tytu. Aby punkt ten nie $lizgat sig¢ (byt w spoczynku) te
dwie predkosci musza by¢ sobie rowne co do wartosci - wtedy ich wypadkowa predkosé wynosi
Zero.

Kinematyka - cykloida
Rysunek 1.73: Animacja
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Pytania i problemy

Eal ol

® N

Zdefiniuj predkosc katowa w ruchu po okrggu. Oblicz warto$é predkosci katowej matej wskazowki zegara.

Podaj wzor wiazacy predkosé liniowa z predkoscia katowa ciata w ruchu jednostajnym po okregu.

Podaj definicje czestotliwosci v. W jakich jednostkach wyrazamy czgstotliwo$§é?

Podaj definicjg okresu w ruchu po okrggu. W jakich jednostkach wyrazamy okres obiegu? Podaj zwiazek okresu z
czestotliwoscia.

Opisz wektor przyspieszenia dosrodkowego w ruchu jednostajnym po okregu.

Wyjasnij, dlaczego w ruchu jednostajnym po okrggu wystgpuje przyspieszenie dosrodkowe.

Jaki kierunek i jaki zwrot ma przyspieszenie dosrodkowe?

Opisz ksztalt toru zakreslanego przez punkt lezacy na obwodzie kota toczacego sig ze stata predkoscia po ptaskiej
powierzchni — z punktu widzenia obserwatora zewngtrznego.

Chilopiec obraca beczke w ksztalcie walca, opierajac na niej poziomo ptaska listwe o dlugosci /=1,5m. Zbliza
si¢ on przy tym do beczki (Rysunek 1.74: Chlopiec obraca beczke za pomocq plaskiej listwy na stronie 79).

Jaka drogg s musi przeby¢ chlopiec, aby dotknaé beczke? Wskazowka: Zastanow si¢ z jaka predkoscia liniowa
wzgledem ziemi porusza si¢ punkt stycznos$ci z listwa, a z jakg o$ obrotu beczki. Jezeli trudno Ci to sobie
wyobrazi¢, to wez linijke lub okragly otowek i zrob eksperyment.

Rysunek 1.74: Chtopiec obraca beczke za pomoca ptaskiej listwy

10. Uczniowie po przeczytaniu rozwiazania przyktadu Przyktad 13 na stronie 76¢ odczuwali pewien niedosyt

poznawczy. Nie bardzo zrozumieli bowiem, o co chodzi z ,,chwilowa osia obrotu widziana przez zewngtrznego
obserwatora”. Jednak po przeczytaniu komentarza pod rozwiazaniem wpadli na inny pomyst: by predkosé
kapturka wzgledem ziemi Vi obliczy¢ jako ztozenie jego predkoscei liniowej w ruchu po okregu wzgledem osi
kota v, i predkosci osi kola vV wzgledem ziemi. Uzupehnij rozumowanie uczniéw i oblicz warto$¢ predkosci
vk korzystajac z ich pomystu. Gdy uzyskasz ten sam wynik, co w rozwiazaniu przykladu Przykfad 13 na stronie
76c¢, to przekonasz sig, ze pojecie ,,chwilowej osi obrotu” ma sens.
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Rysunek 2.1: Wirtualny nauczyciel

Uczac si¢ dynamiki, uswiadomisz sobie zdumiewajaca rzecz, ze wiele
zjawisk w otaczajacym nas $wiecie mozna przewidzie¢ z bardzo duza
doktadnoscia.

Rozpatrujac zagadnienie ruchu w kinematyce, zapewne zauwazytes, ze znajac
aktualne potozenie, predkosc i przyspieszenie ciala, mozna byto wyznaczy¢
jego wspotrzedne w dowolnej chwili w przysztosci i w przesztosci. Z kolei,
by znaé przyspieszenie, trzeba zna¢ sity dzialajace na ciato. Zatem, jak
widzisz, niezbg¢dna jest znajomos¢ sit, ktore sa przyczyna przyspieszenia ciat.

Zagadnienia omawiane w tym rozdziale wzbogaca twoja wiedzg o ruchu
przez zbadanie przyczyn, czyli sit wywolujacych przyspieszenie ciat.
Rozdziatowi temu nadalismy tytul — dynamika, poniewaz tak nazywa si¢
nauka o sifach.

Rysunek 2.2: Zagadnienia omawiane w tym rozdziale wzbogaca
twoja wiedze o ruchu przez zbadanie przyczyn, czyli sit
wywotujacych przyspieszenie ciat
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2.1 Pierwsza zasada dynamiki Newtona

Arystoteles — starozytny wielki mysliciel — uznawat doswiadczenie i obserwacjg za podstawe nauki. Obserwujac
poruszajace sig ciata, wyciagnat wniosek, ze aby utrzymac ciato w ruchu jednostajnym prostoliniowym, konieczna
jest sita. Obserwacje wskazywaty bowiem na to, ze dowolne ciato, ktéremu nadano predkosé, zatrzymuje sig po
pewnym czasie, jezeli jego ruch nie jest podtrzymywany dziatajaca sita. Ten poglad zostat przyjety przez wszystkich
naukowcow i przetrwat okoto dwa tysiaclecia, az do XVII wieku. Jednakze obserwacje Arystotelesa nie byty peine,
gdyz nie dostrzegat przeszkod, jakie wszelkiemu ruchowi stawia o§rodek — nie dostrzegat migdzy innymi oporu
powietrza.

Rysunek 2.3: Arystoteles - wielki starozytny mysliciel

Zasadnicza przyczyna takiego pogladu bylo przekonanie, Ze Ziemia jest srodkiem Wszech§wiata i znajduje si¢ w
absolutnym spoczynku. Obserwacje ruchu ciat wzgledem Ziemi wskazywaly (jak juz wspomniano), ze ciata, ktorym
nadano pr¢dkosc, po pewnym czasie zatrzymuja si¢. Dlatego przyjeto, ze naturalnym stanem ciat jest spoczynek.
Przyjmowano na przyktad, ze w przypadku ruchu strzaty powietrze popycha ja i podtrzymuje jej ruch.

Dopiero w XVII wieku, dzigki pracom Kopernika, Galileusza i innych fizykow, obalono przekonanie o
bezwzglednym spoczynku Ziemi. Okazalo sig, ze Ziemia jest tylko jedna z planet krazacych wokot Stonca. To
byt pierwszy powazny wytom w dotychczasowym sposobie mys$lenia. Stad wynikal wniosek nie do podwazenia,
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ze planety (jak 1 inne ciata) moga poruszaé si¢ bez konieczno$ci popychania ich przez inne ciata. Zupetnie
nieprawdopodobna byta mozliwos$¢ przyjecia, ze Ziemig i inne planety co$ popychato przez miliardy lat! Jednakze
nie wszystko od razu bylo jasne. Nalezalo wyjasnié, na przyktad, dlaczego — podskakujac pionowo i odrywajac si¢ od
Ziemi — spadamy na to samo miejsce na powierzchni Ziemi.

Prawidtowe rozwiazanie problemu ruchu podat Galileusz. Jako pierwszy, na poczatku XVII wieku, wskazal on

dwie zasadnicze kwestie. Po pierwsze uznal, ze Ziemia nie stanowi wyrdznionego, bezwzglednie spoczywajacego
uktadu odniesienia. Wprowadzit zasade wzglednosci ruchow postulujac, ze z kazdym obiektem mozna zwiaza¢ uktad
odniesienia i ze opisy tego samego ruchu w kazdym uktadzie sa rownowazne. Ten postulat zostal doprecyzowany
pot wieku pozniej przez Newtona, ktory wprowadzit rozréznienie pomigdzy uktadami odniesienia inercjalnymi i
nieinercjalnymi. O tym rozroéznieniu wspomnimy nieco poznie;j.

Po drugie, Galileusz zrozumiat, Ze jezeli usuniemy przeszkody ruchu, to zniknie potrzeba podtrzymywania ruchu
przez jakakolwiek sit¢. Ruch jednostajny prostoliniowy bedzie si¢ odbywac sam przez sig, bez zadnej pomocy z
zZewnatrz.

Rozwazmy, co sig bedzie dziato z ruchem ciata, gdy usuniemy oddziatywania z wszystkimi innymi ciatami. Wezmy
przyktadowo pewien wozek toczacy si¢ po piasku. Wozek wkrotce sig zatrzyma. Jednakze, jezeli wozek ustawimy
na gladkim podtozu, np. na szynach, to jego ruch bedzie trwat zdecydowanie dluzej. Jezeli jeszcze zmniejszymy
tarcie, np. przez posmarowanie osi kot, to wozek bedzie si¢ poruszat znacznie dtuzej. Rozumowanie nasze mozemy
aproksymowac do przypadku, gdy usuniemy wszystkie opory ruchu. Wtedy, oczywiscie, wozek bedzie si¢ poruszat
dowolnie dtugo ruchem jednostajnym bezwladnym. W ten wiasnie sposob Galileusz doszedt do swojej idei
bezwladnego ruchu ciat.

Izaak Newton — geniusz przetomu XVII i XVIII stulecia — przejal i rozwinat ide¢ Galileusza. Zagadnienie ruchu ciat
ujat w swoim prawie bezwladnosci (lub inercji) jako I zasade dynamiki.

® Zamapigtaé:
1 zasada dynamiki, czyli zasada bezwladnosci

Kazde ciato pozostaje w spoczynku lub porusza si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym, dopdki dziatanie
innych ciat nie zmusi go do zmiany tego stanu.

W $wietle prawa bezwtadnosci staje si¢ jasne, dlaczego — skaczac w gore 1 odrywajac si¢ od Ziemi — spadamy na to
samo miejsce. Mamy przeciez t¢ sama predkos¢ co podtoze pod stopami. Poniewaz w kierunku poziomym nie dziata
zadna sita, wigc nie ma przyczyny, aby wywota¢ zmiang predkosci w tym kierunku. Podobne zjawisko wystepuje

na przyktad, gdy w jadacym ruchem jednostajnym wagonie podskoczymy w goére. Rowniez spadniemy na to samo
miejsce na podtodze wagonu, gdyz mamy t¢ sama predkos¢ co wagon i podczas skoku pokonujemy w poziomie te
sama droge co wagon.
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Newton, genialny uczony, stworzyt m.in. podstawy mechaniki; odkryt prawo
grawitacji, ktore wyjasnito zarowno ruch ciat w kosmosie, jak i ciazenie ciat na

Ziemi

Rysunek 2.4: 1zaak Newton (1642-1724)

Zauwazmy, ze ruch bezwladny odbywa sig¢ po drodze najkrétszej ze wszystkich mozliwych. Ruch ten odbywa si¢ po
torze prostoliniowym, a jak wiemy, najkrotsza odlegloécia migdzy dwoma punktami w pustej przestrzeni jest odcinek
proste;j.

Inercjalne uktady odniesienia i zasada wzglednosci

Spoczynek nie jest absolutny, dlatego wtasnie pierwsza zasada dynamiki traktuje jednakowo zaréwno stan spoczynku
ciala, jak i jego ruch jednostajny prostoliniowy. Ciato spoczywa tylko wzgledem danego uktadu odniesienia, ale sam
uktad moze poruszaé si¢ wzglgdem innego uktadu. Na przyktad, siedzac w tramwaju jeste§ w spoczynku wzgledem
tramwaju, natomiast wzgledem obserwatora na ziemi poruszasz si¢ razem z tramwajem.

Zapytajmy teraz, czy jezeli w jednym uktadzie odniesienia ciato porusza si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym, to
czy we wszystkich uktadach odniesienia ciato bgdzie sig¢ porusza¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym.

Pitka poruszajaca si¢ po podtodze w tramwaju ruchem jednostajnym prostoliniowym wzgledem innego tramwaju

przyspieszajacego (np. ruszajacego z przystanku) bedzie poruszaé si¢ ruchem niejednostajnym.

Ruch omawianego ciata nie bedzie ruchem jednostajnym prostoliniowym w uktadzie, ktéry sam doznaje

przyspieszenia.

Wszystkie uktady odniesienia mozna podzieli¢ na dwa rodzaje:

» Inercjalne — takie, w ktorych ciata poruszaja si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym w nieobecnosci
oddziatywan lub w przypadku réwnowazenia si¢ oddziatywan. Uktady inercjalne musza si¢ porusza¢ ruchem

jednostajnym prostoliniowym wzglgdem siebie - nie doznaja one przyspieszenia (np. tramwaj jadacy ruchem
jednostajnym prostoliniowym wzgledem Ziemi).
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* Nieinercjalne — takie, ktore same doznaja przyspieszenia wzgledem jakiegokolwiek uktadu inercjalnego (np.
tramwaj przyspieszajacy wzgledem Ziemi).

W zwiazku z tym zasadg¢ bezwtadnosci nalezy sprecyzowac tak, aby wyrazata w sposob jawny odpowiednie
stwierdzenie o rodzaju uktadu odniesienia, wzglgdem ktdrego rozpatruje si¢ dany ruch.

Zasadg bezwladnosci mozna sformutowaé nastgpujaco:
® Zamapigtaé:
Zasada bezwitadnosci

Istnieja uktady odniesienia, zwane ukladami inercjalnymi, wzgledem ktorych wszystkie ciata nie oddziatujace
z innymi ciatami poruszaja si¢ jednostajnie prostoliniowo lub pozostaja w spoczynku. Kliknij, aby uruchomic
animacje

Zatem pierwsza zasad¢ dynamiki Newtona nalezy traktowaé jako postulat istnienia oraz definicj¢ uktadow
inercjalnych. To samo mozna uja¢ inaczej: zasada bezwladno$ci w swojej wersji ,,prototypowej” obowiazuje
wylacznie w inercjalnych uktadach odniesienia. Jest to o tyle istotne, ze w konkretnych zagadnieniach praktycznych,
gdy opisujemy ruchy w inercjalnych uktadach odniesienia, powolujemy si¢ na pierwsza zasad¢ dynamiki, majac na
mysli wlasnie jej wersje ,,prototypowa”. Tak bedziemy postgpowac dalej w podreczniku.

Zasada bezwladnosci pozostawia jednak pewien niedosyt: postuluje ona bowiem istnienie inercjalnych uktadow
odniesienia, ale nie wskazuje zadnego z nich. Musimy w tej kwestii postugiwac sig przyblizeniami. Zgodnie

z dotychczasowym doswiadczeniem, uktad odniesienia zwiazany ze Stoncem odpowiada z duza doktadno$cia
warunkom stawianym uktadom inercjalnym. Srodek tego uktadu znajduje si¢ w $rodku Stonca, a osie uktadu
skierowane sg ku pewnym okreslonym dalekim gwiazdom. Uktad odniesienia zwiazany z Ziemia jest gorszym
przyblizeniem uktadu inercjalnego, ale dla wigkszo$ci zagadnien praktycznych odstepstwa od inercjalnosci sa tak
male, Ze mozna je z powodzeniem zaniedbac.

Istnieja jednak zjawiska, ktore sa wywotane przez obrét Ziemi dookota swojej osi oraz jej ruch dookota Stonca.
Oczywiscie, ruchy te wywotuja efekty nie wystepujace w uktadach inercjalnych. Przyktadem takiego efektu moze
by¢ ruch wahadta zwanego wahadlem Foucaulta. Na zdjeciu (Rysunek 2.5: Wahadlo Foucaulta na stronie 86)
przedstawione jest wielkie wahadto Foucaulta pozwalajace unaoczni¢ ruch wirowy Ziemi.
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Orientacja w przestrzeni plaszczyzny wahan pozostaje niezmienna podczas gdy okragly stol wraz z cala Ziemia
obraca si¢. Kat obrotu tej ptaszczyzny mozna mierzy¢ za pomoca katowej podziatki widocznej na zdjeciu

Rysunek 2.5: Wahadto Foucaulta

Wyzej omowili$my zagadnienie wzglednosci ruchu i stwierdzamy, ze kazdy ruch musimy odnosi¢ do okreslonego
uktadu odniesienia. Obecnie, znajac pojecie uktadow inercjalnych, mozemy uogélni¢ zagadnienie wzglednosci i
przedstawi¢ je w formie podstawowej zasady, tak zwanej zasady wzglednosci.

Przede wszystkim zauwazmy, ze uktadéw inercjalnych moze by¢ nieskonczenie wiele. Dowolny uktad odniesienia,
ktory wykonuje ruch jednostajny prostoliniowy wzgledem innego uktadu inercjalnego, sam jest uktadem inercjalnym.
Jezeli bowiem jakies ciato w pewnym uktadzie inercjalnym wykonuje ruch bezwtadny, to i w drugim uktadzie —
poruszajacym si¢ wzgledem uktadu inercjalnego prostoliniowo ze stala predkoscia — ciato to bedzie mie¢ inna, ale
znowu stata predkos¢ — co do wartoéci i kierunku. Na przyktad, uktad odniesienia zwigzany z wagonem poruszajacym
si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym wzgledem Ziemi jest w takim samym stopniu uktadem inercjalnym jak
Ziemia.
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Na podstawie do§wiadczenia mozemy stwierdzi¢, ze dowolne zjawisko mechaniczne bedzie zachodzi¢ tak samo w
wagonie, jak i na Ziemi. Na przyktad:

+ ciato upuszczone spada pionowo w dot na podtoge,
» ztaka sama tatwoscia mozemy si¢ przemieszczaé do przodu, jak i do tytu,

» kula wystrzelona z pistoletu leci z taka sama predko$cia do tytu, jak do przodu wagonu,
* woda nalana do naczynia ma powierzchnig¢ pozioma zarowno w wagonie, jak i na Ziemi.

Te i wiele innych doswiadczen przekonuja nas, ze zaden eksperyment mechaniczny nie wyréznia jakiegokolwiek
uktadu inercjalnego. Jest to podstawowe prawo przyrody, ktdre nosi nazwe zasady wzglednosci Galileusza.

=

® Zamapietaé:
Zasada wzglednosci Galileusza

Istnieje nieskonczenie wiele uktadow inercjalnych. Wszystkie te uktady sa rownowazne i zaden z nich nie jest
wyr6zniony za pomoca jakiegokolwiek zjawiska mechanicznego.

Zasada wzglednosci, tak sformutowana, dotrwata az do 1905 r., kiedy Einstein zapostulowat takie jej rozszerzenie,
by obejmowata ona wszystkie zjawiska, nie tylko mechaniczne. Tak rozszerzona zasada wzgl¢dnosci ta ma charakter
fundamentalnego postulatu przyrody i jest jedna z podstaw wspotczesnej metodologii fizyki.

Pytania i problemy

1. Jaki poglad na ruch jednostajny panowat powszechnie przed Galileuszem?

Czy stwierdzenie: ,,naturalnym stanem ciala jest spoczynek”™ jest stuszne? Uzasadnij odpowiedz.
Jakie doswiadczenia sktonity Galileusza do przyjgcia nowego pogladu na ruch?

Podaj tres¢ zasady bezwtadnosci, czyli pierwszej zasady dynamiki Newtona.

Zadanie (domowe) do§wiadczalne ,,Galileo™.

RAE N

a. Wytnij i wymodeluj pasek ze sztywnego kartonu jak na Rysunek 2.6: Ustawienie monet do doswiadczenia
,, Galileo" na stronie 87

b. Potd6z dwie jednakowe monety i uderz pstryczkiem w miejsce pokazane na zdjgciu. Jedna z monet zeslizgnie
si¢ przeciwnie do strzatki wskazanej na zdjgciu, druga popchnigta przez zagigcie kartonu poleci do przodu. Po
czym obie monety upadna na ziemig. Stuchaj uwaznie — ustyszysz jedno czy dwa uderzenia monet o podtogg

c. Wynik objasnij z punktu widzenia zasady niezalezno$ci ruchow. Zastanow sig, jak mozna ustawi¢ pasek
kartonu, aby jedna moneta poruszata si¢ zgodnie, a druga przeciwnie do wektora predkosci ruchu wirowego
Ziemi. Sprawdz, czy wynik eksperymentu bgdzie zaleze¢ od tego ustawienia.

Rysunek 2.6: Ustawienie monet do doswiadczenia ,,Galileo"

6. Podaj po trzy przyktady uktadow inercjalnych i ukladéw nieinercjalnych. W kazdym z przyktadow ukladu
inercjalnego wskaz przyblizenie (przyblizenia), ktére nalezy uczynic.

7. Dla wigkszosci zagadnien praktycznych przyjmuje sig, ze uktad zwiazany z Ziemia jest uktadem inercjalnym.
Wyjasnij, czy to zatozenie jest w petni uzasadnione.

8. Na poczatku omawiania dynamiki podalismy dwie podstawowe zasady: bezwladnosci i wzglgdnosci. Jak sadzisz,
czy zasady te maja jakis zwiazek ze soba?
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2.2 Druga zasada dynamiki Newtona

Sita

Co to jest sita? Dotychczasowe doswiadczenie wykazuje, ze wszystkie ciata oddzialuja na siebie wzajemnie. Ciata
state znajdujace si¢ w naszym otoczeniu nie rozsypuja si¢ na czgsci, poniewaz te czgsci przyciagaja si¢ sitami
spojnosci. Czasteczki kropli cieczy rowniez przyciagaja si¢ wzajemnie, chociaz stabiej. Powietrze w nadmuchanym
baloniku oddzialuje na gumowa powtoke balonika, napinajac ja. Namagnesowane ciala oddziatuja na siebie
wzajemnie. Wszystkie ciala na Ziemi podlegaja przyciaganiu przez nia. Ziemia przyciaga Ksi¢zyc itd.

Poczatkowo pojgcie sily powstalo z oceny napigcia migsni. Do dzisiaj uzywamy takich okreslen, jak silny cztowiek,
wysitek migsni, itp. P6zniej rozszerzono zakres tego pojgcia i uzywano go w takich wyrazeniach, jak sita woli,

sita ducha, silty witalne i tym podobne. Wszystkie te terminy sa nieprecyzyjne i z wlasciwym pojgciem sity maja
mato wspolnego. W fizyce sita jest to wielkos$¢ fizyczna, okreslajaca jak duze jest oddziatywanie (przyciaganie, lub
odpychanie) migdzy okre§lonymi ciatami.

Zgodnie z tym, co powiedziano w rozdziale wstgpnym, wszystkie rodzaje sit maja zrédto w czterech podstawowych
oddziatywaniach: grawitacyjnym, elektromagnetycznym, jadrowym i stabym. W mechanice b¢dziemy mieli do
czynienia z r6znymi sitami, ale w zasadzie wszystkie te sily, jak si¢ przekonamy, dadza si¢ sprowadzi¢ tylko do
dwoch rodzajow oddziatywan — grawitacyjnego i elektromagnetycznego.

Podstawa okreslenia sity jako wielkos$ci fizycznej, zgodnie z tym, co zaznaczono w rozdziale wst¢pnym, powinien
by¢ doktadny przepis umozliwiajacy pomiar sity. Tylko w ten sposdb mozna otrzymac Scisla definicjg sity.

Sciste pojecie sity jest wynikiem uogolnienia wielu doswiadczen. Stwierdzono, ze mechanicznym skutkiem
wzajemnego oddziatywania cial moze by¢:
* odksztalcenie (deformacja) ciata (skutek statyczny), lub

» przyspieszenie (zmiana warto$ci lub kierunku predkosci) ciata (skutek dynamiczny).

Oczywiscie, skutki te moga wystgpowaé réwniez jednoczes$nie. Kazdy z nich moze stuzy¢ do pomiaru sity. W
praktyce tatwiej jest mierzy¢ odksztatcenie niz przyspieszenie. Dlatego do pomiaru sily stosuje si¢ zwykle sifomierz
(Rysunek 2.7: Sitomierz na stronie 89), w ktorym miara dziatajacej sily jest wartos¢ odksztatcenia sprezyny.
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Rysunek 2.7: Sitomierz

Sprezyna szczegoblnie nadaje si¢ do pomiaru sity, poniewaz wykazuje proporcjonalno$é migdzy wartoscia przytozonej
sity F' a wydtuzeniem sprezyny A [ (stanowi to tre$¢ prawa Hooke’a w odniesieniu do sprezyny, ktora podlega
odksztatceniom sprezystym, to znaczy takim, ktore znikaja po ustaniu dziatania sity).

Dla sprezyny obowiazuje nastgpujaca zaleznosé

(wzbr 157) F=k(1-1y) =k Al

gdzie [, — poczatkowa dtugo$¢ sprezyny, [ — dtugo$¢ sprezyny odksztalconej, k£ — wspotczynnik proporcjonalnosci,
zwany wspolczynnikiem sprezystosci. Widzimy wigc, ze site F mozemy wyznaczy¢, mierzac odksztalcenie sprezyny
Al

Sita jest wektorem. Jezeli na jakie$ ciato dziala kilka sil, to wypadkowa sil¢ mozemy wyznaczy¢, korzystajac z zasady
sktadania wektorow. Kazda sil¢ mozemy roztozy¢ na sity sktadowe wzdtuz okreslonych kierunkdw, jak rowniez
mozemy rzutowacé sil¢ na wybrany kierunek.

Jedna z najbardziej popularnych sit jest sita cigzkos$ci (pojgcie sity cigzkoSci bgdzie szczegdlowo omdwione w
ramach prawa powszechnego ciazenia, ktoremu poswigcony jest rozdziat Cigzenie powszechne (grawitacja) na
stronie 211). Jest to sita, z jaka Ziemia przyciaga do siebie inne ciala. Z sita cigzkosci spotykamy sig na co dzien.
Wiemy, ze wszystkie ciata spadaja na Ziemig, jezeli temu ruchowi nie przeszkadzaja jakie$ inne ciata. Sitg cigzkosci
odczuwamy bezposrednio wtedy, gdy podnosimy przedmioty o duzej masie. Mowimy, Ze podnosimy cigzary.

Cigzar w nauce o sitach ma jednoznaczna definicjg — cigzar ciala jest réwny sile, z jaka Ziemia przyciaga to
cialo (SciSle: cigzar ciata jest rowny sile wypadkowej sily ciazenia i sity bezwladnosci wynikajacej z ruchu uktadu
odniesienia. Sity bezwtadnosci bgda omowione w podrozdziale 2.8 Doswiadczenie ,, Inercja” na stronie 115). Site
te¢ mozemy z tatwoscia mierzy¢, postugujac si¢ odpowiednio wyskalowanym sitomierzem i stosujac wzor (wzor 157
na stronie 89). Miara sily cigzkosci jest wtedy odksztatcenie A/ sprezyny sitomierza, na ktorym zawieszono dane
ciato.

Wiemy, ze wszystkie ciata, niezaleznie od warto$ci ich masy, w poblizu Ziemi (w prozni) spadaja ruchem jednostajnie
przyspieszonym z jednakowym przyspieszeniem — przyspieszeniem ziemskim g. Natomiast wykonujac proste
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doswiadczenie, zawieszajac na sitomierzu ciata o r6znej masie, przekonujemy sig, ze warto$¢ sity cigzkosci P zalezy
wprost proporcjonalnie od masy ciata m:

(wzor 158 ) P~m

Przyspieszenie ziemskie jest nieco inne w ré6znych miejscach na Ziemi i jego warto$¢ zalezy od szerokosci
geograficznej oraz od wysokosci. Dla kazdego z tych miejsc obowiazuje taka sama zaleznos¢ (wzor 158 na stronie
90). Ale cigzar ciata o ustalonej masie w r6znych miejscach przyjmuje nieco inne wartosci, proporcjonalne do
miejscowego przyspieszenia ziemskiego

(wzor159)P~g

Widzimy wigc, ze cigzar ciala jest proporcjonalny zaréwno do jego masy, jak i do przyspieszenia ziemskiego. Zatem
te dwie zaleznosci (wzor 158 na stronie 90) 1 (wzor 159 na stronie 90) mozna zapisa¢ w postaci jednej

wspolnej: P ~mg. Czyli P = Kmg, gdzie K jest stalym wspodtczynnikiem proporcjonalnosci zaleznym od doboru
jednostek. Jezeli zastosujemy uktad jednostek SI, w ktorym sil¢ P wyraza si¢ w niutonach, to K = 1. Zatem

(wz6r 160) P=mg

Napisalismy t¢ zalezno§¢ w postaci wektorowej, poniewaz sila i przyspieszenie sa wektorami (masa jest skalarem).
Roéwnanie to, jak si¢ przekonamy, jest szczegdlnym przypadkiem ogdlnego prawa — drugiej zasady dynamiki
Newtona, ktora zostanie doktadnie rozpatrzona nizej.

Roéwnanie (wzor 160 na stronie 90) ma duze znaczenie praktyczne, gdyz pozwala mierzy¢ masg réznych ciat

przez poréwnanie ich cigzarow. Pomiaréw tych mozemy dokonywac za pomoca sitomierza czy wagi spr¢zynowej lub
stosujac wagg szalkowa. Widzimy, ze stowo ,,wazenie” uzywane jest w dwoch réznych znaczeniach — jako pomiar
cigzaru (czyli sily) albo masy.

Doswiadczenie ,,Sprezyna”

Zadanie nasze polega na sprawdzeniu doswiadczalnym wzoru (wzor 157 na stronie 89) dla
sprezyny. Doswiadczenie wykonujemy w nastegpujacej kolejnosci:

Zawieszamy pionowo sprezyne i mierzymy dtugos¢ /,. Zawieszamy cigzarek o okreslonej masie
m, wigc i 0 okreslonym cigzarze P. Sprezyna ulegnie rozciagnigciu pod wptywem sity cigzkosSci
cigzarka. Mierzymy miarka milimetrowa dhugos¢ /; naciagnigtej sprezyny. Nastgpnie doczepiamy
drugi taki sam cigzarek o tej samej masie i mierzymy aktualna dtugos$¢ sprezyny /,. Czynnosci te
powtarzamy, podwieszajac trzeci, czwarty i piaty cigzarek.

l,=10c¢ I=11.5¢ I=13¢c I=145¢
had
' et
F=05N ¥
g i
F=1N [
F=15N

Rysunek 2.8: Sukcesywne zwiekszanie obciazenia sprezyny ciezarkami powoduje
proporcjonalne jej wydtuzenie




Wyniki pomiaré6w wpisujemy do tabelki pomiarow — Rysunek 2.9: Tabelka pomiaréw na stronie
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91.
Liczba cigzarkow b Dh;goscrsp ey I=1,-1
" F= meg b (cm)
) (cm)

Rysunek 2.9: Tabelka pomiaréw

sprezyny.

Sporzadzamy wykres zaleznos$ci F od 4/ z uwzglgdnieniem niepewnos$ci pomiarowych dtugosci

Cieszymy sig, jezeli punkty doswiadczalne rozmieszczone sg wzdhuz linii prostej, gdyz w ten
sposob uzyskaliSmy potwierdzenie doswiadczalne wzoru (wzdr 157 na stronie 89). Dzigki
temu mozemy wyznaczy¢, bezposrednio z wykresu, wspotczynnik sprezystosci sprezyny k&,
bowiem zgodnie ze wzorem (wzor 157 na stronie 89) jest on liczbowo réwny tangensowi kata
nachylenia tej prostej do osi odcigtych.

Na koniec zapisujemy wnioski, jakie wynikaja z przeprowadzonego doswiadczenia.

Druga zasada dynamiki
Rysunek 2.10: Film

Druga zasada dynamiki Newtona

Galileusz wykazal, Ze sita nie jest potrzebna do podtrzymania ruchu jednostajnego ciata po linii prostej. Newton
ujal to w postaci prawa bezwtadnosci jako pierwsza zasade dynamiki. Newton jednakze poszedt dalej od swojego

poprzednika, stwierdzajac, ze sila nie jest potrzebna do podtrzymania ruchu jednostajnego i prostoliniowego, ale
jest konieczna do zmiany wektora predko$ci ciata. Zadna zmiana predkosci nie zajdzie, jezeli nie zadziala na ciato
sita. Innymi stowy, sita dziatajaca na ciato wywoluje zmiang predkosci, czyli nadaje mu przyspieszenie. To wlasnie
jest trescia drugiej zasady dynamiki Newtona. Byto to genialne odkrycie, ktére pchngto nauke na nowe tory. Prawo to
wydaje si¢ nam dzisiaj niezwykle proste i dostrzezenie tej prawdy w wielu zjawiskach wydaje si¢ tatwe. Jednakze w

owym czasie byta to mysl nowatorska i musiata pokona¢ uprzedzenia naroste przez cate stulecia.

® Zamapietaé:

Druga zasada dynamiki

(wzor 161 ) F=ma

. - . . . . . . .- ;. . . ;e .
sita F’ dziatajaca na cialo o masie m udziela mu przyspieszenia ‘@ o wartosci proporcjonalnej do wartosci sity.
Kierunek i zwrot przyspieszenia sa zgodne z kierunkiem i zwrotem sity. Wspoétczynnikiem proporcjonalnosci

jest masa m.

Jest to podstawowe rownanie dynamiki, ktore ma niezwykle szeroki zasigg. Prawo to sprawdza si¢ we wszystkich
zjawiskach mechanicznych makroskopowych i mikroskopowych na Ziemi i w Kosmosie.

Jedynie dla bardzo duzych predkosci, zblizonych do predkosci Swiatta, wzor (wzor 161 na stronie 91) ulega

pewnej modyfikacji wynikajacej z teorii wzglednos$ci Einsteina.

Wzér (wzor 161 na stronie 91) pozwala na zdefiniowanie jednostki sity, ktora na czes¢ Newtona nazwano

niutonem. Jeden niuton jest to sita, ktora ciatu o masie 1kg nadaje przyspieszenie 1m/s2:

(wzor162) IN=1kg- 13



Do niedawna bardzo rozpowszechniona jednostka sity byt (i jest ciagle jeszcze stosowany) tzw. kilogram-sila,
1kG (zwany inaczej kilopondem — kp). Jest to sita, z jaka Ziemia przyciaga ciato o masie 1kg w miejscu, gdzie

przyspieszenie ziemskie g =9,80665m / 2. Zatem
(wzor 163 ) 1kG =9,80665N

Przyktad 1

Obliczymy, z jaka sita F pocisk o masie m = 10g jest wyrzucany z lufy karabinu o dtugosci
[=60cm, wiedzac, ze predkosé pocisku u wylotu lufy v =800m/s. Przyjmijmy, ze ruch pocisku w
lufie karabinu jest jednostajnie przyspieszony.

Rysunek 2.11: Pocisk w lufie karabinu uzyskuje przyspieszenie na skutek dziatania
sity

Odpowiedz: Droga pocisku w ruchu jednostajnie przyspieszonym jest rowna
2
(wzor 164)12%

gdzie a — przyspieszenie pocisku, # — czas ruchu pocisku w lufie.
Predkos$¢ pocisku po czasie ¢t wynosi

(wzér 165 )v=at
Z tych dwoch rownan (po wyeliminowaniu czasu ) otrzymamy
. _¥2
(wzor 166 ) [= 32
skad
or 16 -
(wzbr 167) a= 57

2
Sita dziatajaca na pocisk F'=ma = m‘zj—l Zatem

2
02 =

(wzor 168) F = 0,01kg - 55 = 5333,3N

6m

| Dynamika | 92



| Dynamika | 93

Jest to bardzo duza sita; odpowiada ona na Ziemi ci¢zarowi ciata o masie ponad pot tony! Mozna ja
takze oceni¢ przez poréwnanie z sita wystepujaca w nastgpnym przyktadzie.

Przyktad 2

Dopuszczalne opdznienie przy hamowaniu samochodu (przy ktérym samochdd nie wpada jeszcze
w poslizg) a= 49m/s2. Z jaka maksymalna sita hamuje wtedy samochod o masie m = 1000kg?

Rysunek 2.12: Samochod hamuje i uzyskuje op6znienie aa na skutek dziatania sity
hamowania F = ma

Odpowiedz: Sita hamowania F' = ma, zatem

(wzor 169 ) F =1000kg - 4,9% =4900N

Tak duza sila jest potrzebna do wyhamowania pgdzacego samochodu, a jednak sita ta jest mniejsza
od sity z poprzedniego przyktadu wypychajacej malenki pocisk z lufy karabinu.

Pytania i problemy

1. Jeszcze dzisiaj stosujemy w zyciu codziennym termin ,,sita” w odniesieniu do wielu poje¢ niefizycznych. Jakim
warunkom musi odpowiada¢ pojecie sity, aby byla ona wielkoscia fizyczna? Podaj przyktad sity jako pojecia
fizycznego oraz niefizycznego pojecia sity.

2. Podaj przyktady statycznego i dynamicznego skutku dziatania sity.

Wyjasnij zasade¢ pomiaru wartosci sity za pomoca sitomierza.

4. Jakie doswiadczenie nalezy wykonac, aby si¢ przekonaé, ze w danym miejscu na kuli ziemskiej sita cigzkosci
dziatajaca na ciata o r6znej masie ma warto$¢ wprost proporcjonalng do masy ciata?

w

5. Czy sita jest wektorem? Odpowiedz uzasadnij

6. Uczen stanat na wadze i stwierdzil, ze waga wskazata 65 kilogramow. Podaj fizyczna interpretacj¢ wyniku tego
pomiaru.

7. Podaj tre§¢ drugiej zasady dynamiki Newtona i odpowiedni wzor.

8. Przyjmujac, ze samolot odrzutowy podczas rozpedzania si¢ przy starcie porusza si¢ ruchem jednostajnie
przyspieszonym, oblicz z jaka sita dziataja jego silniki. Masa samolotu wynosi 10 000 kg, droga rozbiegu: 500 m,
czas rozbiegu: 25 s.

9. Pordwnaj sile silnikow samolotu przy starcie (pytanie 8.) z sitami z przyktadow Przykiad I na stronie 92 i
Przyktad 2 na stronie 93. Podaj jakie wnioski stad wyptywaja?
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2.3 Doswiadczenie ,,Dyna”

Celem doswiadczenia jest sprawdzenie zaleznos$ci migdzy sila a przyspieszeniem w praktyce. Wykonamy je w dwoch
etapach. Beda to:

1. rozktad sit na rowni pochyte;j,

2 ; Be
+ sprawdzenie wzoru Newtona F' =ma

Kula i klocek na rowni pochytej

Rysunek 2.13: Film

Rozktad sit na rowni pochytej

Na Rysunek 2.14: Rozklad sit na rowni pochylej na stronie 94 przedstawiono ciato na réwni pochytej. Site

cigzkosci P= mg mozemy roztozy¢ na dwie sity sktadowe — rownolegta do réwni

(wz6r 170 ) F' = Psina

i prostopadta do rowni

(wzér 171 ) P,,= Pcosa

W dos$wiadczeniu tym zaniedbujemy site tarcia, gdyz jest ona mata w poréwnaniu z pozostatymi sitami.

Rysunek 2.14: Rozktad sit na rowni pochytej

Przekonamy sig teraz do§wiadczalnie, ze taki rozktad sit na réwni moze zachodzi¢ w rzeczywistosci.

Zmontujmy réwnig pochyla, korzystajac z zestawu do do§wiadczen z mechaniki. Ciatem badanym na réwni bedzie
obciazony wozek.
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Wozek ustawiamy na rowni, obcigzamy obciaznikami i rdwnowazymy sita réwna sile naciagu N linki przerzuconej
przez blok na szczycie roéwni (Rysunek 2.15: Sila N = P 1 rownowazy wozek na rowni pochylej na stronie 95). Ta
sita naciagu jest rowna (co do warto$ci) cigzarowi szalki z odwaznikami P;.

Mierzymy i zapisujemy kat o — kat nachylenia réwni do poziomu. Powiedzmy przyktadowo, ze a = 30°
Zapisujemy nastepujace dane poczatkowe (podajemy tu przyktadowe wartosci):

masa wozka m,,=90g,

masa obciaznikow m,,=3-50g=150g,

masa szalki my, =50g,

masa odwaznikow m,; =70g,

kat nachylenia rowni o= 30°.

Obliczamy wartosci sit, np.:

(wzbr 172) P= (my,+m,)g=(0,240-9,81)N=2,35N

(wzbr 173 ) Py= (mgz+myy)g=(0,120-9, 81)N=1,18N

Rysunek 2.15: Sita N=P, réwnowazy wozek na réwni pochytej

Gdybys$my nie obciazyli linki dziatajacej sita naciagu N na wozek, stoczytby si¢ on wzdtuz réwni pod wplywem sity
f, ktorej warto$¢ wynosi F' = Psina. Wyciagamy stad wniosek, ze N = F, czyli P|=F.
Sprawdzmy to. Obliczmy site F' ze wzoru (wzor 170 na stronie 94) i porownajmy otrzymana warto$¢ z wartos$cia

ciezaru szalki z odwaznikami. W naszym przykladzie F = Psin30°= (2,35-0,5)N=1,18N

Widzimy, Ze otrzymana wartos¢ sily zgadza si¢ doskonale z warto$cig sity P! Fakt ten zapisujemy w postaci
wniosku.
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Oprocz sity F réwnoleglej do rowni, ktora $ciaga wozek w dot rowni, jest jeszcze sita 75,, przyciskajaca wozek do
niej. Jednakze w tym kierunku nie wystgpuje zaden ruch wozka. Zatem sita 1—5,, musi by¢ zrownowazona jaka$ inna
sila. Jaka sita rownowazy sile 7’)”? Mozemy si¢ domyslacé, ze site t¢ rOwnowazy sita reakcji rowni (Rysunek 2.15: Sita
N = P [ rownowazy wozek na rowni pochylej na stronie 95).

Sita reakcji rowni powstaje na skutek nieznacznego sprezystego ugiecia rowni pod wplywem sity nacisku ﬁ,,.
Sprawdzimy do$wiadczalnie ten wniosek.

Przez blok umieszczony tak jak na Rysunek 2.16: Role sily reakcji rowni przejmuje N — 2 - sila naciqgu linki na
stronie 96 przerzucamy druga linke w kierunku prostopadlym do réwni. Jeden koniec linki zaczepiamy do
wozka, a drugi obciazamy szalka z odwaznikami o tacznym cigzarze (szalka + odwazniki) rownym ?2. Staramy
si¢ tak obciazy¢ szalke, aby wozek oderwat sig nieznacznie od réwni i utrzymywat w powietrzu tuz nad nia. W ten

sposob rolg sity reakcji rowni przejmuje sita naciagu linki N 2

Zapisujemy dane, np. masa szalki drugiej m,, = 50g, masa odwaznikow m, ;= 160g.

Ll £ - ”

Rysunek 2.16: Role sity reakcji rowni przejmuje ﬁz - sita naciagu linki
Obliczamy warto$¢ sity N 2, Tp.
(Wz0r 174 ) Ny = Py= (my, +my, ) g = (0,210-9, 81)N =2,06N

Obliczamy P, wedtug wzoru (wzdr 171 na stronie 94) i pordwnujemy otrzymana warto$¢ z wartoscia sity N,. W
naszym przyktadzie
(wzor 175 ) P,=Pcos30°= (2,35-0,866)N=2,04N

Sprawdzamy, czy otrzymana warto$¢ sity P, jest rowna N,. W naszym przyktadzie zgodnos¢ zachodzi z doktadnoscia
do 0,02 N.



| Dynamika | 97

Otrzymany wynik $wiadczy o tym, ze rzeczywiscie zachodzi taki rozktad sity cigzkosci wozka, jak na Rysunek
2.14: Rozkiad sil na rowni pochylej na stronie 94, i ze poprawno$é wzoru (wzor 171 na stronie 94) mozna
sprawdzi¢ do§wiadczalnie. Zapisujemy to w postaci kolejnego wniosku.

Sprawdzenie wzoru Newtona F=md

Te czg$¢ do§wiadczenia wykonamy na torze z poduszka powietrzna. Najpierw bedziemy mierzy¢ przyspieszenie
wozka wywolane sita $ciagajaca F na rowni pochytej (Rysunek 2.14: Rozklad sil na rowni pochylej na stronie
94). Przekonali$my si¢ uprzednio, ze sila ta jest sktadowa (rownolegta do rowni) sity cigzkosci wozka (sita
cigzkosci wozka P = mg). Sil¢ F' wyznaczymy do$wiadczalnie, podstawiajac do wzoru (wzor 170 na stronie 94)
zmierzona mas¢ wozka m i kat o nachylenia réwni do poziomu.

Przyspieszenie wozka a wyznaczymy ze wzoru na drogg s wzdtuz réwni pochyltej w ruchu jednostajnie

2
przyspieszonym, s = %, zatem

(wzor 176)a=7

Mierzac s i £, mozemy doswiadczalnie wyznaczy¢ przyspieszenie wozka a.

Widzimy wigce, ze jesteSmy w stanie wyznaczy¢ doswiadczalnie zaro6wno silg F, jak i przyspieszenie a. Dzigki temu
mozemy sprawdzi¢, czy zachodzi zalezno$¢ liniowa migdzy przyspieszeniem a i sita F. W tym celu nalezy powtorzy¢
eksperyment kilkakrotnie przy roznych katach nachylenia roéwni.

Dalsza czg$¢ doswiadczenia wykonujemy w nastgpujacy sposob: wazac wozek, wyznaczamy jego masg m.
Ustawiamy tor powietrzny w poziomie (stosujac np. poziomnicg), nastgpnie jeden koniec toru powietrznego
podnosimy i ustawiamy na wysokosci / (np. 2= 1,5cm). Mierzymy dtugo$¢ toru /. Zaznaczamy na torze odcinek
drogi s (np. s = 1m).

Zapisujemy dane m, [ i s.

Mierzymy czas ¢ ruchu wozka na drodze s. Aby zwigkszy¢ doktadnos¢, pomiar czasu powtarzamy trzykrotnie.
Doswiadczenie powtarzamy wielokrotnie (np. sze$¢ razy), zmieniajac za kazdym razem % - wysokos$¢ rowni.

Wyniki pomiarow wpisujemy do uprzednio przygotowanej tabelki pomiarow — Rysunek 2.17: Tabelka pomiarow na
stronie 97.

Wysokosé rowni Czas ruchu £ (5) Przyspieszenie Sila
h (cm) f(s) a (m/s?) F(N)
1 2 3

Rysunek 2.17: Tabelka pomiaréw

Dla kazdej wysokosci rowni / obliczamy $redni czas ruchu wozka, przyspieszenie a wedlug wzoru (wzor 176 na
stronie 97) i silg, ktora zgodnie ze wzorem (wzor 170 na stronie 94) jest rowna

(wzor 177) a=
Korzystajac z wynikow zapisanych w dwoch ostatnich rubrykach Rysunek 2.17: Tabelka pomiarow na stronie 97,

wykonaj wykres zaleznosci F od a. W poblizu punktéw doswiadczalnych wykresl linig. Powinna to by¢ linia prosta.

Jezeli punkty doswiadczalne uktadaja si¢ wzdtuz linii prostej, to znaczy, ze nasze doswiadczenie potwierdza liniowa
zalezno$¢ F od a. O to wlasnie w tym doswiadczeniu chodzito.

Obliczamy niepewnosci pomiarowe i nanosimy je na wykresie.
Na koniec zapisujemy wnioski, jakie wynikaja z przeprowadzonego doswiadczenia.

Rysunek 2.18: Réwnia pochyta
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PDF EXE Roéwnia pochyta

2.4 Trzecia zasada dynamiki Newtona

Pierwsza i druga zasada dynamiki Newtona mowia nam o ruchu ciata, gdy nie dziata lub dziata na nie sita. Zasady
te nie okreslaja, skad pochodza sity dziatajace na ciato. Newton zrozumiat, Ze aby na ciato zadziatala sita, potrzebne
jest jakie$ inne ciato. To inne ciato nie musi by¢ w bezposrednim kontakcie z danym ciatem, na ktore oddziatuje sita.
Zawsze jednak obowiazuje zasada:
® Zamapigtaé:

Trzecia zasada dynamiki

Jezeli ciato A dziata na cialo B sita F 4p- to cialo B dziala na ciato 4 sila ]_7)3 > ktora ma t¢ sama warto$¢ i
kierunek, lecz przeciwny zwrot, czyli

(WZ(’)I' 178)?143: -I_:V)BA

Na Rysunek 2.19: Ilustracja trzeciej zasady dynamiki Newtona na stronie 98 przedstawiono dwa ciata
oddziatujace na siebie, jednak pokazane sity nie rOwnowaza si¢ wzajemnie, mimo ze sa zwrocone przeciwnie. Dzieje
si¢ tak, bowiem sily te sa przytozone do r6znych ciat.

Rysunek 2.19: llustracja trzeciej zasady dynamiki Newtona


http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/rownia_pochyla/rownia_pochyla.pdf
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/rownia_pochyla/RowniaPochyla-setup.exe

| Dynamika | 99

Oba zespoty dzialaja silg o tej samej wartosci na ling, lecz przeciwnie zwrocona (poki lina pozostaje w spoczynku)

Rysunek 2.20: Przeciaganie liny

Ziemia przyciaga Ksigzyc sita F k7 towniez Ksigzyc przyciaga Ziemig sila

- . . r . r . . . 4
F 7. Te dwie sity sa rowne sobie — co do wartosci, lecz przeciwnie zwrocone

— 3z
Fgz=-Fzg

Rysunek 2.21: Sity przyciagania Ziemi i Ksiezyca
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Zgodnie z trzecia zasada dynamiki Newtona — silniki odrzucaja spaliny — dzialaja sitami takimi samymi (co do
wartosci) jak spaliny na silniki, lecz przeciwnie zwroconymi 1_7)21 = -F‘)u

Rysunek 2.22: Przyktad dziatania trzeciej zasady dynamiki Newtona

Trzecia zasada dynamiki stwierdza ponadto, ze sily zawsze wystgpuja parami. Odrzutowiec dziata sita na odrzucane
przez niego spaliny, natomiast spaliny dziataja na odrzutowiec taka sama sita, ale w strong przeciwna, dzigki temu

uzyskuje on przyspieszenie i pokonuje opor powietrza. Ziemia przyciaga spadajacy kamien sita F= mg. Ale kamief
przyciaga Ziemig z sita o takiej samej wartosci. Dlaczego tego nie zauwazamy? Poniewaz masa Ziemi M jest
znacznie wigksza od masy kamienia m, wigc przyspieszenie Ziemi, a, jest niezauwazalnie male. Zgodnie z zasadami
dynamiki Newtona otrzymamy

(wzor 179 )Y mg = -Md
skad

(wzor 180)d = -47¢
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Ten przyktad poucza nas dobitnie, ze cho¢ dziatajace sity maja jednakowe wartosci, to skutki dziatania tych sit sa na
ogo6l rozne.

Mozemy zapytac, dlaczego tak jest, dlaczego sity oddziatywania migdzy dowolnymi dwoma ciatami sa jednakowe co
do wartosci?

Odpowiedz na to pytanie nie jest tatwa, ale mozemy zauwazy¢, ze zawsze wtedy, gdy mamy do czynienia z
oddziatywaniem dwoch ciat, to migdzy nimi wystgpuje ,,posrednik”. Tym posrednikiem moze by¢ np. lina taczaca
dwoch chtopcow na tyzworolkach, sprgzyna taczaca dwa wozki na torze powietrznym, pole grawitacyjne w
przyktadzie oddziatywania Ziemi z Ksigzycem. Ten posrednik jest wlasnie nosnikiem sit. Wydaje si¢ wigc naturalne,
ze sita wystepujaca w linie, czy sprezynie jest jednakowa i nie zalezy na jakie cialo dziata. (Ten "posrednik" nie
zawsze jest tatwo zauwazalny, np. w przypadku cigzarowca utrzymujacego sztangg z cigzarami. W tym przypadku
posrednikiem jest pole elektryczne wystepujace migdzy molekutami dioni cigzarowca a atomami sztangi. Wynikiem
jest odpychanie elektrostatyczne elektronéw wystepujacych w tych molekutach i atomach.)

. foton .

elektron elektron

Rysunek 2.23: Dwa elektrony odpychaja sie dzieki nieustannej emisji i absorpcji (czyli wymianie)
fotonu

Wspotczesne poglady na istnienie sit sa nastgpujace. Dwa ciata makroskopowe oddziatuja na siebie poprzez
oddziatywanie ich czastek sktadowych. Oddzialywanie makroskopowe sktada si¢ z bardzo duzej liczby oddziatywan
elementarnych. Dwie czastki elementarne oddziatuja poprzez wymiang trzeciej czastki (co$ w rodzaju ,,ping—pongu”).
Na przyktad dwa elektrony odpychaja si¢ dzigki nieustannej wymianie fotonow (Rysunek 2.23: Dwa elektrony
odpychajq sie dzieki nieustannej emisji i absorpcji (czyli wymianie) fotonu na stronie 101).

® Zamapietaé:
Oddzialywanie elementarne

Oddziatywanie makroskopowe sktada si¢ z bardzo duzej liczby oddziatywan elementarnych. Dwie czastki
elementarne oddziatuja dzigki wymianie trzeciej czastki.

Zrozumiate jest zatem dlaczego foton przenosi taka sama site migdzy dwoma elektronami. Bytoby dziwne, gdyby ten
sam foton przekazywat rozne sity elektronom.



Przyktad 3
Dwa klocki 41 B o masach m i mp potaczone nicia leza na idealnie gtadkiej powierzchni poziome;j
(Rysunek 2.24: Sily oddzialywania wzajemnego polqczonych klockow na stronie 102). Jaki

. . r . - . .y . . . . .y
warunek musi spetniac sita F' przylozona do klocka B, aby ni¢ si¢ nie zerwata? Wiadomo, ze ni¢
wytrzymuje obciazenie réwne Fyax.

.__
-
-

p—
|

BA

Rysunek 2.24: Sity oddziatywania wzajemnego potaczonych klockéw

Odpowiedz: Sita zewngtrzna F wywoluje przyspieszenie a obu klockéw. Na klocek B dziala sita F/
isila F 4p, a na klocek A4 dziata tylko sita F'p 4. Zgodnie z druga zasada dynamiki Newtona mozemy
napisa¢ dwa réwnania, dla kazdego klocka oddzielnie:

(wzor 181 ) F-F yg=mpa
(wzor 182) Fgy=m a

Zgodnie z trzecia zasada dynamiki Newtona warto$ci sil oddziatywania wzajemnego klockéw sa
sobie rowne, F 45 = F p 4. Ni¢ przenosi oddziatywania migdzy klockami za pomoca sily naciagu F
zatem F yp=Fp = F ). Mamy wigc

F-Fy=mpga
(wzor 183 ) FNJK 5
Dodajac stronami te dwa rownania, eliminujemy F . Otrzymamy:
(wzor 184 ) F=ma+mpa= (m, +mp)a
Stad przyspieszenie obliczymy ze wzoru

yil

( wzor 185)a:m

Podstawiajac to wyrazenie do drugiego rownania we wzorze (wzor 183 na stronie 102),
otrzymamy warto$¢ sity naciagu nici

(wzor 186) Fiy =m gt
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Ni¢ nie ulegnie zerwaniu, gdy sita naciagu nici bedzie mniejsza od sity F,y, czyli gdy Fpn < Fgx

zatem
(Wbt 187) Fyy = it < Foa
skad
(wzor 188)F<W+Z—W

Otrzymali$my zatem warunek na sitg F, przy ktérym ni¢ nie ulega zerwaniu.

Pytania i problemy

1. Sformutuj trzecia zasad¢ dynamiki Newtona i wyjasnij jej zastosowanie na przyktadzie.

2. Wykonujac doswiadczenie ,,Dyna” stwierdziliSmy, ze w stanie rownowagi sita naciagu linki N jest rowna sile
cigzkosci odwaznika P (Rysunek 2.15: Sita N = P 1 rownowazy wozek na réwni pochylej na stronie 95).
Podaj, co trzeba by byto zrobi¢, aby te dwie sity nie byly réwne sobie. Jak to mozna uzgodnié z trzecia zasada
dynamiki? Zastanow sig, czy nadal bedzie trwat stan rownowagi, gdy ci¢zar odwaznika P, i sita naciagu linki beda
rozne.

3. Stoisz na wadze i stwierdzasz, ze Ziemia przyciaga Cig sita P = 65kG. Czy to znaczy, ze i Ty przyciagasz Ziemig
sita rowna 65 kG? OdpowiedZ uzasadnij.

4. Scharakteryzuj wektory sit akcji i reakcji, o ktorych moéwi trzecia zasada dynamiki Newtona. Czy sity te moga si¢
rownowazy¢? Odpowiedz uzasadnij.

5. Wyjasnij nastgpujacy ,,paradoks”: Chlopiec ciagnie sanki pewna sita. W mysl trzeciej zasady dynamiki Newtona
sanki ciagna chtopca w przeciwna strong ta sama sita. Dlaczego sanki w ogole si¢ poruszaja?

2.5 Ped i poped

Po sformutowaniu przez Newtona zasad dynamiki oraz prawa powszechnego ciazenia, w X VIII w. nastapit
gwattowny rozwoj nauki zwanej mechanika. W jej wtasnie ramach, po raz pierwszy w historii, potaczono w
nowoczesny sposob matematykg, fizykg oraz konkretne zastosowania praktyczne uzyskiwanych wynikow.
Zastosowania te obejmowaty bardzo szeroki wachlarz zagadnien, od opisu ruchu planet i innych obserwowanych
cial niebieskich w astronomii, az po projektowanie i konstrukcj¢ budynkéw i mostow. Rozwoj mechaniki doskonale
wpisat si¢ w oswieceniowy charakter catego X VIII wieku. Dzi§ mechanika jest integralng czg$cia fizyki, jest rowniez
jedna z podstaw techniki. Nieprzypadkowo takze wiele wydzialow matematycznych uczelni wyzszych zajmuje sig
zagadnieniami z zakresu mechaniki.

Pe¢d i poped
Rysunek 2.25: Film

Jednym z aspektow owego rozwoju mechaniki, w sferze teorii, byto poszukiwanie i tworzenie nowych wielkosci oraz
praw fizycznych na bazie wczesniej poznanych. Wymienimy tu tylko dwa takie zabiegi: pomnozenie dziatajacej na

cialo sily F przez czas jej dziatania A ¢ oraz pomnozenie tej sily F przez przemieszczenie A’S, ktore towarzyszy
temu dziataniu. Pierwsza koncepcja doprowadzita fizykow do pojgcia pedu i zasady jego zachowania, drugi zas
pomyst jest wstgpem do pojgcia energii i zasady jej zachowania, z uwzglednieniem réznych jej form.

Zatdzmy, ze ciato o masie m porusza si¢ pod wptywem statej sity. Wtedy ciato uzyskuje state przyspieszenie. Jezeli
poczatkowo ciato miato predko$¢ V), to po czasie A ¢ uzyska predko$¢ V,, wige

(wzébr 189) a=—37
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-
. . F .
Poniewaz d = %7, wiec

N
v 2"

E
m =T AT

(wz6r 190 )

Po przeksztalceniu otrzymamy

(wzor 191) F At =mV,-mv,

Przyjrzyjmy si¢ temu rownaniu. Po lewej stronie mamy iloczyn sity i czasu jej dziatania F At Wyrazenie to
nazywamy popedem lub impulsem sily. Po prawej stronie (wzor 191 na stronie 104) wystgpuje roznica dwoch
wyrazen tego samego typu, iloczynu masy i predkosci. Otz iloczyn masy i predkosci zwany pedem jest wielkosScia
spetniajaca wazna role w fizyce. Oznaczamy go symbolem p.

® Zamapietaé:
Ped
Iloczyn masy i predkosci nazywamy pedem ciata

Ped to wielkos$¢ wektorowa, charakteryzujaca ilo§¢ ruchu, jaka ma ciato. Zmienia si¢ pod wplywem
dziatajacej na cialo sity zgodnie z wyrazeniem (wzor 193 na stronie 104). W mechanice klasycznej pgd
wiazemy z masa ciata i jego predkoscia zgodnie z wyrazeniem (wzor 192 na stronie 104). Jednostka pedu
jest, zgodnie z wyrazeniem (wzor 192 na stronie 104), kilogram razy metr na sekundg.

(wzbér192) p=mv

Roznica wyrazen mv,-mV | jest rtowna przyrostowi pedu A P. Zatem wzor (wzor 191 na stronie 104) mozemy
wyrazi¢ nastgpujaco: przyrost pedu jest réwny popedowi udzielonemu ciatu:

(wzor 193)FAt= AP

Wzér ten po prostym przeksztatceniu przybierze postac:

A

sl

(wz6r 194) F =

>

t

Jest to inna, najbardziej ogdlna posta¢ drugiej zasady dynamiki Newtona. Wzdr ten jest bardzo przydatny przy
rozwiazywaniu wielu waznych zagadnien fizycznych. Bedziemy go nieraz stosowac.

® Zamapigtaé:
‘Wachadlo Newtona

Rysunek 2.26: Film

Druga zasada dynamiki w innej postaci
Sita dziatajaca na ciato jest rowna stosunkowi przyrostu pgdu do czasu, w jakim ten przyrost wystgpuje.

Zmiana pedu ciata wskutek oddziatywania jest rowna popedowi sity dziatajacej na to ciato.

Przyktad 4

Pitka o masie m = 0,1kg uderzyta w $ciang z predkoscia rowng v =20m/ s prostopadle do $ciany.
Zetknigcie pitki ze $ciang trwato A 7= 0,1s. Wyznacz $rednia sile F, z jaka $ciana dziata na pitke
podczas uderzenia. Przyjmij, ze zderzenie jest doskonale sprezyste, to znaczy, ze po odbiciu od
Sciany pitka ma taka sama warto$¢ predkosci jak przed uderzeniem, ale jej zwrot jest przeciwny niz
przed zderzeniem (Rysunek 2.27: Dziatanie Sciany zmienia ped pitki na stronie 105).
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Symbolem V oznaczono tutaj koncowa predkosé pitki, juz po odbiciu od $ciany. Tak
wige poczatkowa predkosé pitki wynosi -V, gdyz ma tg sama warto$¢, ale przeciwny

ZWrot

Rysunek 2.27: Dziatanie Sciany zmienia ped pitki

Odpowiedz: Najpierw obliczymy zmiang pgdu, jakiej doznala pitka po uderzeniu w $ciang. Ped
pitki przed zderzeniem wynosit 7)’1 = -mV, za$ po zderzeniu 79’2 =mV, zatem przyrost pedu wyniost

(wzbr 195) Aﬁ=ﬁ2—ﬁl=m72-m71=m7— (-mV) =mV+mv =2mv
Przyrost pedu pitki jest rowny popedowi, jakiego $ciana udzielila pilce. Zgodnie z rownaniem (wzor

193 na stronie 104) F At= AP =2mV. Stad F = %, wiec

) 2-0,1kg-20m/s
( wzor 196)F:T:40N

Widzimy zatem, Ze $ciana dziata na pitke $rednia sita rowna 40 N. Warto zwrdci¢ uwagg, ze w tym
zderzeniu $ciana takze doznata popgdu ze strony pitki. Jednak w praktyce nie zauwazamy tego w
postaci zmiany predkosci §ciany - to ze wzgledu na ogromna jej mas¢ w porownaniu z masa pitki.

Pytania i problemy

1. Podaj definicj¢ pedu ciata. Czy ped jest wektorem? Odpowiedz uzasadnij.

Podaj definicjg¢ popedu sily. Czy poped jest wektorem? Odpowiedz uzasadnij.

Wykaz, ze jednostki pedu ciata i jednostki popgdu sity sa jednakowe.

Sformulyj drugg zasade dynamiki Newtona, wykorzystujac pojecia pedu i popedu.

Pocisk o masie 0,01 kg uderza z predkoscia 500 m/s w $ciang i grzgznie w niej. Czas trwania ruchu pocisku
w $cianie wynosi 0,001 s. Oblicz $rednia sit¢ oporu dzialajaca na pocisk w $Scianie. Rozwiaz zadanie dwoma
sposobami: korzystajac z pojecia pedu, korzystajac z pojecia przyspieszenia.

A

2.6 Zasada zachowania pedu

Najpierw zapoznamy si¢ z pojeciem uktadu odosobnionego. Aby doktadnie opisa¢ ruch okreslonego ciata, nalezy
uwzgledni¢ wszystkie sity dziatajace na nie. Jednakze takie zadanie w praktyce jest niewykonalne ze wzglgdu na
olbrzymia ilos¢ tych sit. W rzeczywistosci kazde ciato jest otoczone wielka liczba cial blizszych i dalszych. Na
szczgscie, zwykle jednak tylko skonczona niewielka liczba ciat oddziatuje znaczaco na rozpatrywane cialo. Wszystkie
inne oddzialywania w praktyce mozna $miato pomina¢, jako zZe sa one bardzo mate. Na przyktad, jezeli kamien
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spada na Ziemig, to wszystkie inne sity poza sita przyciagania Ziemi mozna zaniedba¢, mimo ze w rzeczywistosci na
kamien dziataja rowniez sily przyciagania pochodzace od Ksigzyca, innych planet i Stonca. Nie uwzgledniamy ich,
gdyz sa one bardzo mate (mate sa réwniez w tym przypadku sity oporu powietrza). Dlatego mamy prawo zalozy¢,

ze na kamien dziala tylko Ziemia. Mozemy zatem rozpatrywac uklad sktadajacy si¢ z dwoch cial — kamienia i Ziemi.
Wszystkie pozostate ciala mozna traktowac jako zewngtrzne w stosunku do tego uktadu. Sity pochodzace od ciat
spoza uktadu mozemy ewentualnie uwzgledniac jako poprawki dodawane do podstawowe; sity.

Sity, ktorymi dziataja na siebie czegSci sktadowe uktadu, nazywamy sifami wewnetrznymi. Sity oddzialywania z
ciatami spoza uktadu nazywamy sifami zewnetrznymi. Uklad nazywa si¢ odosobnionym (lub izolowanym), jezeli
mozna zaniedba¢ sily zewngtrzne. Na przyktad, Uktad Stoneczny moze by¢ traktowany z bardzo duza doktadnoscia
jako uktad odosobniony. Sita wewngtrzna wzajemnego oddziatywania Stonca i Ziemi jest okoto 800 miliardow razy
wigksza od sity zewngtrznej oddziatywania Ziemi z najblizsza gwiazda.

W wypadku uktadéw odosobnionych obowiazuje prawo zachowania pedu, ktére mozna sformutowac w nastgpujacy
Sposob:

® Zamapigtaé:
Zasada zachowania pedu

Calkowity ped uktadu odosobnionego jest staty i nie ulega zmianie podczas dowolnych proceséw
zachodzacych w uktadzie.

Oczywiscie, pedy poszczegolnych ciat wehodzacych w sktad danego uktadu moga si¢ zmieniac, ale catkowity ped
uktadu, to znaczy wektorowa suma wszystkich pedow sktadowych, nie ulega zmianie.

Prawo to mozna wyprowadzi¢ w sposéb $cisty z zasad dynamiki Newtona. My wyprowadzimy je dla przypadku
uktadu odosobnionego sktadajacego si¢ z dwoch cial: 41 B. Ciato B dziata na ciato 4 sila F -2 cialo 4 na cialo B silq
F 1p- Zgodnie z trzecia zasada Newtona F AB= - F B4 WIEC

(wz6r 197 ) F g+ F 5, =0

Obierzmy dwie bliskie chwile 7, i #,. Zatdézmy, ze w chwili ¢, cialo 4 o masie m 4, miato predkos¢ vV 4y, ciato B 0 masie
mpg — predkosé 731, za$ w chwili ¢, predko$ci 7A2 i 732, odpowiednio. Druga zasada Newtona dla ciala 4 (w postaci
(wzor 197 na stronie 106)) ma ksztatt:

adla ciata B
Po zsumowaniu stronami rownan (wzor 198 na stronie 106) i (wzor 199 na stronie 106) otrzymamy

Na podstawie wzoru (wzor 197 na stronie 106) lewa strona powyzszego rOwnania jest rowna zeru. Po
uporzadkowaniu prawej strony otrzymamy

(wz6r201) 0= (m Va4, +mgVp,) - (m Va+mpvp)
Stad

OtrzymaliSmy réwnanie, ktore ma nastgpujaca interpretacj¢: po lewej stronie mamy sumg pedow ciat 41 B w chwili
11, a po prawej stronie — w chwili #,, zatem suma pedow catego uktadu sktadajacego sig z ciat 4 i B nie zmienia sig¢ w
czasie. Mozemy to zapisa¢ krocej:

wzér 203 ) m ;V 4+ mpV p = const
AV 4T MpVp



lub

W ten sposdb, wychodzac z 111 zasady dynamiki Newtona, wyprowadziliSmy prawo zachowania pedu dla uktadu

(wzor 204 ) 79’A+79’B = const
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sktadajacego sig¢ z dwoch cial. Dla uktadu sktadajacego si¢ z wielu ciat prawo zachowania pedu wyrazone w postaci
matematycznej ma postac:

(wzbr 205)?A+ﬁ3+ﬁc+ﬁD+ ...= const

Przyktad 5

Rozwazymy zagadnienie tzw. rozpadu dwuciatowego. Na rysunku Rysunek 2.28: Dwie kulki A

i B po zwolnieniu sprezyny rozlatujq sie w przeciwne strony na stronie 107 przedstawione

sa dwie kulki 4 1 B o masach m i mg potaczone nitka. Migdzy kulkami znajduje si¢ $cisnigta
sprezyna, ktora je rozpycha. Napigcie nitki jest na granicy wytrzymatosci. Wystarczy teraz wstawic
migdzy zwoje sprezyny jakies$ ciato (w miejscu oznaczonym na rysunku strzatka), aby nitka nie
wytrzymata dodatkowego napigcia. Nitka ulega zerwaniu, a kulki rozlatuja si¢ w przeciwne strony.
Na podstawie prawa zachowania pgdu oblicz stosunek ich mas, jezeli znany jest stosunek ich
predkosci.

Q@

Rysunek 2.28: Dwie kulki A i B po zwolnieniu sprezyny rozlatuja sie w przeciwne
strony

Odpowiedz: Przed rozpadem obie kulki byty w spoczynku, wigc ich pgdy byly rowne zeru i
catkowity ped uktadu obu kulek wynosit zero. Zatem i po rozpadzie ped uktadu, ktory jest rowny
sumie pgdow obu kulek, musi by¢ rowny zeru

(wzor 206) B,+7,=0

Poniewaz 7)’1 i 752 maja przeciwne zwroty, rownanie to w zapisie skalarnym ma postac

(wzor 207)p1-p2=0

czyli

(wzor 208 ) m v1-mpv, =0
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Kulki uzyskaja jednakowe pedy co do wartosci, ale ich zwroty sa przeciwne. Przeksztalcajac
réwnanie (wzor 208 na stronie 107), otrzymujemy

m \Z
(wzor 209) 75 = v

Widzimy z powyzszego przyktadu, ze prawo zachowania pgdu pozwala na porownywanie masy dwoch ciat bez
uzycia wagi. W mechanice nie stosujemy zwykle tej metody pomiaru ze wzgledu na trudnosci zwigzane z doktadnym
wyznaczeniem predkosci w obecnodci tarcia. Jednakze w fizyce czastek elementarnych i w fizyce jadrowe;j
korzystamy czgsto z tej metody pomiaru mas.

Na Rysunek 2.29: Rozpad jqdra na dwa jqdra wtorne A i B , zdjecie z komory Wilsona na stronie 108
przedstawione jest zdjecie $ladéw réznych czastek, otrzymane w specjalnej komorze do badania czastek
elementarnych, tak zwanej komorze Wilsona

Rysunek 2.29: Rozpad jadra na dwa jadra wtérne A i B, zdjecie z komory Wilsona

W $rodku komory widoczna jest cienka ptytka zawierajaca uran. Na skutek pochtonigcia neutronu jadro uranu
rozpadto si¢ na dwa mniejsze jadra rozbiegajace si¢ w przeciwne strony. Ich $lady 4 1 B sa widoczne na zdjgciu.
Predkos¢ jader pochodnych (tzn. powstalych w czasie rozpadu) wyznacza si¢ na podstawie znajomosci ich zasiggu.
Znajac stosunek ich predkosci, mozna wyznaczy¢ stosunek ich mas.

Uktad dwoch kulek na Rysunek 2.28: Dwie kulki A i B po zwolnieniu sprezyny rozlatujq sie w przeciwne strony na
stronie 107 jest uproszczonym modelem mechanicznym rozpadu jadra na dwa fragmenty. Rysunek Rysunek 2.30:
Rozpad jadra pod wplywem pochloniecia powolnego neutronu na stronie 109 przedstawia w uproszczonej postaci
rozpad jadra na dwa jadra wtorne 4 i B pod wptywem pochtonigcia neutronu n. Czgéci 4 1 B wewnatrz jadra maja
jednoimienne tadunki elektryczne — dodatnie. Odpychaja si¢ wigc one dalekozasiggowymi sitami elektrycznymi (maja
jednoimienne tadunki elektryczne — dodatnie). Jadro nie rozpada si¢ jednak, poniewaz mocniejsze sa przyciagajace
sily jadrowe (krétkozasiggowe), ktore utrzymuja czesci 4 1 B wewnatrz jadra macierzystego (Rysunek 2.30: Rozpad
Jadra pod wplywem pochfoniecia powolnego neutronu na stronie 109a). Mamy tu sytuacje taka, jak w modelu
mechanicznym, gdzie $ci$nigta sprgzyna odpycha kulki, a rol¢ przyciagajacych sit jadrowych odgrywa napigcie nitki
laczacej obie kulki.

Neutron, wchodzac do jadra, ,,rozpycha” czgsci 4 i B, oddalajac je nieco od siebie. Powoduje to, ze krotkozasiggowe
sily jadrowe nie sa juz dluzej w stanie utrzymacé cze¢sci jadra w zwigkszonej odlegtosci (odpowiada to przerwaniu
nitki taczacej kulki na rys. Rysunek 2.28: Dwie kulki A i B po zwolnieniu sprezyny rozlatujq sie w przeciwne strony
na stronie 107). Teraz dochodza do glosu dalekozasiggowe odpychajace sity elektryczne (sprezyna zostaje
zwolniona). Nadaja one fragmentom A4 i B odpowiednie predkosci zgodne z zasada zachowania pedu — jadro rozpada
si¢ (Rysunek 2.30: Rozpad jadra pod wplywem pochloniecia powolnego neutronu na stronie 109b).
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Rysunek 2.30: Rozpad jadra pod wptywem pochtoniecia powolnego neutronu

Przyktad 6

Pocisk o masie mp = 10g jest wystrzelony z predkoscia v =800m/s z karabinu o masie my, = 4kg
(Rysunek 2.31: Odrzut karabinu na stronie 109). Powiedzmy, ze niewprawny strzelec trzyma
luzno karabin. Wyznaczmy predko$¢ odrzutu karabinu v, w chwili, gdy kolba karabinu uderzy
strzelca w bark.

Rysunek 2.31: Odrzut karabinu
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Odpowiedz: Przed wystrzatem pocisk i karabin sa w spoczynku, wigc ich catkowity ped jest rowny
zeru. Zatem zgodnie z zasada zachowania pgdu, po wystrzale ich wypadkowy ped jest tez rowny

zeru. Czyli
(wzér 210 ) 0=my v -mpvp
lub
(wzor 211 ) myv, = mpvp
skad
. MpVp
(wzor212) Vi =Ty
Zatem
) 0,01kg-800m/s
(wzor213) T a— :2%

Karabin uderza w bark z predkoscia v, = 2%.

Powyzszy przyktad ilustruje nam zasade napedu odrzutowego rakiety. Karabin mozemy traktowac jako rakiete, a
pocisk jako porcje paliwa wyrzucanego z predkoscia V. Przy wyrzucaniu porcji paliwa o masie m), rakieta uzyskuje
dodatkowa predkos¢ V.

W rzeczywistosci przyrost predkosci rakiety jest wigkszy. Nalezy uwzgledni¢ poprawke wynikajaca z utraty masy
rakiety zuzywajacej stopniowo porcje paliwa. Mamy tu analogi¢ do karabinu maszynowego. Karabin maszynowy
przy kazdym wystrzale traci tyle masy, ile ma pocisk. Mianownik we wzorze (wzor 212 na stronie 110) zmniejsza
sig, wigc warto§¢ wyniku (v;) zwigksza sig.

o

Wskazowka:

Zasadg napedu odrzutowego mozna wykorzysta¢ rowniez do wprawienia w ruch todki na jeziorze, bez
uzywania wioset. Trzeba mie¢ w 16dce pewna liczbg kamieni. Wyrzucajac kamienie za rufe, nadajemy todce
coraz wigksza predkos¢. By uzyskacé jak najlepszy efekt, winni§my wyrzuca¢ kazdy kamien poziomo, nadajac
mu ped o jak najwickszej wartosci.

Dynamika - odrzut, eksplodujacy granat. Prawo zachowania pedu

Rysunek 2.32: Animacja

Pytania i problemy

1.

A

Jaki uktad cial nazywamy izolowanym (odosobnionym)?

Sformutuj zasadg zachowania pgdu 1 wyjasnij jej zastosowanie na przyktadzie.

Czy w uktadach nieizolowanych obowiazuje zasada zachowania pedu? Odpowiedz uzasadnij.

Wyjasnij zasade napedu rakiety. Ktora zasade dynamiki nalezy tutaj zastosowac?

Na Rysunek 2.29: Rozpad jqdra na dwa jqdra wtorne A i B , zdjecie z komory Wilsona na stronie 108
przedstawiono zdjecie sladow dwoch jader 4 i B powstalych po rozpadzie jadra uranu. Jezeli wiemy, ze stosunek
ich predko$ci wynosi £, ile wynosi stosunek ich mas?

Pocisk o masie m = 10kg, lecacy poziomo z predko$cia v=400m/s, uderza w worek z piaskiem i grz¢znie w nim.
Worek znajduje si¢ na platformie poruszajacej si¢ w strong przeciwna do pocisku. Oblicz predkosé, jaka miata
platforma, jezeli po uderzeniu pocisku zatrzymata si¢. Masa platformy z piaskiem wynosi M = 800kg.
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2.7 Sity bezwtadnosci, uktady nieinercjalne

Sity bezwtadnosci zostaty szczegétowo omoéwione w klasie pierwszej (patrz rozdziat 1.4 Sita dosrodkowa —
epodrecznik kl. 1. — zakres podstawowy). Tutaj ograniczymy si¢ tylko do przypomnienia podstawowych pojec z tego
zakresu.

W poprzednich rozdziatach opisywaliSmy zachowanie si¢ cial w uktadach inercjalnych. Teraz rozpatrzymy ruch ciat
w uktadach nieinercjalnych, ktdre poruszaja si¢ z przyspieszeniem wzgledem uktadow inercjalnych.

Przyktadem uktadu nieinercjalnego moze by¢ (omowiony w podrozdziale 2.1 Pierwsza zasada dynamiki Newtona
na stronie 82) tramwaj ruszajacy z przystanku z przyspieszeniem. Pasazerowie doskonale zdaja sobie sprawe,

ze znajduja si¢ w przyspieszajacym tramwaju, czyli w uktadzie nieinercjalnym, gdyz odczuwaja sity bezwtadnosci
dziatajace na wszystkie ciata.

W celu przesledzenia dziatania sit bezwladnosci rozwazymy szczegdlny przypadek, gdy na ruchomej platformie
znajduje si¢ wozek mogacy poruszac si¢ prawie bez tarcia (Rysunek 2.33: Dwie interpretacje ruchu wozka wzgledem
platformy na stronie 111). Gdy platforma porusza si¢ w prawo ze stalym przyspieszeniem, to wozek wzgledem
platformy porusza si¢ w lewo z takim samym przyspieszeniem, ale zwréconym przeciwnie. Opiszemy ruch wozka z
punktu widzenia dwoch réznych obserwatordw: jednego znajdujacego si¢ na ziemi, ,,nieruchomego” — w uktadzie
inercjalnym — oraz drugiego, ,,ruchomego”, znajdujacego si¢ na platformie — w ukladzie nieinercjalnym.

Ponizej podajemy, jak obaj obserwatorzy interpretuja ten sam fakt do§wiadczalny: ruch wozka wzglgdem platformy.

Dla obserwatora ,,nieruchomego” wozek o masie m jest w spoczynku; na wozek nie dziata zadna sita. Dla

. . , . . P
obserwatora ,,ruchomego” wozek ma przyspieszenie -d; na wozek dziata sita bezwtadno$ci F',= -md

Sita bezwladnoscF, = - ra

Fy

o
| EY

!

Przyspieszenie
platformy

Rysunek 2.33: Dwie interpretacje ruchu wézka wzgledem platformy

»  Ukiad inercjalny - (obserwator ,,nieruchomy”): na wozek nie dziataja zadne sity skierowane poziomo i wozek
pozostaje w spoczynku wzgledem ziemi, zgodnie z zasada bezwtadnos$ci. Platforma porusza sig¢ z przyspieszeniem
d, niejako ,,uciekajac” spod wozka.
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»  Uktad nieinercjalny - (obserwator ,,ruchomy”): na wozek nie dziataja zadne sily, ktore by pochodzity od innych
cial, a mimo to wozek ma przyspieszenie wzgledem platformy, ktore wynosi -a. To sita bezwladnosci nadaje

wozkowi przyspieszenie zgodnie z druga zasada dynamiki: fb =-md.

Mamy tu zdecydowanie rozny opis tego samego zjawiska w dwoch roznych uktadach odniesienia. W uktadzie
inercjalnym sita bezwtadnosci nie wystgpuje, obserwator ,,nieruchomy” uzna sitg¢ bezwtadnosci za pozorna —
fikcyjna. Natomiast obserwator ,,ruchomy” — bgdacy w uktadzie nieinercjalnym — uzna sil¢ bezwtadnosci za

realna, moze ja zmierzy¢. Jezeli zaczepi sprezyng znajdujaca si¢ na koncu wozka do podporki platformy (Rysunek
2.34: Sity w ukladzie inercjalnym i nieinercjalnym na stronie 112), to sprezyna zostanie napigta, wydhuzy sig,

a wozek bedzie wtedy w spoczynku wzgledem platformy. Wydhuzenie tej sprezyny jest miara sily bezwtadnosci

w uktadzie nieinercjalnym. Jednakze obserwator ,,nieruchomy” zinterpretuje wydtuzenie sprezyny inaczej: to
platforma, poruszajac si¢ ruchem przyspieszonym i oddalajac si¢ od wozka, powoduje rozciagnigcie sprgzyny i
dziata za jej posrednictwem na wozek. Wydtuzenie sprezyny jest miara oddziatywania platformy na wozek zgodnie z
wiasciwo$ciami sit sprezystych.

Sita bezwladnoscF, = - ra

i

a

R s

Przyspieszenie
platformy

W uktadzie nieinercjalnym platformy naciagnigta spr¢zyna rownowazy site bezwladnosci; powoduje to, ze wozek
wzgledem platformy pozostaje nieruchomy. Tym samym sila sprezystosci jest miara sity bezwtadno$ci. Dla

obserwatora w uktadzie inercjalnym sita sprezystosci fs, z jaka platforma, za posrednictwem sprezyny, dziata na
wozek powoduje przyspieszony ruch wozka w prawo

Rysunek 2.34: Sity w uktadzie inercjalnym i nieinercjalnym
Rozstrzygnijmy ten spor miedzy obydwoma obserwatorami. Przede wszystkim zauwazmy, ze pojecie sity

bezwladnosci nie jest zgodne z trzecia zasada dynamiki. Zasada ta wymaga, aby sita byta wynikiem oddzialywania
dwoch lub wigcej cial. Sita bezwladnosci nie pochodzi od jakiegokolwiek innego ciata.

W uktadzie nieinercjalnym wszystkie ciata swobodne doznaja przys$pieszenia, ktore jest rowne co do wartos$ci

przyspieszeniu a catego uktadu, ale o zwrocie przeciwnym. Dlatego we wzorze na sil¢ bezwtadnosci F', pojawia sig
znak minus

(wzor214) Fy= -ma
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(gdzie d jest przyspieszeniem uktadu nieinercjalnego). Wzor ten ma zastosowanie w uktadach nieinercjalnych, nie
zawiera realnej sity, ale sit¢ specyficzng — sife bezwladnosci.

Do sit bezwtadnosci nie stosuje sig trzecia zasada dynamiki Newtona, gdyz sily te sa wywotane przez przyspieszenie
uktadu odniesienia i nie pochodza z oddziatywan z innymi ciatami.

Sity bezwladno$ci sa sitami pozornymi, gdyz nie moga naleze¢ do zadnego z czterech podstawowych rodzajow
oddzialywan wystepujacych w przyrodzie.

Sity bezwtadnosci nie wystepuja w ogdle w uktadach inercjalnych i jezeli kto$ si¢ nimi postuguje w tych uktadach,
robi powazny blad.

Przy rozwiazywaniu r6znych problemow fizycznych wykorzystywanie pojgcia sit bezwladnosci w uktadach
nieinercjalnych czgsto znakomicie utatwia zadanie. Dozwolone jest wtedy stosowanie ogolnego rownania Newtona
zawierajacego ,,poprawke” na sil¢ bezwladnosci:

(wzor215) @ =(F+F,)/m

gdzie F oznacza wypadkowa wszystkich realnych sit dziatajacych na ciato.

Przyktad 7

W windzie znajduje si¢ rownia pochyta (Rysunek 2.35: Klocek na rowni pochytej w
przyspieszajqcej windzie na stronie 113). Gdy winda wznosi si¢ pionowo w gorg ruchem
jednostajnie przyspieszonym, czas zsuwania klocka po rowni od wierzchotka do podstawy jest
n=1, 2 razy krotszy od analogicznego czasu zsuwania si¢ wtedy, kiedy winda jest w spoczynku —
tarcie jest znikome. Ile wynosi przyspieszenie windy?

Rysunek 2.35: Klocek na réwni pochytej w przyspieszajacej windzie

Odpowiedz: Zat6zmy, ze kat nachylenia rowni do poziomu wynosi a, a droga wzdtuz rowni wynosi
s (Rysunek 2.36: Rozktad wektorow przyspieszenia g i a na rowni na stronie 114).




Rysunek 2.36: Rozktad wektorow przyspieszenia g i a na rowni

Rozwazmy dwa przypadki:

a) winda jest w spoczynku lub porusza si¢ ruchem jednostajnym — uklad inercjalny,

b) winda porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym w gore - uklad nieinercjalny.
W przypadku a) ruch klocka wzdtuz rowni odbywa si¢ z przyspieszeniem

(wzbr216) g = gsina

Zatem drogg s wzdhuz réwni wyrazimy wzorem:

sina
(wzo’r217)s:g 3 12

W przypadku b) winda jest uktadem nieinercjalnym. Oznacza to, ze na klocek dziata, oprocz sity
cigzkosci m- g (zwroconej w dot), takze sita bezwtadnosci ﬁb = -m-d. Przyspieszenie windy

d zwrocone jest ku gorze, wiee sita bezwtadnosci fb ma zwrot do dotu, tak jak sita cigzkoSci.

To za$ oznacza, ze wypadkowa tych dwoch sit ma takze zwrot w dot a wartos¢ jej wynosi

I_?)Wyp =m- (_a’ + 3) Widaé wigce, ze klocek na przyspieszajacej w gore rowni zachowuje sig tak,
jakby przyspieszenie ziemskie mialo warto$¢ nie g, lecz (a + g). Mozemy zatem stwierdzi¢, ze ruch
klocka wzdtuz réwni odbywa si¢ z przyspieszeniem

(wzor218) (a+g) = (atg)sina

Wzér na drogg s wzdhuz rowni ma zatem postac:

a+g)sina
(wzér219)s=%t§

Dzielac rownania (wzor 219 na stronie 114) 1 (wzor 217 na stronie 114) stronami, po prostym
przeksztatceniu otrzymamy:

2
t +
. h_aTg
wzor 220 ==
( ) t% g
Zgodnie z warunkami zadania stosunek czasow 1,/t,= n, zatem

. _atg
(wzor221)n2=—3
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Stad
(wzor222)a=(n2-1)g

Podstawiajac n = 1, 2 otrzymamy, ze przyspieszenie windy wynosi

(wzor 223 ) a=0,44g =4,32m|/s2

Przyjglismy, ze przyspieszenie ziemskie g =9,81m / s2.

Pytania i problemy

1.

Podaj przyktady uktadow odniesienia, w ktorych pojawiaja si¢ sity bezwladno$ci. Czym charakteryzuja sig te
uktady?

Sformuluj drugg zasade dynamiki Newtona dla ciata w uktadzie nieinercjalnym. Na wybranym przykladzie
wyjasnij zastosowanie tej zasady.

Nazwij podstawowe cztery oddziatywania w przyrodzie. Czy sity bezwladnosci stanowia przyktad ktorego$ z
nich?

W tramwaju pod sufitem zawieszono na nici kulg. Tramwaj porusza si¢ z przyspieszeniem a = 4,9m/s2. O jaki kat
ni¢ odchyla si¢ od pionu?

2.8 Doswiadczenie ,,Inercja”

Celem do$wiadczenia jest zbadanie sit bezwtadno$ci w windzie. W pierwszej klasie omawialiSmy zagadnienie sit
bezwiadnosci (przyklad w rozdziale 1.6 Sily bezwladnosci pierwszego tomu), a obecnie wykonamy doswiadczenie.
Najlepiej przeprowadzi¢ je w windzie szybkobieznej w wysokim wiezowcu, na przyktad w Patacu Kultury i Nauki w
Warszawie. Do$wiadczenie wykonujemy w nastgpujacy sposob:

Stajemy na wadze ,,}azienkowej” i notujemy wskazania wagi w czasie postoju i w siedmiu fazach ruchu windy:

PN R

Postoj na dole,

Ruch przyspieszony w gore,
Ruch jednostajny w gore,
Ruch op6zniony w gore,
Postdj na gorze,

Ruch przyspieszony w dot,
Ruch jednostajny w dot,
Ruch op6zniony w dot.
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Rysunek 2.37: Wskazania wagi w windzie informuja nas o sile bezwtadnosci

Zauwazamy, ze wskazania wagi w poszczegolnych stanach ruchu windy nie sa takie same. Wskazania wagi informuja
nas o sile bezwtadno$ci dziatajacej na nasze ciato. Niech P\ bedzie wskazaniem wagi w pierwszym i pigtym
przypadku, tj. w ukladzie ,,nieruchomym”, gdzie sily bezwladnos$ci nie wystepuja. P oznacza sil¢ cigzko$ci naszego
ciala mierzong w kG (tutaj wyjatkowo bedziemy sig postugiwac jednostka sity kG, chociaz nie wchodzi ona do
uktadu jednostek SI). Wskazania wagi w pozostatych przypadkach wyraza si¢ za pomoca wzoru

(wzor 224 ) P=Py+F),

gdzie ?b oznacza sil¢ bezwtadnosci.

Obliczamy ze wzoru (wzor 224 na stronie 116) wartos$¢ sily bezwtadnos$ci dla kazdej fazy ruchu windy, czyli
(wzér225)F,=[P-P

Wyniki obliczen wpisujemy do tabelki pomiarow (tab. Rysunek 2.38: Tabelka pomiarow na stronie 117), gdzie juz
uprzednio wpisaliSmy wskazania wagi P. Jesli chcemy w zwarty sposob zaznaczy¢ w tabeli zwrot sity bezwladnosci,
mozemy skorzysta¢ z wyrazenia

—

(wz6r226 ) F,=P-P,
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Dodatni wynik tego odejmowania oznacza, ze warto$¢ P jest wigksza niz P; w tym przypadku sita /', ma zwrot w
dot, zwigksza ona cigzar P, Ujemny wynik oznacza przypadek przeciwny: sita /', ma zwrot do gory, powodujac w

efekcie zmniejszenie cigzaru P,

Faza ruchu windy Wskazanie wagi

P (kG)

Sita bezwladnosci
F,(kG)

Przyspieszenie windy
a (m/s?)

Rysunek 2.38: Tabelka pomiaréw

Wypetniamy ostatnia rubryke tabelki i zapisujemy wniosek koncowy z naszego doswiadczenia.

Doswiadczenie to mozesz wykonac tez wirtualnie, ktére wzbogacimy o pomiar czasu stoperem za pomoca animacji,

wykonujac nastgpujace kroki:

1. Uruchom animacj¢ kliknigciem myszy — stoper uruchamia si¢ sam w momencie, gdy winda rusza.
2. Obserwuj ruch windy. Notuj wskazania wagi i odczyt stopera w kazdej fazie ruchu windy:

@ ome an TR

e
.

Post6j windy na dole.

Whisz te dane do tabelki pomiar6w w sprawozdaniu. Nastgpnie, powtorz pomiary. Moment odczytu stopera

Post6j windy — zanotuj wskazanie wagi (jednostki),
Ruch przyspieszony w goreg — zanotuj wskazanie wagi i stopera (pamigtaj o jednostkach),

Ruch jednostajny w gorg — zanotuj wskazanie wagi i stopera (pamigtaj o jednostkach),
Ruch opdzniony w gorg — zanotuj wskazanie wagi i stopera (pamigtaj o jednostkach),
Postoj na gérze — zanotuj wskazanie wagi i stopera (pamigtaj o jednostkach),

Ruch przyspieszony w dot — zanotuj wskazanie wagi i stopera (pamigtaj o jednostkach),
Ruch jednostajny w dot — zanotuj wskazanie wagi i stopera (pamigtaj o jednostkach),
Ruch opdzniony w dot — zanotuj wskazanie wagi i stopera (pamigtaj o jednostkach),

zalezy od czynnikdéw przypadkowych (twoj refleks). Dlatego, tak jak w ,,realu” za kazdym razem uzyskasz nieco

inny odczyt na stoperze - to pozwoli ci wlasciwie oceni¢ niepewnos$ci pomiarowe doswiadczenia (waga jest

wyskalowana w kG). Niepewnosci A P1i A ¢ ocen tak, jak w dos§wiadczeniu realnym.

3. Wykonaj obliczenia: a) przys$pieszen windy «a, b) odlegtoéci migdzy pigtrami H.
4. Wykonaj sprawozdanie z do§wiadczenia, tak jak w do§wiadczeniu realnym.
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h F
Wirtualne wykonanie ¢wiczenia "inercja"

Rysunek 2.39: Animacja

PDF O dziesi¢¢ mniej

2.9 Sity w ruchu po okregu

Z problematyka ruchu po okregu i sit towarzyszacych takiemu ruchowi zetkngliSmy si¢ juz w pierwszym tomie
e-podrgcznika (rozdziaty 1.3 Ruch jednostajny po okregu, 1.4 Sita dosrodkowa i 1.6 Sily bezwladnosci). W tomie
drugim (rozdziat /.15 Ruch jednostajny po okregu na stronie 71) przypomnieli$my podstawy kinematyki ruchu po
okrggu.

Przypomnimy teraz, w postaci zbiorczej syntezy zilustrowanej przyktadowym problemem, podstawowe zagadnienia
zwiazane z dynamika ruchu jednostajnego po okregu.
Przyspieszenie dosrodkowe

1. Ruch po okrggu musi by¢ ruchem przyspieszonym. Nawet jezeli nie zmienia si¢ warto$¢ predkosci w takim ruchu,
to nieustannie zmienia si¢ jej kierunek. Tak wigc cialo w ruchu jednostajnym po okrggu doznaje przyspieszenia
dosrodkowego zgodnie z wzorem (wzor 227 na stronie 118)

2
(wzbr227)a,= =


http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/o10mniej/o10mniej.pdf
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2. Jesli wprowadzimy do opisu ruchu po okregu wielkosci w (predkos¢ katowa), v (czgstotliwo$é obiegu) oraz
T (okres obiegu), to zwiazki tych wielko$ci z predkoscia v oraz promieniem okrggu » pozwalaja zapisaé
przyspieszenie dosrodkowe jeszcze na trzy sposoby, rownowazne ze wzorem (wzor 227 na stronie 118):

(wzor228)a,=w2-r
(wzor 229 ) a,=4n2-v2-r

An2-r
T2
3. Przyspieszenie dosrodkowe jest wektorem zawsze prostopadtym do wektora predkosci i skierowanym doktadnie
ku srodkowi okregu.

(wzdbr230) a,=

Sita dosrodkowa

Druga zasada Newtona mowi, ze przyspieszenie ciala jest wywolane sila. Zatem w ruchu po okregu przyczyna
wystgpowania przyspieszenia dosrodkowego jest sita zwana sifq dosrodkowq i oznaczana symbolem F,.. Silg
dosrodkowa zgodnie ze wzorem Newtona F, = ma, mozemy przedstawi¢ nast¢pujaco:

2
(wzor231) F, =18~

gdzie m — masa ciala.

Podobnie jak w przypadku przyspieszenia dosrodkowego, sita dosrodkowa moze by¢ wyrazona za pomoca trzech
innych, rownowaznych wzorow:

(wzor 232) F, = mw2r

(wzor 233) F,=4n2mv2r
2
(wzor 234 ) F, = %
Na mocy drugiej zasady dynamiki kierunek i zwrot przyspieszenia jest zgodny z kierunkiem i zwrotem dziatajacej

sily. Sita dosrodkowa jest wigc skierowana do $rodka okregu.

Sita dosrodkowa nie jest rodzajem oddziatywania - okreslenie ,,dosrodkowa” opisuje role, jaka spetnia sita. W roli
sily dosrodkowej moga wystepowac rozne sity, np. sila grawitacji, sita tarcia, sita sprezystosci, sila elektryczna czy
sila magnetyczna.

Wzér (wzor 231 na stronie 119) opisuje zapotrzebowanie na sit¢ dosrodkowa, by zapewni¢ ruch jednostajny ciata o
masie m po okrggu o promieniu » z predkoscia liniowa v. Analogiczng interpretacj¢ maja wzory (wzor 232 na stronie
119)-(wzor 234 na stronie 119).

Nieinercjalny wirujacy uktad odniesienia. Sita odSrodkowa

W uktadzie nieinercjalnym, obracajacym si¢ razem z ciatem poruszajacym si¢ po okregu, wystepuje sita
bezwladnosci. Jest ona przeciwnie skierowana do przyspieszenia dosrodkowego tego uktadu, czyli od $rodka okregu.
Stad sita ta nosi nazwe sity odsrodkowe;j.

Jak kazda sita bezwladnosci, tak sita odsrodkowa wyraza si¢ ogélnym wzorem:
(wzor 235) Foq=-m-d;

Uwzgledniajac wzor (wzor 236 na stronie 119) mozemy zatem zapisa¢ wartosc tej sity jako:
(wz6r236) F 4= m-v2

Poréwnujac wzory (wzor 236 na stronie 119) i (wzor 231 na stronie 119) mozna odnie$¢ wrazenie, ze wartosci
sity od$rodkowe;j i dosrodkowej sa sobie rowne. Pamigta¢ jednak nalezy, ze rownos$¢ ta obowiazuje tylko w sytuacji
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»statycznej”, gdy w wirujacym uktadzie nieinercjalnym rozpatrywane ciato spoczywa lub porusza si¢ ruchem
jednostajnym.

Jak kazda sita bezwtadnosci, tak sita od$srodkowa jest sita pozorna: nie podlega ona III zasadzie dynamiki Newtona

i wystgpuje jedynie w nieinercjalnym wirujacym uktadzie odniesienia. Jezeli chcemy opisa¢ ruch ciata w takim
uktadzie, stosujac do tego Il zasadg dynamiki, to sit¢ odSrodkowa dodajemy - wektorowo - do wszystkich sit realnych
dziatajacych na to ciato.

Przyktad 8

Kto z nas nie jezdzit na karuzeli? Znamy z wlasnego do§wiadczenia, jak na karuzeli dziata
odsrodkowa sita bezwtadnosci.Jak opisuje dziatajace sity obserwator ruchomy, a jak obserwator
nieruchomy?

Odpowiedz:

Obserwator ruchomy, ktory obraca si¢ wraz z karuzela i patrzy na pasazera siedzacego w foteliku
obok, stwierdzi istnienie sity od$rodkowej. To ona powoduje, ze w czasie ruchu karuzeli lina,

na ktorej jest zawieszony fotelik, odchyla si¢ od pionu o kat o (na Rysunek 2.40: Sita dziatajqca
na fotelik z punktu widzenia obserwatora ruchomego i nieruchomego na stronie 120 fotelik

z pasazerem jest zastapiony kotkiem). Rozktad sit w uktadzie ruchomym — nieinercjalnym —
przedstawia Rysunek 2.40: Sila dzialajqca na fotelik z punktu widzenia obserwatora ruchomego i
nieruchomego na stronie 120a.

Suma sit dziatajacych na fotelik i pasazera musi by¢ rowna zeru, aby byli oni nieruchomi w tym
uktadzie. Dziatajq tu trzy sity: sita cigzaru 7’), sita odsrodkowa fod i sita sprezystosci napigtej liny
N.

RzeczywiScie suma wektorowa tych sit jest rowna zeru, bo suma sit Pi fod jest sita @ napinajaca
ling, za§ w wydtuzonej nieco linie powstaje sita reakcji (sita naciagu liny) ﬁ, ktora jest rowna sile
@, lecz ma przeciwny zwrot.

a) Obserwator ruchomy: sita odsrodkowa powoduje odchylenie liny od pionu, ztozZenie

sit P i F)od daje sitg @, ktora jest rownowazona przez N. b) Obserwator nieruchomy:

odchylenie liny od pionu wytwarza pozioma sitl¢ wypadkowa (sit Pi ﬁ) ?, sity

promienr promient

0$ obrotu
o0$ obrotu

dosrodkowej

Rysunek 2.40: Sita dziatajaca na fotelik z punktu widzenia obserwatora ruchomego i
nieruchomego
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Obserwator nieruchomy (uktad inercjalny) stwierdzi,ze na pasazera dziataja dwie sity: cigzkosci

P oraz sprezystosci (napre¢zenia) liny N. Zanim karuzela zaczela sig krecié, sity te miaty ten sam
pionowy kierunek, przeciwne zwroty i jednakowe warto$ci; rOwnowazyly si¢ zatem. Wprawienie
karuzeli w obr6t spowodowato odchylenie fotelika od pionu. Zmienito to kierunek dziatania sity

ﬁ, spowodowato takze wzrost jej wartosci. Sity PiN nie sa teraz wspoltliniowe, wigc nie moga si¢

réwnowazy¢. Ich wypadkowa, fr, jest skierowana poziomo, gdy lina przestaje si¢ juz odchylac.
Ta sita wtasnie pelni rolg sily dosrodkowej powodujacej, ze torem fotelika nie jest linia prosta, ale
okrag.

Uzupetnimy powyzsze opisy wyprowadzeniem wzorow na warto$¢ kata a, o jaki odchyla si¢ od

pionu lina karuzeli oraz warto$¢ sity sprezystosci (naprgzenia) N samej liny.
W tym celu zauwazmy, ze skoro

- e

F,=P+N

to:

Mozemy teraz wprowadzi¢ sitg é =.N (Rysunek 2.40: Sita dziatajaca na fotelik z punktu widzenia
obserwatora ruchomego i nieruchomego na stronie 120b). Pozwala to stwierdzi¢, ze

P=F.+0

Zatem cigzar P mozna matematycznie roztozy¢ na dwie sity sktadowe: F, skierowang poziomo i
zwrocona ku srodkowi okregu oraz @) skierowang wzdtuz liny (Rysunek 2.40: Sita dzialajqca na
fotelik z punktu widzenia obserwatora ruchomego i nieruchomego na stronie 120b). Sita @ jest

. . . =
réwnowazona przez sil¢ naciagu liny N.

Jak wida¢ na rysunku Rysunek 2.40: Sita dziatajqca na fotelik z punktu widzenia obserwatora
ruchomego i nieruchomego na stronie 120

. Fod Fy
(wzbr237)tgo=—p =F

Poniewaz F,. = mw2r oraz P = mg, wigc

. _ o
(wzbr 238 ) tga="g

Z kolei cosa 25 = % Daje to nam

(wz6r239) N = ooy

Zatem, im wigksza jest predko$¢ obrotow - predkos¢ katowa karuzeli, tym wigkszy jest kat a. Z

. 4 13 ror 3 . . . = . ror
kolei wraz ze wzrostem kata a ro$nie wartos$¢ sity naprezenia liny N (bo maleje warto$¢ cosa).

Pytania i problemy

1. W jaki sposob pasazer karuzeli (Rysunek 2.40: Sita dziatajgca na fotelik z punktu widzenia obserwatora
ruchomego i nieruchomego na stronie 120a) wyjasni dlaczego znajduje si¢ w stanie spoczynku wzglgdem
krzesta? W jaki sposob scharakteryzuje dziatajaca na niego sit¢ bezwladnosci?

2. Poshugujac si¢ rysunkiem Rysunek 2.40: Sila dziatajqca na fotelik z punktu widzenia obserwatora ruchomego
i nieruchomego na stronie 120b, zaproponuj wyjasnienie, ktore przedstawi obserwator nieruchomy w celu
opisania przyczyny ruchu pasazera karuzeli.

3. Dziewczynka o masie m = 50kg husta si¢ na hustawce. Jaka sitq dziata ona na siodetko hustawki podczas przejicia
przez najnizszy punkt z predkosceia v=5m/s? Linki hustawki maja dtugosci /=4m.
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2.10 Sita tarcia

Site, ktdra powstaje na styku powierzchni dwoch ciat i przeciwdziata ich wzglednemu ruchowi, nazywamy silq tarcia.
Sita tarcia dziata zawsze ,,przekornie” — przeciwnie do zwrotu predkosci ciata.

Doswiadczenie , Tarcie”

Na plaskiej poziomej ptycie stotu ktadziemy klocek o masie m. Do klocka zaczepiamy nié i
przerzucamy ja przez bloczek.

Na drugim koncu nici zawieszamy szalke z lekkim odwaznikiem, Rysunek 2.41: Sita tarcia
przeciwstawia si¢ ruchowi klocka na stronie 122 (tak dobranym, aby klocek nie zaczat si¢

. . 5 . . . = .. .
poruszacé). Klocek pozostaje nadal w spoczynku, mimo ze dziata na niego sita N rowna cigzarowi
szalki z odwaznikiem.

Z|

|

|
e
)

E
o = Z

Rysunek 2.41: Sita tarcia przeciwstawia sie ruchowi klocka

Whioskujemy, ze na klocek oprocz sity N musi dziata¢ inna sita przeciwnie zwrocona i rowna
tej sile, gdyz, zgodnie z pierwsza zasada dynamiki Newtona, wtedy wlasnie ciato moze by¢ w
spoczynku. Jest to sita tarcia. Doktadamy stopniowo dodatkowe odwazniki, zwigkszajac site
dziatajaca na klocek. Ros$nie w ten sposob sita N i sita tarcia. Nazywamy ja tarciem statycznym,
poniewaz klocek jest w dalszym ciagu w spoczynku.

Dopiero przy odpowiednio duzym wzro$cie obciazenia szalki klocek rusza. Zatem sita tarcia
statycznego Ty, moze zmieniac sig od zera do pewnej wartosci maksymalnej Tst,

(wzor240 ) 0< Ty < Tty

Zwykle, uzywajac terminu ,,sila tarcia statycznego”, mamy na mysli t¢ maksymalna warto$¢ T's,, -
Warto$¢ sity tarcia statycznego jest proporcjonalna do wartosci sity nacisku F', ciata na podtoze

(wzor 241) Ty 0 = Mo Fn

M, n0si nazwg wspélczynnika tarcia statycznego. Ze wzoru (wzér 241 na stronie 122) mozna

odczytac, ze wspolczynnik tarcia statycznego jest bezwymiarowy.

Przy starannym doborze obciazenia szalki mozemy doprowadzi¢ do tego, ze klocek po lekkim
pchnigciu bedzie poruszat si¢ ruchem jednostajnym. Zatem zgodnie z pierwsza zasada dynamiki
Newtona sily dziatajace na klocek rownowaza sig, to znaczy, ze sita naciagu nici (rébwna tutaj
cigzarowi szalki z odwaznikami) bgdzie rowna sile tarcia. W ten sposob mozemy zmierzy¢ tg site
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tarcia. Sita tarcia dzialajaca na ciato bedace w ruchu nazywa si¢ tarciem kinetycznym lub tarciem
dynamicznym. Zwykle, dla prostoty, gdy mowimy ,,sifa tarcia”, mamy na mysli wlasnie tarcie
kinetyczne.

Doswiadczenia podobne do opisanego wyzej pozwalaja na stwierdzenie nastgpujacych charakterystycznych praw
rzadzacych sita tarcia:

1. Sila tarcia nie zalezy od predkosci ciala. Niezaleznie od tego, czy przy pchnigciu klocka nadamy mu predkosé
mata, czy duza, klocek porusza si¢ ruchem jednostajnym. Oznacza to, ze sifa tarcia jest taka sama.

2. Sila tarcia nie zalezy od wielko$ci powierzchni styku ciala z podlozem. Mozemy si¢ tatwo o tym przekonaé —
sila tarcia bedzie taka sama, gdy dwa klocki potozymy jeden na drugim, jak i w przypadku, gdy potaczymy je i
beda si¢ znajdowac jeden za drugim.

3. Sila tarcia jest proporcjonalna do sily nacisku 7', ciala na podloze

(wzor242) T =uF,

1 n0si nazwe wspotczynnika tarcia. Ze wzoru (wzor 242 na stronie 123) mozna odczytac, ze wspotczynnik tarcia
jest bezwymiarowy. Jego warto$¢ zalezy od rodzaju tracych o siebie powierzchni. Oto kilka przyktadéw wartosci
wspoélczynnika tarcia:

» dla drewna na gladkim drewnie p= 0,3+ 0,5,
» dla opon gumowych na betonie 1= 0,8+ 1,0,
* dla metalu na metalu x=0,2+ 1,0.

Stwierdzono doswiadczalnie, ze sifa tarcia kinetycznego jest mniejsza od sity tarcia statycznego (mierzonej w
jednakowych warunkach) zwykle o kilka procent.

Gdy ciato toczy si¢ po podtozu bez poslizgu, powstajaca sita tarcia kinetycznego nosi nazwe tarcia tocznego. Sita
tarcia tocznego jest o wiele mniejsza od sily tarcia slizgowego.

W wielu urzadzeniach tarcie jest niekorzystne — prowadzi do nagrzewania si¢ powierzchni tracych, dlatego w celu
zmniejszenia tarcia stosuje si¢ specjalne metody, np. w tozyskach kulkowych (Rysunek 2.42: Tarcie toczne w tozysku
kulkowym na stronie 124) tarcie $lizgowe jest zastapione tarciem tocznym. Wprowadzenie ptynu, np. oleju, migdzy
powierzchnie trace znakomicie zmniejsza tarcie.

W innych sytuacjach z kolei, tarcie jest bardzo korzystne, wreez pozadane. Jako oczywisty przyktad mozna tu podaé
tarcie opon samochodu o jezdnig - sita ta umozliwia zardwno rozpgdzenie samochodu jak i jego zatrzymanie.

Skad si¢ bierze tarcie? Powierzchnie roznych ciat, ktore naszym oczom wydaja si¢ gladkie, w rzeczywistosci takie
nie s3. Mozemy si¢ o tym przekonaé, ogladajac je pod mikroskopem. Zobaczymy liczne mikrowystepy, bruzdy i
szczeliny. Czgsto powierzchnia pokryta jest roznymi mikroczasteczkami wbitego w nia pytu, tlenkami, jak roéwniez
adsorbowanymi warstewkami gazoéw czy cieczy. Podczas zetknigcia powierzchni ciata z powierzchnia podtoza
mikrowystepy jednej powierzchni wchodza w zaglebienia drugiej. Przekrdj poprzeczny stykajacych si¢ powierzchni
moze wyglada¢ w powigkszeniu tak jak na Rysunek 2.43: Przekroj poprzeczny makroskopowo gladkich powierzchni
w powigkszeniu na stronie 124. Rozumiemy teraz, dlaczego podtoze hamuje ruch zetknigtego z nim ciata.
Zaczepianie si¢ licznych nierdéwnosci powierzchni przeciwdziata ich wzglednemu ruchowi. W niektoérych miejscach
odlegtoé¢ miedzy stykajacymi si¢ ciatami jest bardzo mata, pordwnywalna z odlegtosciami, na ktérych dziataja sity
przyciagania atomow w czasteczkach. W tych miejscach wystepuje zlepianie si¢ cial. Powigksza to wypadkowa site
tarcia.
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Sita tarcia tocznego jest mniejsza od sily tarcia slizgowego, co jest wykorzystywane w tozysku kulkowym

Rysunek 2.42: Tarcie toczne w tozysku kulkowym

Rysunek 2.43: Przekroj poprzeczny makroskopowo gtadkich powierzchni w powiekszeniu

Sita nacisku ciala na podloze sprzyja wzajemnemu zagltebianiu si¢ mikrowystgpow obu stykajacych si¢ powierzchni.
Suma wszystkich tych mikrooddziatywan jest tym wigksza, im wigksza jest sita nacisku. Stad pochodza zaleznosci
makroskopowe sity tarcia od sity nacisku, wyrazone wzorami (wzor 241 na stronie 122) i (wzor 242 na stronie

123). Rolg sity nacisku F;,, moze odgrywac cigzar ciata lub inna sita prostopadta do tracych si¢ powierzchni.
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Przyktad 9

Lina o dlugosci /= 1m lezy na stole w ten sposob, ze jeden jej koniec zwisa. Lina zaczyna si¢
zsuwac¢ ze stotu, gdy dhugos¢ czesci zwisajacej wynosi d =20 cm. Ile wynosi wspotczynnik
statycznego tarcia liny o sto1?

L)
-—]
O —ao—ops

Rysunek 2.44: Pomiar wspoétczynnika tarcia liny o stét
Odpowiedz: Cigzar catej liny oznaczymy przez P, cigzar czgs$ci zwisajacej wyniesie
(wzor 243 ) Py = P4

za$ ci¢zar czgSci lezacej na stole

(wzor244) P, = P#

Lina zaczyna si¢ zsuwac¢ ze stotu wtedy, gdy cigzar czgsci zwisajacej jest rowny sile tarcia
statycznego, czyli Py = Tsty,, (Rysunek 2.44: Pomiar wspdtczynnika tarcia liny o stéf na stronie
125). Ale T'styax = 1, Po. Zatem Py = pu P,. Podstawiajac tu wzory (wzor 243 na stronie 125) i

(wzor 244 na stronie 125) — otrzymamy

(wzor245) P-(d/l)=p -P-(l-d)/]
Po przeksztalceniu tego wzoru otrzymujemy ostatecznie
. d 1
(wzor246),ust=m =7

Widzimy, ze w tym przypadku jestesmy w stanie wyznaczy¢ wspotczynnik tarcia, majac dane
pochodzace jedynie z pomiaru dtugosci wykonanego miarka centymetrowa.

Uwaga: W celu otrzymania prawidtowego wyniku pomiaru powinni$my zminimalizowac¢ tarcie
liny na krawedziach stotu (np. przez wygtadzenie i zaokraglenie krawedzi stotu) — wazne!

Pytania i problemy

1. Opisz silg tarcia statycznego. W jakich warunkach, przy ustalonej warto$ci sity nacisku i rodzaju powierzchni
tracych, tarcie statyczne osiaga maksymalng warto$¢?
2. Rozrézniamy dwa rodzaje tarcia kinetycznego. Podaj ich nazwy.
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Podaj trzy charakterystyczne prawa rzadzace sit tarcia kinetycznego.

Jaki wymiar ma wspotczynnik tarcia?

Podaj po dwa przyktady niekorzystnego i korzystnego dziatania tarcia.

Jak duze przyspieszenie nalezy nada¢ desce, na ktorej lezy ciato (Rysunek 2.45: Ciato na desce poruszajqcej si¢ z
przyspieszeniem na stronie 126), aby mogto sig zeslizgna¢ z niej? Wspotczynnik tarcia migdzy ciatem a deska

wynosi u=0,1.

SN kW

Rysunek 2.45: Ciato na desce poruszajacej sie z przyspieszeniem

7. Zadanie dla zespotu od 2 do 4 uczniéw. Znajdzcie w okolicy plac zabaw dla dzieci. Sfotografujcie wybrane
urzadzenia i opiszcie ich dziatanie z punktu widzenia praw fizyki. W kazdym opisie uwzglednijcie, mozliwie
szczegolowo, wystepujace sity. Tam, gdzie ma to zastosowanie, przedstawcie oddzielny opis dla inercjalnego
uktadu odniesienia i dla uktadu nieinercjalnego.

2.11 Opory ruchu ciata w ptynie - cieczy lub gazie

Na ciato poruszajace si¢ w osrodku ciektym lub gazowym dziata sita oporu skierowana przeciwnie do jego ruchu.
Rysunek (Rysunek 2.46: Sity oporu dziatajace na kulke w cieczy na stronie 127) przedstawia kulkg poruszajaca sig
w takim o$rodku. Widoczne sg strugi ptynu oplywajace kulkg oraz zawirowania za kulka. Catkowity opor T ruchu
mozna podzieli¢ na dwa elementy, ktére nazwiemy: tarciem wewnetrznym Ty, lub lepkoSciq, 1 oporem cisnieniowym

T,. Zatem
(wzor247)T=T,+T,



| Dynamika | 127

Kulka poruszajaca si¢ ze znaczna predkoscia v doznaje sity oporu T wynikajacej z lepkos$ci oraz réznicy ci$nienia
panujacego przed kulka i za nia. Z tytu za kulka widoczne sa zawirowania osrodka

Rysunek 2.46: Sity oporu dziatajace na kulke w cieczy

Tarcie wewngtrzne wynika z tego, ze cialo poruszajace si¢ w ptynie powoduje ruch warstw ptynu przylegtych do
ciata. Bezposrednio przylegajaca cienka warstwa plynu oblepia ciato i porusza si¢ z predkoscia tego ciata. Coraz
dalsze warstwy maja coraz mniejsza predkos¢. Miedzy warstwami wystepuja sity tarcia wewngtrznego wynikajace z

wymiany czasteczek migedzy nimi. Czasteczki przechodzace z warstwy powolniejszej hamuja warstwe szybsza i na
odwrot — czasteczki przechodzace z warstwy szybszej do powolniejszej przyspieszaja t¢ ostatnig.

Stwierdzono, ze tarcie wewngtrzne dominuje w przypadku matych predkos$ci v ciala i ze sita oporu jest
proporcjonalna do v:

(wzor248) T1=Kv
gdzie K| — wspolczynnik proporcjonalnosci, ktory zalezy od rodzaju ptynu oraz od ksztattu ciata. Przyktadowo, dla
kuli o promieniu » wspotczynnik ten wynosi

(wzor 249 ) K= 6nnr

gdzie  — tzw. wspotczynnik lepkosci charakterystyczny dla osrodka.

Opor cisnieniowy wynika gltéwnie z wystgpowania roéznicy cisnienia w osrodku przed i za ruchomym ciatem.
Przed cialem wystgpuje zaggszczenie osrodka i zwigkszone jego cisnienie, zas za cialem wystgpuje rozrzedzenie
1 zmniejszone ci$nienie. Stwierdzono, ze opor cisnieniowy dominuje w przypadku duzych predkosci ciata i jest
proporcjonalny do kwadratu jego predkosci:

(wzor250) Ty = K72

gdzie K, — wspofczynnik proporcjonalnosci, ktory zalezy od rodzaju ptynu oraz od ksztattu i rozmiaru ciala.

. Po
(wzbr251) K, =CS~
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gdzie C — wspotczynnik liczbowy zalezny od ksztattu ciata, S — pole powierzchni przekroju ciata poprzecznego do
kierunku ruchu, Py~ gestosé plynu.

Przyktadowo dla kuli o promieniu
Py
(wzor 252) Ky = Cr2—"

gdzie C — wspotczynnik liczbowy (typowe warto$ci C wahaja si¢ od 0,2 do 0,4).
Kryterium oceny predkosci — czy dominuje opér T, czy opdr T, — jest tzw. liczba Reynoldsa Re, ktora wyraza si¢ za
pomoca wzoru

. _ I
(wzor253)Re—T1

Gdy Re < 1, dominuje lepkos$¢; gdy Re > 1, dominuje opdr ci$nieniowy.

Przy matych predkosciach i dla osrodkéw gdzie Re < 1, dominuje lepko$¢, zawirowania plynu sa zaniedbywalnie
mate i taki ruch nazywamy ruchem laminarnym. Przy duzych predkosciach i dla osrodkéw gdzie Re > 1, dominuje
opor cisnieniowy, wystepuja znaczne zawirowania ptynu i taki ruch nazywa sig ruchem turbulentnym.

Spadek ciata w cieczy lub gazie

W rozdziale Kinematyka punktu materialnego na stronie 3 omawialiSmy swobodny spadek ciata. Rozwazalismy
ruch ciata pod wptywem jedynie sity cigzkosci. Stad wynika ruch jednostajnie przyspieszony z przyspieszeniem
ziemskim g. Teraz uwzglednimy sil¢ oporu 7' dziatajaca na spadajace cialo w osrodku. Dziata tu jeszcze sita wyporu
W (Rysunek 2.47: Sily dzialajqce na spadajqce cialo na stronie 128).

Na ciato spadajace dziala oprocz sity cigzkosci P, sita oporu T osrodka oraz sita wyporu W

Rysunek 2.47: Sity dziatajace na spadajace ciato
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Druga zasada dynamiki Newtona przyjmuje postac:

(wzor 254 )Yma=P-T-W

gdzie: m — masa ciala, a — jego przyspieszenie.
Sita cigzkosci i sita wyporu pozostaja state podczas ruchu, natomiast sita oporu wzrasta wraz z predkoscia ciata.

W poczatkowej fazie ruchu, kiedy predkos¢ jest mata, opor jest maty i (dla niewielkich ciat w powietrzu) wypor
jest tez maty. Zatem w poczatkowych sekundach ruch jest jednostajnie przyspieszony — predko$¢ narasta liniowo w
czasie.

W miarg wzrostu predkosci, wzrasta opor, a przyspieszenie ciata maleje. Gdy predko$¢ wzro$nie znacznie, to sita
oporu wzrosnie do tego stopnia, ze zrOwnowazy site cigzkosci i przyspieszenie spadnie do zera, a = 0. Wtedy ruch
stanie si¢ jednostajny — cialo bedzie opadac ze stala predkoscia zwana predkoscia graniczng vgr. Wykres predkosci
ciata w zaleznosci od czasu przedstawia Rysunek 2.48: Wykres predkosci ciala spadajqcego w osrodku lepkim w
zaleznosci od czasu na stronie 129.

UJL

[ | O ——————

Ty

Rysunek 2.48: Wykres predkosci ciata spadajacego w osrodku lepkim w zaleznosci od czasu

W przypadku cial spadajacych w powietrzu ruch z ta predkoscia nie jest laminarnym i dominuje tu op6r ci$nieniowy
T, (opor laminarny dominuje tylko dla bardzo matych ciat — pytkoéw, kropelek mgly itp.). Wstawiajac do rownania
(wzor 254 na stronie 129) a=0, W =0, P=mgiT=T,=K 2V§w otrzymamy:

(wzbr 255 ) mg = K2v§,

. _ 7
( WZOr 256 ) Vgr = K2

Stad mozna obliczy¢ predkosé graniczna:



Przyktad 10
Obliczymy, z jaka predkoscia (graniczna) spadaja krople deszczu. Przyjmijmy, ze kropla ma
ksztatt kulisty, promien kropli wynosi » = 1mm, ggstos¢ wody p = 103 kg / m3, gesto$¢ powietrza
po=lkg/m3, C=04.

p
Odpowiedz: Do wzoru (wzor 256 na stronie 129) wstawimy m = gmﬁp 1Ky= CanTO.

Otrzymamy:

, _ [dwdpg [Brpg [8-103-10%-9.81
(WZOT257)Vgr_V3_C7Tr2pO _V3-0,4/)0 | 3:0,4-1

mla
I3

=8

Widzimy, ze predkos¢ spadania kropel wynosi ok. 8 m/s. Doswiadczenie potwierdza ten wynik.

Przyktad 11

Dziatanie sity oporu na ciato spadajace w powietrzu jest wykorzystywane w spadochronie
ratujacym zycie cztowiekowi.

Cztowiek, spadajac z duzej wysokosci bez spadochronu, uderzytby w ziemig z predkoscia graniczna
rzedu kilkudziesigeciu metrow na sekundg — co zwykle konczy si¢ $miercia.

Spadochron ma pole przekroju poprzecznego S okoto sto razy wigksze w stosunku do cztowieka,
jak rowniez wspolczynnik C jest kilka razy wigkszy. Zatem iloczyn CS spadochronu jest kilkaset
razy wigkszy niz CS cztowieka, co powoduje, ze predkos$¢ graniczna cztowieka ze spadochronem
jest kilkadziesiat razy mniejsza niz cztowieka bez spadochronu. Jest ona bezpieczna, gdyz wynosi
ok. 3 m/s do 4 m/s. Jej warto$¢ jest porownywalna z predkoscia skoku przez niewielka przeszkodg.

Pytania i problemy

1.

Opisz sily oporu dziatajace na cialo poruszajace si¢ w osrodku. Nazwij dwa elementy, z jakich sktada sie
catkowity opor osrodka.

W jakich warunkach dominuje tarcie wewngtrzne (lepko$c¢), a w jakich — opér cisnieniowy?

Co to jest liczba Reynoldsa Re, podaj wzor 1 interpretacjg. Rozstrzygnij, jaki jest charakter zaleznosci liczby
Reynoldsa od predkosci. Wykorzystaj wzor (wzor 253 na stronie 128).

Kiedy wystepuje ruch laminarny, a kiedy turbulentny?

Wyprowadz jednostki, w jakich wyraza si¢ wspolczynnik K; we wzorze (wzor 248 na stronie 127). Na tej
podstawie wyprowadz jednostki wspotczynnika lepkosci osrodka u we wzorze (wzor 249 na stronie 127).
Wyprowadz jednostki, w jakich wyraza si¢ wspotczynnik K, we wzorze (wzor 250 na stronie 127). Wykaz,
ze stad wynika, ze wielko$¢ C wystgpujaca we wzorze (wzor 252 na stronie 128) jest niemianowana i ze
uzasadnione jest nazywanie C ,,wspotczynnikiem liczbowym”.

Napisz wzor wyrazajacy druga zasadg dynamiki Newtona w przypadku spadku ciala w gazie. Wstaw tu
odpowiednie wyrazenie na opor i oblicz predkos¢ graniczna.

Opisz zasadg dziatania spadochronu w oparciu o prawa ruchu ciata w osrodku (iloczyn CS).
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Rozdzial

3

Praca i energia

Podrozdziaty:

3.1 Praca
3.2 Energia potencjalna
3.3 Energia kinetyczna

3.4 Prawo zachowania energii
mechanicznej

3.5 Moc
3.6 Zderzenia

Rysunek 3.1: Wirtualny nauczyciel

Z terminem energia spotykamy si¢ na co dzien. Jednakze pojgcie energii
stosowane potocznie jest zwykle mato precyzyjne i niejednoznaczne.
Uzywamy np. okreslen: ,,cztowiek energiczny”, ,,aktor wlozyt duzo energii

w przygotowanie swojej roli” itp. W nauce jednak musimy si¢ postugiwac
pojeciami Scistymi, dlatego odejdziemy od mglistego pojgcia energii
stosowanego w zyciu codziennym i zastapimy je okresleniem jednoznacznym
i precyzyjnym.

Energia moze wystgpowac jako energia mechaniczna, elektryczna,

jadrowa, promienista i inna. Dowiesz si¢, ze energia — tak jak materia — jest
niezniszczalna. Energia moze zmienia¢ swa posta¢ (np. energia mechaniczna
moze zamieni¢ si¢ w energi¢ elektryczna i na odwroét) jednakze nie moze
zniknaé, ani by¢ stworzona z niczego.

Energia jest jednym z najbardziej podstawowych poje¢ w fizyce. W tym
rozdziale ograniczymy si¢ w zasadzie tylko do energii mechanicznej, ktdra
moze wystgpowac pod postacia energii kinetycznej i potencjalnej (jak
zapewne wiesz, energia kinetyczna to energia ciala wynikajaca z faktu, ze
ciato jest w ruchu, a potencjalna zalezy od wzajemnego polozenia ciat). Do
okreslenia energii bardzo pomocne bedzie pojecie pracy, ktdre w fizyce jest
réwniez pojgciem precyzyjnym, odbiegajacym od potocznego znaczenia.

Na przyktadzie przemian energii mechanicznej poznasz blizej jedno z
najwazniejszych praw przyrody - zasad¢ zachowania energii. Dowiesz

sig, ze zasada zachowania energii jest centralnym tematem wielu dziedzin
fizyki, takich jak teoria wzglednosci, teoria grawitacji, termodynamika,
fizyka atomowa, fizyka jadrowa itd. Nauczysz si¢ stosowania zasady
zachowania energii mechanicznej do rozwiazywania réznych problemow. W
wielu przypadkach bedziesz mogt rozwiaza¢ zadania w sposob tatwiejszy i
prostszy, niz dotychczas, bez koniecznosci wnikania w szczegoty dynamiki i
kinematyki.
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3.1 Praca

Jezeli pewna sita jest przytozona do okreslonego ciala i przesuwa je w kierunku dziatania sity o maty odcinek drogi
A s, to mowimy, ze sita wykonuje prace A W réwna iloczynowi wartosci sity 1 przesunigcia:

(wzor258) AW=FAs

Ta definicja pracy poznana w gimnazjum jest stuszna w przypadku, gdy sita i przemieszczenie maja ten sam kierunek.
W ogdlnym przypadku, gdy sita i przesunigcie maja rozne kierunki, wzor ten nalezy zmodyfikowac.

Wezmy pod uwagg chlopca ciagnacego sanki sita Fza pomoca linki nachylonej pod katem a do kierunku
przesunigcia, jak na Rysunek 3.2: Praca przesuniecia sanek wynosiA W =F s As =F A s cos o. na stronie 132.

As

F 1
¥

F.= cost

Rysunek 3.2: Praca przesuniecia sanek wynosi AW=F;As=F Ascosa

Sita jest wektorem, mozemy wigc ja roztozy¢ na dwie sktadowe: Fg = F cosa rownolegta do przesunigcia A s i
F,,= Fsina prostopadta do A s. Zgodnie ze wzorem (wzdr 258 na stronie 132) praca wynosi A W =F A s, wigc

(wzor259) AW=F Ascosa

Sita sktadowa prostopadta nie wykonuje pracy, bo w tym kierunku sanki si¢ nie przemieszczaja.

Wzor (wzor 259 na stronie 132) mozna stosowac¢ dla dowolnego przypadku statej sily skierowanej pod katem o do
przesunigcia wzdtuz drogi. W przypadku, gdy sita nie jest stata, nalezy wzia¢ srednia wartos¢ sity na drodze As.

Poniewaz jednostka sity jest niuton, a jednostka drogi metr, wigc jednostka pracy jest iloczyn 1 N1 1 m. Jednostka ta
nazywa si¢ dzulem (symbol J, na cze$¢ angielskiego fizyka Joule’a):

(wzoér260) 1J=IN-1m=1 %)

® Zamapigtaé:

Praca
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Praca A W jest rowna iloczynowi wartosci sity F, przesunigcia A s i kosinusa kata o migdzy silg a
przesunigciem A s:

(wzbér261) AW=F- As-cosa
Jednostka pracy dzul (J): 1J=1N- Im.

Praca jest wielko$cig nie majaca kierunku — jest skalarem. Ale sita i przesunigcie maja okre§lone kierunki i sa
wektorami. Wielkos¢ skalarna, ktora powstaje w wyniku skalarnego mnozenia dwoch wektoréw, nazywa sig

iloczynem skalarnym wektorow. lloczyn skalarny dwoch wektorow @ i b tworzacych kat a zapisujemy symbolicznie

jako d - 75, a jego warto$¢ wyraza si¢ za pomoca wzoru
(wzor262) @ - b = abcosa
Wz6r na pracg (wzor 259 na stronie 132) ma postac iloczynu skalarnego dwoch wektorow Fi AS.Zatem

(wzor263) AW=F- AT

Przyktad 1

Chtopiec ciagnie sanki po poziomej drodze sita /' =20N skierowana poziomo. Jaka pracg wykona
chlopiec, ciagnac sanki na drodze s =200m?

Odpowiedz: Praca AW = Fs cos a, czyli W =20N-200m- cos 0° =4000N-m- 1=4Kk].

Chtopiec wykona pracg rowna 4 kJ.

Przyktad 2

Chtopiec ciagnie sanki po poziomej drodze sita ' =20N skierowana pod katem a=60° do
poziomu (Rysunek 3.2: Praca przesuniecia sanek wynosiA W =F s As =F 4 s cos a na stronie
132). Jaka pracg wykona chtopiec, ciagnac sanki na drodze s =200m?

Odpowiedz: Praca AW = F's cos a, czyli W =20N-200m- cos 60° =2000N-m = 2kJ.

Chlopiec wykona pracg rowna 2 kJ.

Przyktad 3

Kierowca wiaczyt hamulce. Hamujaca sita tarcia wynosi 7= 5000 N, droga hamowania wynosi
s =50m. Oblicz pracg sity tarcia.

Odpowiedz: Praca AW = T'scosa, czyli W =5000N-50m - (- 1) = -250000N-m = -250k]. Praca
sily tarcia wynosi -250 kilodzuli.

Przyktad 4

Ziemia okraza Slonce, bo jest utrzymywana na swojej orbicie prawie kotowe;j sita dosrodkowa
pochodzaca od pola grawitacyjnego Stonca. Czy pole grawitacyjne wykonuje pracg?

Odpowiedz: Sita dosrodkowa — grawitacji w ruchu kolowym — nie wykonuje pracy,
poniewaz dziata pod katem o =90° do przemieszczenia Ziemi w jej ruchu po okreggu:
AW=FAscos90° =0

Praca rozciagania sprezyny

Rozwazmy teraz przypadek obliczenia pracy, gdy sifa nie jest stala na drodze swojego dziatania. Obliczymy pracg,
jaka nalezy wykonaé, aby, rozciagajac sprezyng, zwigkszy¢ jej dlugos$¢ o odcinek x (Rysunek 3.3: Praca rozciggania
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sprezyny na stronie 134). Podczas rozciagania sprezyny trzeba dziataé sita F' rowna sile sprezystosci sprezyny,

lecz przeciwnie zwrdcona. Sita sprezystosci sprezyny jest proporcjonalna do wydtuzenia sprezyny x i wyraza sig za
pomoca wzoru FS = - kX, gdzie k jest wspdtczynnikiem proporcjonalnosci, zwanym wspétczynnikiem sprezystosci
sprezyny (warto$¢ k zalezy od materiatu, z jakiego zostala wykonana spr¢zyna, oraz od rozmiar6w sprezyny).
Widzimy wigc, ze sita wykonujaca pracg jest skierowana wzdtuz drogi, ale nie ma stalej wartosci na tej drodze

(wzor 264 ) F =kx

ha |

Rysunek 3.3: Praca rozciaggania sprezyny

Zgodnie z tym, co powiedziano wyzej, aby obliczy¢ prace, nalezy w takim przypadku wzia¢ wartos¢ srednia sity na
drodze x. Srednia sita wyraza si¢ tu za pomoca $redniej arytmetycznej z dwoch wartosci sity — poczatkowej F, =01
koncowej F'; = kx (poniewaz zalezno$¢ sity od wydtuzenia x sprezyny jest liniowa).

i Wskazowka: Stosowanie tak prostego wyrazenia na $rednia warto$¢ sity jest uzasadnione faktem, ze
sita zmienia si¢ liniowo wraz z wydtuzeniem spr¢zyny. Przy innej niz liniowa zalezno$ci, wzor na $rednia
wartos¢ sity przybralby posta¢ bardziej skomplikowana, a jego wyprowadzenie wymagatoby uzycia rachunku
catkowego.

Zatem

Fy+
(wzor265) Fg=—5— =%

Wobec tego praca rozciagnigeia sprezyny na drodze x wyniesie W =75~ - x lub

2
(wzor 266 ) = K2

Przy obliczaniu pracy w przypadkach, gdy sita dziatajaca wzdhuz drogi nie jest stata, wygodnie jest poshugiwac

si¢ wykresem zalezno$ci sily od przesunigcia. Na Rysunek 3.4: Wykres zaleznosci sily od przesuniecia na stronie

135a przedstawiono wykres dla statej sity. Widzimy, ze pracg W = F's mozna liczbowo wyrazi¢ za pomoca pola
powierzchni prostokata, ktorego podstawa jest przesunigceie s, a wysokoscia sita F. Na Rysunek 3.4: Wykres zaleznosci
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sily od przesunigcia na stronie 135b przedstawiono wykres sity zmiennej liniowo dzialajacej na sprezyne podczas
jej rozciagania.

Roéwniez w tym przypadku, mimo Ze sita nie jest stata, praca jest wyrazona przez pole figury pod wykresem
zaleznosci sity od przesunigcia. Latwo mozna to wykazaé. Pole takie mozna przedstawi¢ jako sumg po6l waskich
paskow (jeden pasek jest zaznaczony na Rysunek 3.4: Wykres zaleznosci sily od przesuniecia na stronie 135a).

Przy malym przesunigciu x sita zmienia si¢ nieznacznie, czyli jest stata z matym btedem. Zatem pole paska oznacza
pracg wykonana przez sit¢ na tym odcinku: A W = F A x. Suma tych matych prac jest rowna pracy wykonane;j

na catej drodze x. Cale pole pod linia F' = kx jest rowne sumie matych pol tych waskich paskow z tym wigksza
doktadnoscia, im wezsze paski byty brane pod uwage. Odcinki A x mozna uczyni¢ dowolnie matymi, zatem cate pole
pod wykresem sity jest miara wartosci pracy wykonanej na tej drodze.

a b «
F A F A F 4
F t F =E/
= Ccons ér
F =k <
W=Fs
0 SO aw=fax x X

a) Przy stalej sile rownoleglej do przesunigcia, pracg W = F's wyznacza pole powierzchni prostokata; b) gdy

sita jest rownolegta do przesunigcia, ale ma warto$¢ zmienna, catkowita praca jest suma matych prac na matych
przesunigciach A x — jest wigc rowna polu powierzchni pod wykresem zaleznosci sity od przesunigcia x; c) praca,
wyznaczona polem powierzchni trojkata, jest rowna pracy statej sity — $redniej; pole powierzchni trojkata ABC jest
réwne polu powierzchni prostokata ADEC

Rysunek 3.4: Wykres zaleznosci sity od przesuniecia

Rozumowanie powyzsze jest prawdziwe rowniez w ogdlnym przypadku, nawet wtedy, gdy sita rownolegta do
przesunigcia zmienia si¢ w dowolny sposob wzdtuz drogi (podobne rozumowanie przedstawiliSmy w podrozdziale
1.4 Ruch jednostajnie przyspieszony na stronie 16 dla przypadku, gdy pole pod wykresem zaleznos$ci predkosci od
czasu reprezentowalo drogg).

W przypadku rozciagania sprezyny pole pod wykresem zaleznosci sity F' od przesunigcia x jest polem trojkata ABC
— Rysunek 3.4: Wykres zaleznosci sily od przesuniecia na stronie 135c¢. Pole to jest rowne polu prostokata ADEC
utworzonego przez lini¢ odpowiadajaca sile $redniej (Sredniej arytmetycznej) F'g, dziatajacej na sprezyne na drodze
x. Latwo to zauwazy¢, gdyz pola jasniejszych trojkatow na Rysunek 3.4: Wykres zaleznosci sily od przesuniecia na
stronie 135¢ sa sobie rowne.

Pytania i problemy

1. Przedstaw wyrazenie definiujace pracg.
2. Jak nazywa si¢ jednostka pracy w uktadzie SI? Wyraz t¢ jednostke za pomoca jednostek podstawowych.

3. Wyjasnij, dlaczego nie mozna stosowaé wzoru (wzor 259 na stronie 132) w celu obliczenia pracy w przypadku,
gdy wartos¢ sity zmienia si¢ w czasie przesuwania ciala. W jaki sposéb mozna w takim przypadku obliczy¢ prace?
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4. Sprezyna zostata wydhuzona o odcinek A x = x,-x; W jaki sposob postapisz, by za pomoca wykresu zaleznosci
sity od wydtuzenia sprezyny obliczy¢ pracg potrzebna do rozciagnigeia sprezyny?

5. Chtopiec pcha sanki (Rysunek 3.5: Chlopiec pcha sanki na poziomej drodze na stronie 136) po poziome;j
drodze sita F'=30N skierowana pod katem o= 60° do poziomu. Sanki poruszaja si¢ ruchem jednostajnym.

v=onst

—

Rysunek 3.5: Chtopiec pcha sanki na poziomej drodze

a. Jaka prace wykona chlopiec, pchajac sanki na drodze s = 100m?
b. Ile wynosi sita tarcia sanek o podtoze?

3.2 Energia potencjalna

Co to jest energia? Jezeli ciato lub uktad ciat ma zdolno$¢ do wykonania pracy, to mowimy, ze cialo ma energig, ktora
mierzymy za pomoca pracy, jaka cialo moze wykona¢. Ogolnie:
oy Wazne:

Energia to wielko$¢ fizyczna, ktora wyraza si¢ w jednostkach pracy. Jednostka energii jest jeden dzul,
1J=1N-1m.

Energia potencjalna to energia ukladu ciat zalezna od ich wzajemnego potozenia. Nazywa si¢ ja rowniez
"wzajemna energia potencjalna".

Energia potencjalna w polu sit ciezkosci Ziemi

Powiedzmy, ze mamy jakies$ ciato o masie m znajdujace si¢ na wysokosci 4 nad okreslonym poziomem, na przyktad
nad podtoga pomieszczenia, w ktorym wykonujemy doswiadczenie. Cialo to ma energi¢ (nalezy zwrdci¢ uwagg
na to, ze energig potencjalng ma nie samo ciato lecz uktad ztozony z Ziemi i tego ciala, jednakze zwrot ,,energia
potencjalna ciata” jest dopuszczalny pod warunkiem, Ze bgdziemy pamigtac o obecnosci pola grawitacyjnego Ziemi),
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bo jezeli pozwolimy mu spada¢ swobodnie z tej wysokosci, to sita cigzkosci P =mg wykona na drodze 4 pracg. Praca
ta wyniesie

(wzbr 267 ) W =mgh

Dzwig, podnoszac cigzary, wykonuje pracg. Cigzary te nabywaja energii potencjalnej

Rysunek 3.6: Energia potencjalna podnoszonych ciat

Zatem cialo znajdujace si¢ na wysoko$ci 4 ma zapas energii réwny mgh. Ten zapas energii nazywamy energiq
potencjalng ciezkosci, ktéra wyraza si¢ wzorem

(wzor 268 ) Ep=mgh

Dla nieduzych roéznic wysokosci nad Ziemia przyspieszenie g nie zmienia sig i sita cigzkosci dziatajaca na ciato
pozostaje stata na calej drodze 4. Dlatego wzor (wzor 268 na stronie 137) na energi¢ potencjalng ciata mozna
stosowac tylko dla matych wysokosci 4. Doktadny wzor na energig potencjalna ciata w polu grawitacyjnym, dla
dowolnych wysokosci, podamy w rozdziale 5.6 Pole grawitacyjne na stronie 232 dotyczacym grawitacji.
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Cialo znajduje si¢ na wysokosci 4 nad ziemia i ma energi¢ £, = mgh;. To samo ciato znajduje sig¢ na wysokosci %, nad
pierwszym pigtrem i ma energi¢ £, = mgh,, a wzgledem dachu ma energi¢ ujemna

Rysunek 3.7: Energia potencjalna ciata w réznych potozeniach

Zauwazmy, ze warto$¢ energii potencjalnej zalezy od miejsca, wzglgdem ktorego ja wyznaczamy. Wynika to z
okreslenia pojgcia energii potencjalnej jako wielkosci wzglednej. Czegos takiego, jak bezwzgledna warto$¢ energii
potencjalnej bez podania miejsca, wzgledem ktoérego wyznaczamy energig, po prostu nie ma! Jedno i to samo cialo
moze mie¢ rézna wartos¢ energii potencjalnej wzgledem réznych cial. Na przyktad, kamien, ktory znajduje si¢ w
pomieszczeniu na drugim pigtrze domu, ma inng warto$¢ energii potencjalnej wzgledem poziomu ziemi, a inng
wzgledem poziomu pierwszego pigtra. Wzgledem dachu energia potencjalna kamienia bedzie ujemna (Rysunek 3.7:
Energia potencjalna ciata w roznych polozeniach na stronie 138).

Energia potencjalna sprezystosci

Praca wykonana przez zewngtrzna site przeciwko sile sprezystosci sprezyny moze by¢ zwrocona przez sprezyng
powracajaca do swego stanu wyjsciowego. Zatem odksztalcona sprgzyna ma zdolno$¢ do wykonania pracy, czyli ma
energie potencjalna réwna pracy wykonanej przy odksztatcaniu sprezyny. Zgodnie ze wzorem (wzor 266 na stronie
134) energia potencjalna sprezyny bedzie wige rdéwna

. X2
(wzor 269 ) Ep=k>5

We wzorze tym x wystgpuje w drugiej potgdze, zatem energia sprezyny nie zalezy od znaku x. Znak x jest istotny dla

sily sprezysto$ci F=- kX, ktora jest wielko$cia wektorowa. Znak minus w tym wzorze oznacza, ze zwrot sity jest
przeciwny do zwrotu wektora odksztalcenia sprezyny ¥ (patrz Rysunek 3.8: Sita sprezysta jest zwrdcona przeciwnie
do odksztalcenia x sprezyny na stronie 139).
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Rysunek 3.8: Sita sprezysta jest zwrdécona przeciwnie do odksztatcenia x sprezyny

Natomiast sprezyna, niezaleznie od tego, czy jest rozciagnigta, czy SciSnigta o t¢ sama warto$¢ x, bgdzie miala
zdolno$¢ do wykonania tej samej pracy, czyli bedzie miata taka sama dodatnia energi¢ potencjalna. Wykres energii
potencjalnej sprezyny jest przedstawiony na Rysunek 3.9: Odksztalcenie sprezyny na stronie 140a, a wykres sity na

Rysunek 3.9: Odksztalcenie sprezyny na stronie 140b.
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a) Energia potencjalna sprezyny. b) Sita w zalezno$ci od odksztatcenia x sprezyny. ¢) Sprezyna w rdéznych stanach
odksztalcenia

Rysunek 3.9: Odksztatcenie sprezyny

Pojecie energii potencjalnej jest pojeciem ogdlnym, ktore stosuje sig¢ do wielu przypadkow, nie tylko do pola
grawitacyjnego i sity sprezystosci. Pojgcie energii potencjalnej stosuje si¢ do wszystkich przypadkow, gdzie
wystepuja sity zachowawcze. Co to jest sita zachowawcza? Przyktadem sily zachowawczej jest sila grawitacji.

Jezeli podniesiemy ciato na pewna wysokosc, to praca wykonana przez silg rowna sile cigzkosci, lecz przeciwnie
skierowana nie ginie (w fizyce moéwimy: nie rozprasza sig), ale odnajdujemy ja w energii potencjalnej, ktora mozemy
zndéw wykorzysta¢ do wykonania pracy.

Z tej cechy sity zachowawczej wynika twierdzenie, ze praca wykonana przez sil¢ zachowawcza na drodze zamknigtej
jest rowna zeru. Dowod tego twierdzenia pozostawiamy czytelnikowi, jako ¢wiczenie. Z twierdzenia tego wynika, ze
nie mozemy zyskiwac (ani traci¢) energii przez wielokrotne obieganie tego samego toru, gdy mamy do czynienia z
sita zachowawcza.

Tarcie nalezy do sit niezachowawczych. Zwiazane jest to z tym, ze przy dziataniu sity tarcia wydziela sig cieplo i
energia sig¢ rozprasza. Nie mozna jej odzyska¢ w prosty sposob. Jezeli przesuwamy ciato po poziomej podstawie
ruchem jednostajnym dzialajac sita F przeciwko sile tarcia 7', to praca wykonana przy przesunigciu ciata nie zwigksza
energii potencjalnej ciata. Pracy tej nie mozna odzyska¢, gdyz nie zostala zachowana w postaci energii mechanicznej
- zostala ona zmarnowana dla nas bezpowrotnie. Dlatego tarcie zaliczamy do "sif niezachowawczych".

Wszystkie cztery podstawowe oddziatywania naleza do kategorii sit zachowawczych. Zatem, podstawowe sity
dziatajace migdzy czastkami elementarnymi naleza do sit zachowawczych. Rowniez dotyczy to sit, ktore mozna
w prosty sposob zredukowac do sit podstawowych. Przyktadem moze by¢ tu sila sprgzystosci sprezyny. Podczas
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rozciagania sprezyny atomy zostaja nieco od siebie odsunigte i elektrostatyczne przyciaganie migdzy nimi sumujac
si¢ daje makroskopowy efekt w postaci sity sprezystej sprezyny.

I Wskazowka:

Nie jest fatwo podaé ogdlny przepis, ktory pozwalalby stwierdzi¢, czy dana sita jest zachowawcza, czy nie.
Wszystkie cztery podstawowe oddzialywania naleza do kategorii sit zachowawczych, gdy rozpatrujemy je w
uktadach dwoch ciat. Jednak w miarg¢ wzrostu liczby oddzialujacych cial zaczynaja si¢ pojawiac problemy z
uzyskaniem ,,drogi zamknigtej”, na ktora powotaliSmy si¢ wyzej. Wynika to z faktu, ze prawdopodobienstwo
powrotu uktadu do stanu wyjSciowego jest tym mniejsze, im uklad ten jest bardziej skomplikowany

(nieco wigcej na ten temat powiemy w rozdziale poswigconym drugiej zasadzie termodynamiki). Tak wigc
przypisanie cechy zachowawczosci (lub niezachowawczo$ci) makroskopowej sile zalezy nie tyle od jej
podstawowej natury, ile od okolicznosci, w ktorych to podstawowe oddziatywanie si¢ objawia. Sprobujmy to
wyjasni¢ na dwoch przyktadach: sily tarcia i sily sprezystosci.

Pojawienie si¢ makroskopowej sity tarcia jest uwarunkowane réznorodnymi, cz¢sto przypadkowymi
oddziatywaniami wielu roznych atomoéw. Nawet jesli kazda para oddzialujacych atoméw magazynuje - w
postaci energii potencjalnej lub innej formy energii - czg$¢ pracy wykonanej przy przesuwaniu ciala, to

nie mozemy oczekiwaé, ze przy przesunigciu odwrotnym wszystkie pary, niejako ,,na komend¢”, oddadza
zmagazynowana energi¢. Z czysto teoretycznego punktu widzenia jest to wprawdzie mozliwe, ale tak mato
prawdopodobne, ze stwierdzamy, iz tarcie jest niezachowawcze.

Nieco inaczej ma si¢ sprawa, gdy rozpatrujemy rozciagnigcie sprezyny. Podczas tego procesu wszystkie
atomy zostaja od siebie nieco odsunigte, praktycznie w ten sam sposob - nie wystepuje tu element chaosu
charakterystyczny dla sity tarcia. Elektrostatyczne przyciaganie mi¢dzy atomami powoduje, ze kazda para
uzyskuje elektryczna energig potencjalng (udzial innych form energii mozna z powodzeniem pominac).
Energie te sumujac si¢ daja makroskopowy efekt w postaci energii sprezystosci sprezyny. Gdy pozwalamy
sprezynie powrdcic¢ do stanu wyjsciowego, wszystkie atomy, tym razem niemalze ,,na komendg”, powracaja
do swoich stanéw rownowagowych i oddaja zmagazynowana energi¢. Stwierdzamy zatem, ze sita
sprezystosci jest w bardzo dobrym przyblizeniu zachowawcza.

Pytania i problemy

1. Zinterpretuj wzor na energig potencjalna sprezyny o stalej sprezystosci &, rozciagnigtej o x.

2. Przedstaw za pomoca wykresu zalezno$¢ energii potencjalnej sprezyny od jej wydtuzenia.

3. Sita F=50N dzialajaca w kierunku poziomym przesuwa cigzar po rowni pochytej o kacie nachylenia do poziomu
a=060° (Rysunek 3.10: Sita przemieszcza ciezar po rowni pochylej na stronie 142). Cigzar przemieszcza sig o
odcinek drogi s = 50cm. Oblicz przyrost energii potencjalnej ciata.
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Rysunek 3.10: Sita przemieszcza ciezar po réowni pochytej

3.3 Energia kinetyczna

Powiedzieli$my uprzednio, ze cialo ma energi¢ wtedy, gdy moze wykona¢ pracg. Otoz, gdy cialo porusza si¢ z pewna
predkoscia, to moze wykona¢ prace, na przyktad moze wykonac prace przeciwko sitom tarcia na drodze hamowania.
Zatem cialo bedace w ruchu ma energi¢. Energi¢ zwiazana z ruchem ciala nazywamy energiq kinetyczng.

Zapytajmy, ile energii ma ciato o masie m, gdy porusza si¢ z predkoscia v? Energi¢ t¢ mozemy wyznaczy¢ obliczajac
prace, jaka moze wykona¢ ciato. Mozna podejs$¢ do tego zagadnienia odwrotnie - obliczy¢ pracg sily przys$pieszajacej
potrzebna do tego, aby ciato nabyto predkos¢ v. Przyjmijmy, Ze na spoczywajace poczatkowo ciato dziata stala sila
F wzdtuz drogi s, ktora przyspiesza je nadajac mu state przyspieszenie a. Droga s, jaka przebedzie cialo w czasie ¢,
Wynosi

2
(wzor 270 ) s = 4=
Prace potrzebna do nadania cialu predkosci v (v = at) otrzymamy mnozac site F' przez drogg s

2
2 at 2
(wzér271)W=Fs=mas=ma%=m( 2) va?

Zatem, aby rozpedzi¢ ciato poczatkowo nieruchome, nalezy wykona¢ prace W =mv2/2. Praca ta jest nagromadzona w
rozpedzonym ciele i w cato$ci moze by¢ w odpowiednich warunkach oddana, czyli ciatlo ma zdolno$¢ do wykonania
pracy. Jest to energia kinetyczna ciata. Chociaz wzor ten wyprowadzilismy dla szczegélnego przypadku - rozpgdzania
ciala przez stalq silg, to jest on prawdziwy dla dowolnego ciata majacego predkos¢ v. Energia kinetyczna ciala
majacego predkosé v wyraza sig wigec wzorem:

2
(wzor272) E; =5~
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Energia kinetyczna jest wyrazona za pomoca kwadratu predkosci, jest zatem zawsze dodatnia, niezaleznie od tego
w ktora strong ciato si¢ porusza. Pr¢dkosc¢ jest wektorem, ale kwadrat predkosci jest skalarem (kwadrat wektora jest
iloczynem skalarnym dwoch jednakowych wektorow, a iloczyn skalarny wektorow jest skalarem), wigc i energia
kinetyczna musi by¢ skalarem (bo i masa jest tez skalarem, a wielkos¢ bgdaca iloczynem skalaréw musi by¢ tez
skalarem).

Przyktad 5

Ile wynosi energia kinetyczna samochodu o masie m = 1000kg jadacego z predkoscia
v=100km/h=27,78m/s?

Odpowiedz:

2 1000kg(27,78m/s)
(waor 273 ) £, 2 - TR TOMIS). _ 05064 55~ 386k

Przyktad 6
Ile wynosi energia kinetyczna kuli karabinowej o masie m= 10g lecacej z predkoscia v =1000m/s?

Odpowiedz:

m2 _ 0,01kg(1000m/s)*
2

(wzor274) Ep="5-= =5000J=5kJ

Wzor na energig kinetyczna Ej, = mv2/2 zawiera predkosé v, ktora jak wiemy jest wielko$cia wzglgdna — tzn.
wartos¢ predkosci zalezy od uktadu wzgledem, ktoérego mierzymy tg predkos$¢. Zauwazmy zatem, ze warto$¢ energii
kinetycznej ciala zalezy od uktadu odniesienia.

Widzimy wigc, ze podobnie jak w przypadku energii potencjalnej, gdzie zalezata ona od potozenia poziomu
odniesienia, tak i energia kinetyczna zalezy od uktadu odniesienia. Pokre$§lmy jednak istotng réznicg¢ pomigdzy
energia kinetyczna a energia potencjalna: ta pierwsza jest cecha pojedynczego ciata, zalezna od jego masy i predkosci,
ale niezalezna bezposrednio od tego, czy ciato to oddziatuje z innymi. Tymczasem energia potencjalna jest cecha
uktadu co najmniej dwoch ciat i konkretnego oddziatywania migdzy nimi.

7] Wskazowka:

Wyobrazmy sobie kamien wiszacy na lince. Dla kogos$ stojacego obok na Ziemi kamien nie ma energii
kinetycznej, bo nie porusza si¢. Natomiast pasazer w jadacym samochodzie widzi ten sam kamien zblizajacy
si¢ do niego z duza predkoscia. W tym uktadzie kamien ma znaczna energi¢ kinetyczna, ktéra w momencie
zderzenia z szyba samochodu zamieni si¢ na pracg, skutkujaca (migdzy innymi) wybiciem szyby.
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Cigciwa zwolniona wykona prace, ktora nadaje predkosc strzale i strzata uzyskuje energi¢ kinetyczna

Rysunek 3.11: Cieciwa napietego tuku ma energie

Catkowita energia ciata

Szczegolna teoria wzglednosci przedstawia ciekawe uogolnienie pojgcia energii kinetycznej ciata. W jej ramach
wprowadza si¢ energi¢ catkowita ciata, ktore nie oddziatuje z innymi obiektami:

mc2

2

(wzor275)E=
1_"_
2

gdzie m jest masa ciata poruszajacego si¢ z predkoscia v, ¢ =3+ 108m/s— predkosc $wiatla.

Z tej relacji wynika, Ze energia ciata zalezy od predkosci v z jaka si¢ ono porusza w danym uktadzie odniesienia. W
roznych uktadach ciato ma r6zna predkoé¢. Cialo ma najmniejsza energig £ w uktadzie, w ktorym spoczywa, czyli
ma predkosé v= 0. Tg energie

(wzbr 276 ) Ey=mc2

nazywamy energia spoczynkowa ciata.

Wzér (wzor 276 na stronie 144) to stynny wzor Einsteina, ktory stwierdza, ze kazde cialo ma energi¢ spoczynkowa
okreslong przez jego mas¢ mnozong przez czynnik ¢2 (nie nalezy myli¢ tej energii z energia potencjalna zwiazana z
oddzialywaniem z innymi ciatami).

Powiedzieli$my uprzednio, ze cialo ma energi¢ wtedy, kiedy moze wykona¢ pracg. Ot6z, gdy cialo porusza si¢ z
pewna predkoscia, moze wykona¢ prace, na przyktad przeciwko sitom tarcia na drodze hamowania. Zatem ciato
bedace w ruchu ma energi¢. Energie zwiazana z ruchem ciata nazwali$my energia kinetyczna.

Relacja (wzor 275 na stronie 144) pozwala na wyznaczenie energii kinetycznej ciata o dowolnej predkosci 0 <v<c
(wzor (wzor 272 na stronie 142) stosuje si¢ tylko dla matych predkosci v < ¢, co wykazemy pdzniej).

Zapytajmy ogolnie, ile energii kinetycznej ma ciato o masie m, gdy porusza si¢ z predkoscia v. Stwierdzilismy, ze z
okreslenia energii (wzor 275 na stronie 144) wynika, ze energia ciala zalezy od jego predkosci v. Zatem energig
kinetyczna ciata £, mozemy zdefiniowa¢, jako rdznice miedzy jego energia catkowita a energia spoczynkowa:

mc2
V2

)

(wzér277)E =E-E)= -mc2
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Wzor ten jest doktadny dla calego zakresu predkosci ciata, 0 <v<ec.

Wzor ten znacznie sig uprosci, gdy ciato ma mala predko$é w stosunku do predkosci $wiatla, tzn. gdy v/c= 0. W
tym celu przeksztatlcimy wzor (wzor 277 na stronie 144), pomnozymy licznik i mianownik tego wzoru przez

(14y1-2/c2).

( , 278)E mc2 5 > 1 1 21'41'\)2/02
wzOor = T -mc2 = mc2| == - 1| = m2———
\/1-v2/02 (\/1—\/2/02 ) \/1—v2/c2

Otrzymamy

me2 1-(1-\/2/02) mv2

, 1
(wzor 279 ) By = =es e
1-v2/¢c2 1+\/1-v2/02 \/1-\/2/02 1+\/1—v2/c2

Dla matych predkosci mozemy zaniedbaé wyraz v2/ c2. Przyjmujac, ze v2/ c2= 0, wzdr (wzdr 279 na stronie 145)
uprosci si¢ i otrzymamy:

2
(wzor 280) Ej =5~

Wz6r ten jest doktadnie taki sam jak (wzor 279 na stronie 145).

Wzér ten jest powszechnie stosowany w mechanice newtonowskiej. W zwyktych przypadkach, z ktorymi mamy do
czynienia w zyciu codziennym wzor ten jest wystarczajaco doktadny. Nawet dla predkosci rzedu setek kilometrow
na sekundg, daje warto$¢ rozniaca si¢ od doktadnego wzoru (wzor 277 na stronie 144) o mniej niz jedna
dziesigciotysigczna procenta.

Pytania i problemy

1. Co to jest energia?

2. Zdefiniuj pojecie energii kinetyczne;.

3. Podaj wzér na energi¢ kinetyczna ciala o masie m majacego predkos¢ v. Wyprowadz ten wzor dla przypadku
rozpedzania ciata stala sita.

4. Do jakich wielkosci fizycznych — wektorowych, czy skalarnych — nalezy energia kinetyczna? Odpowiedz
uzasadnij.

3. Ped kuli karabinowej wynosi 8kg-m / s, a jej energia kinetyczna ma warto$¢ 3,2 kJ. Wyznacz mas¢ kuli oraz jej
predkosc.

3.4 Prawo zachowania energii mechanicznej

Zasada zachowania energii

Rysunek 3.12: Film

Suma energii potencjalnej i kinetycznej ciata nazywa si¢ energiq mechanicznq ciata

(wzor281 ) E=Ep+E;

Ciato moze mie¢ jednocze$nie niezerowa energi¢ potencjalng i kinetyczna. Na przyktad, ladujacy prom kosmiczny,
szybujacy na niewielkiej wysokosci / z predkoscia v, ma zar6wno energi¢ potencjalng Ep = mgh, jak i energig

. _m?2 . . N
kinetyczna £ = 75— Energia mechaniczna promu wyniesie wige

2
(wzor 282 ) E = mgh+%5~
Jezeli pilot wiaczy silniki, to zadziata sita, ktora wykona pracg 7. Sita ta moze spowodowaé zarowno zmiang

wysokosci lotu, jak i predkosci. Zatem, kosztem tej pracy, nastapi przyrost energii potencjalnej A Ep i przyrost
energii kinetycznej A E;. Suma tych dwoch rodzajow energii bedzie przyrostem energii mechanicznej i bedzie réwna
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pracy W. To samo stosuje si¢ do dowolnego ciata i do dowolnego uktadu cial, w ktérym dziataja wytacznie sity
zachowawcze. Mamy zatem rownanie

(wzor283)W=AE=AEp+ AE,
Roéwnanie to jest wyrazem bardzo waznej prawidlowosci wystgpujacej we wszystkich zjawiskach mechanicznych, w
ktérych sily oporu i tarcia mozna zaniedbaé: praca sil zewnetrznych wykonana na ukladzie zachowawezym cial

(to znaczy takim, w ktorym dzialaja tylko sily zachowawcze (rozdzial 3.2 Energia potencjalna na stronie 136)
jest réwna zmianie calkowitej energii mechanicznej ukladu.

Zatdézmy teraz, ze uklad jest odosobniony i nie jest wykonywana nad nim zadna praca sit zewnetrznych. Wtedy W =0
i przyrost energii uktadu jest rowny zeru (mimo, ze moga w nim zachodzi¢ rézne procesy), czyli

(wzor284) W= AE=E,-E|=0
lub E; = E, = const. Oznacza to, ze catkowita energia mechaniczna uktadu jest wtedy stata. Symbolami £;1 E,

oznaczamy tutaj energi¢ mechaniczng uktadu, odpowiednio, przed rozpatrywanym procesem i po tym procesie.
Poniewaz energia mechaniczna sktada si¢ z energii potencjalne;j i kinetycznej, zatem

® Zamapigtaé:
Prawo zachowania energii mechanicznej

(wzor 285 ) E=Ep+ E; = const

Catkowita energia mechaniczna izolowanego uktadu zachowawczego jest stata (jest zachowywana).

Przyktad 7

Ciato zsuwa sig bez tarcia po réwni pochylej o wysokos$ci i (Rysunek 3.13: Catkowita energia ciata
zsuwajqcego sie po rowni bez tarcia E = E p + E k = const na stronie 147). Ile wynosi predkosé¢
ciata v u podstawy rowni?

Odpowiedz: Catkowita energia ciata na szczycie rowni wynosi E; = Ep+ 0= mgh za$ u podstawy:

2
E,=0+E; = % Z przyréwnania tych dwoch wielkosci mamy, ze predkos¢ koncowa

(wzbr286)v= \/2gh

Widzimy, ze predkos¢ koncowa ciata zalezy tylko od wysokosci, z jakiej ciato si¢ zsuwato, a nie
zalezy od kata nachylenia réwni.
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a) u szczytu rowni cialo ma tylko energi¢ potencjalna, b) u podstawy rowni cialo ma tylko energi¢

IU E=mgh+0

" E=0+nf

(a 4y

kinetyczna

Rysunek 3.13: Catkowita energia ciata zsuwajacego sie po rowni bez tarcia
E=Ep+E,=const

Rysunek 3.14: Martwa petla

Przyktad 8

Ciato zsuwa si¢ po rowni i nastgpnie pokonuje ,,diabelska petle” o promieniu R (Rysunek 3.15:
Cialo, zsuwajqc sie po rowni pochylej, nabiera predkosci i moze pokona¢ ,, diabelskq petle" na
stronie 147). Nie uwzgledniajac tarcia, oblicz, z jakiej co najmniej wysokosci / ciato powinno sig
zsuwacé, aby nie oderwato si¢ od petli nawet w jej najwyzszym punkcie.

<

Rysunek 3.15: Ciato, zsuwajac sie po réowni pochytej, nabiera predkosci i moze
pokonac¢ ,,diabelska petle”
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Odpowiedz: Jezeli predkosc ciata w szczytowym punkcie petli bedzie wystarczajaco duza, to sita
2
odsrodkowa (dociskajaca ciato do petli) Fp= % bedzie co najmniej réwna sile ci¢zkosSci ciala
P =mg odrywajacej je od petli. Stad otrzymujemy warunek graniczny
2
(wzor 287 ) "= = mg lub W2=gR

Z drugiej strony, z prawa zachowania energii mamy wniosek, ze energia potencjalna ciata na
szczycie rowni Ep = mgh jest rtoOwna energii w punkcie szczytowym petli. Ta ostatnia energia sktada

si¢ z energii potencjalnej mg - 2R i energii kinetycznej % Mamy wigc rownanie:

2
(wzor 288 ) mgh=mg - 2R+ 5~

Stad:

2
( wzor 289 ) h:2R+5—g

Podstawiajac tu v2= gR, otrzymamy s =2R +§ = %R. Jest to najmniejsza wysokos¢, z jakiej

powinno si¢ zsuwac ciato, aby nie oderwac si¢ od petli, zatem # musi spetnia¢ warunek

(wz6r290) h=3R

Widzimy, ze warunek ten nie zalezy od przyspieszenia ziemskiego g. Zatem taki sam warunek
bedzie obowiazywal na Ksiezycu i na jakiejkolwiek planecie.

Przyktad 9

Klocek zsuwa sig bez tarcia po §ciance wydrazonego dotka wykonanego w ksztalcie paraboli
(Rysunek 3.16: Cialo zsuwajqce sie po sciance wydrqzonego dotka w ksztalcie paraboli na
stronie 148) o roéwnaniu y = cx2. Jaka bgdzie zalezno$¢ energii potencjalnej £, (x) ciata od
wspoélrzednej x?

Yy

Y

Rysunek 3.16: Ciato zsuwajace sie po Sciance wydrazonego dotka w ksztatcie paraboli
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Odpowiedz: Energia potencjalna wzglgdem dna wydrazenia wynosi Ep(x) = mgh, gdzie wysokos$c¢
h w trakcie zsuwania ciata wynosi y, zatem Ep(x) =mgy. Poniewaz y = cx2, zatem

(wzor 291 ) Ep(x) = mgex?

Widzimy, ze krzywa energii potencjalnej jest parabola typu

(wzor292)Y=Kx2

gdzie K = mgc jest statym wspotczynnikiem.
Ksztalt tej krzywej energii potencjalnej jest taki sam jak ksztatt dotka, w ktorym porusza sig klocek.

Latwo mozna dojs¢ do ogoélnego wniosku, ze w przypadku dotka dowolnego ksztattu, ksztalt
krzywej energii potencjalnej jest taki sam jak ksztatt dotka. Zbiezno$¢ tych dwoch pojgc sprawita,
ze postugujemy si¢ pojeciem dofu potencjatu lub studni potencjatu w réoznych przypadkach, gdy
mamy do czynienia z ruchem cial w polu sit (nie tylko grawitacji). Pojgcie to jest bardzo uzyteczne
i stosuje si¢ do wielu zagadnien fizycznych, np. w fizyce atomowe;.

Podobnie w przypadku ciala zaczepionego na sprezynie mozna powiedzie¢, ze cialo znajduje si¢ w
parabolicznej studni potencjatu (patrz Rysunek 3.16: Cialo zsuwajqce si¢ po Sciance wydrqzonego
dotka w ksztalcie paraboli na stronie 148 i wzor (wzor 266 na stronie 134)).

Ogoélna zasada zachowania energii

Zasada zachowania energii mechanicznej spelniona jest $cisle w przypadku, gdy sity oporu i tarcia nie wystepuja

lub sa tak mate, ze mozna je zaniedbaé. W przeciwnym przypadku w trakcie procesu cze$¢ energii mechanicznej
zostaje stracona. Ale czy rzeczywiscie stracona? Otoz nie, bo t¢ wlasnie czg¢§¢ energii odnajdujemy w wydzielajacym
si¢ cieple (powierzchnie trace si¢ ogrzewaja). W ogoélnym przypadku energia mechaniczna moze zamienia¢ si¢ na
roézne postacie energii. Na przyktad energia potencjalna spadajacej wody moze napgdzaé generator wytwarzajacy prad
elektryczny. W takim przypadku energia mechaniczna zamienia si¢ na energi¢ elektryczna. Znamy wiele réznych
postaci energii: mechaniczna, elektryczna, promienista, fal elektromagnetycznych, jadrowa itd.

Wezmy pod uwagg uktad izolowany cial, w ktorym moga zachodzi¢ przemiany jednej postaci energii w inng. Niech
uktad bedzie izolowany w ten sposob, ze zadna z postaci energii nie ucieka na zewnatrz ani zadna nie przenika do
uktadu. Ot6z okazuje sig, ze wtedy calkowita suma wszystkich mozliwych postaci energii jest stala. To znaczy, ze
energia nie znika ani nie moze by¢ stworzona z niczego. Na podstawie niezliczonych eksperymentéw i obserwacji
naukowych utwierdzono si¢ w przekonaniu o nienaruszalno$ci zasady:

® Zamapigtaé:
Zasada zachowania energii
W uktadzie odosobnionym suma wszystkich rodzajéw energii jest stala.

Ta uniwersalna zasada nosi nazwe zasady zachowania energii. Nigdy i nigdzie nie stwierdzono najmniejszego nawet
odstepstwa od niej. Ma ona fundamentalne znaczenie w fizyce i na niej opiera si¢ sposéb pomiaru nowych form
energii.

Zasada zachowania energii nalezy do nielicznej grupy zasad zachowania. Z jedna z nich spotkali$my si¢ juz
uprzednio, mianowicie z zasada zachowania pedu. W mechanice wystgpuje jeszcze jedna zasada zachowania — zasada
zachowania momentu pgdu, ktoéra poznamy pdzniej.

Wszystkie zasady zachowania maja fundamentalne znaczenie w fizyce, poniewaz wynikaja z podstawowych
wiasnosci przestrzeni i czasu. Okazuje sig, ze zasada zachowania energii wynika z zasadniczej wlasnosci czasu, ktora
polega na tym, ze czas w pustej przestrzeni ptynie zawsze jednakowo, nigdy nie przyspiesza ani nie zwalnia. Rowniez
zasada zachowania pedu wynika z podobnej wlasnosci przestrzeni, zwanej jednorodnoscia przestrzeni.

Pytania i problemy

1. Objasnij pojecie energii mechanicznej. Podaj tre$¢ prawa zachowania energii mechaniczne;j.
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2. Cigzarek zaczepiony do spr¢zyny wykonuje ruch drgajacy. Przedstaw na wykresie zalezno$¢ energii kinetyczne;j
(E}) cigzarka od wydtuzenia (x) sprezyny.
3. Cigzarek o masie m jest zaczepiony do sprezyny. Sprezyna zostala rozciagnigta o odcinek x,, od potozenia
réwnowagowego. Oblicz warto$¢ predkosci cigzarka, gdy (po zwolnieniu spr¢zyny) znajdzie si¢ w odlegtosci
X
x= é/[ od potozenia rownowagowego. Stata sprezystosci sprezyny wynosi k.

4. Podaj kilka przykladéw form energii niebgdacej energia mechaniczna.

ol

Podaj tres¢ zasady zachowania energii.
6. Wiadomo, ze zasada zachowania energii wynika z podstawowej wtasnosci czasu. Podaj, jaka to wlasnos¢.

3.5 Moc

Pojecie mocy utworzono po to, aby moc doktadnie okreslac ,,jak mocny” jest dany silnik, czy dowolne inne
urzadzenie wykonujace pracg. Dzigki temu mozemy poréwnywacé i oceniac ilosciowo t¢ wlasnos¢ roznych urzadzen.

Na przyktad, w salonie samochodowym sprzedawca oferuje do wyboru samochéd z rdéznymi silnikami. Jeden z nich
osiaga predkos$¢ v=100km/h po czasie ;= 10s od momentu startu, drugi: v=100km/h — po czasie 7, = 8s.

Zapytajmy, ktory silnik jest mocniejszy. Mocniejszy jest oczywiscie silnik drugi, gdyz wykonuje prace rozpedzania
samochodu w krétszym czasie niz pierwszy. Moéwimy, ze w tym drugim przypadku mamy do czynienia z wigksza
moca. Moc oznaczamy symbolem P i definiujemy nastepujaco:

® Zamapigtaé:
Moc
jest to stosunek pracy W do czasu ¢, w jakim ta praca zostata wykonana:

(wzor293) P=2
Innymi stowy, moc jest ,,szybkoscia wykonania pracy”. Jednostka mocy wynika ze wzoru (wzor 293 na stronie
150); jest ona rowna jednemu dzulowi podzielonemu przez jedna sekundg. Nazywa si¢ ja watem i oznacza mianem
W:

, _ U

(wzbr 294 ) IW——S

Poczatkowo w XIX wieku ustanowiono jednostke mocy w poréwnaniu do mocy konia. Jednostke te nazwano koniem
mechanicznym (KM).

(wzor 295 ) IKM =0,7355kW

Jednostka ta jest czgsto stosowana do dzi$, mimo ze nie jest uznawana przez Migedzynarodowy Uktad Jednostek SI.
Producenci aut chetnie stosuja jednostke konia mechanicznego z tego wzgledu, ze jest bardzo pogladowa.

Przyktad 9

Uczen wbiega po schodach na drugie pigtro budynku, pokonujac wysoko§¢ 2= 6m w czasie t = 6s.
Oblicz, z jaka moca wbiegl uczen, wiedzac, ze jego masa wynosi m = 60kg.

Odpowiedz:

W mgh
T 7

(wzbr296 ) P=

Zatem:

60-9,81-6
(wz6r 297 ) P=——¢—— W =588,6W




| Praca i energia | 151

Czyli uczen traktowany jako ,,urzadzenie mechaniczne” miat moc P = 588,6 W, co odpowiada nie
w petni jednemu koniowi mechanicznemu, P = 0,8 KM (mozna zartobliwie okresli¢, ze ,,byt silny
prawie jak kon”).

Sprawnosc¢

Zasada zachowania energii obowigzuje w kazdym przypadku, m in. dotyczy to urzadzen technicznych. Czyli energia
dostarczona do urzadzenia (w okreslonym czasie, wigc i dostarczona moc) nie moze zginaé. Jednakze czgsc tej
energii (i mocy) zostaje zuzyta na prace przeciwko tarciu i oporom wystgpujacym w mechanizmie urzadzenia.

Zatem czg$¢ energii (i mocy) zostaje rozproszona bezuzytecznie. Pozostata czg$¢ energii dostarczonej (i mocy) jest
zamieniana na prace uzyteczng (powodujaca np. nadanie predkosci samochodowi).

W celu ilosciowego okreslenia wydajnos$ci energetycznej urzadzenia definiuje si¢ pojgcie sprawnosci urzqdzen
technicznych nastgpujaco:

® Zamapietaé:
Sprawnos¢

Sprawnos¢, to stosunek mocy uzytecznej P; do mocy dostarczonej do urzadzenia Pg:

11298 ) = DL
( wzor )y o

Przyktad 10

Samochdd jedzie z predkoscia 100 km/h i zuzywa 6 litréw benzyny na 100 kilometrow.

a) Jaka moc P, jest dostarczana do silnika? Przyjmij, Ze przy spalaniu jednego litra benzyny
otrzymuje sig 3- 107 energii.

a) Ile wynosi moc uzyteczna silnika P; potrzebna dla podtrzymania tej predkosci? Sita wypadkowa
oporéw ruchu wynosi F = 540N.

a) Z jaka sprawnoscia # pracuje silnik?
Odpowiedz:

Ad. a) Samochdd zuzywa 6 litrow benzyny w ciagu jednej godziny, czyli w ciagu 3600 s. Zatem
moc dostarczona

3107
(wzor 299) Po=430 — 5. 104w = s0kw

Ad. b) Praca na drodze s, przeciwko sile oporow ruchu wynosi W = Fs. Moc uzyteczna

(wzor 300) Py =53 = Fy=540N-27,82 = 15kW

Ad. ¢) Sprawnos¢

, Py 15kW L
(wzbr301) y= Po = S0KW =0,3=30%

Pytania i problemy

1. Podaj definicj¢ mocy $redniej. W jakich jednostkach mierzymy moc? Podaj nazwg jednostki oraz przedstaw ja za
pomoca jednostek podstawowych.

2. W jakim celu definiuje si¢ pojgcie sprawnosci? Podaj definicjg tej wielkosci.

3. Samochdd o masie 1300 kg po rozbiegu trwajacym 10 s osiaga predkos¢ 108 km/h. Wyznacz moc silnika
samochodu przyjmujac, ze jego wypadkowa sprawno$¢ wynosi = 0,4.



| Praca i energia | 152

3.6 Zderzenia

Zderzenie — to z pozoru proste zjawisko — moze dostarczy¢ nam wiele cennych informacji o wasciwosciach
zderzajacych sig ciat oraz o sitach migdzy nimi dziatajacych. W przypadku gdy mowimy o zderzeniach ciat
makroskopowych, mamy na mysli bezposrednie zetknigcie si¢ cial takich, jak na przyktad kule bilardowe. Okazuje
sig, ze ze zderzeniami mamy do czynienia rowniez w mikro$wiecie, np. wtedy, gdy dwie jednoimiennie natadowane
elektrycznie czastki zblizaja si¢ do siebie i na skutek oddzialtywania podl elektrycznych odskakuja od siebie. W
szczegblnosci zagadnienie zderzen jest pierwszoplanowe przy wspotczesnych badaniach czastek elementarnych oraz
przy badaniach elementarnych oddziatywan podstawowych. Wiele bardzo cennych informacji z obszaru mikro$wiata
kwantowego jest dostgpnych dla nas tylko dzigki badaniu zderzen.

Teoria zderzen, z ktdra tu si¢ zapoznasz, jest oczywiscie duzo prostsza niz teoria stosowana przez fizykoéw we
wspolczesnych laboratoriach przy pracy z wielkimi akceleratorami czastek elementarnych. Jednakze poznasz
podstawowe zasady, ktore rzadza tymi zjawiskami. Do zbadania zderzen mechanicznych postuza nam dwie zasady —
zasada zachowania pedu i zasada zachowania energii.

Rozrézniamy nastepujace dwa skrajne rodzaje zderzen: zderzenie niesprezyste 1 zderzenie sprezyste. Zderzenie
niesprezyste nickiedy nazywamy zderzeniem doskonale niesprezystym; podobnie, zderzenie sprezyste nazywamy
zderzeniem doskonale sprezystym.

Zderzenia niesprezyste

Zderzenia niesprgzyste, to takie gdy po zderzeniu ciata nie odskakuja od siebie, ale poruszaja si¢ razem z jednakowa
predkoscia. To stwierdzenie mozemy uznaé jako definicj¢ zderzen niesprgzystych:

] Wazne:

Jezeli po zderzeniu ciata poruszaja si¢ razem z jednakowa predkoscia, to takie zderzenie nazywamy
zderzeniem niesprezystym.

Przyktadem zderzenia niesprgzystego moze by¢ zderzenie dwoch kulek plasteliny, ktore sig zlepiaja, uderzenie
pocisku w worek z piaskiem lub zderzenie meteorytu z Ziemia. Podczas zderzenia energia mechaniczna nie jest
zachowana, gdyz cz¢$¢ energii kinetycznej zderzajacych sig ciat zostanie rozproszona na skutek pracy przeciwko
sitom tarcia i przekazana otoczeniu pod postacia ciepta. Natomiast prawo zachowania pgdu bedzie tu obowiazywac w
petni, gdyz ciata zderzajace si¢ mozemy traktowac jako uktad izolowany.

Wyobrazmy sobie dwa ciata zblizajace si¢ do siebie, jak na Rysunek 3.17: Zderzenie niesprezyste dwoch ciaf na
stronie 153. Niech cialo o masie m; ma predkos¢ v, a cialo o masie m, — predko$¢ v,. Jaka predkos¢ beda miaty
ciata po zderzeniu doskonale niesprezystym? Odpowiemy na to pytanie, korzystajac z prawa zachowania pedu.
Suma wektorowa pedoéw obu ciat przed zderzeniem jest pedem catkowitym uktadu, ktéry pozostaje staty rowniez po
zderzeniu. Oba ciala po zderzeniu maja wspolna predkos$é ¥, ktorej wiasnie poszukujemy, zatem ped po zderzeniu
jest rowny

(wzor 302) (my+my)V
Mamy wigc rownanie:
(wzor 303 ) mV{+myV,= (my+my)V
Stad otrzymujemy wzor na szukana predkos¢ cial po zderzeniu

mV+myv,

(wzbér304) vV = my T m,



¢

r

<|
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Ped wypadkowy jest staty; catkowity ped przed zderzeniem jest rowny pedowi obu cial (zlepionych) po zderzeniu

Rysunek 3.17: Zderzenie niesprezyste dwoch ciat

We wzorze (wzor 304 na stronie 152) wystepuja wielkosci wektorowe i nie nalezy go odczytywac, jakby w

liczniku byta suma liczb, ale stosowa¢ regul¢ dodawania wektoréw. W szczegdlnym przypadku, gdy ciata zblizaja si¢
do siebie wzdtuz wspolnej prostej (Rysunek 3.18: Zderzenie niesprezyste dwoch cial wzdluz jednej prostej na stronie
154), rownanie (wzor 304 na stronie 152) mozna zapisac skalarnie, ale nalezy predkos¢ jednego ciata zaopatrzy¢
znakiem plus, a drugiego — znakiem minus.
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Rysunek 3.18: Zderzenie niesprezyste dwoch ciat wzdtuz jednej prostej

W zderzeniu niesprgzystym suma energii kinetycznych przed zderzeniem nie jest rowna catkowitej energii
kinetycznej po zderzeniu, co juz wczesniej zostato zaznaczone. Teraz jest to szczegolnie widoczne: jezeli pedy
zderzajacych sig ciat sa rowne, ale przeciwnie zwrocone, to oba ciata po zderzeniu beda miaty zerowa predkosc, czyli
ich energia kinetyczna bedzie rowna zeru, natomiast przed zderzeniem suma ich energii kinetycznych byta oczywiscie
wigksza od zera.

Przyktad 11

Dwie kulki z plasteliny zblizaja si¢ do siebie wzdtuz wspdlnej prostej (Rysunek 3.18: Zderzenie
niesprezyste dwoch cial wzdhuz jednej prostej na stronie 154). Kulka o masie m;=10g ma
predkos¢ v =5m/s, a kulka o masie m, =30g — predkos$¢ v, =2m/s. Jaka predkos¢ beda miaty
kulki po zderzeniu i w ktdra strong beda si¢ poruszaty?

Odpowiedz: suma wektorowa pedow obu ciat przed zderzeniem jest pgdem catkowitym uktadu,
ktéry pozostaje staty rowniez po zderzeniu (prawo zachowania pedu).

Przed zderzeniem catkowity ped obu kulek wynosit:
(wzor 305 ) myvy-myv,
Po zderzeniu wynosi:
(wzor 306 ) (my+my)v
Obie kulki po zderzeniu maja wspdlna predkosé v, ktdra znajdziemy z rownania pedow:
(wzor 307 ) (my+my)v=my-myv,
Stad otrzymujemy wzor na szukang predkos¢ kulek po zderzeniu

my-nmpvy
my+my

(wzbr308)v=
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Po podstawieniu danych otrzymujemy:

. _mlvl—mzvz_10g-5m/s-30g-2m/s_
(WZOI‘309)V— m1+m2 = 10g+30g _'0,25m S

Znak minus przed warto$cia predkos$ci oznacza, ze kulki po zderzeniu beda poruszaty si¢ w lewo,
tzn. w t¢ sama strong w jaka poruszala si¢ kulka druga (gdyz miata ona ped o wigkszej wartosci).

Zderzenia sprezyste

Zderzenie jest doskonale sprezyste, jesli oprocz catkowitego pedu zachowuje si¢ rowniez suma energii kinetycznych
zderzajacych sig ciat. Oczywiscie, chodzi tu o catkowity ped i sumg energii kinetycznych. To znaczy, ze podczas
zderzenia moga si¢ zmieniac¢ zarowno pedy, jak i energie poszczeg6lnych ciat, ale sumaryczny ped i suma energii
kinetycznych pozostaje stata. Zatem dla zderzen doskonale sprezystych otrzymujemy uktad dwoch rownan:

) P +P,= P+ DY
(wzér 310) , :
EqtEpn=EntEy

Symbole nieopatrzone znakiem ' odpowiadaja pedom i energiom przed zderzeniem, za$ opatrzone tym znakiem — po
zderzeniu.
Rozrézniamy dwa rodzaje zderzen:

1. zderzenia centralne,
2. zderzenia niecentralne.

Ze zderzeniem centralnym mamy do czynienia wtedy, gdy $rodki mas zderzajacych si¢ ciat poruszaja si¢ wzdtuz
wspolnej linii prostej. W pozostatych przypadkach wystgpuje zderzenie niecentralne.

Zderzenie centralne dwoch kul majacych znacznie rézniace si¢ masy, kula masywniejsza spoczywa

Rysunek 3.19: Zderzenie centralne kul
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Uktad réwnan (wzor 310 na stronie 155) pozwala jednoznacznie wyznaczy¢ pedy (i predkosci) ciat po zderzeniu,
jesli dane sa pedy (i masy) obu ciat przed zderzeniem dla dowolnego przypadku zderzen doskonale sprezystych
centralnych.

Ad. 1. Rozwazymy zderzenie centralne dwoch kul. Dla uproszczenia przyjmiemy uktad odniesienia taki, w ktorym
kula m, spoczywa (Rysunek 3.19: Zderzenie centralne kul na stronie 155). Niech kula m; w tym uktadzie przed
zderzeniem ma predkosé v. Obliczymy predkosci v'11 v'2 po zderzeniu, korzystajac z uktadu roéwnan (wzor 310 na
stronie 155):

mvy=mpy'|+mv'y
( WZOr 3 11 ) m1v2 mlv'% mZV%

2 2 2

Oba te rownania przeksztatlcimy do nastgpujacej postaci:

m l(v-v'l) =myv'y

(wzor312)
mi(25) = myy3

Jezeli teraz drugie réwnanie podzielimy stronami przez pierwsze, otrzymamy

(wzér 313 ) v+v'1=v"2

To réwnanie tacznie z pierwszym rownaniem uktadu (wzor 310 na stronie 155) mozemy potraktowac jako uktad
dwoch rownan z dwiema niewiadomymi v'11 v2. Stad po odpowiednich przeksztatceniach otrzymamy

. B0 )
(wzor314)v 1:m1+m2V

, 2my
(wzor315)v’2:ml+m2v

Teraz zastosujemy te wzory do dwoch ciekawych przypadkow:

a). Jezeli obie zderzajace si¢ kule majg jednakowe masy, czyli m;=m,, to v'1=01v"2=v (Rysunek 3.20: Zderzenie
centralne dwoch kul majqcych jednakowe masy, kula druga spoczywa. Narysowana tutaj plaszczyzna styczna w
punkcie zetkniecia obu kul jest prostopadia do predkosci v — na stronie 157). Oznacza to, ze druga kula, ktora
poczatkowo byla nieruchoma, po zderzeniu uzyska predkos$¢ réwna doktadnie predkosci kuli pierwszej. Kule po
prostu wymienia si¢ pr¢dkosciami. Podobna sytuacje mozemy mie¢ w przypadku zderzenia centralnego dwdch
identycznych czastek kwantowych (np. protonéw); czastki takie sa nierozrdznialne i efekt zderzenia jest taki, jakby
jedna czastka ,,przeszta przez drugg” bez zmiany predkosci.
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- - o o owm ow

plaszczyzna styczna

Rysunek 3.20: Zderzenie centralne dwéch kul majacych jednakowe masy, kula druga spoczywa.
Narysowana tutaj ptaszczyzna styczna w punkcie zetkniecia obu kul jest prostopadta do predkosci v

m
b). Jezeli bardzo lekka kula zderza sig centralnie z kula masywna, tzn. gdy m, > m,, to stosunek mas W; jest bliski

zeru 1 wtedy
m
4r316) v = L m -1
wzOr V= v= VR -y
( ) mytmy " 2y
25

czyli kula pierwsza po zderzeniu uzyska predkos$¢ o wartosci takiej samej, jaka miata przed zderzeniem, lecz z
przeciwnym zwrotem. Natomiast kula druga pozostanie w spoczynku, gdyz zgodnie z rownaniem (wzor 315 na
stronie 156) jej predkos¢ bedzie bliska zeru, v2 = 0. Sytuacja taka wystapi rowniez wtedy, gdy kula zderzy sig
(doskonale sprezyscie) ze $ciana. Kula odskoczy od $ciany w strong przeciwna, nie tracac pierwotnej predkosci (co
do wartosci bezwzglednej). Sciana natomiast nie uzyska praktycznie zadnej predkosci (Rysunek 3.21: Zderzenie
sprezyste kuli ze Scianq na stronie 158).
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Kula, zderzajac si¢ doskonale sprezyscie ze §ciana, odskakuje od niej, nie zmieniajac bezwzglednej wartos$ci
predkosci

Rysunek 3.21: Zderzenie sprezyste kuli ze Sciana

Ad. 2. Rozwazymy teraz szczegolny przypadek zderzenia niecentralnego dwoch kul, gdy kule maja jednakowe masy i
mozna nie uwzgledniac tarcia oraz ruchu obrotowego kul.

Przyjmiemy, ze przed zderzeniem kula 1 ma predko$é¢ V, a kula 2 spoczywa (Rysunek 3.22: Zderzenie kul o
Jjednakowych masach na stronie 159). Aby rozwiaza¢ to zagadnienie, sprowadzimy je do przypadku prostszego
rozwazonego poprzednio.

W punkcie zetknigcia kul prowadzimy ptaszczyzng styczna do powierzchni obu kul. Roztézmy wektor predkosci

V na dwie sktadowe: normalna Vi styczna do plaszczyzny styku V. Podczas zderzenia na obie kule dziatajq sity
powstate na skutek deformacji sprgzystej kul. Sity te maja kierunek normalnej do plaszczyzny styku kul i zamieniaja
predkosci vV, obu kul, zupetnie tak samo jak w zderzeniu centralnym — przypadek la. Zatem po zderzeniu kula 2
uzyska predkoscé

(wzor317)v2=",
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Kula 1 przekazuje spoczywajacej kuli 2 sktadowa normalna predkosci (prostopadta do ptaszezyzny styku kul), ale
zachowuje sktadowa styczna. Tory kul po zderzeniu tworza kat prosty

Rysunek 3.22: Zderzenie kul o jednakowych masach

Natomiast sktadowa styczna nie ulegnie zmianie, gdyz zatozylismy, Ze tarcie jest znikomo mate i nie ma powodu,
dla ktérego kule miatyby oddziatywac na siebie w kierunku stycznym do ptaszczyzny styku. Kula 1 straci wigec swoja
sktadowa normalna predkosci, a zachowa tylko sktadowa styczna predkosci. Cata jej predkosé po zderzeniu bedzie
réwna V.

Ze wzgledu na to, ze sktadowa normalna i styczna sa wzajemnie prostopadte, to po zderzeniu tory obu kul beda
tworzy¢ kat prosty. Taki wlasnie przypadek wystepuje przy zderzeniu dwdch jednakowych kul bilardowych (Rysunek
3.23: Zderzenie kul bilardowych na stronie 160). Z podobnymi przypadkami mamy réwniez do czynienia w
mikro§wiecie, przy zderzeniach jednakowych czastek kwantowych, np. dwdch protonéw lub dwoch deuteronow
(Rysunek 3.24: Zderzenie protonu z protonem na stronie 161).
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Tory obu kul po zderzeniu tworza kat prosty. Zdj¢cie wykonano technika stroboskopowa
Rysunek 3.23: Zderzenie kul bilardowych
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Slady obu protonéw po zderzeniu tworza kat prosty

Rysunek 3.24: Zderzenie protonu z protonem

o

Wskazowka:

Zauwaz, ze te same zasady zachowania rzadza ruchem ciat w makro$wiecie jak i w mikro$wiecie!

Pytania i problemy

1.

Zastosuj zasadg zachowania pedu do wybranego przyktadu zderzenia spr¢zystego oraz zderzenia niesprezystego -
zapisz rOwnania wyrazajace t¢ zasad¢. Czy dla kazdego z tych przypadkow energia kinetyczna uktadu przed i po
zderzeniu ma taka sama warto$¢?

Oblicz, jaka czgs¢ energii kinetycznej traca kule przy zderzeniu, jak na Rysunek 3.18: Zderzenie niesprezyste
dwdch ciat wzdluz jednej prostej na stronie 154.

Dlaczego przy zderzeniu sprezystym centralnym dwoch jednakowych ciat wymieniaja si¢ one predkosciami?
Uwaga: Wykaz, ze wynika to z zasad zachowania pgdu i energii kinetyczne;j.

Pilka, ktora miata poczatkowo ped o wartosci Py uderza prostopadle w $Sciang i odbija si¢ od niej doskonale
sprezyscie. Czy po odbiciu od $ciany ped pitki zmieni sig? W odpowiedzi uwzglednij kierunek, zwrot i warto$é
wektora pedu.

Doswiadczalnie mozna stwierdzi¢, ze gdy dwie jednakowe kule, z ktorych jedna spoczywa, zderzaja si¢
sprezyscie niecentralnie, wowczas po odbiciu ich tory tworza kat prosty. Wyjasnij, dlaczego tak si¢ dzieje.

Ze zderzeniem podobnym do omawianych w poprzednim pytaniu mamy rowniez do czynienia w mikro$wiecie,
przy zderzeniach jednakowych czastek kwantowych, np. dwoch protonow (Rysunek 3.24. Zderzenie protonu z
protonem na stronie 161). Jakie wnioski mozesz z tego wyciagnac rozwazajac obowiazywanie praw fizyki na
réznych poziomach poznania materii?

Kulka plasteliny o masie m ma predkos¢ v. Kulka uderza w druga spoczywajaca kulke plasteliny o masie 4m.

a. Oblicz, ile wynosi predkos¢ kulek po sklejeniu v'.

b. Oblicz, ile wyniesie energia kinetyczna E}," kulek po sklejeniu.

¢. Rozwaz, czy energia kinetyczna pierwszej kulki £}, przed sklejeniem sig¢ z druga jest rowna energii kinetycznej
E," obu kulek po sklejeniu.
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Rysunek 4.1: Wirtualny nauczyciel

Dotychczas opisywalismy ruch ciala w przypadkach, gdy moglismy

nie uwzgledniaé jego rozmiaréw. Ciato takie traktowaliSmy jako punkt
materialny. Obecnie rozszerzymy opis ruchu, uwzgledniajac rozmiary ciala.
Jednakze w naszych rozwazaniach ograniczymy si¢ tylko do tzw. ciala
sztywnego. Ciatem sztywnym lub brylq sztywnq nazywamy ciato, ktérego
czastki sktadowe zachowuja wzgledem siebie stale odlegtosci. Jest to pewna
idealizacja ciat stalych wystegpujacych w naszym otoczeniu. Mozemy ja
stosowac do wielu zagadnien wtedy, gdy w ciele statym zaniedbujemy
odksztalcenia oraz ruchy drgajace i inne ruchy atoméw oraz czasteczek.

Prawa ruchu opisane w tym rozdziale ttumacza wiele zjawisk wystgpujacych
w przyrodzie — w skali kosmicznej, makro- i mikro-skopowe;.

Wiele urzadzen mechanicznych jest opartych na prawach ruchu bryly
sztywnej, np. zyroskopy, $§migla helikopterow i samolotow, kota zamachowe,
kotowroty i inne.
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4.1 Ruch postepowy i obrotowy bryty sztywnej

Aby opisa¢ ruch ciata rozciaglego, musimy podac, jak poruszaja sig¢ jego punkty. Wyrdznimy dwa proste rodzaje
ruchu — postgpowy i obrotowy. W ruchu postepowym odcinek laczacy dwa dowolne punkty bryly sztywnej
przemieszcza si¢ rownolegle do siebie, zachowujac staly kierunek w przestrzeni (Rysunek 4.2: Ruch postepowy
i obrotowy bryly sztywnej na stronie 164a). W takim ruchu poszczegdlne punkty bryly moga si¢ poruszaé po
krzywych, a nawet po okrggach, niemniej ruch catosci bedzie postgpowy, zgodnie z definicja tego ruchu. Latwo
mozna doj$¢ do wniosku, ze ruch tramwaju po torze prostym jest ruchem postgpowym (Rysunek 4.3: Przyktady
ruchu postegpowego i obrotowego na stronie 165a), natomiast ruch tego tramwaju na zakregcie nie jest ruchem
postepowym (Rysunek 4.3: Przykiady ruchu postepowego i obrotowego na stronie 165b). Wbrew pozorom ruch
wagonika diabelskiego mlyna jest ruchem postepowym (Rysunek 4.3: Przyktady ruchu postepowego i obrotowego
na stronie 165c), natomiast nie jest nim ruch wagonika na karuzeli (Rysunek 4.3: Przykiady ruchu postepowego i
obrotowego na stronie 165d).

a) W ruchu postepowym bryly sztywnej odcinek taczacy dwa dowolne punkty 4 i B przemieszcza si¢ rownolegle do
siebie; b) w ruchu obrotowym wszystkie punkty ciata opisuja okregi, ktorych $rodki leza na wspolnej osi obrotu

Rysunek 4.2: Ruch postepowy i obrotowy bryty sztywnej
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a) Tramwaj na prostym torze wykonuje ruch postgpowy, b) natomiast na zakrecie wykonuje ruch obrotowy; c)
wagonik ,,diabelskiego mlyna” porusza si¢ ruchem postgpowym, d) natomiast wagonik karuzeli — ruchem obrotowym

Rysunek 4.3: Przyktady ruchu postepowego i obrotowego

Zaréwno ruch tramwaju na zakrecie, jak i ruch wagonika na karuzeli jest ruchem obrotowym. Podczas ruchu
obrotowego wszystkie punkty bryly zakreslaja okregi lezace na réwnoleglych ptaszczyznach, przy czym srodki
okregéw leza na wspdlnej prostej, zwanej osia obrotu (Rysunek 4.2: Ruch postepowy i obrotowy bryly sztywnej na
stronie 164b). Rézne punkty bryty, znajdujace si¢ w roznych odleglo$ciach od osi obrotu, maja rézne predkosci
liniowe (Rysunek 4.4: W ruchu obrotowym bryly predkosci liniowe roznych punktow sq rozne, zas predkos¢ kqtowa
Jest jednakowa na stronie 166), ale wszystkie punkty maja taka sama predkos¢ katowa w.
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Rysunek 4.4: W ruchu obrotowym bryty predkosci liniowe ré6znych punktow sa rézne, zas predkos¢
katowa jest jednakowa

Jesli bryla jest w ruchu postgpowym, to mozna ja zastapi¢ punktem materialnym, bo wszystkie jej czgsci poruszaja
si¢ z jednakowa predkoscia i zakres$laja jednakowe tory. Catkowity ped bryly da si¢ przedstawi¢ jako ped punktu
materialnego o masie m=m+my+...+m,, gdzie m;, m,, .., m, sa masami poszczegolnych elementow bryly. Ped
bryly jest rowny sumie pedow elementow sktadowych, wigc

(wz6r318) =7 + P, +.. P, =mV i+ mVy+ .. tmyVy= (mytmy+ ...+ my) V=mv

Podobnie, energie kinetyczna bryly w ruchu postgpowym mozna wyrazi¢ tak jak energi¢ kinetyczna punktu
materialnego

2
(wzor 319) E, =5~

Natomiast w przypadku ruchu obrotowego, bryly nie mozna bryly zastapi¢ punktem materialnym, poniewaz rdzne
jej elementy maja rézne predkosci liniowe. Mozemy jednak wykorzystaé fakt, ze wszystkie elementy bryly maja
jednakowa predkos¢ katowa i opisywac jej ruch za pomoca wielkosci dynamicznych zawierajacych te predkosc. W
tym celu postuzymy si¢ pojeciami: moment pedu, moment bezwladnosci i moment sily.

Oczywiscie, obliczenie energii potencjalnej bryly sztywnej w polu grawitacyjnym Ziemi sprowadza si¢ do energii
potencjalnej punktu materialnego potozonego w srodku masy bryty.

Pytania i problemy

1. Wyjasénij, dlaczego pojgcie ,,bryta sztywna” jest ciatem modelowym, jest idealizacja realnych ciat. W jakim celu
stosuje si¢ taki model?

2. Czym sig r6zni ruch obrotowy ciata od ruchu postgpowego?

3. Podaj trzy przyktady ruchu postgpowego i obrotowego bryly sztywnej.
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4.2 Moment bezwtadnosci i energia kinetyczna

Wyprowadzimy wzor na energi¢ kinetyczna bryly obracajacej si¢ z predkoscia katowa w. W tym celu najpierw
rozwazymy tylko dwa mate elementy bryty o masach m i m,, jak na Rysunek 4.5: Dwie mate kulki umieszczone na
lekkim precie obracajacym sie wzgledem osi prostopadlej, przechodzqcej przez jego koniec na stronie 167.

Rysunek 4.5: Dwie mate kulki umieszczone na lekkim precie obracajacym sie wzgledem osi
prostopadtej, przechodzacej przez jego koniec

Predkosci liniowe obu elementdw wyrazimy za pomoca wspélnej predkosci katowe;:

(wzor 320 ) v = wry oraz V) = @iy

Zatem energie kinetyczne tych elementéw bryly wyrazimy nastgpujaco

mlv% mlr%aﬂ mzv% mzr%aﬂ
(wzor321) Eyy=—75—=—"5— oraz Ep=—F"=—">7—

Energia kinetyczna E; bryly sktadajacej si¢ z tych dwoch elementéw jest rowna

( mlr% + mzrg ) ?

Wielkos¢ fizyczna w nawiasach nazywamy momentem bezwiladnosci uktadu dwoch punktow materialnych i
oznaczamy przez I:

2
2

(wzér323) 1= mlr%-i- myr
Korzystajac z tego pojgcia, energig kinetyczna uktadu mozemy wyrazi¢ za pomoca wzoru

2
(wzor 324) B, =14°
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Ostatnie dwa wzory uog6lnimy - zastosujemy je do catej bryly sztywnej. Podzielimy cata brylg na dostatecznie duza
liczbe: n matych elementow o masach A m; odlegtych od osi obrotu o r; (Rysunek 4.6: Podziat catej bryly na mate
elementy o masach m i, ktore sq odlegte od osi obrotu odpowiednio o r i na stronie 168). Te elementy mozna
traktowac¢ jako punkty materialne. Zatem moment bezwtadnos$ci bryly sktadajacej z uktadu » punktéw materialnych
po uogdlnieniu definicji (wzor 323 na stronie 167) przyjmie posta¢ sumy (nie dwoch, ale) wszystkich n wyrazow:

A myr?. Zatem
® Zamapigtaé:
Moment bezwladnosci bryly sztywnej

(wzor325) 1= Amp3+ Amyd+ ...+ Amg?+ Amyr

gdzie cala bryla zostata podzielona na duza liczbg: n matych elementéw o masach A m; odlegtych od osi
obrotu odpowiednio o 7;.

Jednostka momentu bezwtadnosci to: kilogram razy metr do kwadratu, [ 7] =kg-m?2.

0$ obrotu

Rysunek 4.6: Podziat catej bryty na mate elementy o masach m;, ktére sa odlegte od osi obrotu
odpowiednio o r;

Energia kinetyczna bryty sztywnej

Pokazemy, ze wzor na energig kinetyczna bryly sztywnej jest identyczny ze wzorem (wzor 324 na stronie 167).
Kazdy element ma predkosé

(wzor 326 ) v;=r,m

i energig kinetyczna:

12 2 2200
my;  Am(rio)” Amipio> @2

(WZ(')I’327)E,Z P} b} b} _Amiliz
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Zatem calkowita energia kinetyczna bryly sktadajacej z uktadu n elementow przyjmie postaé sumy:
, w2 w2 w2 w2
(wzor328) E,=E|+Ey+..+E,= A mlr%T + A mzr%T +ot Amris = ( Amlr%-l- A mzr%+...+ Amnr%)T
Zatem, zgodnie z definicja (wzor 325 na stronie 168)

2
(wzor329) Ey= (Ampd+ Amyd+ ..+ Amy2) %

j—
w

0$ obrotu

Rysunek 4.7: Podziat catej bryty na mate elementy o masach m;, ktére sa odlegte od osi obrotu
odpowiednio o r;

Przyktad 1

Znajdz wzoér na moment bezwtadnosci / jednorodnego preta wzgledem osi prostopadiej do
preta i przechodzacej przez jeden z jego koncow (Rysunek 4.8: Os obrotu prostopadta do preta i
przechodzqca przez jego koniec na stronie 170).
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Rysunek 4.8: O$ obrotu prostopadta do preta i przechodzaca przez jego koniec

Odpowiedz: Podzielimy caty pret na n matych fragmentéw o dtugosci 4x i odpowiednio o masie
Am kazdy. Moment bezwtadnosci preta 7 (majacego masg m = ndm i dtugo$é [ = ndx) wzgledem osi
przechodzacej przez jego koniec wyrazimy w postaci sumy momentdw bezwtadnosci tych matych
fragmentow (ktore uznamy za punkty materialne). Zatem

(wzor330) 1= Amr%Jr Amr%Jr...Jr Amri2+...+ Amr?

po przeksztatceniach

(wzér331) 1= Am(r%+r§+...+ri2+...+r%)

Rysunek 4.9: Podziat preta na mate fragmenty A x

Poniewaz r; =i A x, wigc

(wzér332) 1= Am[ Ax2+ (2Ax)*+..+ (iAx)?+..+ (nAx)?] = AmAP(1+2%+...+n2)
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Wystepuje tu suma kwadratow liczb naturalnych, ktora, jak wiadomo z matematyki, wyraza si¢
wzorem

+1)(2n+1
(wzor 333 ) 14224+ = 22D T D

Nasze obliczenia momentu bezwladnos$ci beda tym doktadniejsze im wigksza liczbe n fragmentow
przyjmiemy. Dla duzej liczby n (np. n = 1000) mozemy zaniedbaé jedynki w nawiasach wzoru
(wzor 333 na stronie 171), otrzymamy:

3
(wzor 334) 1+22+,__+nz:%

Wstawiajac ten wynik do wzoru (wzor 333 na stronie 171) otrzymamy

3
(wzor335) 1= AmAx* (14224 . +n2) = AmAx2%

Wz6r ten przedstawimy w postaci

22 Ax)?2 P
(wzér336)I:nAmAxTn:m%:m%

Zatem I — moment bezwtadnosci preta wzgledem osi przechodzacej przez jeden z jego koncow —
wyraza si¢ wzorem

2
(wzr337) 1=mk

Pytania i problemy

1. Podaj definicj¢ momentu bezwtadnosci bryty. W jakich jednostkach go wyrazamy?

2. Podaj wzor na energig kinetyczna ruchu obrotowego bryty sztywne;j.

3. W wierzchotkach rownobocznego trojkata o boku a umieszczono mate kulki o jednakowych masach m. Oblicz
moment bezwtadnosci kulek wzgledem osi bedacej przedtuzeniem jednej wysokosci trojkata.

4. Znajdz wzor na moment bezwtadnos$ci jednorodnego pier§cienia cienko$ciennego wzgledem osi przechodzacej
przez jego srodek (Rysunek 4.10: a) Pierscien cienkoscienny o promieniu R , b) ten sam pierscien podzielony na
mate elementy na stronie 171a). Pierscien ma masg mp i promien R.

Rysunek 4.10: a) Pierscien cienkoscienny o promieniu R, b) ten sam pierscien podzielony na mate
elementy
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5. Kolo zamachowe o promieniu 25 cm i masie 10 kg obraca si¢ z czgstotliwoscia v=1 200 min”!, Przyjmujac, ze
cata masa kota skupiona jest na jego obwodzie, oblicz jego energig kinetyczna.

4.3 Twierdzenie Steinera. Zalezno$¢ momentu bezwtadnosci od potozenia
osi obrotu

Zgodnie ze wzorem (wzor 325 na stronie 168) moment bezwladno$ci zalezy nie tylko od masy bryly, ale rowniez

od polozenia osi, wzgledem ktdrej go okreslamy. Istnieje zalezno§¢ migdzy momentem bezwtadnos$ci I uktadu
wzgledem dowolnej osi a momentem bezwladnosci /) wzgledem rownoleglej do niej osi przechodzacej przez srodek
masy uktadu:

(wz6r 338 ) [ =Io+mrd

gdzie r( jest odlegto$cia migdzy tymi osiami (Rysunek 4.11: Moment bezwtadnosci ciata wzgledem réznych osi na
stronie 172). Zaleznos¢ ta nosi nazwe twierdzenia Steinera.

Moment bezwtadnosci dla bryty sztywnej ma warto$¢ I, wzgledem osi O—O przechodzacej
przez $rodek masy, natomiast ma inng warto$¢ /, gdy jest obliczony wzglgdem innej osi O'-O'

O’ O

Rysunek 4.11: Moment bezwtadnosci ciata wzgledem réznych osi

Srodek masy

Z pojeciem $rodka masy zetknates si¢ juz wezesniej (w Gimnazjum). Pojecie to jest bardzo wazne i czgsto stosowane
w fizyce. Dlatego poswigcamy mu caty rozdzial 4.5 Srodek ciezkosci i srodek masy na stronie 185. Tutaj skrotowo
podajemy najwazniejsze dane potrzebne do zrozumienia tresci rozdziatu.

Pojecie srodka masy jest bardzo uzyteczne, gdyz pozwala na znakomite uproszczenie opisu ruchu uktadu
sktadajacego si¢ z wielu cial. Zamiast rozpatrywac poszczeg6lne ruchy duzej liczby ciat, wystarczy w wielu
przypadkach rozwazy¢ jedynie ruch jednego punktu bedacego srodkiem masy uktadu tych ciat. Pojecie srodka masy



| Dynamika bryty sztywnej | 173

stosuje si¢ rowniez do bryly sztywnej. Dzigki zastosowaniu tego pojgcia skomplikowany ruch bryly mozna prosto
opisac¢, jako ztozenie ruchu punktu materialnego i obrotu.

Pojecie srodka masy najtatwiej mozna wyjasni¢ rozwazajac bliskie mu poj¢cie $rodka cigzkosci (Rysunek 4.12:
Srodek masy dwoch cial na stronie 173).
Srodek masy (jak i $rodek cigzko$ci) dwoch cial o masach my 1 my znajduje sig

Iy m
w punkcie S, dzielacym odcinek / na dwa odcinki /; i /,, w stosunku l_; = Wi

L
-
"

Rysunek 4.12: Srodek masy dwoéch ciat

Pojecie srodka masy stosuje si¢ nie tylko do dwoch ciat, ale rowniez do uktadu wielu ciat i do bryt sztywnych.

W przypadku bryt jednorodnych potozenie §rodka masy pokrywa si¢ ze srodkiem geometrycznym symetrycznej
bryty. Na przyktad, dla jednorodnej kuli §rodek cigzko$ci znajduje si¢ doktadnie w §rodku kuli. Podobnie dla
jednorodnych cial w ksztalcie walca, szeScianu, rownolegtoscianu itp. — ich srodki cigzko$ci pokrywaja si¢ ze
srodkami geometrycznymi.

Wykazemy teraz stuszno$¢ twierdzenia Steinera dla przypadku uktadu dwoch punktow materialnych. W tym celu
obliczymy ich momenty bezwladnosci wzgledem dwoch osi rownolegtych do siebie i prostopadtych do ptaszczyzny
rysunku (Rysunek 4.13: Uktad dwoch punktow materialnych na stronie 174), odleglych od siebie o r,. Moment
bezwiladnosci wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy O wynosi

+m2r2

(wzbr 339 ) Ig=myp2+myr2

1

Z twierdzenia Pitagorasa: riz =+ (r+x) 2 r'22 =n+ (ry-x) 2, Po podstawieniu tego do wzoru (wzér 338 na stronie
172) i po prostych przeksztatceniach otrzymamy

(wzor 340 ) I = Iy+ (my+my) (K2 +x2) +2x (myry-myry)
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Uktad dwéch punktow materialnych odlegtych o ;i r, od osi przechodzacej
przez $rodek masy O i odlegtych o 7 i r} od osi przechodzacej przez punkt O’

Rysunek 4.13: Uktad dwoéch punktow materialnych

Poniewaz h?+ x2 = ,,(2) i myr|-mory =0 (zob. rozdziat 4.5 Srodek cigzkosci i Srodek masy na stronie 185 - definicja
$rodka masy — oraz wzory (wzor 377 na stronie 190) i (wzor 379 na stronie 190) ), wige I =1+ mr% (co

mieliSmy wykazac).

Przyktad 2

Znajdz wzoér na moment bezwiadnosci /) jednorodnego preta wzgledem osi prostopadtej do preta i
przechodzacej przez jego $rodek masy (Rysunek 4.14: Osie obrotu prostopadle do preta na stronie
175).
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|

A

Rysunek 4.14: Osie obrotu prostopadte do preta

Odpowiedz: Przyjmiemy, ze wzor na moment bezwladnosci preta (majacego mase m i dhugosc [)
wzgledem osi przechodzacej przez jego koniec ma postac

(wzbr 341) I = kml?

gdzie k jest bezwymiarowym wspotczynnikiem.

Zauwazmy, ze I — moment bezwladnosci preta wzgledem osi przechodzacej przez Srodek
masy — mozna przedstawi¢ jako sumg¢ momentéw bezwtadnosci jego potowek wzgledem osi
przechodzacych przez ich konce, zatem

mi?

INES

: 1)?
(wzor 342) Ip=2%2 (£) =

Ale zgodnie z twierdzeniem Steinera

2
(wzor 343 ) [=m( %)+ 19=2mP+ L2 = 5K 2

Przyréwnujac prawe strony rownos$ci (wzor 341 na stronie 175) i (wzor 343 na stronie 175),

mamy, ze k = 1%4k Stad k= gl Zatem, korzystajac ze wzoru (wzor 342 na stronie 175),

otrzymujemy, ze moment bezwladnosci preta wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy jest
wyrazony za pomoca Wzoru

(wzor 344 ) Iy =13 ml’
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Przyktad 3

Znajdz wzoér na moment bezwtadnosci jednorodnego walca wzglgdem osi przechodzacej przez jego
srodek (Rysunek 4.15: a) Jednorodny walec, b) z walca wycieto pierscienn na stronie 176a).

Rysunek 4.15: a) Jednorodny walec, b) z walca wycieto pierscien

Odpowiedz: Zaktadamy, podobnie jak w poprzednim przyktadzie, ze wzér na moment
bezwladnosci (obecnie dla walca) ma postac

(wzor 345 ) 1= kmR?

Zeby znalez¢é wspotezynnik k, wytniemy z walca, w myli, pierSciefi 0 wewngtrznym promieniu R;
(Rysunek 4.15: a) Jednorodny walec, b) z walca wycieto pierscien na stronie 176b). Moment
bezwladnoscei 7, bedzie rowny roznicy momentow dwoch walcow o promieniach R i R, oraz

2

m
masach mim;= Tzl (masa walca o ustalonej wysokosci jest proporcjonalna do pola powierzchni

kotowej podstawy 7rR2), zatem

2 2 p2
mR m|R“-R
(wzbr 346)10p=10-10,1:ka2-km1R2:ka2-kR—;R§:’;—”;(R4-R‘1‘) =k% (R?+R?)
o om(R-RY) o
Poniewaz T = mp jest masa pierscienia, wigc

(wzor 347 ) Lo, = kmp( R*+R})
Zatem, jesli pierScien jest dostatecznie cienki (tzn. R= R)), to
(wzor 348 ) I, = 2km,R*

Z drugiej strony, na podstawie wzoru (wzor 325 na stronie 168) (patrz rowniez przyktad Przyklad
1 na stronie 169),

(wzor349) I, = AmR*+ AmyR*+ ..+ AmyR?= ( Amy+ Amy+ ...+ Amy,)R? = mpR?

Porownujac wzor (wzor 348 na stronie 176) z (wzor 349 na stronie 176), po uproszczeniu
otrzymujemy, ze

(wzor350)2k=1
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Zatem dochodzimy do wniosku, ze k = 1/2. Wz6r na moment bezwladnosci dla walca przybiera
postac:

(wz6r351) [y=3mR>

Wyprowadzenie wzorow dla innych prostych bryl jednorodnych bytoby bardziej skomplikowane
pod wzglgdem matematycznym, dlatego ograniczymy sig¢ tutaj do podania gotowych wzorow w
tabeli Rysunek 4.16: Moment bezwladnosci dla wybranych jednorodnych bryt I 0 wzgledem osi
przechodzqcej przez srodek masy, zaznaczonej na rysunku na stronie 177.

Bryta Moment bezwtadnosci Ksztatt
1
Pret ly= 13 mP

Pierscien cienkoscienny I, = mR?

Walec l,= — mR?

2
Kula o= EmR

Sfera cienkoscienna ly= =mR?

@@ L | Ok |-

Rysunek 4.16: Moment bezwtadnosci dla wybranych jednorodnych bryt I wzgledem
osi przechodzacej przez srodek masy, zaznaczonej na rysunku

Przyktad 4

Ile wynosi predkos¢ liniowa goérnego konca stupa upadajacego na ziemig? Stup poczatkowo
znajdowat si¢ w pozycji pionowej i miat wysoko§¢ H =4 m, nastgpnie zostal podcigty u postawy.

Odpowiedz: Energia potencjalna stupa o masie m, w pozycji pionowej — $srodek masy stupa

znajduje sig na wysokosci 5 — wynosi:
(wz6r352) Ep=mgt

Stup tuz przed upadkiem ma energi¢ kinetyczna ruchu obrotowego (wzoér (wzor 324 na stronie
167)):

2
(wzor 353) B, =14
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Moment bezwladnosci wzgledem osi u podstawy stupa (patrz (wzor 344 na stronie 175) i
twierdzenie Steinera (wzor 338 na stronie 172)) wynosi

2 2 2
(wzér354)]2m(%) +m%:mHT

Wykorzystujac to wyrazenie, po przyroéwnaniu energii kinetycznej do energii potencjalnej stupa,
otrzymamy:

H _ mH?w
2

(wzor 355 ) mg5 = G

Po uproszczeniu i uwzglednieniu, ze predkosé liniowa gérnego punktu stupa (tuz przed upadkiem)

wynosi v=H - @, otrzymujemy
(wzor 356 ) v= \ISgH

czyli
(wz6r 357) v=10,852

Warto zwrdci¢ uwagg, ze predkosc ta jest wigksza, niz gdyby koniec stupa, rozumiany jako punkt
materialny, spadat swobodnie pod wptywem wtasnego cigzaru. Zastandw sig nad przyczyna tego
faktu i sprobuj go objasni¢ jakosciowo.

Pytania i problemy

1. W jakim celu stosuje si¢ twierdzenie Steinera? Sformutuj to twierdzenie.

2. Znajac moment bezwladno$ci pierécienia cienkos$ciennego o promieniu R i masie m wzglgdem osi przechodzacej
przez jego $rodek (tabela Rysunek 4.16: Moment bezwladnosci dla wybranych jednorodnych bryt I 0 wzgledem osi
przechodzqcej przez srodek masy, zaznaczonej na rysunku na stronie 177), oblicz moment bezwladnosci tego
pierscienia wzgledem osi przechodzacej przez jeden z punktow lezacych na jego obwodzie.

3. W wierzchotkach rownobocznego trojkata o boku a umieszczono mate kulki o jednakowych masach m. Oblicz
moment bezwladnosci kulek wzgledem osi rownolegtej do wysokosci trojkata i przechodzacej przez kulkg.
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Rysunek 4.17: Uktad kulek umieszczonych w wierzchotkach rownobocznego tréjkata

4.4 Moment sity

Moze zauwazyles, ze drzwi tatwiej jest otworzy¢, przyktadajac sil¢ w jak najdalszej odleglosci od zawiasow. Duzo
wigkszej sily nalezy uzy¢, gdy jest ona przytozona w poblizu zawiaséw, czyli w poblizu osi obrotu drzwi. Wynika
z tego, ze dla okreslenia skutkow dziatania sity w przypadku ruchu obrotowego bryty sztywnej (jaka sa np. drzwi)
nie wystarczy tylko znajomo$¢ wartosci sity F', ale wazna jest odlegto$¢ linii kierunku dziatania sity od osi obrotu,
czyli tzw. ramie sity d (Rysunek 4.18: Sita F obraca bryle wzgledem osi prostopadlej do plaszczyzny rysunku,
przechodzqcej przez punkt O . Ramie sily wynosi d na stronie 180). Dlatego wprowadza si¢ pojecie tzw. momentu

sify.
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Rysunek 4.18: Sita F obraca bryte wzgledem osi prostopadtej do ptaszczyzny rysunku, przechodzacej
przez punkt O. Ramie sity wynosi d

® Zamapigtaé:
Moment sily wzglgdem pewnej osi:
jest to iloczyn wartosci sity F 1 jej ramienia d:
(wzér358)M=F-d
ramig sily d jest najkrotsza odlegtoscia migdzy osia obrotu a linig kierunku dziatania sity. Jednostka momentu
sity jest niuton - metr (N -m).

Nalezy zwroci¢ uwagg, ze mimo formalnego podobienstwa, jednostka momentu sity, nazywana czgsto
niutonometrem, ma inna interpretacj¢ niz jednostka pracy i energii, czyli jeden dzul. Ta ostatnia powstaje
bowiem jako iloczyn sily i przemieszczenia, w odréznieniu od iloczynu sity 1 odlegfosci.

Przyjmuje si¢ umownie, ze moment sity ma znak ,,+”, gdy wywotuje obrét bryty w kierunku zgodnym z
ruchem wskazowek zegara, za$ znak ,,-”, gdy wywotuje obrot w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu
wskazowek zegara. Kierunek obrotu jest przy tym ustalany z punktu widzenia patrzacego na rysunek czy
schemat, na ktorym zaznaczono dzialajaca sitg.

Praca sity obracajacej bryte sztywna

Wyznaczmy prace A W sity F obracajacej bryle¢ wokotl nieruchomej osi obrotu o kat A o (Rysunek 4.19: Rozktad sity
F obracajqcej bryle. Ramie sily wynosi d = r sin ¢ na stronie 181). Sita F jest zaczepiona w odlegtosci » od osi
obrotu O (Rysunek 4.19: Rozklad sily F obracajqcej bryle. Ramie sity wynosi d = r sin ¢ na stronie 181), a punkt
zaczepienia zakresla tuk As=r A a.

Praca w naszym przypadku jest rowna A W = F A s. Sita Fg jest rzutem sity F na kierunek s i wynosi Fg = F'sing,
za$ dlugos¢ luku A s=r A a, zatem praca sity F przy obrocie bryly o kat A a wynosi

(wzor 359) AW =FrAasing
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Sita F obraca brytg o chwilowy kat A a wzglgdem osi prostopadtej do ptaszczyzny rysunku, przechodzacej przez
punkt O

Rysunek 4.19: Rozktad sity F obracajacej bryte. Ramie sity wynosi d=rsing

Wzér (wzor 359 na stronie 180) okreslajacy pracg obracania bryly sztywnej przybierze podobny ksztalt do wzoru
(wzor 258 na stronie 132) na prace przesunigcia punktu materialnego:

(wzér360) AW=FAs

gdy zastosujemy pojecie momentu sity zgodnie ze wzorem (wzor 358 na stronie 180) jako:

(wzor 361 ) M = Fd = Frsing

Po zastosowaniu wyrazenia na warto$¢ momentu sity wzor (wzor 359 na stronie 180) przybierze postac:

(wzor362)W=MAa

() Wskazowka:
Moment sily jako iloczyn wektorowy
Zauwazmy, ze we wzorach (wzor 358 na stronie 180) oraz (wzor 361 na stronie 181):

(wzor 363 ) M = Fd = Frsing

wystepuje charakterystyczny iloczyn warto$ci dwoch wektorow Fi7 oraz sinusa kata migdzy nimi
zawartego:

(wzor 364 ) Frsing
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Przypomina to nam iloczyn skalarny dwoch wektorow (patrz rozdziat 3./ Praca na stronie 132 — wzor (wzor
262 na stronie 133), z tym ze tam wystgpowat nie sinus lecz kosinus kata zawartego migdzy wektorami).
Powtdorzmy tutaj definicjg iloczynu skalarnego:

Wielkos¢ skalarna, ktora powstaje w wyniku skalarnego mnozenia dwoch wektordw, nazywa sig iloczynem

skalarnym wektordw. Iloczyn skalarny dwoch wektorow @ i b zapisujemy symbolicznie jako @ - 3, ajego
warto$¢ wyraza si¢ za pomocg wzoru

(wzbr 365) @ - b = abcos

W rachunku wektorowym, oprocz iloczynu skalarnego, definiuje si¢ jeszcze iloczyn wektorowy. lloczyn ten
mozna okres$li¢ nastgpujaco:

Tloczynem wektorowym dwéch wektoréw @ i b jest wektor ¢,

(wzor366)e¢=axb

ktory jest prostopadty do kazdego z wektorow d i Z; ma zwrot taki, ze trzy wektory, tworza w przestrzeni
uktad prawoskretny (zgodnie z regula sruby prawoskretnej, Rysunek 4.20: Iloczyn wektorowy dwoch
wektorow jest wektorem, ktorego diugosc jest rowna polu powierzchni rownolegtoboku o bokach a — i b —
na stronie 182). Jego warto§¢ wynosi

(wzor 367 ) c=absina

Rysunek 4.20: lloczyn wektorowy dwoch wektorow jest wektorem, ktorego dtugosc jest
réwna polu powierzchni réwnolegtoboku o bokach 4 i b

.
Nalezy zauwazy¢, ze warto$¢ wektora ¢ utworzonego z iloczynu wektorowego dwdch wektorow d@ i b jest

liczbowo réwna polu powierzchni rownolegtoboku o bokach ¢ 1 _b), gdyz

(wzbr 368 ) c=absino=a(bsina)
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Warto$¢ wyrazenia w nawiasach jest wysokoscia & rownolegtoboku o bokach a i b (Rysunek 4.21.: Podstawa a
razy wysokos¢ h , to pole powierzchni rownolegloboku na stronie 183), zatem: podstawa a razy wysokos¢
h, to pole powierzchni tego rownolegloboku.

h ,* o P = alsim

Rysunek 4.21: Podstawa a razy wysokos¢ h, to pole powierzchni rownolegtoboku

Warto ponadto zauwazy¢, ze iloczyn wektorowy nie podlega prawu przemiennosci. Dlatego wazna jest
kolejnos¢ zapisu. Zmiana kolejnosci powoduje zmiang zwrotu wektora wyniktego z iloczynu wektorowego:

(wz6r369)axb="2 ale bxad=-C
Stosujac definicjg iloczynu wektorowego, mozemy napisaé wzor wektorowy na moment sity:
(wz6r370) M =7xF

Wzoér ten jest lepszy od (wzor 358 na stronie 180), w tym sensie, ze zawiera w sobie informacje nie tylko o
warto$ci momentu sity, ale — jeszcze dodatkowo — o wlasnosciach wektorowych momentu sity i nie wymaga
stosowania umowy o jego znaku ,£”.

Warunki rownowagi

Moment sity jest podstawowa wielkoscia fizyczna, ktdra operuja inzynierowie przy projektowaniu stropow, mostow
i innych budowli. Zeby konstrukcja inzynierska sie nie zawalita, musi nie tylko by¢ wytrzymata, ale takze spetnia¢
warunki rownowagi. Badaniem warunkow réwnowagi zajmuje si¢ oddzielna dziedzina nauki, zwana statykq. My
ograniczymy si¢ tutaj do przedstawienia tylko podstawowych zasad.

Aby cialo nie zmieniato swojego stanu spoczynku, musza by¢ spetnione dwa warunki:

1. Aby cialo nie moglo si¢ przemieszcza¢ ruchem postgpowym, to stan rdwnowagi jest osiagnigty, gdy suma
wektorowa wszystkich sil dzialajacych na cialo (tzn. ich wypadkowa) jest rowna zeru.
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2. Aby ciato nie moglo obracaé si¢ wokot okreslonej osi, to stan rOwnowagi jest osiagnicty, gdy suma momentow
sil, okreslonych wzgledem osi, jest rowna zeru, czyli

(wz6r 371 ) M+ Mo+ ...+ M,=0

Warunek 1. jest konsekwencja pierwszej zasady dynamiki Newtona.

Warunek 2. wynika z zadania, aby w stanie rtOwnowagi suma momentow obracajacych ciato w jedna strong byta
réwna sumie momentow obracajacych ciato w strong przeciwna.

Przyktad 5

Dwa cigzary o masach m; i m, znajduja si¢ na koncach sztywnego, lekkiego preta o dhugosci
| (Rysunek 4.22: Nalezy tak dobra¢ stosunek 1 1 do 12, aby pret sie nie przechylal na stronie
184). Punkt stabilnego podparcia, gdy uktad jest w réwnowadze (czyli pret si¢ nie przechyla)

/
znajduje si¢ w odlegtosciach /; i /5, odpowiednio, od kofcow preta. Znajdz jaki jest stosunek l_;

"yl > im

Rysunek 4.22: Nalezy tak dobra¢ stosunek [, do [,, aby pret sie nie przechylat

Odpowiedz: Jezeli pret jest podparty tak jak na rysunku, to ramieniem silty F jest odcinek /;.
Moment tej sity jest ujemny i wynosi M= - F'/;. Ramieniem sily F, jest odcinek /,; moment tej
sity jest dodatni, M, = F5l,.

Zgodnie z warunkiem rownowagi - pret nie bedzie si¢ przechylat, gdy
Stad
wiec

L m
(WZér374)l—2 =77,

Widzimy, ze uktad jest w rownowadze (pret si¢ nie przechyla), gdy pret jest podparty w punkcie,
/ m
ktory dzieli odcinek / w stosunku l_; roéwnym odwrotnos$ci stosunku mas Wi cigzarow. Wzor (wzor

374 na stronie 184) stuzy nam do wyznaczenia potozenia srodka cigzkosci i $srodka masy.
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Pytania i problemy

1. Zdefiniuj moment sity oraz ramig sily.

2. Sita F=100N, dziatajac stycznie do obwodu kota zamachowego wykonanego w postaci obrgczy cienkosciennej o
promieniu » = 50cm, obraca go wzgledem osi przechodzacej przez srodek o kat 360 ° . Oblicz wykonana prace.

3. Podaj wyrazenie na prace, ktéra wykonuje sita obracajaca bryl¢ wokoét nieruchomej osi.

4. Podaj jakie warunki musza by¢ spetnione, aby ciato bylo w rownowadze.

5. Jaka prace nalezy wykonag¢, aby lezacy na ziemi jednorodny shup o dtugosci 10 m i o0 masie 100 kg postawié
pionowo? Uwaga: Srodek masy jednorodnego stupa lezy w jego $rodku geometrycznym.

6. Jednorodny blok o masie 17 000 kg w ksztalcie prostopadloscianu ma wymiary krawedzi: a=2m, b= 1m,
c=1,5m (Rysunek 4.23: Jednorodny blok prostopadtoscienny na stronie 185).

a. Oblicz energie potencjalna bloku w przypadku, gdy lezy na poziomym podtozu na §ciance bocznej o
wymiarach a- b.

b. Ile pracy wykona dzwig, stawiajac blok na $ciance o wymiarach c- b tak, aby krawedz a byta pionowa?

e

Rysunek 4.23: Jednorodny blok prostopadtoscienny

Uwaga: Srodek masy jednorodnego prostopadiosciennego bloku lezy w jego $rodku geometrycznym.

4.5 Srodek ciezkosci i srodek masy

Pojgcie srodka masy jest bardzo uzyteczne, gdyz — jak si¢ przekonamy — pozwala na znakomite uproszczenie opisu
ruchu postgpowego uktadu sktadajacego si¢ z wielu cial. Zamiast rozpatrywaé poszczegdlne ruchy duzej liczby ciat,
wystarczy w wielu przypadkach rozwazy¢ jedynie ruch jednego punktu bedacego srodkiem masy uktadu tych ciat.
Pojgcie Srodka masy stosuje si¢ rowniez do bryly sztywnej. Dzigki zastosowaniu tego pojgcia skomplikowany ruch
bryly mozna prosto opisaé, jako ztozenie ruchu postgpowego punktu materialnego i obrotu nieruchome;j bryty. Pojgcie
srodka masy najtatwiej mozna wyjasni¢ rozwazajac bliskie mu pojgcie srodka cigzkosci.
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Srodek ciezkosci
W przyktadzie Przyklad 5 na stronie 184 wyznaczyliSmy potozenie punktu stabilnego podparcia sztywnego preta,
na koncach ktérego znajduja si¢ dwa cigzary o masach my i m, (Rysunek 4.22: Nalezy tak dobra¢ stosunek [ I do [

2, aby pret si¢ nie przechylal na stronie 184). Warunek rownowagi wymaga, aby suma momentow sit cigzko$ci
wzgledem osi przechodzacej przez punkt stabilnego podparcia byta rowna zeru:

(WZér 375)M1+M2:lez-F]llznglz-mlgllzo

Stad:

L _m
(wz()r376)l—2 =7,

Taki warunek rownowagi wystgpuje w jednorodnym polu sit cigzkosci w dowolnym przypadku dwoch punktowych
cial o masach m; i m, odlegtych od siebie o / — Rysunek 4.24: Srodek ciezkosci dwéch ciat o masachm 1 im 2 na
stronie 187.

Mozna wykazac, ze punkt zaczepienia wypadkowej sit cigzkosci przypada wiasnie w punkcie S, ktory dzieli odcinek /
zgodnie z powyzszym warunkiem. Dlatego punkt S nazywamy srodkiem ciezkosci dwoch cial.

Pojgcie srodka cigzkosci stosuje sig nie tylko do dwoch ciat, ale roéwniez do uktadu wielu ciat i do bryl sztywnych.
Zatem:

o Wazne:
Srodek ciezkosci - jest to punkt zaczepienia sity wypadkowej wszystkich sit cigzkosci elementéw uktadu, lub
wszystkich czgséci bryly sztywne;j.

W przypadku bryt jednorodnych potozenie $rodka cigzkosci pokrywa si¢ ze Srodkiem geometrycznym symetrycznej
bryly. Na przyktad, dla jednorodnej kuli srodek cigzkosci znajduje si¢ doktadnie w srodku kuli. Podobnie dla
jednorodnych ciat w ksztalcie walca, szeScianu, rownolegltoscianu itp. — ich srodki cigzko$ci pokrywaja sig ze
srodkami geometrycznymi.

-
L
-
"
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Znajduje si¢ on w punkcie S, dzielacym odcinek / na dwa odcinki /| i /5, w stosunku /,/1,=m,/m,

Rysunek 4.24: Srodek ciezko$ci dwoch ciat o masach myim,

Rodzaje rownowagi

Jak juz wspomniano, rownowaga bryly bedzie utrzymana wtedy, gdy punkt stabilnego podparcia przytozenia sity
przeciwnej do sity grawitacji - rtOwnowazacej t¢ grawitacj¢ bedzie znajdowat si¢ w srodku cigzkoscei - taki punkt
nazywali$my dotad punktem stabilnego podparcia. ROwnowaga moze by¢ osiagnigta rowniez w przypadkach, gdy
punkt podparcia (lub) ciata bedzie znajdowat si¢ doktadnie nad, lub pod $rodkiem cigzkosci. W zwiazku z tym
rozrézniamy nastgpujace rodzaje rOwnowagi:

1. Roéwnowaga obojetna

Punkt zawieszenia pokrywa si¢ ze $rodkiem cigzkosci (Rysunek 4.25: Punkt zawieszenia znajduje si¢ w srodku
cigzkosci S na stronie 187). Obrot ciata nie zmienia potozenia srodka cigzkosci, jego energia potencjalna nie
zmienia si¢. Zatem nie wymaga ono pracy i ciato pozostaje w nowym potozeniu rownowagi.

a) Ciato znajduje si¢ w rownowadze, b) po wychyleniu cialo w dalszym ciagu znajduje si¢ w rownowadze

Rysunek 4.25: Punkt zawieszenia znajduje sie w srodku ciezkosci S
2. Rownowaga trwala

Ciato znajduje si¢ w rownowadze trwatej, gdy punkt przylozenia sity (zawieszenia) znajduje si¢ nad $rodkiem
cigzkosci (Rysunek 4.26: Punkt zawieszenia znajduje sie nad srodkiem ciezkosci S na stronie 188a) na linii
pionowej. Wychylenie ciata (Rysunek 4.26: Punkt zawieszenia znajduje sie nad srodkiem ciezkosci S na stronie
188b) powoduje wytracone ze stanu rownowagi. Pojawia si¢ moment sity sprowadzajacy ciato do potozenia
wyjéciowego. Nalezy zauwazy¢, ze wychylenie ciata podnosi jego $rodek cigzkosci, zatem energia potencjalna
ciata wzrasta. Ciato ma najnizsza energig¢ potencjalng w potozeniu rownowagi (Rysunek 4.26: Punkt zawieszenia
znajduje sie nad srodkiem ciezkosci S na stronie 188a).
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a) Cialo znajduje si¢ w rownowadze, b) po wychyleniu cialo powraca do stanu rownowagi

Rysunek 4.26: Punkt zawieszenia znajduje sie nad srodkiem ciezkosci S
. Rownowaga chwiejna

Ciato znajduje si¢ w rownowadze chwiejnej, gdy punkt przytozenia sity (podparcia) znajduje si¢ pod srodkiem
cigzkosci (Rysunek 4.27: Punkt podparcia znajduje si¢ pod Srodkiem ci¢zkosci S na stronie 189a) na linii
pionowej. Wychylenie ciata (Rysunek 4.27: Punkt podparcia znajduje si¢ pod srodkiem ci¢zkosci S na stronie
189b) powoduje wytracenie ze stanu rownowagi. Pojawia si¢ moment sity odchylajacy ciato dalej od potozenia
wyjsciowego. Teraz wychylenie ciata obniza jego $rodek cigzkosci, zatem energia potencjalna ciata maleje. Ciato
ma najwyzsza energi¢ potencjalna w potozeniu pierwotnym (Rysunek 4.27: Punkt podparcia znajduje si¢ pod
srodkiem ciezkosci S na stronie 189a).
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a) Ciato znajduje si¢ w rownowadze chwiejnej, b) po wychyleniu ciato wychyla sig dalej

Rysunek 4.27: Punkt podparcia znajduje sie pod srodkiem ciezkosci S

Srodek masy

Srodek masy znajduje si¢ w tym samym miejscu co $rodek cigzkosci. Srodek masy jest pojeciem ogélniejszym od
srodka cigzkosci, gdyz cialo ma Srodek masy zawsze niezaleznie od tego, czy znajduje sig, czy nie, w polu cigzkosci.
Potozenie srodka masy wyznacza si¢ za pomoca wzoréw podobnych do wzoréw okreslajacych potozenie srodka
ciezkosci.
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Rysunek 4.28: Potozenie srodka masy miedzy dwoma ciatami

Rozwazmy dwa jednorodne ciala o masach m i m, poloZzone na osi x w odlegtosci x; i x, od punktu O, odlegte od
siebie 0 / =x,- x| (Rysunek 4.28: Potozenie Srodka masy miedzy dwoma ciatami na stronie 190). Punkt S, ktory
dzieli odcinek / w stosunku odwrotnie proporcjonalnym do mas tych cial, nazywamy $rodkiem masy uktadu dwoch
cial (punktéw materialnych). Zatem

L _m
(wz()lr377)l—2 =7,

W szczegblnym przypadku, gdy masy obydwu cial sa sobie rowne, czyli m; = m,, ze wzoru (wzor 377 na stronie
190) wynika, ze /| = [,, to znaczy, ze $rodek masy znajduje si¢ doktadnie w potowie odcinka taczacego obydwa
ciata.

Jezeli przez x; oznaczymy wspolrzedna Srodka masy, to /| = x;-x;, [, = X, - X5 i po wymnozeniu ,,na krzyz” réwnania
(wzor 377 na stronie 190) mamy

(wzor 378 ) my(xs-x1) =my(xy-Xy)

skad po prostych przeksztalceniach otrzymamy wzor na wspotrzedna srodka masy

mxy T mpx,

(wzbr 379 ) x,= m T m,

Wz6r ten tatwo daje si¢ uog6lni¢ dla uktadu wielu, », punktow materialnych:

myxy+myxy .+ myx,
mytmyt...+my

(wzdbr 380 ) x,=

W celu okreslenia potozenia $rodka masy w przestrzeni nalezy poda¢ wszystkie trzy wspotrzedne. Wspotrzedne y i zg
wyrazamy analogicznie do wzoru na Xx;.

Pojecie srodka masy stosuje si¢ nie tylko do uktadu wielu punktow materialnych, ale rowniez do pojedynczych
cial o dowolnym ksztalcie. Aby znalez¢ potozenie srodka masy, nalezy w takim przypadku podzieli¢ ciato na mate
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czescei 1 zastosowaé wzor analogiczny do (wzor 380 na stronie 190), gdzie masy i wspotrzedne odnoszg si¢ do
poszczegodlnych czesci ciata. Dla ciat o ksztattach wykazujacych duza symetri¢ wyznaczenie $rodka masy jest proste.
W przypadku ciat jednorodnych potozenie §rodka masy pokrywa si¢ ze srodkiem geometrycznym symetrycznej bryly
(co omowilismy wyzej rozwazajac potozenie $rodka cigzkosci).

Srodek masy moze by¢ w spoczynku lub porusza¢ si¢ podczas ruchu poszczegdlnych ciat uktadu. Zapytajmy, jaka jest
predkosc srodka masy vy, gdy znane sa predkosci i masy ciat uktadu.

] Wskazowka:

Piszac rownanie (wzor 380 na stronie 190) dla dwoch roznych chwil czasu i odejmujac je od siebie
stronami, otrzymamy

myAxy+my A xy+.+my Axy,
mytmyt...+my

(wzbr381) Axs=

. : . o A As . -
Dzielac obie strony przez A t=t,-t;1uwzgledniajac, Ze predkos¢ srodka masy vy = Tts oraz ze predkosci
B . A X1 A Xy
poszczegolnych ciat wynosza: vi=—7x7", v, =37 itd., otrzymamy
myvyt+myvy+.tmyyy,
my+my+...+my

(wzor 382 ) vg=

Wzor ten jest stuszny rowniez w zapisie wektorowym:

— — —
myvytmyvyt . tm, vy,
mytmy+...tmy,

(wzbr 383 ) Vy=

Widzimy, ze w liczniku tego wzoru wyst¢puje sumaryczny ped catego uktadu, a w mianowniku sumaryczna
masa M catego uktadu, wigc

—

(wzér 384) V=47

Zatem predko$¢ srodka masy jest zdeterminowana przez ped calego uktadu. W przypadku gdy uktad jest
odosobniony, jego catkowity ped jest staty i wtedy predkos¢ srodka masy jest rowniez stata co do wartosci i co do
kierunku, czyli srodek masy porusza si¢ ruchem bezwtadnym, niezaleznie od tego, jak poruszaja sig¢ czgsci sktadowe
uktadu. Na uktad odosobniony nie dzialaja sity zewnetrzne. Widzimy zatem, ze sity wewngtrzne nie wplywaja na
ruch $rodka masy.

Jak zachowuje sig $rodek masy, gdy na uktad dziataja sity zewnetrzne? Srodek masy uzyskuje wtedy przy$pieszenie

d, ktore mozna obliczy¢ z drugiej zasady dynamiki Newtona:

(wz6r385) F = Md,

gdzie F oznacza sumg (wektorowa) zewnetrznych sit dziatajacych na wszystkie ciata uktadu. Zatem, Srodek masy
ukladu zachowuje si¢ tak, jak gdyby cala masa ukladu znajdowala si¢ w punkcie Srodka masy i jak gdyby
wszystkie sily dzialajace na ciala ukladu byly przylozone do tego punktu. Tres¢ powyzszego stwierdzenia stuzy
do bardziej precyzyjnej definicji srodka masy:

1 Wazne:

Srodek masy - jest to punkt geometryczny bryly lub ukladu cial, ktéry zachowuije sig tak, jak gdyby cata masa
uktadu (bryly) znajdowata si¢ w tym punkcie i jak gdyby wszystkie sity zewngtrzne dzialajace na elementy
uktadu (bryty) byly przytozone do tego punktu.

W szczegolnym przypadku, gdy sity zewngtrzne nie dziataja na uktad, wowczas F=0i przyspieszenie srodka masy
jest rowne zeru (dg = 0), czyli V¢ = const. Jest to przypadek wczesniej omowiony.

! Wskazowka:
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Druga zasada dynamiki Newtona dla §rodka masy:

(wz6r 386 ) F = Md,
gdzie F wypadkowa sit zewnetrznych dziatajacych na ukfad, @ - przy$pieszenie $rodka masy, M - catkowita
masa uktadu.

Prawo wyrazone wzorem (wzor 386 na stronie 192) udowodnimy dla uktadu sktadajacego si¢ z dwoch ciat.
Zapiszemy dwa rownania (wzor 383 na stronie 191) dla dwoch réznych chwil czasu ¢'1 £

N N
387 ) 7 = VLT M V)
(wzér ) Vi I,
—n N
(i 388)_’":mlvl+mzv2
wz0r Vs T
odejmujac je stronami, otrzymamy
e R VI o o
(wizor 389) 7" L _mViEmy Yy mV i rmyVy  my(Vi-Vy) Amy(Vy-V5)  m AV +my A
W20r 389) V- Vs = Ty - m T, my+my my+my
Zatem
— —
(wzbr390) A7, — THAYIE M A V)
N m1+m2
Stad

Dzielac obie strony przez A t=t"-t', otrzymamy

. AV AV AV,
(wzor 392) (my+my)—x7 =mi—fx7 tMy A7

Po prawej stronie tego réwnania wystgpuja wyrazenia:
o

%
(wzor 393) mthl =md,

(gdzie @ jest przyspieszeniem ciata ,,1’) oraz
-

v
(wzor 394 ) sztz =myd,

(d, jest przyspieszeniem ciala ,,2”). Zgodnie z druga zasada dynamiki Newtona iloczyny te sa rowne
wypadkowym sitom dziatajacym na ciata ,,1” 1 ,,2”. Na kazde ciato dziataja zardwno sity wewngtrzne (7 | i

72), jak i zewngtrzne (?1 i Fz), wiec

(wzor395) myd,= f +F
oraz

(wzor 396 ) myd,= 72+f2

A -
Podstawiajac te wyrazenia do wzoru (wzor 392 na stronie 192) oraz uwzgledniajac, ze AVts ="d (gdzie

d, oznacza przyspieszenie $rodka masy), otrzymamy:

(wzbr 397) (m1+m2)75271+751+72+ﬁ2
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Zgodnie z trzecia zasada dynamiki Newtona, sity 71 i ?2 sa sobie rowne, lecz przeciwnie zwrdcone,
poniewaz sa sitami wewngtrznymi wzajemnego oddzialywania ciat 41 B, czyli 71 +?2 = 0. Ostatecznie
otrzymamy:

(wz6r398) (my+my)d@y=F +F,
Wzér ten wyraza zasadg ruchu $rodka masy dla uktadu dwoch ciat i tatwo daje si¢ uogolnic; jest on zgodny

ze wzorem (wzor 386 na stronie 192). Zatem wykazaliSmy w szczeg6lnym przypadku prawdziwosé
twierdzenia o §rodku masy.

Zasada zachowania energii
Rysunek 4.29: Film

Przyktad 6

Granat leci poziomo. W pewnej chwili granat wybucha, odtamki rozlatuja si¢ w réznych
kierunkach, ale §rodek masy wszystkich odtamkow leci w dalszym ciagu tak, jakby nic si¢ nie
wydarzyto. To znaczy tak, jak gdyby granat leciat, nie rozrywajac sig na czgsci. Dzieje sig tak
dlatego, ze (zaniedbujac opor powietrza) w czasie wybuchu na odtamki granatu dziataja sity
wewngtrzne, a sily wewngtrzne nie wptywaja na ruch srodka masy uktadu (ich suma wektorowa jest
rowna zero).

/

Srodek masy porusza sie
jednakowo mimo eksplozji

Eksplodujacy granat: srodek masy porusza si¢ jednakowo mimo eksplozji

Rysunek 4.30: Animacja
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Przyktad 7

Cztowiek przechodzi z rufy todki na dziob. Na jaka odlegtos$¢ todka przemiesci sig na jeziorze?
Masa todki M = 100kg, a jej dtugosé / = Sm. Masa cztowieka m = 75kg.

Odpowiedz: Uktad todka—cztowiek mozemy traktowac jako uktad odosobniony, poniewaz sity
tarcia migdzy t6dka a woda sa bardzo mate. Zatem $rodek masy uktadu pozostaje w spoczynku,
mimo Ze czlowiek i 1odka przemieszczaja si¢ (Rysunek 4.31: Srodek masy uktadu tédka—czlowiek
pozostaje w spoczynku mimo ruchu czlowieka na stronie 194). Srodek masy t6dki znajduje si¢ w
polowie dtugosci 1odki, w odlegtosci I/2 od rufy i dziobu.

Rysunek 4.31: Srodek masy uktadu todka-cztowiek pozostaje w spoczynku mimo
ruchu cztowieka

Srodek masy S uktadu dzieli odcinek o dtugosci //2 na dwa odcinki /; i /, w stosunku odwrotnie
proporcjonalnym do mas M i m. Mozemy zatem napisa¢ rOwnania:

z
(wzor399) =4, 1+h=5

Stad po wyeliminowaniu /, otrzymujemy
(wzor400) /= Wl

Patrzac na Rysunek 4.31: Srodek masy ukladu tédka—czlowiek pozostaje w spoczynku mimo ruchu
cztowieka na stronie 194, widzimy, ze przemieszczenie srodka masy todki (punkt O na rysunku)
wynosi 2/, i takie samo jest przemieszczenie kazdego innego punktu todki wzgledem jeziora, czyli
przemieszczenie todki wynosi

(wzor 401 ) x=-Ar ]

Zatem

: ___ke o _
(wzor402) x= T00kg + 75kg -5m=2,14m
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Pytania i problemy

1. Podaj wzor na wspotrzedng x, Srodka masy trzech punktéw materialnych o masach m, m,, my i wspotrzednych x,

X, Xp.

Uktad odosobniony sktada si¢ z trzech ciat o masach m; = 1kg, m, = 2kg, my=2kg i predkosciach v, = l%,

vy = 2%, V3= —1%. Ciala te sa rozmieszczone na wspoélnej prostej i przemieszczaja si¢ wzdhuz niej. Oblicz

predkos¢ srodka masy tego uktadu.

3. Opisz zachowanie srodka masy uktadu, na ktory dziata sita zewngtrzna.

4. Po przeczytaniu rozwiazania przyktadu 7. (Przykiad 7 na stronie 194), uczen stwierdzil, ze jest ono btedne.
»Skoro masy cztowieka i 16dki maja si¢ do siebie jak 3:4” rozumowat uczen, ,,to przebyte przez czlowieka i
todke drogi - w braku sit zewngtrznych - powinny si¢ mie¢ do siebie jak 4:3. Cztowiek, zgodnie z trescia zadania,
przebyt droge rowna dhugosci todki, czyli 5 m, wigc 16dka powinna sig przemiesci¢ o 3,75 m”. Wskaz usterkg w
rozumowaniu ucznia.

4.6 Moment pedu i druga zasada dynamiki dla bryty sztywnej

Pojgcie momentu pedu nalezy do podstawowych poje¢ fizyki. Poprzednio poznate$ dwie fundamentalne zasady
zachowania — zasad¢ zachowania pgdu i zasadg zachowania energii. Obecnie zapoznasz si¢ z nast¢pna — zasada
zachowania momentu pgdu. Pozwala ona na rozwiazywanie wielu probleméw fizycznych w sposob tatwy bez
koniecznosci analizowania ruchéw indywidualnych czastek i sit na nie dziatajacych.

Zauwazyte$ zapewne, ze w przypadku opisu ruchu bryty sztywnej korzystaliSmy z wielko$ci fizycznych
analogicznych do pewnych wielko$ci dla punktu materialnego. Zamiast masy korzystaliSmy z momentu
bezwladnosci, zamiast sity — z momentu sify. Podobnie, zamiast pedu bedziemy korzystaé z momentu pedu. Zeby sie
przekona¢ o koniecznos$ci (i wygodzie) stosowania tego pojgcia, rozwazymy cialo obracajace si¢ wokot nieruchome;j

osi, na ktore dziata kilka sit. Sumg wszystkich momentoéw sit oznaczymy przez M. Wypadkowy moment powoduje
przyrost energii kinetycznej ciata, a wige 1 predkosci katowej. Niech w pewnym nieduzym odstgpie czasu A ¢
predkos¢ katowa ciata zmienia sig¢ od warto$ci w; do w,. Zatem zmiana energii kinetycznej wynosi

Wz6r ten przeksztatcimy w nastgpujacy sposob:
, I I
(wzor404 ) AE;, = j(w%-wf) = z(wz-wl)(wz + wl> = (1w2 - Ia)l)wér

: o o ot wy
gdzie wy, oznacza Srednia predkos¢ katowa wy.=——

Zmiana energii kinetycznej jest wywolana praca wypadkowego momentu sity

(wzor 405 ) AW = M do.= M g At

Przyréwnujac (wzor 404 na stronie 195) do (wzor 405 na stronie 195) po uproszczeniu przez wg,, otrzymamy:

(wzor406 ) M At=1w,-1ow,
Wz6r ten przypomina nam swoim ksztattem druga zasade dynamiki Newtona w ujeciu pedu i popedu (patrz wzor
(wzor 193 na stronie 104)):

(wzor 407 ) F At=mvy-mv,
Zamiast warto$ci sity F' we wzorze (wzor 407 na stronie 195) mamy wartos¢ momentu sity M w (wzor 406 na
stronie 195), zamiast masy m — moment bezwtadnosci /, zamiast predkosci liniowej v — predkos¢ katowa w.

Iloczyn masy i predkosci jest pedem, B = mV. Podobnie dla bryty, iloczyn momentu bezwladnosci i predkosci
katowej jest warto$cia momentu pedu:

(wzérd08) L=1Iw
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m2

ko -
Jednostka momentu pedu jest £ S
Zwro¢my uwagg na to, ze wzor (wzor 408 na stronie 195) jest analogonem wzoru na ped:

(wzb6r409) p=mv

Ped jest wielkoscia wektorowa, podobnie i moment pgdu. Konsekwentnie, wzor (wzor 408 na stronie 195)
mozemy zapisa¢ wektorowo, jezeli przyjmiemy, ze i predkos¢ katowa jest wektorem (moment bezwladnosci 7 jest
skalarem). Wtedy wzor na moment pgdu mozemy zapisa¢ w postaci wektorowe;:

(wzor410) L =1a

We wzorze tym predkosé katowa wystepuje w postaci wektorowej. Jest to wektor, ktorego dlugo$¢ ma wartosé
liczbowa réwna predkosci katowej, kierunek jest prostopadty do ptaszczyzny obrotu i zwrot zgodny z regula Sruby
prawoskretnej (patrz Rysunek 4.32: Wektor predkosci kqtowej ma kierunek prostopadly do plaszczyzny obrotu i zwrot
zgodny z regulq Sruby prawoskretnej na stronie 196).

&

Rysunek 4.32: Wektor predkosci katowej ma kierunek prostopadty do ptaszczyzny obrotu i zwrot
zgodny z reguta Sruby prawoskretnej

Tak zdefiniowany wektor ma wlasnosci nieco rézne od ,,zwyklego” wektora i nazywa si¢ wektorem osiowym. Dzigki
temu i moment pgdu zdefiniowany wzorem (wzor 410 na stronie 196) jest tez wektorem osiowym.

@ Wskazowka:
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Wektor osiowy ma t¢ wlasnos$¢, ze przy zamianie uktadu wspotrzednych — z prawoskretnego na lewoskretny
— nie zmienia swego kierunku i zwrotu. Podczas gdy ,,zwykty” wektor (zwany wektorem biegunowym)

przy tej zamianie uktadu wspotrzednych zachowuje tylko kierunek, a zwrot zmienia si¢ na przeciwny.
Wiasnosci tych wektoréw sa szerzej opisane w ksiazce: H. Morgenau i G.M. Murphy, Matematyka w Fizyce

i Chemii, PWN, Warszawa. Na poczatek wystarczy nast¢pujace intuicyjne rozréznienie: wektory biegunowe
wskazuja bezposrednio kierunek i zwrot wielkosci, ktora opisuja. Natomiast wektory osiowe sa prostopadie
do ptaszczyzny wyznaczanej przez opisywane zjawisko; wymagaja one umownego przypisania im zwrotu - w
przypadku predkos$ci katowej ta umowa jest regula sruby prawoskretnej.

Oto definicja momentu pedu:
® Zamapigtaé:
Moment pedu wyraza si¢ iloczynem momentu bezwladnosci I oraz predkosci katowej @:
(wzor411) L =13

Zauwazmy, ze warto§¢ momentu pgdu punktu materialnego poruszajacego si¢ po okrggu o promieniu 7 wynosi
L=mr2w=mrv=rmv=rp, czyli jest rowna iloczynowi pgdu i promienia okrggu.

Korzystajac z definicji momentu pedu: L = Iw, wzor (wzor 406 na stronie 195) mozemy przeksztatci¢ nastgpujaco:
MAt=L,-Ly= ALWubMAt=L,-L;= AL.Zatem
(WZ(')I’412)M=%
Wzér ten jest wyrazem drugiej zasady dynamiki ruchu obrotowego bryly sztywnej, ktora ze wzgledu na swdj
charakter nosi rowniez nazw¢ podstawowej zasady dynamiki ruchu obrotowego bryly sztywnej:
® Zamapietaé:
II zasada dynamiki bryly sztywnej:

Moment sity M jest réwny stosunkowi przyrostu momentu pgdu A L do czasu A t, w jakim ten przyrost
nastapit, czyli jest réwny szybko$ci zmian momentu pgdu
(wzord13) M =SL
Ponownie zwroé¢my uwagg na analogi¢. Wystgpuje tu analogia z druga zasada dynamiki dla punktu materialnego

- A
F= Tlt?’ gdzie odpowiednikiem momentu sity jest sila, a odpowiednikiem momentu pedu jest ped.

Rownanie (wzor 412 na stronie 197):
(wzor414) M =5+

mozna przedstawi¢ w jeszcze innej postaci. Poniewaz,
(wzordl5) AL=Ly,-Li=Iw,-lo;=1Aw
wiec
. —=_A®
(wzor4l6 ) M =1—x/

ale

(wzord17) 5L =7
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jest przyspieszeniem katowym (nalezy zwroci¢ uwage na to, ze przyspieszenie katowe definiujemy za pomoca wzoru
A — —

€= ch, ktory ma swoj odpowiednik w postaci wzoru na przyspieszenie liniowe @ = AT‘;), zatem
(wzord18) M =1%

Roéwnanie to méwi, ze w ruchu obrotowym przyspieszenie katowe bryly jest proporcjonalne do wypadkowego
momentu sily, a wspotczynnikiem proporcjonalnosci jest odwrotnos¢ momentu bezwtadnos$ci bryty.

Znowu mamy tu analogi¢ z wzorem F=ma - wyrazajacym druga zasade¢ dynamiki punktu materialnego.
! Wskazowka:
Moment pedu w postaci iloczynu wektorowego

Moment pedu punktu materialnego poruszajacego si¢ po okregu, zgodnie ze wzorem (wzor 407 na stronie
195), wynosi L= Iw=mr2o=mrv=rmv=rp.

Zatem moment pgdu punktu materialnego poruszajacego si¢ po okregu mozna zapisaé jako L =rp, gdzie r
jest promieniem okregu. W przypadku ogolniejszym ruchu krzywoliniowego punktu materialnego (Rysunek
4.32: Wektor predkosci kqtowej ma kierunek prostopadty do plaszczyzny obrotu i zwrot zgodny z regutq Sruby
prawoskretnej na stronie 196) moment pedu wzgledem wybranej osi wyraza si¢ za pomoca wzoru

(wzor 419 ) L=rpsina

Widzimy, Ze wzor ten ma posta¢ wartosci iloczynu wektorowego (patrz wzor 367 na stronie 182).

Moment pedu mozna wigc zdefiniowa¢ za pomoca iloczynu wektorowego:
(wzor420) L=7xp

gdzie 7 jest tzw. ramieniem, czyli wektorem odleglosci osi obrotu do okre$lonego punktu.

—
r

Rysunek 4.33: Moment pedu jest wektorem, L= xp
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Chociaz pokazaliSmy, ze wzor ten jest stuszny dla punktu materialnego, to jednak ma on znaczenie ogdlne i stosuje
sig¢ rowniez do bryly sztywnej. Zapis wektorowy podstawowej zasady dynamiki ruchu obrotowego bryly sztywnej w
postaci (wzor 410 na stronie 196) ma znaczenie nie tylko czysto formalne, wyraza co$ wigcej. Mianowicie, moéwi
nam, ze nie tylko szybko§¢ zmiany momentu pgdu jest rowna warto$ci momentu sity, ale rowniez kierunek i zwrot

zmiany wekfora momentu pedu A L jest taki, jak kierunek i zwrot wektora momentu sity.

To, ze moment pegdu jest wektorem ma kapitalne znaczenie, gdyz prawo zachowania momentu pegdu (ktore oméwimy
w nastepnym podrozdziale) dotyczy nie tylko warto$ci momentu pedu, ale rowniez wlasnosci kierunkowych.
Oznacza to na przyktad, ze nie zmienia si¢ w przestrzeni kierunek osi obrotu bryly odosobnionej — ma to wielorakie
zastosowania i wyjasnia wiele zjawisk!

Krazki na réwni

Rysunek 4.34: Film

Przyktad 8

Jednorodna kulka stacza si¢ bez poslizgu po rowni pochylej o kacie nachylenia do poziomu a.
Oblicz przyspieszenie kulki i porownaj je z przyspieszeniem klocka zsuwajacego si¢ bez tarcia z tej
samej rowni.

Odpowiedz: Na kulk¢ wzdhuz réwni dzialaja dwie sity: sktadowa sity cigzko$ci fs i T - sita tarcia
(Rysunek 4.35: Chwilowa os obrotu znajduje si¢ w miejscu styku kulki z rowniq. Obrot kulki jest
wywolany momentem sity F — s na stronie 199). Ruch kulki mozna przedstawi¢ jako ztozenie
dwoch ruchoéw: obrotowego wzglgdem osi O przechodzacej przez jej Srodek i postgpowego.
Prostsze jednak rozwiazanie naszego zagadnienia otrzymamy, gdy rozpatrzymy obrotowy ruch
kulki wzgledem chwilowej osi O’ przechodzacej przez punkt styku kulki z powierzchnia rowni.

Rysunek 4.35: Chwilowa 0$ obrotu znajduje sie w miejscu styku kulki z réwnia.
Obrot kulki jest wywotany momentem sity ?s

Zastosujemy wzor (wzor 418 na stronie 198): M = Ie. To wlasnie sita Fg wywotuje obrot kulki
wzgledem tej chwilowej osi obrotu. Ramig sity jest co do wartosci rowne promieniowi kulki r,
zatem M = Fg lub M = mgr sina, wigc

(wzor 421 ) mgrsina = I¢

gdzie I jest momentem bezwladnos$ci kulki wzgledem osi O'. Z twierdzenia Steinera:

WZOr =lgtmri=Zmrz+mrs=zmr
51422 ) 1= 19+ mr2 =2 mr2+ 2 = L2
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(por. Rysunek 4.16: Moment bezwladnosci dla wybranych jednorodnych bryt I 0 wzgledem osi
przechodzqcej przez srodek masy, zaznaczonej na rysunku na stronie 177). Zatem

(wzor 423 ) mgrsino = zmﬂa
Podstawiajac przyspieszenie liniowe a = er (brak poslizgu), po uproszczeniu otrzymamy
(wz6r 424) a=3gsina

Klocek zsuwajacy si¢ z rowni bez tarcia ma przyspieszenie a;, = g sina (dla klocka Fy = may, Iub
mg sina = may,, zatem g sina = a;). Widzimy, Ze przyspieszenie kulki jest mniejsze od przyspieszenia
klocka o czynnik 5/7.

Podamy jeszcze nieco inne podej$cie do rozwiazania naszego zagadnienia. Zauwazmy, ze rOwnanie
(wzor 420 na stronie 198) moglismy otrzymac bez rozktadu sity cigzkosci F' = mg na sktadowe.

Na Rysunek 4.33: Moment pedu jest wektorem, L — = r — X p — na stronie 198 wida¢, ze

ramig tej sily wzgledem chwilowej osi obrotu O’ wynosi d = r sina, zatem jej moment wzgledem tej
osi jest rtowny M = mgrsina, ale M = I¢ — stad rownanie (wzor 420 na stronie 198).

Pytania i problemy

1. Zdefiniuj moment pedu. Przedstaw argumenty $wiadczace, ze moment pedu izolowanego uktadu ciat (izolowane;j
bryly) jest wielkoscia statag w czasie.

2. Sformutuj podstawowa zasad¢ dynamiki bryty sztywnej w ruchu obrotowym. Jaki skutek wywotuje dziatanie sity,
ktorej moment jest niezrownowazony?

3. Na koto o promieniu » = 0,5m nawini¢to nic i ciagnigto ja stala sita F'=3N, w wyniku czego koto zaczgto si¢
obraca¢ na osi przechodzacej przez jego $rodek z przyspieszeniem ¢ = 0,25s-2. [le wynosi moment bezwiadno$ci
kota?

4. Rozpatrujemy punktowe ciato o masie m = 1kg, na ktore nie dziataja zadne sity. Porusza si¢ ono po linii prostej z
predkoscia v=3m/s. W punkcie O, odlegtym od prostej o d = 2m, znajduje si¢ obserwator, ktory mierzy moment
pedu L tego ciata. Wykaz, stosujac wyrazenie (wzor 420 na stronie 198), ze moment pedu tego ciala nie zalezy
od jego potozenia na prostej i oblicz jego wartos¢.

5. W (przykiadzie 8) wyprowadziliémy wzor na przyspieszenie kulki staczajacej si¢ z rowni pochytej. Wyprowadz
ten sam wzor traktujac ruch kulki jako ztozenie ruchu obrotowego i postgpowego srodka masy.

4.7 Prawo zachowania momentu pedu

Poprzednio omawialismy dwie fundamentalne zasady zachowania — zasad¢ zachowania pedu i zasad¢ zachowania
energii. Obecnie zapoznasz si¢ z nast¢pna — zasada zachowania momentu pgdu. Pozwala ona na rozwiazywanie wiclu
probleméw fizycznych w sposob tatwy bez koniecznosci analizowania ruchéw indywidualnych czastek i sit na nie
dziatajacych.

Jezeli wypadkowy moment sit dziatajacy na ciato (lub uklad cial) jest rowny zeru M= 0, to ze wzoru:

—

(wzord25) M =Sk

wynika, ze
(wzor426) AL=0 czyli L = const

Catkowity moment pgdu ciata (lub uktadu cial) jest wigc staly. W szczegolnosci, jezeli mamy do czynienia z uktadem
odosobnionym, to sity zewngtrzne sa rowne zeru i wypadkowy moment sit jest rowny zeru. Wtedy obowiazuje
réwnanie (wzor 426 na stronie 200). OtrzymaliSmy bardzo wazny wynik — prawo zachowania momentu pgdu,

ktore brzmi:
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® Zamapietac:
Prawo zachowania momentu pedu
Moment pedu uktadu odosobnionego jest staty w czasie

Prawo zachowania momentu pedu nalezy do podstawowych praw przyrody i obok prawa zachowania pedu i prawa
zachowania energii ma powszechne zastosowanie do zjawisk zarowno w skali makroskopowej, mikroskopowej — na
poziomie czastek elementarnych, jak i w skali kosmicznej — na poziomie uktadow gwiezdnych i galaktyk.

Prawa zachowania a symetrie czasu i przestrzeni

Prawo zachowania momentu pedu, podobnie jak dwa pozostale prawa zachowania wyst¢pujace w mechanice, wynika
z podstawowych symetrii przestrzeni i czasu. Jak juz wspomniano, prawo zachowania energii wynika z symetrii
czasu wzgledem przesunie¢ (w czasie). Mowimy, ze czas ma ceche jednorodnosci. Prawo zachowania pedu wynika

z symetrii przestrzeni wzgledem przesuni¢é. MoOwimy, ze przestrzen ma ceche jednorodnosci. Podobnie i prawo
zachowania momentu pgdu wynika z symetrii przestrzeni wzgledem obrotéw (moéwiac popularnie, pusta przestrzen
jest jednakowa w dowolnym kierunku lub — przestrzen ,,wyglada tak samo”, jezeli patrze¢ w dowolnym kierunku).
Mowimy, ze przestrzen jest izotropowa.

Sprébujmy w sposdb uproszczony wyjasnic, dlaczego istnieje prawo zachowania momentu pedu. Wyobrazmy

sobie obracajaca si¢ w pustej przestrzeni bryl¢ sztywna, na ktdra nie dzialaja inne ciata. Niech bryta ma pewne
wybrzuszenie na jej krawedzi. Skoro bryla zostata raz wprowadzona w ruch obrotowy, to bedzie ciagle trwata w tym
stanie. Wyobrazmy sobie wektor poprowadzony od osi obrotu bryty do jej wybrzuszenia. W pewnej chwili wektor
bedzie wskazywat okre$lony kierunek w przestrzeni. Ale przestrzen jest izotropowa (jest jednakowa w dowolnym
kierunku), zatem: zaden kierunek w przestrzeni nie jest w stanie zmienic¢ jej stanu ruchu, tzn. spowolni¢ ja lub
przyspieszy¢, poniewaz kazdy kierunek jest rownowazny (jest ,,jednakowo dobry”). Po prostu nie ma powodu, dla
ktérego bryta miataby zmienia¢ swoja predkosé ruchu obrotowego.

Nalezy zwroci¢ uwage na to, ze moment pedu jest wielko$cia wektorowa i prawo zachowania momentu pedu mowi
o zachowaniu nie tylko warto$ci momentu pgdu, ale rowniez i o zachowaniu jego zwrotu i kierunku. Zatem, jezeli
odosobniony uktad cial ma okre$long 0§ obrotu, to jej kierunek w przestrzeni si¢ nie zmienia.

Przyktad 9

Johannes Kepler w wyniku wieloletnich obserwacji ustalil prawa ruchu planet, zwane prawami
Keplera. Przedstawilismy je w pierwszej klasie; bedziemy je blizej omawiac przy okazji teorii
grawitacji. Kazda z planet obiega Stonce po orbicie eliptycznej. W jednym z ognisk elipsy znajduje
si¢ Stonce ($cislej zdanie to powinno brzmieé: w jednym z ognisk elipsy znajduje si¢ srodek masy
uktadu Stonce-planeta). Z prawa zachowania momentu pedu wynika, ze orbitalna predkos¢ planety
nieustannie si¢ zmienia wraz ze zmianami jej odlegtosci od Stonca.

Ot6z drugie prawo Keplera mowi, ze promien wodzqcy 7 poprowadzony ze $rodka Stonca do

srodka planety zakresla rowne pola powierzchni w réwnych odstepach czasu (Rysunek 4.36:
Promien wodzqcy zakresla rowne pola powierzchni w rownych odstgpach czasu na stronie 202).
Wykazemy, ze prawo to wynika z zasady zachowania momentu pgdu.
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Rysunek 4.36: Promien wodzacy zakresla réwne pola powierzchni w rownych
odstepach czasu

Odpowiedz: Mozemy przyja¢, ze Stonce i planeta tworza uktad odosobniony. Srodek masy uktadu
Stonce—planeta pokrywa si¢ prawie ze Srodkiem Stonca. Abstrahujac od ruchow wiasnych —
obrotowych — Stonca i planety, moment pgdu tego uktadu wynosi

(wzbr 427 ) L=mvr = const

gdzie m — masa planety, v — jej predko$¢ liniowa, » — promien wodzacy.

Wezmy pod uwagg maty odstgp czasu A ¢. Pole powierzchni zakre$lone przez promien wodzacy w
jednostce czasu wyniesie:

(wzor428) AS=1/2-r- As
gdzie A s jest cigciwa fragmentu orbity, przebytego przez planetg w czasie A z. Mozna przyjac - tak
samo przyblizajac - ze As=r- At.
Oznaczmy przez o stosunek A s/ At (czyli pole powierzchni zakre$lone przez promien wodzacy w
jednostce czasu):

(Wzér429)a=w—§w 7vr=W=%=c0nSt

Jest to wlasnie drugie prawo Keplera wyrazone w postaci matematyczne;j.

Mozna wykazac, ze dla dowolnego punktu (na przyktad punktu D na Rysunek 4.36. Promien
wodzqcy zakresla rowne pola powierzchni w rownych odstepach czasu na stronie 202), wartos¢
o bytaby taka sama, jak w punktach 4 i P.

Przyktad 10
Kometa okraza Stonice po orbicie eliptycznej w taki sposob, ze w jednym ognisku elipsy
znajduje si¢ Stonce, za$ stosunek najdalszej do najblizszej odlegtosci komety od Stonica wynosi

R
n= ﬁ =100. Ile razy predkos$¢ liniowa komety jest wigksza, gdy si¢ znajduje w odlegtosci Ry (w

peryhelium), od jej predkosci liniowej w odleglosci R, (aphelium)?
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Odpowiedz: Jesli zaniedbamy oddzialywanie komety z innymi ciatami niebieskimi i przyjmiemy,
Ze jej masa jest stata, to jej moment pedu jest staty i wynosi L =mvR = const, zatem mvR| = mv,R,.
Stad
. vi_ Ry
(wzor 430 ) R, 100

Predkos¢ komety w peryhelium jest sto razy wigksza od jej predkosci w aphelium.

Zasada zachowania momentu pedu

Rysunek 4.37: Animacja

Przyktad 11

Dlaczego w helikopterze stosuje sig¢ dodatkowe $migietko na ogonie?

Odpowiedz: W helikopterze wielkie $§migto napgdowe (nosne) uzyskuje moment pgdu od silnika
w kadtubie. Z prawa zachowania momentu pgdu wynika, ze kadlub uzyskatby taki sam moment
pedu, ale przeciwnego znaku. Kadtub obracalby si¢ w przeciwnym kierunku niz $miglo. Aby
zapobiec temu niepozadanemu zjawisku umieszcza si¢ dodatkowe $migto na ogonie (Rysunek
4.38: Dodatkowe smiglo na ogonie przeciwdziata obracaniu si¢ kadluba helikoptera na stronie
203). Obraca sig¢ ono, w pionowej ptaszczyznie, w takim kierunku, aby powstat moment pedu
kompensujacy obrot kadtuba helikoptera.

Rysunek 4.38: Dodatkowe $migto na ogonie przeciwdziata obracaniu sie¢ kadtuba
helikoptera

Pytania i problemy

1. Sformutuj prawo zachowania momentu pgdu - wyjasnij je na wybranym przyktadzie.
2. Jaka wilasnos¢ przestrzeni powoduje, ze obowiazuje prawo zachowania momentu pgdu? Opisz t¢ wlasnosc.
3. Tancerka wykonuje piruet. Gdy ma rgce roztozone, ma moment bezwtadnosci /, natomiast gdy ma rece blisko

ciala, jej moment bezwladnosci wynosi /. Stosunek momentéw bezwladnosci ]L = % Ile wynosi stosunek

predkosci katowych tancerki %?
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4.8 Analogia miedzy wielkosciami ruchu obrotowego a wielkosciami ruchu
postepowego

Na zakonczenie podsumujemy wiadomosci, znajdujac analogie migdzy wielkoéciami mechaniki ruchu obrotowego
bryly sztywnej a wielko$ciami mechaniki punktu materialnego — zob. tabela Rysunek 4.39: Podstawowe wzory
ruchu postepowego i obrotowego bryly sztywnej na stronie 204, Widzimy, ze wzory dla ruchu obrotowego bryty
sztywnej mozna otrzymac przez proste podstawienie odpowiednich wielkosci do wzoréw charakteryzujacych ruch
postepowy. Na przyktad, jezeli zastapimy mas¢ m momentem bezwtadnosci 7, a predkosé liniowa v — predkoscia
katowa w, to ze wzoru na energi¢ kinetyczna punktu materialnego

, my2
(wzor431) £y =5
otrzymujemy wzor na energi¢ ruchu obrotowego bryty

2
(wror432) B, =14

Mechanika punktu materialnego Mechanika ruchu obrotowego bryly

sztywnej

| Przesuniecie As Kat obrotu Ao

| Predkosc L= % Predkosc katowa o= %
Przyspieszenie g_-"‘_; Przyspieszenie katowe E=i—f
Masa m Moment bezwtadnosci I=Xmr’

| Ped p=mb Moment pedu [=15
Sita F Moment sity M=rxF
Podstawowe prawo dynamiki F = %4 Podstawowe prawodynamiki 37 = %
Energia kinetyczna E, = E Energia kinetyczna E, = "T"'f:

' Prace elementarna AW = FAs Praca elementarna AW =MAx

Rysunek 4.39: Podstawowe wzory ruchu postepowego i obrotowego bryty sztywnej

Pytania i problemy

1. Opisz analogi¢ migdzy ruchem postgpowym a ruchem obrotowym ciala.

2. Wykonujac doswiadczenie z rozdz. /.13 Doswiadczenie ,, Akceleracja” na stronie 61, wyznaczyliSmy
przyspieszenie kulki toczacej si¢ po rowni pochytej. Nie interesowato nas, dlaczego kulka doznaje takiego, a nie
innego przyspieszenia. Obecnie, znajac rownania ruchu kulki (jako bryly sztywnej), oblicz jej przyspieszenie.
Sprawdz, czy r6éznica migdzy warto$cia obliczona a warto$cia wyznaczong eksperymentalnie miesci si¢ w

granicach niepewno$ci pomiarowe;j.
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Doswiadczenie ,,Akceleracja BIS”

Wykonujac to do§wiadczenie, przekonamy sig, ze na réwni pochylej obracajace si¢ ciato stacza si¢ wolniej niz
ciato $lizgajace si¢ po niej. Wyznaczymy warto$¢ przyspieszenia obregczy staczajacej si¢ po rOwni pochytej, oraz
slizgajacego si¢ klocka. Wykorzystamy tu nabyte wczesniej umiejetnoséci opracowania wynikéw pomiardw i sposob
przeksztalcenia krzywej na wykresie w lini¢ prosta (patrz rozdz. 1.13 Doswiadczenie ,, Akceleracja” on page 61).
Doswiadczenie wykonujemy w nastepujacy sposob:

Ustawiamy na stole rownig¢ pochyta (o dtugosci ok. 1 m) o niewielkim kacie nachylenia do poziomu (Figure 4.40:
Hustracja doswiadczenia on page 205). Oznaczamy kreda (lub w inny sposob) jednakowe odcinki drogi, na
przyktad co /= 10cm.

Bedziemy bada¢ ruch dwoch cial: klocka i obreczy (doswiadczenie mozna poszerzy¢ stosujac inne ciala — kula,
walec).

M/

Roéwnia pochyta stuzaca do pomiaréw czasdéw poruszajacych sig ciat
Figure 4.40: llustracja doswiadczenia
Za pomoca stopera mierzymy czas ruchu obreczy i klocka na coraz dtuzszych odcinkach drogi. Mierzymy czas ¢; na

drodze s, =1, t, na drodze s, =21, ., s;,= 10/. Ciala puszczamy za kazdym razem z wierzchotka réwni. Kazdy pomiar
powtarzamy trzykrotnie, aby lacznie otrzymac trzy serie pomiarow.

Whpisujemy wyniki pomiaréw czasu do odpowiednich rubryk tabelki pomiaréw znajdujacej si¢ w sprawozdaniu z
doswiadczenia.

Czas 1 (s)
1 2

Droga s (m) 3 Ly (5) ()

Figure 4.41: Tabela pomiarow

Dla kazdej wartosci drogi obliczamy $redni czas ruchu ciata i wpisujemy go do rubryki #,.. Dzigki temu uzyskujemy
doktadniejsze warto$ci czasoéw (jak sadzisz — dlaczego?). Obliczamy warto$ci kwadratéw czasow $rednich i
wpisujemy je w ostatniej rubryce tabelki.
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Sporzadzamy wykresy zalezno$ci drogi od czasu dla warto$ci uzyskanych podczas pomiaru (krzywe dla obu ciat
wykonujemy na wspolnym wykresie). Na osi rzgdnych odktadamy drogg s w metrach, a na osi odcigtych czas

w sekundach. Pamigtajmy o doborze wlasciwej skali na osiach, aby wykresy byly czytelne. Nanosimy punkty
doswiadczalne i wykreslamy krzywe, prowadzac je migdzy punktami doswiadczalnymi (nie nalezy kresli¢ linii
famanej od punktu do punktu).

Sprawdzamy, czy otrzymane krzywe przypominaja parabole. Teoretyczny wzor na droge w ruchu jednostajnie
przyspieszonym (wzor (wzor 24 on page 20)) jest, jak wiemy, kwadratowa funkcja czasu, czyli na wykresie
przedstawia si¢ jako parabola.

Jezeli wykreslone krzywe (Figure 4.42: Wykres zaleznosci drogi od czasu on page 206) przypominaja parabole, to

2
znaczy, ze ruch tych ciat jest jednostajnie przys$pieszony zgodnie ze wzorem teoretycznym (wzor 433 s = % on page
206). Jezeli otrzymalismy taki wynik, mozemy si¢ cieszy¢, jednakze mozemy odczuwaé pewien niedosyt, gdyz
uzyskalismy tylko jakosSciowe (,,na 0ko”’) potwierdzenie teorii.

Zapisujemy wnioski, jakie wynikaja z ksztaltu otrzymanych krzywych. Odpowiadamy na pytania: Co $wiadczy
o tym, ze mamy do czynienia w obu przypadkach z ruchem jednostajnie przyspieszonym? Czy na podstawie tych
wynikdw mozna wyznaczy¢ przyspieszenie (liniowe) klocka a1 obreczy a,,.?
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Doswiadczalny wykres zalezno$ci drogi od czasu dla cial poruszajacych si¢ po rowni pochytej
Figure 4.42: Wykres zaleznosci drogi od czasu
Sprébujmy znalez¢ potwierdzenie ksztattu parabolicznego krzywych - bardziej obiektywne i doktadniejsze.

Zastosujemy zatem procedurg ,,prostowania” paraboli opisana w 1.13 Doswiadczenie ,, Akceleracja’ on page 61.
Jezeli na osi rzednych bedziemy odktada¢ drogg s, a na osi odcigtych, zamiast wartosci czasu ¢, warto§ci kwadratow

2
czasu 12, to powinni$my otrzyma¢ prosta. Wtedy w rownaniu (wzér 433 s = % on page 206) jako zmienna
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niezalezna traktujemy nie ¢, ale #2, natomiast s jako zmienna zalezna. Otrzymujemy w ten sposob zaleznos¢ liniowa
miedzy s a 2:

s i}

02 b o
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Do$wiadczalny wykres zalezno$ci drogi od kwadratu czasu dla klocka i obregczy staczajacej sig¢ po rowni pochytej

Figure 4.43: Wykres zaleznosci drogi od kwadratu czasu

Teraz wyznaczymy przyspieszenia a. Zgodnie ze wzorem (wzor 434 5= % (2)= ( y= %x) on page 207), tangens

kata nachylenia prostej do osi 12 (wspotczynnik kierunkowy prostej) jest liczbowo réwny poltowie przyspieszenia:

Aby obliczy¢ warto$¢ tangensa, mozemy wzia¢ z wykresu rzedng i odcigta dowolnego punktu na prostej; najlepiej
obra¢ punkt na koncu prostej. Liczbowo

Dla klocka (prosta niebieska — Figure 4.43: Wykres zaleznosci drogi od kwadratu czasu on page 207)
tgayy =10/ UL, 10-

Dla obreczy (prosta czerwona — Figure 4.43: Wykres zaleznosci drogi od kwadratu czasu on page 207)
€201 = 510/ lobr10
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Wirtualne wykonanie do§wiadczenia akceleracja bis

Figure 4.44: Animacja

1. Uruchom animacje¢ kliknigciem myszy.
Stoper uruchamia si¢ sam w momencie, gdy chtopiec upuszcza ciata — klocek i obrecz na rownig¢ pochyta.

2. Obserwuj ruch klocka i obrgczy i zatrzymuj kolejno animacj¢ w momentach, gdy ciata mijaja kolejne znaczniki.
3. Zanotuyj kolejne odczyty stopera i wpisz do tabelki pomiaréw w sprawozdaniu.

przyjmij, ze cata droga kulki wzdhuz réwni wynosi s = lm. Moment zastopowania animacji zalezy od czynnikow
przypadkowych (m.in. - tw@j refleks). Dlatego, tak jak w ,,realu” pomiary sa obarczone niepewnos$ciami, ktore
powiniene$ oceni¢ i wykorzystaé w tzw. ,,Dyskusji bledow”. Kieruj si¢ wskazéwkami zawartymi w ww. opisie
doswiadczenia realnego.

Note:

Dyskusja niepewnos$ci pomiarowych

Liczbowym wynikiem naszego do§wiadczenia ma by¢ przyspieszenie klocka i obrgczy. Wynik pomiaru
jest wtedy pelny, gdy podajemy niepewnos¢, z jaka go wyznaczono. Nasz koncowy wynik nie powstaje
przez bezposredni pomiar, lecz przez ztozenie pomiaréw bezposrednich. Wobec tego jest on obarczony
niepewnosciami pomiaroéw. Zatem, podobnie jak to czynilismy w przypadku poprzednich doswiadczen,
ocenmy najpierw niepewnosci pomiaréw bezposrednich.

1. Niepewno$ci pomiaréw bezposrednich

Mamy dwie wielkos$ci mierzone bezposrednio — drogg s i czas ¢. Przy ocenie niepewnoS$ci pomiaru drogi s
nalezy wzia¢ pod uwagg to, ze kreski, ktorymi zaznaczaliSmy odcinki drogi, maja pewna grubos¢ (kreda),
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i ze stosowali$my podziatk¢ centymetrowa, ktora ma ograniczona doktadno$é. Przyjmiemy wigce, ze
maksymalna niepewno$¢, z jaka mierzyliSmy drogg, wynosi

Czas mierzyliSmy za pomoca stopera, ktorego doktadnos¢ jest wyznaczona przez warto$¢ najmniejszej
dziatki (w podanym przyktadzie 0,1 s). Powinni$my dodac jeszcze czas reakcji przy wlaczaniu i
wylaczaniu stopera w przyblizeniu 0,1 s. Przyjmiemy wigc, ze maksymalna niepewno$¢ pomiaru czasu
Wwynosi

2. Niepewno$¢ pomiaru wielkoSci zlozonej

2
Przeksztatcajac wzor (wzor 433 s = % on page 206), otrzymujemy

wigc przyspieszenie a, bedace wynikiem koncowym pomiaru, ma posta¢ iloczynowa. Zatem mozemy
stosowac taka sama regule jak np. w przypadku doswiadczenia ,,Galileusz”. Niepewno$¢ wzgledna
wyniku koncowego jest suma niepewnosci wzglednych pomiaré6w bezposrednich. NiepewnoSci
pomiarowe moga by¢ dodatnie lub ujemne i moga redukowac si¢ nawzajem, jednak przy ocenie
niepewnosci wyniku koncowego uwzglednimy sytuacje najbardziej niekorzystna, kiedy niepewnos$ci
si¢ sumuja. Dlatego sumujemy wszystkie niepewnosci ze znakiem plus, czyli dodajemy ich warto$ci
bezwzgledne:

Niepewno$¢ wzgledna % wzigliémy dwukrotnie, poniewaz czas ¢ wystepuje we wzorze (wzor 439
a= % on page 209) na przyspieszenie w drugiej potedze (t2=1¢-1).

Teraz mozemy przystapi¢ do obliczen szczegotowych. Obliczymy przyspieszenie i niepewnos$¢ naszego
wyniku koncowego. Przede wszystkim poprowadzimy doktadniej linig prosta na wykresie zaleznosci s
od 2. W tym celu przedstawimy graficznie niepewnosci Asi A (#2). Niepewnos$é A s ocenili$my jako
réowna = 0,5cm, natomiast niepewnos$¢ kwadratu czasu A (#2) musimy potraktowaé jako niepewno$é

e LA
pomiaru Ztozonego ) =2=—,

wiec
Przyjelismy, ze t = £ 0,3, wigc

Dla kazdego czasu ¢ obliczamy niepewnos¢ | (£2)|. Obliczone wartoéci oraz wartoéci pozostatych
niepewnosci wpisujemy do tabelki niepewnosci pomiarow.

Kazdy punkt do$wiadczalny na wykresie otoczymy tak zwanym prostokatem niepewnosci pomiarowych
(Figure 4.42: Wykres zaleznosci drogi od czasu on page 206) informujacym nas o mozliwej pomyitce
przy ustalaniu potozenia punktu. Prostokat niepewno$ci ma podstawe réwna 22| i wysoko$éé 2|s| = 1em.

Teraz mozemy $miato poprowadzi¢ proste w poblizu punktéw doswiadczalnych; nie popelnimy pomytki,
jezeli proste beda przechodzi¢ przez wigkszos¢ (powyzej 70%) prostokatéw niepewnosci, jak na wykresie
— Figure 4.42: Wykres zaleznosci drogi od czasu on page 206. Oto sposob na mozliwie najdoktadniejsze
poprowadzenie linii na wykresie do§wiadczalnym.

Teraz wyznaczymy doktadne warto$ci przyspieszen klocka i obreczy, wedlug wezesniej podanego opisu.

OtrzymaliSmy wartosci przy$pieszen. Jednakze nie jest to jeszcze petny wynik koncowy naszego
doswiadczenia, poniewaz nie podaliSmy niepewnos$ci wyznaczonych warto$ci przyspieszen A a. Aby je

wyznaczy¢, skorzystamy ze wzoru (wzor 439 a= ?‘29 on page 209) na niepewnos$¢ wzgledna (oznaczmy

japrzez ¢). Otrzymamy

Niepewno$¢ bezwzgledna wynosi a = ea.

Note:
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Whioski koncowe
Powiniene$ odpowiedzie¢ sobie na pytanie: dlaczego obrgcz uzyskuje mniejsze przyspieszenie, niz klocek?

Wyjasnienie tego zagadnienia znajdziesz w przyktadzie 8, (rozdz. 2.6 Zasada zachowania pedu on page 105).
Rozpatrywane tam zagadnienie dotyczy kulki staczajacej si¢ po rowni pochytej. Tu mamy do czynienia z
ruchem obreczy, ale wzory sa podobne.

Moment bezwtadnosci bryty obrotowej mozna zapisaé wzorem

Dla obreczy k=1, dla kuli £ =2/5, dla walca k=1/2.

Przeprowadzajac rozumowanie podobne do tego z przyktadu 8, otrzymujemy, Ze przyspieszenie bryty
staczajacej si¢ po rowni pochyltej wynosi:

Zas dla klocka, jak wiemy
Zatem

Sprawdzamy, czy otrzymane do§wiadczalnie warto$ci przyspieszenia klocka a i obrgczy a ;. spetniaja relacjg

=1/2a (bo k,y, =1/2).

obr

wzor 447a, = —la on page 210), czyli czy a
b k+1

obr
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Ciazenie powszechne (grawitacja)

Podrozdziaty:

5.1 Prawo powszechnego
cigzenia

5.2 Laboratoryjne
potwierdzenie prawa
grawitacji

5.3 Grawitacja wewnqtrz
planety - temat
nadobowiqzkowy

5.4 Reguta Titiusa-Bodego -
temat nadobowigzkowy

5.5 Prawa Keplera ruchu planet
5.6 Pole grawitacyjne

5.7 Praca w polu
grawitacyjnym

5.8 Energia potencjalna w polu
grawitacyjnym

5.9 Predkosci kosmiczne

5.D1 Dodatek: Wyprowadzenie
wzoru na prace w polu
grawitacyjnym - temat
nadobowiqzkowy

5.D2 Dodatek: Energia
potencjalna w polu
grawitacyjnym - temat
nadobowiqzkowy

Rysunek 5.1: Wirtualny nauczyciel

Kopernik w swoim dziele pt. O obrotach cial niebieskich pisat:
"Najwlasciwiej jest postepowaé za przezorna przyroda, ktéra najmocniej
si¢ strzegla tworzy¢ co$ zbytecznego lub nieuzytecznego, a czesto jedna
rzecz obdarzyla wielorakimi skutkami". Ta "jedna rzecz" to — jak si¢
okazalo — sita powszechnego cigzenia; jedyna przyczyna ruchu wszystkich
ciat kosmicznych, sita naprawde¢ obdarzona "wielorakimi skutkami”.
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5.1 Prawo powszechnego cigzenia

Genialnie proste wyja$nienie prawa powszechnego ciazenia podat Izaak Newton w 1686 roku. Stwierdzit, ze ta sama
sita, ktora przyciaga przedmioty znajdujace si¢ w poblizu Ziemi, musi przyciagaé rowniez Ksigzyc krazacy dookota
Ziemi. Newton w swoich rozwazaniach poszedt dalej. Stwierdzit, ze skoro Ziemia krazy wokoét Stonica, to znaczy, ze
Stonce przyciaga Ziemig sita o tym samym charakterze. To samo dotyczy rowniez i innych planet krazacych wokot
Stonca. W mysl trzeciej zasady dynamiki, kazda z planet musi wzajemnie przyciagaé Stonce z taka sama sita, lecz
przeciwnie zwrocona. Ale masa Stonca jest bez por6wnania wielokrotnie wigksza od masy jakiejkolwiek z planet,
dlatego skutek wzajemnego przyciagania odbija si¢ prawie wylacznie na planecie: planeta i Stonce kraza wkoto
wspolnego srodka masy, ktory znajduje si¢ bardzo blisko srodka Stonca.

Oto koncepcja Newtona: wszystkie ciala przyciagaja si¢ wzajemnie. Sita przyciagania wzajemnego ciat nazywa sig
sitq powszechnego cigzenia albo siltq grawitacji. Ponizej przedstawiamy skrotowo rozumowanie Newtona.

Newton postawil sobie nastgpne pytanie: Od jakich czynnikoéw zalezy sita grawitacji? Ziemia przyciaga ciata
znajdujace si¢ w jej poblizu, takie jak np. pitkg oraz odlegle od niej — np. Ksigzyc. Silg z jaka Ziemia przyciaga pitke
mozna wyrazi¢ za pomocg przyspieszenia ziemskiego g, wzorem:

(wzér448 ) F=mg

gdzie m jest masa pitki, a g jest przyspieszeniem spadajacej pitki w poblizu Ziemi.

Wiadomo, Zze Ziemia nadaje wszystkim ciatom jednakowe przyspieszenie g, niezalezne od ich masy m,
(wzor449) g =%

Tak samo bedzie, gdy ciata beda bardziej odlegte od Ziemi — ciala te beda mialy jednakowe przy$pieszenie g, - inne
(mniejsze) niz g — w poblizu Ziemi. Gdyby pitka znajdowata si¢ w odlegtosci r takiej samej jak Ksigzyc od Ziemi, to
miataby przyspieszenie takie samo jakie ma Ksigzyc (Rysunek 5.2: Przyspieszenie pitki na stronie 213), ktore jest
réwne przyspieszeniu dosrodkowemu Ksiezyca w jego ruchu na orbicie kotowe;j.

P pitka

g

ksieiyc

pitka

Ziemia
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Przyspieszenie pitki w poblizu Ziemi wynosi g, za§ w odleglosci takiej samej, jak odleglos¢ Ksigzyca od Ziemi,
przyspieszenie pitki jest duzo mniejsze; jest ono takie samo, jak przyspieszenie dosrodkowe Ksigzyca, i wynosi g,

Rysunek 5.2: Przyspieszenie pitki

Przyspieszenie dosrodkowe Ksigzyca zgodnie ze wzorem (wzor 143 na stronie 75) wynosi:

4n2r
7 &

(wzdbr450) a, =

Mamy nastgpujace dane:

okres obiegu Ksi¢zyca wokoét Ziemi 7' =2,36- 10° s (jest on nieco wigkszy od 27 dni, doktadniej: ma 27,3 dnia),
orbita Ksigzyca jest prawie kotowa i jej promien jest rowny: r = 3,845 108 m,

promien Ziemi wynosi R=6,37- 10° m. Zatem promien orbity Ksigzyca jest prawie doktadnie 60 razy wigkszy
od promienia Ziemi.

Podstawiajgc te dane, otrzymamy g, =2,73- 107 m/ s2. Wiemy, ze przyspieszenie grawitacyjne dowolnego ciata przy
powierzchni Ziemi wynosi g=9,81 m / s2. Zatem takie przyspieszenie uzyskuja ciata w odlegtosci od $rodka Ziemi
réwnej jednemu promieniowi R. Natomiast w odlegtosci 60 promieni Ziemi, czyli w odlegtosci rdwnej promieniowi
orbity Ksigzyca, przyspieszenie wynosi tylko g, =2,73- 10° m / s2. Stosunek wartosci tych przyspieszen wynosi

, 2,73-10° |
(WZOr451) 9,81 =3 600

Zatem, jezeli odleglo$¢ rosnie 60 razy, to przyspieszenie maleje 3 600 = 60° razy.

Newton na podstawie tego wlasnie obliczenia stwierdzil, ze przyspieszenie grawitacyjne jest odwrotnie
proporcjonalne do kwadratu odlegtosci, czyli

(wzor452) a, =5 ~ 5

Przeksztalcajac to wyrazenie, otrzymamy

(wzér453) F ~13

Zatem sita przyciagania dziatajaca na Ksigzyc jest proporcjonalna do masy Ksiezyca. Ale w mysl trzeciej zasady
dynamiki, taka sama sita, lecz przeciwnie skierowana dziata na Ziemig¢. Musi by¢ wigc proporcjonalna rowniez do
masy M Ziemi. Wobec tego

(wzor 454 ) F~ 240

Na oznaczenie wspotczynnika proporcjonalnosci stosuje si¢ duza litere G, nazywamy go stalq grawitacji. Zatem
(wzor 455) F = G4t

W ten sposdb Newton doszed!t do wzoru na prawo powszechnego ciazenia. Chociaz wzor ten zostal wyprowadzony
dla wzajemnego oddziatywania Ziemi i Ksi¢zyca, to stosuje si¢ on do dowolnych ciat. Zatem prawo powszechnego
cigzenia mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

® Zamapigtaé:
Prawo powszechnego ciazenia

Dwie masy punktowe przyciagaja si¢ wzajemnie sita wprost proporcjonalna do iloczynu ich mas mM i
odwrotnie proporcjonalng do kwadratu ich wzajemnej odleglosci .

(wzor 456 ) F = G24L
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To samo prawo, ktore thumaczy spadanie ciat na Ziemig, rzadzi ruchem planet i komet w Uktadzie Stonecznym,
jak rowniez ruchem gwiazd w Galaktyce oraz ruchami olbrzymich galaktyk. Prawo grawitacji rzadzi wigc cata
mechanika nieba.

Przyktad 1
Newton musial poda¢ warto$¢ stalej grawitacji, aby jego prawo byto petne. Do oszacowania statej
G potrzebna mu bylta ggstos¢ Ziemi. Gestos¢ jest to stosunek masy do objetosci

(wzor457) p=24
czyli liczbowo jest to masa, jaka jest zawarta w objetosci I m3. Na podstawie znajomosci
gestosci roznych mineratldw wystepujacych na Ziemi przyjal, ze gesto$¢ srednia Ziemi wynosi
p=5- 103 kg / m?3 (okazato si¢ pOZniej, ze oszacowana przez niego gesto$é nie rézni si¢ wigcej niz
0 10% od wartosci rzeczywistej). Idac $ladem mys$li Newtona, oblicz statg grawitacji, majac dane:
oszacowana warto$¢ gestosci Ziemi, przyspieszenie ziemskie g=9,81 m / s2 oraz promien Ziemi
R=6,37-10% m.

Odpowiedz: Sita przyciagania ciata o masie m przez Ziemig, przy jej powierzchni, wynosi F' = mg.
Jest ona rowna sile grawitacji wyrazonej wzorem (wzor 455 na stronie 213), zatem

(wzor 458 ) mg = Gn;_]\z/[
Stad po uproszczeniu masy i po przeksztalceniu otrzymamy
, gR?
(wzbr459) G=5

Masa Ziemi, zgodnie ze wzorem (wzor 457 na stronie 214), wynosi M =V p. Przyjmujac, ze

3
Ziemia ma ksztatt kuli (czyli jej objgtos¢ wynosi V' = 47T3R ) otrzymamy, ze masa Ziemi jest rowna
3
M= 47T3R p. Zatem
gk 3g 3-9,81 N-m

2
=7,35-101" N-m2-kg?

51460 ) G = -
(wzor 460 ) 7R3, ATPR T 4.3,14-(5-109-(6,37-10°) kg’

Taka warto$¢ stalej grawitacji otrzymat Newton. Rozni si¢ ona od, dzisiaj ogolnie przyjgtej wartoSci
(wz6r461)G=6,67-10"" N-m2-kg?

o okoto 10%.

Pytania i problemy

1.

Podaj, na podstawie jakich obliczen Newton doszedt do wniosku, ze sita grawitacji maleje odwrotnie
proporcjonalnie do kwadratu odleglosci migdzy dwoma ciatami.

Podaj wzor i wyraz stowami prawo powszechnego cigzenia.

Przedstaw przyspieszenie ziemskie g za pomoca wzoru zawierajacego stala grawitacji G, mas¢ Ziemi M oraz
promien Ziemi R.

Majac do dyspozycji dane: g — przyspieszenie ziemskie, G — stala grawitacji oraz R — promien Ziemi, wyprowadz
wzOr na p - §rednia gesto§¢ Ziemi. Przyjmij, ze Ziemia jest jednorodna kula.
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5.2 Laboratoryjne potwierdzenie prawa grawitacji

Prawo powszechnego ciazenia zostato potwierdzone nie tylko przez obserwacje astronomiczne, ale rowniez w
"czterech Scianach" laboratorium. Pomiary H. Cavendisha, Ph. Jolly’ego i innych pozwolity wyznaczy¢ stata
grawitacji G z duza doktadnoscia. Jaki sens fizyczny ma stata grawitacji? Przyjrzyjmy si¢ wzorowi (wzor 455 na
stronie 213):

(wzor462) F = G241

jezeli podstawimy m=1 kg, M =1 kgorazr=1 m, to otrzymamy, ze liczbowo F'{ = G. Czyli stata grawitacji wyraza
si¢ liczbowo sila, z jaka przyciagaja si¢ dwa ciata o masie jednego kilograma z odleglosci jednego metra.

wzor 463 ) F;=|GN =6,67-10"" N
( 1

Jest to niewatpliwie bardzo mata sita, gdyz nigdy na co dzien nie obserwujemy jej dziatania, nawet gdy mamy do
czynienia z wielkimi masami. Na przyktad, nikt nie zaobserwowal, aby dwa zaladowane TIR-y lub dwa wagony
kolejowe przyciagaty sig.

Przyktad 2

Dwa samochody cigzarowe TIR zaparkowaty obok siebie w taki sposob, ze ich $rodki mas znajduja
si¢ w odleglosci » =15 m od siebie. Oblicz, z jaka sila przyciagaja si¢ one, jezeli wiadomo, ze masa
kazdego z nich wynosi m=20 t=2-10* kg.

Odpowiedz:

(2-10%’

v N=1,19-10% N

2
(wzér 464 ) F = G5 =6,67- 107!

Jest to naprawdg znikomo mata sita.

Widzimy, Ze pomiar sity grawitacji w warunkach laboratoryjnych wymagat bardzo duzej precyzji. Henry Cavendish
przeprowadzit takie precyzyjne doswiadczenie w 1798 roku. Pomiar przeprowadzit za pomoca tzw. “wagi skrgcen”.
Na nici kwarcowej zawiesit pret z dwiema matymi kulkami na jego koncach. Do kulek tych zblizat z obu stron dwie
duze kule otowiane (Rysunek 5.3: Pomiar sily grawitacji za pomocq ,,wagi skrecen” Cavendisha na stronie 216).
Sity przyciagania skrgcaty pret i ni¢ kwarcowa o pewien kat. Kat skrecenia, mierzyt za pomoca promienia odbitego
od lusterka zawieszonego na nici kwarcowej. Znajac warto$¢ tego kata, Cavendish mogt obliczy¢ sily przyciagania
si¢ kul. Pomiar wymagat wielkiej ostroznosci, dlatego swoja ,,wage” umieszczat w zamknigtej skrzyni dla uniknigcia
pradoéw powietrza, za$ odchylenie nici kwarcowej obserwowat za pomoca lunety z innego pomieszczenia.
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Rysunek 5.3: Pomiar sity grawitacji za pomoca ,,wagi skrecein’” Cavendisha

Pod koniec XIX wieku, w roku 1881, Philipp von Jolly opracowat doktadniejsza metodg, stosujac do pomiaru sity
grawitacji czula wage (Rysunek 5.4: Pomiar sily grawitacji metodq Jolly'ego na stronie 217).
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Rysunek 5.4: Pomiar sity grawitacji metoda Jolly'ego

Pod jej szalkami umiescit jeszcze jedng parg szalek. Na jednej z dolnych szalek umiescit szklang bankg napetniona
rtecia wazaca 5 kg 1 zrbwnowazyl ja ustawiajac odpowiedni odwaznik na lewej szalce gornej. Bezposrednio pod
banka z rtgcia umiescil wielka kule otowiana, zbudowana z oddzielnych sztab, wazaca 5,8 t. Waga wychylita
si¢, gdyz kula przyciagneta banke z rtgcig. Okazalo sig, ze dla zréwnowazenia wagi trzeba bylo potozy¢ na
przeciwlegtej gornej szalce odwaznik o masie zaledwie 0,566 mg. Zatem sita, z jaka kula przyciagneta banke,
wynosita £ =5,55 mN.

Przeksztatcajac odpowiednio wzor (wzor 455 na stronie 213) i podstawiajac dane do§wiadczalne, otrzymano
wartos¢ statej grawitacji

1_m3
kg 52

(wzor 465) G =6,66- 107!

Wspotczesne najdoktadniejsze pomiary daja nastgpujaca warto$¢ statej grawitacji:

, _ 3
(wzor 466 ) G=(6,673io,003)- 10 “kgl_ >

Zwrocmy uwagg, ze niepewnos¢ pomiarowa statej G wynosi ok. 0,05%. Jednakze warto wiedziec, ze inne state
fizyczne sa wyznaczane z duzo wigksza doktadnoscia.
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Wazenie Stonca

Znajac prawo grawitacji i stala grawitacji, mozemy wyznaczy¢ masg¢ Stonca, Ziemi i innych ciat naszego uktadu
planetarnego nie opuszczajac domu, w ktoérym si¢ znajdujemy.

W celu wyznaczenia masy Stonica nalezy najpierw zauwazy¢, ze sita dosrodkowa utrzymujaca Ziemig¢ na orbicie
wokot Stonca, to sita przyciagania Ziemi do Stonca:

(wzor 467) F = G24L

gdzie m — masa Ziemi, M — masa Stonca, » — odlegto$¢ Ziemi do Stonca rowna promieniowi orbity Ziemi.

Zastosujemy wzor (wzor 234 na stronie 119) na sitg dosrodkowa w ruchu po okrggu (przyjmujemy, ze ksztatt orbity
Ziemi nie odbiega znacznie od okrggu)

2
(wzor 468 ) F, = %

gdzie T - okres obiegu Ziemi (czyli rok).
Jak juz wspomniano F = F',, zatem przyrownamy wzory (wzor 467 na stronie 218) i (wzor 468 na stronie 218):

mM_ _ Ax2mr

(wzor 469 ) G_r2 p)
Po przeksztalceniu otrzymamy wzor na masg Stonca
. 4r2r3
470 ) M = ==
(wzor ) p)

Wszystkie wartosci wielkosci znajdujacych sig po prawej stronie tego wzoru mozna wyznaczy¢ doswiadczalnie,
bedac na Ziemi (bez konieczno$ci wedrowania w Kosmos).

A wigc: promien orbity Ziemi wynosi » = 1,496 - 10'" m, okres obiegu (czyli rok) 7', = 365,25 déb (jedna doba
stoneczna wynosi 24 h = 86 400 s) i stala grawitacji G=6,67- 107" m3/(kg- s2).

Wstawiajac te dane do wzoru (wzor 470 na stronie 218) wyznaczymy masg¢ Slonca:

3
4r23 472(1, 496- 10'")
B
GT7  6,67-101(365,25-86400)

(wzor 471 ) M = 5 =2-10% kg

Poréwnujac masg Stonca z masa Ziemi m=5,97- 1024 kg, nietrudno obliczy¢, ze Stonce ma masg ok. 335000 razy
wigksza od masy Ziemi.

Przyktad 3

Znajac prawo grawitacji (wzor 455 na stronie 213), obliczmy jak wysoko nad Ziemia nalezy
umiesci¢ stacjonarnego satelitg telewizyjnego, oraz promien jego orbity r, po ktorej musi poruszac
sig satelita stacjonarny.

Odpowiedz: Predkos¢ katowa w satelity powinna by¢ taka sama, jak predkos¢ katowa Ziemi

w jej ruchu wirowym dookota swojej osi. Zatem przyspieszenie dosrodkowe satelity, zgodnie z

wzorem (wzor 141 na stronie 74), wynosi a = w2r;. Warto$¢ przyspieszenia satelity jest rowna

wartosci przyspieszenia ziemskiego g . w miejscu gdzie on aktualnie przebywa, a= g . Jest ono

odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odlegtosci od srodka Ziemi. Sita przyciagania ciala o masie

m na powierzchni Ziemi wynosi: F =mg = GZZZM . Sita w odlegtosci rg wynosi: Fiy=mg = G;n_zM
S

2
Dzielac stronami te dwa rOwnania, otrzymamy g = g5 Zatem przyspieszenie satelity:
’ s

RZ
(wzbrd72) g = g7
A
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Stad
R2
(wzor 473) 3 =55
. 2
Korzystajac ze wzoru w = T otrzymamy
272
) gRT
(wzor 474) rj==7—

Podstawiajac dane (promien Ziemi R = 6,387 - 10° m, okres obrotu Ziemi
T = 86 164 s = doba gwiazdowa) otrzymujemy, ze ry=42,182- 10° m. Satelita znajduje si¢ nad
powierzchnia Ziemi na wysokoS$ci s = r,- R, ktora wynosi:

(wzbr 475 )h = 35 797 km

Zatadowywany na poktad rosyjskiego samolotu transportowego Antonow AN-124 na lotnisku Moffett Field w
Kalifornii (Stany Zjednoczone). Zrédto: Loral

Rysunek 5.5: Satelita iPSTAR-1
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Bysunek 5.6: llustracja przedstawia komercyjnego satelite telekomunikacyjnego iPSTAR-1.
Zraédto: Loral

Pytania i problemy

1. Korzystajac z prawa grawitacji, wyraz sens fizyczny statej grawitacji.

2. Dlaczego nie obserwuje si¢, aby dwa ciata, takie jak na przyktad dwa autobusy, przyciagaty si¢ wzajemnie sita
grawitacji? Przeciez sita wzajemnego przyciagania dotyczy absolutnie wszystkich ciat. Odpowiedz uzasadnij
liczbowo.

3. Narysuj schemat wagi skrecen Cavendisha.

4. Dlaczego Cavendish, mierzac stala grawitacji na swojej wadze skrgeen, wykonywat pomiary z pewnej odlegloscei,
z sasiedniego pokoju?

5. Dlaczego Jolly dla zrownowazenia swojej wagi ktadt cigzarki na gérnej przeciwleglej szalce, a nie na dolnej?

5.3 Grawitacja wewnatrz planety - temat nadobowiazkowy

Wz6r na site grawitacji wewnatrz planety

Jak wiadomo, wzor na sile grawitacji
(wzor 476 ) F = G24L

pozwala obliczy¢ site przyciagania ciala o masie m przez inne ciato kuliste o masie M w przypadku, gdy ciato m
znajduje si¢ na zewnatrz ciala M, np. na zewnatrz Ziemi. Natomiast, jezeli mate ciato m znajduje si¢ wewnatrz
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duzej jednorodnej kuli o masie M w odlegtosci r od jej srodka, to wypadkowa sita grawitacji dziatajaca na cialo m jest
skierowana do $rodka kuli i wyraza si¢ za pomoca wzoru

M
(wz6r 477 ) Fyy= G— rz(r)

gdzie M (r) oznacza masg rdzenia kuli o promieniu 7.

Rysunek 5.7: Wypadkowa sita grawitacji F dziatajaca na ciato m wewnatrz kulistej planety jest
skierowana do srodka kuli

Wyprowadzimy wzor (wzor 477 na stronie 221) na sitg grawitacji dziatajaca na ciatlo m wewnatrz kuli o ggstosci p
w zaleznosci od odlegtosci od $rodka kuli » w zakresie 0 <r <R.

Podzielimy w mysli kulg na koncentryczne cienkie warstwy. UmieScimy cialo probne o masie m w punkcie P
(Rysunek 5.8: a) Podzial zewnetrznej warstwy na koncentryczne cienkie warstwy, b) ,,stozki” wycinajqce przeciwlegle
fragmenty pol S 1i S 2 na stronie 222a). Cialo w punkcie P wewnatrz kuli o promieniu R jest przyciagane do

srodka kuli przez jej cze$¢ kulista o promieniu r. Pokazemy teraz, ze wypadkowa sita grawitacji pochodzaca od
skrajnych wewngtrznych warstw, usytuowanych na zewnatrz punktu P, wynosi zero.
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Rysunek 5.8: a) Podziat zewnetrznej warstwy na koncentryczne cienkie warstwy, b) ,,stozki”
wycinajace przeciwlegte fragmenty pél 5,i S,

Najpierw rozwazymy site pochodzaca od jednej tak usytuowanej warstwy (Rysunek 5.8 a) Podzial zewnetrznej
warstwy na koncentryczne cienkie warstwy, b) ,,stozki” wycinajqce przeciwlegle fragmenty pol S 1i S 2 na stronie
222b). Na ciato P beda dziataé sity przyciagania pochodzace od wszystkich fragmentow tej warstwy. Rozwazmy
site F'| pochodzaca od jednego matego fragmentu o powierzchni S;. Sita ta jest proporcjonalna do masy tego

S
fragmentu, a wigc 1 do pola jego powierzchni, i odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegtosci ry, tzn. F'{~ r_zl
1
Jezeli z punktu P poprowadzimy stozek do fragmentu warstwy o polu S}, to po drugiej stronie w odlegtosci 7,
powstanie stozek wycinajacy z warstwy fragment o polu S,. Sita pochodzaca od tego fragmentu bedzie skierowana

S
przeciwnie do sity F'; i wyrazi si¢ podobna zalezno$cia F'y ~ r—zz
2

F, S 13
Stosunek tych sit bedzie rowny F_; = S_; . r—% Poniewaz te dwa stozki (o wspdlnym wierzchotku w punkcie P) sa do
1

siebie podobne, wigc tatwo mozna wykazac, ze

. S, 1
(wzor478)S—2=r—%
Zatem
r 479 Fi 5 r%_”% r%—l
( wzbr )F2_S2 r%_rg r%_

Widzimy wigc, Ze sity pochodzace od fragmentéw warstwy o polach S 1S, znosza si¢ wzajemnie. Kazdy element
warstwy ma swoj odpowiednik ,,na antypodach”, a poniewaz mozna w ten sposob podzieli¢ cata powierzchnig
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warstwy, wigc wypadkowa sit grawitacji czaszy dziatajacych na ciato prébne umieszczone w dowolnym punkcie
wewnatrz niej bedzie rowna zeru.

A co z pozostatymi warstwami?

Latwo mozna wykaza¢ w podobny sposob, ze od kazdej z pozostatych warstw wypadkowa sita grawitacji jest rowna
zeru. Stad wynik: tylko czg¢§¢ wewngtrzna kuli o promieniu » przyciaga ciato probne, czyli wewnatrz Ziemi sita
cigzkosci wyrazi si¢ za pomoca wzoru

M
(Wz6r 480 ) Fyy = G— ﬂ(r)

gdzie M (r) oznacza masg czgsci wewngtrznej kuli o promieniu 7.

Wykres zaleznosci sity grawitacji F od odlegtosci r od srodka planety kulistej

Zgodnie ze wzorem podanym (wzor 480 na stronie 223) wypadkowa sita dziatajaca na cialo prébne pochodzi tylko

od tej wewngtrznej kuli o promieniu 7. M/ (r) - masg kuli o promieniu » mozna wyrazi¢ za pomoca gestosci p planety:

(wzor481) () =422

Wstawiajac ten wzor do (wzor 480 na stronie 223) otrzymamy:

4zr3p
m
(wzord82)F=G Zﬂ = %nGpmr

Zauwazmy, ze sita grawitacji wewnatrz jednorodnej planety rosnie liniowo wraz z odlegloscia » od Srodka planety:
(wzor483) F= %nGpmr

i w $rodku planety jest rOwna zeru.
Wzor (wzor 483 na stronie 223) mozna zapisac jako:
(wzor484) F=Kr
gdzie K ma stala wartosc:
(wzor 485 ) K =3 7Gpm
mM

Widzimy, wigc ze wykresem sity F wewnatrz planety jest linia prosta. Na zewnatrz obowiazuje wzor F = GT

przedstawiajacy zalezno$¢ odwrotnie proporcjonalna sity ' od kwadratu odlegtosci » od srodka planety. Pelny wykres
sity grawitacji, wewnatrz i na zewnatrz jednorodnej kuli, w zaleznosci od odleglosci od jej srodka, jest przedstawiony
na Rysunek 5.9: Wykres zaleznosci sily grawitacji F dzialajqcej wewnqtrz kulistej planety oraz na zewnqtrz planety (w
zaleznosci od odleglosci v, liczonej od srodka planety) na stronie 224.
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Y

Rysunek 5.9: Wykres zaleznosci sity grawitacji F dziatajacej wewnatrz kulistej planety oraz na
zewnatrz planety (w zaleznosci od odlegtosci r, liczonej od Srodka planety)

Praca przemieszczenia ciata wewnatrz jednorodnej planety

Z punktu srodkowego jednorodnej planety o masie M i1 promieniu R przeniesiono ciato o masie m, na odleglosc r.
Jaka pracg wykonano?

Podczas wykonywania tej pracy nalezy dziata¢ sila przeciwnie skierowana do sily grawitacji (wzor 488 na stronie
224) 1 réwna jej wartosci F' = Kr. Sila ta zmienia sig liniowo wraz ze wzrostem » — przesunigcia ciata. Wartos§¢
$rednia tej sity na drodze » wynosi

(Wz6r 486 ) Fy =2 Kr
Praca W przesunigcia ciata na tej drodze wynosi W = F,r. Zatem

(Wzor 487) W =3 K72
Podstawiajac stala K wg wzoru (wzor 485 na stronie 223) otrzymamy, ze

(wzor 488 ) W = $xGpmr?

W przypadku, gdy ciato zostanie przeniesione z punktu srodkowego planety na jej powierzchnig, to droga
przesunigcia ciata wyniesie » = R, a sita grawitacji wzrosnie od zera, w srodku planety, do wartosci

(wzér489)F=G”;—]‘§

Zatem §rednia sita na drodze od » =0 do r = R wyniesie F,. = %GWIZ—AZ/[ Za$ praca W = F R, lub

(wzor 490 ) W = G28L
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Przyktad 4 - ,Pociag przysztosci”

Pociagiem przysztosci nazwijmy pojazd, ktéry moglby si¢ poruszaé tylko pod wplywem

sity grawitacji (przy zaniedbaniu oporu powietrza — bez dodatkowego napgdu) w tunelu
przewierconym na wylot w Ziemi (Rysunek 5.10: W tunelu przewierconym na wylot w Ziemi
mogtby kursowac ,, pociaqg przysztosci” na stronie 225). Pojazd ten moglby poruszaé si¢
wahadlowo, osiagajac przeciwlegly punkt Ziemi. Oblicz predko$¢ v, jaka osiagnatby pojazd w
$rodku Ziemi, oraz predko$¢ v, na drugim koncu tunelu. Przyjmij, ze Ziemia jest jednorodna kula,
wszedzie o jednakowej gestosci p, 1 zaniedbaj opor powietrza.

Ziemia

Rysunek 5.10: W tunelu przewierconym na wylot w Ziemi mégtby kursowa¢ ,,pociag
przysztosci”

Odpowiedz: Pojazd w tunelu nabywa predkosci i energii kinetycznej dzigki pracy sity grawitacji.
Praca W sily grawitacji wewnatrz Ziemi (na drodze od powierzchni Ziemi do jej srodka — wzor
(wzor 490 na stronie 224)) jest rowna energii kinetycznej ciata m w tunelu w punkcie srodkowym
Ziemi:

SE
[=) ]

(wzor 491) W =2 G2
Stad

(wzbr492) vy=\Gx

Wzér ten moze przybrad prostsza postaé, gdy wykorzystamy rownanie sity grawitacji na
powierzchni Ziemi:

(wz6r 493 ) mg = G”;—Af

Wigc

(wz6r 494 ) g = G%
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Zatem wstawiajac ten wynik do wzoru (wzor 492 na stronie 225) ostatecznie otrzymamy
predkos¢ pojazdu w tunelu w srodku Ziemi

(wz6r 495 ) vy=\gR =7,9 km/s

Oczywiscie, predko$¢ v, na drugim koncu tunelu wynosi zero, poniewaz praca W sily grawitacji
wewnatrz Ziemi (na drodze od $rodka do powierzchni Ziemi) zredukuje calkowicie energig
kinetyczna ciala w punkcie $rodkowym Ziemi. Zatem predkos$¢ koncowa v, stanie sig rowna zeru.

Pytania i problemy

1. Czy na ciato znajdujace si¢ wewnatrz planety dziata sita grawitacji? Odpowiedz uzasadnij w kilku stowach.

2. Dlaczego nie obserwuje sig, aby na ciato znajdujace si¢ wewnatrz planety dziatata wypadkowa sita grawitacji
réwna zeru, jezeli jest ono w pewnej odlegtosci od $rodka planety?

3. Jak dzialaja sity grawitacji na cialo znajdujace si¢ doktadnie w $rodku kulistej jednorodnej planety?

4. Podaj wzor na wypadkowa sitg grawitacji dziatajaca na mate ciato m wewnatrz duzej jednorodnej kuli o masie M
w odlegtosci  od jej srodka. Objasnij znaczenie symboli w tym wzorze.

5. Dlaczego pojazd umieszczony w tunelu przewierconym na wylot Ziemi (nazwany pociagiem przysztoéci) mogiby
jezdzi¢ bez napedu i osiagac stacj¢ znajdujaca si¢ na antypodach Ziemi?

5.4 Reguta Titiusa-Bodego - temat nadobowiazkowy

Johann Titius, fizyk urodzony (w XVIII w.) w Chojnicach na Pomorzu, wydedukowat, korzystajac z prawa grawitacji,
ze $rednie odleglosci R planet od Stonca (wyrazone w AU - jednostkach astronomicznych) dla Merkurego i kolejnych
planet, az do Saturna wiacznie, spetniaja warunek:

(wzb6r496)R=0,4+0,3 m

gdzie m przybiera wartosci 0, 1, 2, 4, 8, 16, 32 (regula ta jest zwana regulq Titiusa-Bodego). Warto zauwazy¢, ze z
wyjatkiem zera wszystkie pozostale liczby sa potggami liczby 2, i tak

(wzér497)1=2° 2=2! 4=22 8=23 16=2% 32=2°

Titius sprawdzit swoja formule tylko dla planet, ktore w owym czasie byly znane — patrz tabela Rysunek 5.11: Tabela
1 na stronie 226.

n Planeta m v:: ;_;;j;?;ﬁg:g:;ﬁn R - wartos¢ doswiadezalna
1 Merkury 0 0.4 0,39

2 Wenus 1 0,7 0,72

3 Ziemia 2 1.0 1.00

4 Mars 4 1.6 1.52

5 - 8 2.8 -

6 Jowisz 16 5.2 5,20

T Satum 32 10,0 9,54

Srednie odlegtoéci R wyrazone sa w jednostkach astronomicznych
Rysunek 5.11: Tabela 1

Okazatlo sig, ze formula ta jest prawdziwa z zupehie przyzwoita doktadnoscia, dla wszystkich znanych w owym
czasie planet. Brakowalo jednak planety odpowiadajacej liczbie m = 8, planety, ktorej orbita powinna sig¢ znajdowac
migdzy orbitami Marsa i Jowisza w odlegtosci 2,8 AU od Stonca. Dopiero w XIX i XX wieku odkryto wielka liczbg
drobnych cial, tzw. planetoid, majacych wiasnie orbity o srednich promieniach zblizonych do wartosci 2,8 AU. Wiele
obecnych danych obserwacyjnych $§wiadczy o tym, ze planetoidy te sa prawdopodobnie pozostatoscia po rozbitej
planecie, ktora miala tam swoja orbite.
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A co z pozostatymi planetami, ktore odkryto pdzniej, Uranem Neptunem i Plutonem?

Uzupelimy tabelg, korzystajac z nast¢pujacych liczb dla:
Urana m=2%=64
Plutona m=2" =128

(nie uwzgledniamy Neptuna, ktéry ma nietypowa orbite).

R - wartoéé teoretyczna Sd e
n Planeta m SR R - wartos¢ doswiadczalna
we rezuly Titiusa-Bodego
8 Uran 64 19.6 19.2
- | Neptun - - 30,1
9 Pluton 128 388 39.5

Rysunek 5.12: Tabela 2

Zgodnie ze wzorem (wzdr 496 na stronie 226) promien orbity Urana wynosi

(wz6r 498 ) R=0,4+0,3-64=19,6 AU

za$ promien orbity Plutona wynosi

(wzor499)R=0,4+0,3-128=38,8 AU

Widzimy, ze te planety, z wyjatkiem Neptuna, rdOwniez poruszaja si¢ realnie po orbitach odpowiadajacych formule
Titiusa-Bodego.

Obecne poglady na temat teoretycznego uzasadnienia reguly Titiusa-Bodego opieraja si¢ na modelach powstawania
pierwotnych uktadéw planetarnych i nadal stanowia przedmiot dociekan wspotczesnych astronomow. Wiecej
informacji na ten temat znajdziesz w Internecie.

Pytania i problemy

1. Podaj wzor Titiusa-Bodego na srednie odlegtosci planet od Stonca i objasnij znaczenie symboli w tym wzorze.

2. Jak wiadomo formuta Titiusa-Bodego sprawdzila si¢ z dobra doktadnoscia dla wszystkich znanych w owym
czasie planet z wyjatkiem planety odpowiadajacej liczbie m = 8, ktorej orbita powinna si¢ znajdowaé migdzy
orbitami Marsa i Jowisza. Jakie odkrycie uzasadnito prawdziwos¢ tej formuty dla tej liczby?

3. Czy formuta Titiusa-Bodego sprawdza si¢ rowniez dla planet nieznanych w ich czasach? Podaj nazwy tych planet
oraz ich numeracj¢ zgodna z ta formuta.

5.5 Prawa Keplera ruchu planet

Johannes Kepler wnikliwie przeanalizowat dane dotyczace ruchu planet uzyskane przez Tychona de Brahe. Na
tej podstawie wykazat, ze planety poruszaja si¢ wedtug okreslonych praw zgodnych z teorig Kopernika; prawa te
umozliwily Newtonowi odkrycie prawa powszechnego ciazenia.

Kepler stwierdzit ze ruchem planet rzadza trzy proste prawa (prawa Keplera stosuja si¢ rowniez do ruchu satelitow
okrazajacych dowolna planetg).

Oto tres¢ praw Keplera:
® Zamapigtaé:
Pierwsze prawo Keplera

Kazda planeta krazy po orbicie eliptycznej a Stonce znajduje si¢ w jednym z dwoch ognisk elipsy (Rysunek
5.13: Planeta krqzy po orbicie eliptycznej a Stonce znajduje sie w jednym z dwoch ognisk elipsy na stronie
228).
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Rysunek 5.13: Planeta krazy po orbicie eliptycznej a Stonce znajduje sie w jednym z dwéch
ognisk elipsy

Zamapigtaé:

Drugie prawo Keplera

Promien wodzacy poprowadzony ze §rodka Stonica do $rodka planety zakresla rowne pola powierzchni
w rownych odstepach czasu (Rysunek 5.14: Promien wodzqcy poprowadzony ze Srodka Storica do srodka
planety zakresla rowne pola powierzchni w rownych odstepach czasu na stronie 229).
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Rysunek 5.14: Promien wodzacy poprowadzony ze $rodka Stonca do srodka planety zakresla
réwne pola powierzchni w rownych odstepach czasu

® Zamapigtaé:
Trzecie prawo Keplera

Szesciany wielkich potosi orbit jakichkolwiek dwadch planet maja sig tak do siebie, jak kwadraty ich okresow
obiegu. W przypadku orbit kotowych (okrag jest szczegdlnym przypadkiem elipsy):

A n
(wzor 500 ) 3 =75
n I

Prawa Keplera

Rysunek 5.15: Obejrzyj film

Newton udowodnil, ze prawa Keplera sa podrz¢dne wobec prawa powszechnego cigzenia. My udowodnimy trzecie
prawo Keplera w przypadku dwoch planet krazacych po orbitach kotowych. Drugie prawo Keplera wynika z zasady
zachowania momentu pgdu i zostalo omowione w podrozdziale zatytutlowanym 4.7 Prawo zachowania momentu pedu
na stronie 200 (patrz przykiad 9).

Pierwsze prawo Keplera wynika z faktu, iz sita grawitacji jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglosci,
jednak dowdd tego wykracza poza zakres licealny (dowod tego faktu mozna znalez¢ w licznych podrgcznikach
akademickich z dziedziny mechaniki i astronomii, na przyktad E. Rybka ,,Astronomia ogélna”).

Niech planeta ,,1” ma mas¢ m i promien orbity | (Rysunek 5.16: Dwie planety krqzqce po orbitach kotowych na
stronie 230).



Rysunek 5.16: Dwie planety krazace po orbitach kotowych

Sita z jaka Stonce (o masie M) przyciaga planetg wynosi

. mM
(wzor 501 )F1=GT
1

472r
Jest to sita dosrodkowa i zgodnie z wzorem (wzor 234 na stronie 119) wynosi

(Wzér502)F1=GT=

a nastgpnie

nooIy

Takie samo roéwnanie otrzymamy dla planety ,,2”:

. M _ 4x2
(wzbr 504 ) Gr—% = T%
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m
. Stad otrzymujemy réwnanie

Dzielac stronami réwnanie (wzor 504 na stronie 230) przez (wzor 503 na stronie 230), otrzymamy rownanie

(wzor 500 na stronie 229), czyli trzecie prawo Keplera dla orbit kotowych.

Przyktad 6

Zar6wno na Ziemig, jak i na Ksigzyc dziata Stonce sita przyciagania. Dlatego uktad Ziemia—
Ksiezyc krazy naokoto Stonca po torze prawie kotowym. Scisle mowiac, srodek masy uktadu
Ziemia—Ksigzyc krazy po tym torze. Z drugiej strony, jezeli méwimy, ze Ksigzyc krazy naokoto
Ziemi, to nie nalezy tego rozumie¢, ze Ksigzyc krazy naokoto srodka Ziemi. Tak nie jest, poniewaz
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Ziemia jest przyciagana przez Ksigzyc taka sama sita, z jaka Ksigzyc przyciaga Ziemig (tylko
przeciwnie skierowana), zgodnie z trzecia zasada dynamiki Newtona. Dlatego Ziemia i Ksigzyc
obracaja si¢ dookota wspdlnego punktu bedacego srodkiem masy tego uktadu (patrz Rysunek 5.17:
Srodek masy ukladu Ziemia-Ksiezyc na stronie 231).

Pomiary astronomiczne dostarczaja nastgpujacych informacji: §rednia odlegto$¢ Ziemia—
Ksigzyc jest rowna 60,27 promieni ziemskich, ZK = 60,27 R, natomiast odlegtos¢ srodka masy
uktadu od srodka Ziemi wynosi ZC =0,73 R. Oblicz mas¢ Ksi¢zyca m, znajac mas¢ Ziemi

M=5,97-10** kg.

tor srodka ziemi

-

' K If't: 2
B v

tor srodka ksiezyca

Ziemia i Ksigzyc poruszaja si¢ dookota wspdlnego srodka masy C odlegtego od $rodka Ziemi o
0,73 promienia Ziemi, ZC=0,73 R

Rysunek 5.17: Srodek masy uktadu Ziemia-Ksiezyc

Odpowiedz: Srodek masy oméwilismy w podrozdziale 4.5 Srodek ciezkosci i Srodek masy na
stronie 185, gdzie podalismy wzor (wzor 377 na stronie 190), z ktérego wynika, ze srodek masy
dzieli odcinek taczacy dwa ciata na odcinki odwrotnie proporcjonalne do ich mas. Zatem stosunek
odcinkéw ZC/ K C (Rysunek 5.17: Srodek masy ukladu Ziemia-Ksiezyc na stronie 231) jest
roéwny stosunkowi mas m/ M. Stad otrzymujemy wzor na mase Ksigzyca:

(wzor 505 ) m=£5

Odcinek KC jest rowny (60,27 - 0,73) R=59,54 R, zatem masa Ksi¢zyca wynosi
m=(0,73/59,54) M =0,0123 M =0,0123-5,97-10** kg=7,34-10"> kg.

Pytania i problemy

1. Podaj tres¢ pierwszego prawa Keplera. Czy popetnimy duzy btad, gdy powiemy, ze Ziemia krazy po orbicie

kotowej dookota Stonca? Odpowiedz uzasadnij.

2. Podaj tres¢ drugiego prawa Keplera. Czy mozesz powiedzie¢, ze Srodek Ziemi porusza si¢ ruchem jednostajnym
naokoto Stonca, wiedzac, ze Ziemia krazy naokoto Stonica po orbicie eliptycznej? Odpowiedz uzasadnij.

3. Podaj tres¢ trzeciego prawa Keplera. Oblicz ile wynosi promien orbity Marsa (w przyblizeniu kolowej),
znajac okres obiegu Marsa naokoto Stonca - rok marsjanski 7'y, = 686,98 dni (ziemskich), promien orbity
Ziemi (w przyblizeniu kotowej) r, = 149,6- 10% km, oraz rok ziemski T 7 =365,25 dni (tutaj: jedna doba
=23 h 56 min 4 s = 86 164 s).

4. Newton wykazal, ze prawa Keplera wynikaja z prawa powszechnej grawitacji. Wykaz, ze trzecie prawo Keplera
dla szczegolnego przypadku orbit kotowych wynika z prawa grawitacji Newtona.
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5.6 Pole grawitacyjne

Zgodnie ze wspotczesnym pogladem na podstawowe oddziatywania w przyrodzie, posrednikiem i zarazem nos$nikiem
oddziatywan jest pole sif.

W dotychczasowych naszych rozwazaniach nie méwiliSmy nic o mechanizmie oddzialywania grawitacyjnego.
Przyjmowalismy milczaco, ze wystarczy, aby dwa ciata znalazly si¢ w pewnej odlegtosci od siebie, aby wystapito
migdzy nimi oddziatywanie grawitacyjne. Taki sposob podejscia do oddziatywan migdzy ciatami nazywamy
oddziatywaniem na odlegtos¢. Ten poglad utrzymat si¢ w fizyce az do drugiej potowy XIX wieku. Wspoélczesny
poglad na podstawowe oddziatywania w przyrodzie przyjmuje, ze posrednikiem i zarazem no$nikiem oddzialywan
jest pole sit. W koncepcji oddziatywania na odleglos¢ ciata oddziatuja nawet wtedy, gdy nie stykaja sig¢ ze soba.
Natomiast koncepcja polowa przyjmuje, ze ciato bedace zrodtem oddzialywania wprowadza modyfikacje otaczajacej
go przestrzeni, tworzac pole oddziatywan, ktore z kolei dziata na ciata znajdujace si¢ w tym polu. Ciato posiadajace
mas¢ wytwarza wokot siebie pole grawitacyjne. Jezeli w polu tym znajdzie si¢ inne ciato o okreslonej masie, to na
ciato bedzie dziata¢ sita grawitacji pochodzaca od pola grawitacyjnego.

Qo Wazine: Pole grawitacyjne - to przestrzen, w ktorej na ciala obdarzone masa dziataja sity grawitacji.

Waznym pojeciem w koncepcji polowej sa linie sil. Wyobrazmy sobie cialo o masie M w ksztatcie kuli (moze to
by¢ np. jaka$ planeta) — Rysunek 5.18: Linie sil pola grawitacyjnego. na stronie 232a. Umie$¢my w jej poblizu w
punkcie 4 odlegtym o r od jej srodka jakie$ mate ciato o masie m << M, ktore bedziemy nazywac ,,ciatem probnym”.
Na ciato probne dziata sita cigzko$ci

(wzor 506 ) F = G4t

a) w poblizu kuli — pole centralne, b) w poblizu ptaskiej powierzchni, np. w poblizu powierzchni Ziemi na nieduzym
obszarze — pole jednorodne

Rysunek 5.18: Linie sit pola grawitacyjnego:

Jezeli cialo prébne przesuniemy do punktu B, to bedzie na nie dziata¢ wigksza sita F', ale jej kierunek si¢ nie zmieni.
We wszystkich punktach prostej 4B kierunek sity grawitacji jest taki sam. Linia ta nazywa sie¢ ,,/iniq sif’. W ogdlnym
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przypadku linig sit nazywamy lini¢, wzdtuz ktorej (lub stycznie do ktorej) na ciato probne dziataja sity. Takich linii
w otoczeniu kuli mozemy wykresli¢ bardzo duzo. Linie sit w otoczeniu kuli rozmieszczone sa promieniscie (Rysunek
5.18: Linie sil pola grawitacyjnego: na stronie 232a). Pole o liniach sil rozmieszczonych promieni§cie nazywamy
polem centralnym. Gdy mamy do czynienia z nieduzymi obszarami w poblizu powierzchni Ziemi, mozna przyjac, ze
linie sit sa rownolegte do siebie i1 prostopadite do powierzchni Ziemi (Rysunek 5.18: Linie sil pola grawitacyjnego.

na stronie 232b). Takie pole, w ktorym linie sit sa rownolegte i ma wszedzie taka sama warto$¢, nazywamy polem
jednorodnym.

Natezenie pola grawitacyjnego
Aby moc porownywac pola grawitacyjne, stosujemy wielko$¢ zwana natezeniem pola, ktore definiujemy jako
stosunek sity grawitacyjnej F dziatajacej na ciato probne w danym punkcie pola do masy m tego ciata

(wzor 507)7 =&

Natezenie pola grawitacyjnego jest wielko$cia wektorowa, ktorej kierunek i zwrot w zadanym punkcie jest tozsamy z
kierunkiem i zwrotem sity grawitacji dziatajacej na ciato probne umieszczone w tym punkcie.

—

Jezeli teraz skorzystamy ze wzoru (wzor 506 na stronie 232) dla wyznaczenia warto$ci ilorazu %, to otrzymamy
wzOr na warto$¢ natezenia pola pochodzacego od ciata kulistego:

(wzor 508) y = GA%

Widzimy, ze y nie zalezy od masy m ciata probnego, zalezy natomiast od masy M ciala wytwarzajacego pole oraz od
odlegtosci » danego punktu pola od srodka ciata wytwarzajacego pole. Zatem wielkos¢ (wzor 507 na stronie 233)
charakteryzuje nam pole, niezaleznie od tego, jakim cialem probnym si¢ poslugujemy. Nat¢zenie pola ma wymiar

N / kg jest to jednoczesnie jednostka przyspieszenia (m - s2).

Zwré¢my uwagg na to, ze przyspieszenie grawitacyjne (cho¢ inaczej definiowane) jest rtOwnocze$nie natgzeniem pola
grawitacyjnego, poniewaz

(wzor509) g =

(porownaj ze wzorem (wzor 507 na stronie 233)).

(7] Wskazéwka: Ta zbieznos¢ jest m.in. odzwierciedleniem faktu, Ze obecno$¢ pola grawitacyjnego jest
rownowazna ruchowi przyspieszonemu nieinercjalnych uktadéw odniesienia - przypomnij sobie przyklad
., Rakieta” (Tom 1. rozdz. 1.6 Sity bezwtadnosci), w ktorym omowiono problematyke wytwarzania ,,sztucznej
grawitacji”.

Wzér (wzor 507 na stronie 233) mowi nam, ze natgzenie pola grawitacyjnego jest tym wigksze, im wigksza jest
masa M ciata wytwarzajacego pole i ze nat¢zenie pola centralnego stabnie z kwadratem odlegto$ci od zrodta 7.

Zauwazmy, ze tam, gdzie pole jest stabsze, tam linie sit sa rzadziej rozmieszczone (patrz Rysunek 5.18: Linie sil pola
grawitacyjnego: na stronie 232a).

Przyktad 7 (nadobowiazkowy)

Natezenie pola grawitacyjnego na zewnatrz ciala kulistego, np. na zewnatrz Ziemi, jest dane
wzorem (wzor 508 na stronie 233). Jak zmienia si¢ nat¢zenie pola grawitacyjnego, wewnatrz
kuli, wraz z odlegtoscia od jej srodka? Przyjmiemy, ze kula jest jednorodna, tzn. ma wszedzie
jednakowa gestosé p.

Odpowiedz: Zgodnie z trescia rozdziatlu 5.3 Grawitacja wewnqtrz planety — temat
nadobowiqzkowy na stronie 220 - jezeli mate ciato m znajduje si¢ w punkcie P wewnatrz
duzej jednorodnej kuli o masie M w odleglosci » od jej sSrodka (Rysunek 5.18: Linie sif pola
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grawitacyjnego: na stronie 232), to wypadkowa sita grawitacji dziatajaca na ciato m jest
skierowana do $rodka kuli i wyraza si¢ za pomoca wzoru

M
(wz6r 510) Fyy= G— rz(r)

gdzie M (r) jest masa rdzenia kuli o promieniu r.

Rysunek 5.19: Punkt materialny P wewnatrz kuli jest przyciagany do srodka kuli
tylko przez jej czesc¢ kulista o promieniu r

. ., - 4mrp
Mozna ja wyrazi¢ za pomoca gestosci p: M|r|=—73— zatem

47rr3p
m
(wzor 511 ) F=G 3},2 :%nGpmr

Zgodnie ze wzorem (wzor 508 na stronie 233) nat¢zenie pola grawitacyjnego wewnatrz planety
(wzdbr512) y(r) = gnGpr

Widzimy, ze nat¢zenie pola grawitacyjnego wewnatrz kuli (jak réwniez i sita grawitacji) ro$nie
liniowo wraz z odleglos$cia » od $rodka kuli. Wykres natezenia pola grawitacyjnego, wewnatrz i na
zewnatrz jednorodnej kuli, w zaleznosci od odleglosci od jej srodka, jest przedstawiony na Rysunek
5.20: Wykres natezenia pola grawitacyjnego wewnqtrz i na zewnqtrz jednorodnej kuli na stronie
235.
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Rysunek 5.20: Wykres natezenia pola grawitacyjnego wewnatrz i na zewnatrz
jednorodnej kuli

Pytania i problemy

1. Co to jest pole grawitacyjne? Podaj definicjg pola grawitacyjnego.

2. Co to jest natgzenie pola grawitacyjnego? Podaj jego definicjg. O czym informuje nas warto$¢ natg¢zenia pola
grawitacyjnego?

3. Wiadomo, ze masa Stonca jest 335 000 razy wigksza od masy Ziemi. W jakiej odlegtosci » od srodka
Stonca (na zewnatrz od niego) natgzenie pola grawitacyjnego Stonca jest rowne nat¢zeniu ziemskiego pola
grawitacyjnego na powierzchni Ziemi. Promien Ziemi wynosi R, =6 371 km. Porownaj t¢ odlegto$¢ z
promieniem Stonca wynoszacym okoto 109 promieni Ziemi oraz z odlegtoscia Ziemia—Stonce, ktéra wynosi
okoto R, ¢=1,5-10% km.

4. Rakieta porusza si¢ ruchem prostoliniowym ze statym przyspieszeniem, wskutek czego w rakiecie wystepuja sity
bezwtadnosci. Wykresl linie sit pola grawitacyjnego rownowaznego polu sit bezwladnosci w rakiecie.

5. Rakieta porusza si¢ ruchem jednostajnym po okregu wokot Ziemi. Wykresl linie sit pola grawitacyjnego Ziemi
oraz linie pola sit bezwtadnos$ci w rakiecie.

5.7 Praca w polu grawitacyjnym

W rozdziale 3.2 Energia potencjalna na stronie 136 wyznaczali$my prace w polu grawitacyjnym w poblizu Ziemi —
w polu jednorodnym — i otrzymaliSmy wzor W = mgh. Obecnie wyznaczymy pracg przemieszczenia ciala w dowolne;j
odlegtosci od Ziemi oraz w polu grawitacyjnym innych kulistych ciat niebieskich.

Ile wynosi praca sity zewngtrznej F rownej co do wartosci sile grawitacji, lecz przeciwnie skierowanej, dzialajacej
na ciato probne o masie m w polu grawitacyjnym na drodze s = r; - r, wzdtuz linii sity pola, jak na Rysunek 5.21: Sita
zewnetrzna przesuwa ciato probne wzdtuz linii sity pola grawitacyjnego na stronie 236?
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Rysunek 5.21: Sita zewnetrzna przesuwa ciato prébne wzdtuz linii sity pola grawitacyjnego

Na drodze od punktu / do 2 sita F zmienia swoja warto$¢ wedtug wzoru F = GMm/ 2. Wiemy juz, ze praca na
wykresie zalezno$ci sily od przesunigcia jest rOwna polu powierzchni pod linia sily (podrozdziat 3.7/ Praca na
stronie 132). Praca jest rowna zakolorowanemu polu przypominajacemu trapez (Rysunek 5.22: Praca sily w polu
grawitacyjnym na stronie 237a). Zatem w celu wyznaczenia pracy nalezy obliczy¢ warto$¢ powierzchni tego pola.
Tu napotykamy na pewien problem — jak obliczy¢ pole powierzchni takiej figury geometrycznej? Mozna obliczy¢
pole prostokata rbwnowaznego tej figurze. W przypadku trapezu rbwnowazny mu prostokat wyznaczony jest przez
lini¢ odpowiadajaca $redniej arytmetycznej F z sit i F,.

Jednakze w naszym przypadku nie jest to zwykty trapez. Dlatego $rednia arytmetyczna F nie reprezentuje
odpowiedniej Sredniej sity na tej drodze. Pole powierzchni prostokata EJK D (Rysunek 5.22: Praca sily w polu
grawitacyjnym na stronie 237b) pod linia $redniej arytmetycznej sity bytoby duzo wigksze niz pole ABCDE
odpowiadajace pracy wykonanej przez silg F.
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a) pole powierzchni pod krzywa jest miara pracy wykonanej przez sitg zewngtrzng na drodze od »{ do r,, b) pole
ABCDE jest rowne polu powierzchni prostokata £FGH D; pole powierzchni tego prostokata jest miarg pracy

wykonanej przez sitg bedaca srednia geometryczna sit F'| i Fy: Fg. = \FF,
Rysunek 5.22: Praca sity w polu grawitacyjnym

Okazuje sig, ze wlasciwa srednig sila jest $rednia geometryczna. W matematyce przyjmuje si¢ nastgpujaca definicje
$redniej geometrycznej ag, dwoch liczb a;i a,
(wzor 513 ) a,.= \/alaz

Zatem w naszym przypadku $rednia geometryczna sit F' 1 F, wynosi

, (M M _
(wzor514)Fér=\/ 2 =\G ,,%mG ,,%m - ”1;;’

Pole prostokata (pod linig tej $redniej sity) - EGHD na Rysunek 5.22: Praca sily w polu grawitacyjnym na stronie
237Db jest wlasnie rowne polu pod krzywa sity F' (EACD).

Zatem praca sity zewngtrznej przesunigcia masy probnej m w polu grawitacyjnym pochodzacym od ciata kulistego o

masie M wyrazi si¢ wzorem W, =F sr(’”Z' ”1) i po podstawieniu (wzor 514 na stronie 237) otrzymamy
(wzr 515 ) Wy, = G (ryr)
Po rozbiciu tego wzoru na dwa sktadniki i po uproszczeniu otrzymujemy ostatecznie tadny symetryczny wzor

(wzor 516) |, = GAHE .G
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Rysunek 5.23: Praca przemieszczenia ciata po drodze krzywoliniowej w polu grawitacyjnym

Obliczmy teraz pracg przesunigcia ciata probnego o masie m w polu grawitacyjnym wzdtuz dowolnej drogi
krzywoliniowej — Rysunek 5.23: Praca przemieszczenia ciala po drodze krzywoliniowej w polu grawitacyjnym na
stronie 238. Cata drogg podzielimy na mate odcinki A s, tak mate, aby mozna bylo je traktowac jako odcinki
proste. Elementarna praca na pojedynczym odcinku drogi jest rowna

(wzor517) AW=FAscosa=FAr

gdyz, jak pokazano na Rysunek 5.23: Praca przemieszczenia ciata po drodze krzywoliniowej w polu grawitacyjnym na
stronie 238, Ascosa= Ar

Widzimy, ze ta elementarna praca jest rOwna elementarnej pracy wzdtuz linii sity pola grawitacyjnego i nie zalezy
od kata nachylenia elementu drogi do linii sily. Cata praca bgdzie réwnac si¢ sumie prac A W (z dowolnie matym
btgdem zaleznym od wielkos$ci odcinkow, na ktore podzieliliSmy cata droge) wzdtuz jednej linii sity pola na odcinku .

Zatem, praca sily zewnetrznej w polu grawitacyjnym nie zalezy od ksztaltu toru, po ktérym porusza sig cialo, a
zalezy tylko od polozenia punktéw koncowych toru.

Pytania i problemy

1. Dlaczego zastosowanie $redniej arytmetycznej sity grawitacji na odcinku drogi od 7 do 7, nie prowadzi do
prawdziwej wartosci pracy pola grawitacyjnego? Jaka $rednig nalezy zastosowac w tym przypadku?

2. Przewozono dwie jednakowe skrzynie z parteru domu handlowego do sklepu potozonego na pierwszym pigtrze —
jedna przewozono winda, a druga za pomoca schodow ruchomych. Czy wykonana praca przemieszczenia skrzyn
(abstrahujac od czynnikéw ubocznych) w obu przypadkach jest taka sama, czy ré6zna? Odpowiedz uzasadnij.

3. Oblicz pracg potrzebng do przemieszczenia ruchem jednostajnym ciata o masie m=1 kg z powierzchni Ziemi
na wysoko$¢ 2= 2R nad nia. Przyjmij, ze promien Ziemi wynosi R= 6,4 - 10° m, a przyspieszenie ziemskie na

powierzchni Ziemi wynosi g=9,81 m / 2.
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5.8 Energia potencjalna w polu grawitacyjnym

Wiemy juz, ze praca jaka trzeba wykona¢, aby podnies$¢ ciato o masie m na wysokos¢ -z w poblizu powierzchni Ziemi
Wynosi

(wzor 518) W =mgh

Zatem cialo znajdujace si¢ na wysokos$ci £ ma energi¢ potencjalna

(wzor 519 ) Ep=mgh

Dla nieduzych réznic wysokosci nad Ziemia przyspieszenie g praktycznie nie zmienia si¢ i sita cigzkosci dziatajaca
na ciato pozostaje stata na calej drodze 4. Dlatego wzor (wzor 519 na stronie 239) na energig potencjalna ciata
mozna stosowac tylko dla matych wysokosci h w poréwnaniu z promieniem Ziemi. Nalezy zaznaczy¢, ze wzor ten
jest bardzo uzyteczny, gdyz jest prosty i czgsto przy rozwiazywaniu konkretnych zadan mamy do czynienia wlasnie z
nieduzymi wysokosciami w stosunku do rozmiarow Ziemi.

Doktadny wzor na energi¢ potencjalng ciata znajdujacego si¢ na dowolnej wysokosci w polu grawitacyjnym
otrzymamy z wyrazenia (wzor 517 na stronie 238) na pracg w polu grawitacyjnym.

(wzor 520) W, = GME G

W2zér ten wyraza prace sity zewnetrznej przy przenoszeniu ciala, ktore poczatkowo znajdowato si¢ w odlegtosci | od
$rodka Ziemi i zostalo przeniesione na dalsza odleglo$¢ r,. Tyle wlasnie energii potencjalnej nabylo cialo w stosunku
do jego potozenia poczatkowego. Cialo blizej Ziemi ma mniejsza energi¢ potencjalna, niz wtedy, gdy znajduje si¢ w
dalszej od niej odlegtosci. Praca ta jest rtowna roznicy energii potencjalnej £ ;- E ,; (energia potencjalna w punkcie?
minus energia potencjalna w punkcie /). Zatem wzor (wzor 520 na stronie 239) nalezy zapisaé nastgpujaco:

(wzdr S21) W1y = Epp- Epy= -G (. GH2)

Zakladajac, ze r, > r) mozemy powiedzie¢, Ze cialo ma mniejsza energig potencjalna w miejscu wyznaczonym przez
promien r; w stosunku do miejsca wyznaczonego przez r,. Powszechnie przyjmuje si¢ konwencjg, aby mierzy¢
energi¢ potencjalna ciata w polu grawitacyjnym w stosunku do punktu oddalonego do nieskonczonosci. Oznacza to,
ze gdy rp =, to £, = 0. Przyjmujac we wzorze (wzor 521 na stronie 239) r| = r i ) = o0, otrzymamy nastgpujacy
wzOr na energi¢ potencjalna ciata w polu grawitacyjnym:

(wzbr 522 ) Ep= - G2
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Zwrd¢ uwagg, ze linig przerywana zaznaczono matematyczne przedtuzenie linii ciaglej. W rzeczywistosci przebieg
energii wewnatrz Ziemi jest inny (patrz rysunek w przyktadzie Przykiad 9 na stronie 243)

Rysunek 5.24: Wykres zaleznosci energii potencjalnej ciata od odlegtosci r od srodka Ziemi, dla r=R

Przyjecie okreslonego poziomu odniesienia za zerowy jest dowolne i zalezy od konkretnego problemu fizycznego,
ale gdy raz obierzemy jaki$ poziom zerowy, to energi¢ kazdego ciala musimy wyznaczaé wzgledem tego jednego
wspolnego poziomu. Tylko wtedy mozemy porownywac energi¢ potencjalng réznych cial.

Innym skutkiem przyjecia takiego poziomu odniesienia jest pojawienie si¢ ujemnych wartosci energii potencjalne;j
(znak minus we wzorze (wzor 522 na stronie 239). Istotne jest, ze w miarg oddalania si¢ od Ziemi energia
potencjalna ciata ro$nie, co jest zgodne z konieczno$cia wykonywania pracy, jesli chcemy oddali¢ ciato od zrodta
pola grawitacyjnego. Chociaz wzor (wzor 522 na stronie 239) wydaje si¢ niepodobny do wzoru (wzor 519

na stronie 239), to mozna wykaza¢ (pokazemy to w ostatnim paragrafie tego rozdziatu), ze przyblizony wzor
(wzor 519 na stronie 239) wynika z doktadnego wzoru (wzér 522 na stronie 239). Tam tez pokazemy, ze
przyjmowanie przez energig potencjalng wartosci ujemnych jest mato wazne.

Przyktad 8

W jakim zakresie wysokos$ci 4 nad powierzchnia Ziemi mozemy stosowac wzor przyblizony na
energi¢ potencjalng (wzor 519 na stronie 239), aby nie popetni¢ btedu wigkszego niz 1%?
Odpowiedz: Btad bezwzgledny wyraza sig przez roznicg migdzy wartoscia przyblizona

(E p)przybl = mgh a wartoscia doktadna (E p) wyznaczong ze wzoru (wzor 522 na stronie 239).

dokt
Natomiast btad wzgledny obliczymy ze wzoru

(& )przybl AEy )dokl
(E p)dokl

(wzdbr 523)
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Powinien by¢ zatem spelniony warunek

(Ep)przybl_(Ep)dokl _ (Ep)przybl

(wzbr 524 ) -1<0,01

( p)dokl (£ p)dokl
Podstawiajac tu wyrazenia (wzor 522 na stronie 239) i (wzor 519 na stronie 239),
otrzymujemy

(wzor 525 ) BE 1= 2 <01

Widzimy wigc, ze az do wysokosci #=0,01 R=0,01-6 371 km~64 km przyblizony wzor (wzor
519 na stronie 239) wyraza energi¢ potencjalng z bledem nie wigkszym niz 1%.

Pojecie energii potencjalnej jest pojeciem ogdlnym, ktore stosuje si¢ do wielu przypadkow, nie tylko do pola
grawitacyjnego. Stosuje si¢ je do wszystkich przypadkow, gdzie wystepuja sify zachowawcze. Przypomnijmy sobie
(rozdziat 3.2 Energia potencjalna na stronie 136), co to jest sita zachowawcza? Przyktadem sity zachowawczej jest
sita grawitacji. Jezeli podniesiemy ciato na pewna wysokos$¢, to praca wykonana przez site rowna sile cigzkoscei,

lecz przeciwnie skierowana, nie ginie, ale odnajdujemy ja w energii potencjalnej, ktorag mozemy znéw wykorzystaé
do wykonania pracy. Mowimy, ze praca wykonana przeciwko sile cigzkosci zostata ,,zachowana”. W poprzednim
podrozdziale stwierdzili$my, ze praca przeciwko sitom grawitacyjnym nie zalezy od drogi, ale od wspotrzednych
poczatku i konca toru. Ta wtasnie cecha sity zostata wykorzystana do definicji sity zachowawczej. Zatem, jezeli
praca jakiej$ sily nie zalezy od drogi, ale tylko od polozenia punktéw poczatkowego i koncowego toru, to sila ta
jest sila zachowawczg.

Z tej cechy sity zachowawczej wynika twierdzenie, ze praca wykonana przez sil¢ zachowawcza na drodze zamknigtej
jest rowna zeru. Dowod jest prosty i pozostawiamy go czytelnikowi, jako ¢wiczenie. Z twierdzenia tego wynika, ze
nie mozemy zyskiwac (ani traci¢) energii przez wielokrotne obieganie tego samego toru, gdy mamy do czynienia z
sitag zachowawcza.

Tarcie nalezy do sit niezachowawczych. Zwiazane jest to z tym, ze przy dzialaniu sily tarcia energia si¢ rozprasza

i jest przekazywana otoczeniu przez ciepto. Nie mozna jej odzyskaé w prosty sposob. Jezeli przesuwamy ciato

po poziomej podstawie ruchem jednostajnym, dziatajac sita F przeciwko sile tarcia 7', to praca wykonana przy
przesunigciu ciata nie zwigksza energii potencjalnej ciata. Pracy tej nie mozna odzyskac, gdyz nie zostata zachowana
w postaci energii mechanicznej — zostata ona zmarnowana dla nas bezpowrotnie. Dlatego tarcie zaliczamy do ,,sil
niezachowawczych”.

Wszystkie cztery podstawowe oddziatywania naleza do kategorii sit zachowawczych. Zatem, podstawowe sity
dziatajace migdzy czastkami elementarnymi naleza do sit zachowawczych. Rowniez dotyczy to sit, ktore mozna

w prosty sposob zredukowaé do sit podstawowych. Przyktadem moze byc¢ tu sita sprezystosci sprezyny. Podczas
rozciagania sprezyny atomy zostaja nieco od siebie odsunigte i elektrostatyczne przyciaganie migdzy nimi, sumujac
sig, daje makroskopowy efekt w postaci sity sprezystej sprezyny.

W przypadku ciata kosmicznego znajdujacego si¢ w polu grawitacyjnym innego ciala przyjmuje sig, Ze jego energia
potencjalna jest rOwna zeru w nieskonczonosci (patrz wzor (wzor 522 na stronie 239)).

Potencjat pola grawitacyjnego

Pole grawitacyjne opisywalismy dotychczas za pomoca natgzenia pola. Natgzenie informuje nas o tym, jak silne

jest pole, to znaczy jak duza sita dziala pole na ciato probne o jednostkowej masie. Natezenie jest wektorem.
Obecnie mamy mozliwos¢ opisania pola za pomoca wielkosci skalarnej, jaka jest energia potencjalna. Zdefiniowanie
potencjalu pozwala na uproszczenie wielu rachunkdw, a w nauce o elektrycznosci jest podstawowym pojgciem
umozliwiajacym zrozumienie wielu zjawisk, co bedzie jednym z tematoéw nastgpnych rozdziatow.

Energia potencjalna ciata w polu grawitacyjnym wyrazona wzorem jest zalezna zar6wno od masy M zrodta pola,
od miejsca w przestrzeni wyznaczonego przez odlegtos¢ r, jak i od masy m ciala probnego znajdujacego si¢ w

polu. Zatem zawiera wielkosci charakteryzujace zar6wno pole, jak i cialo probne przypadkowo znajdujace si¢ w
polu. Aby otrzymac wielkos$¢, ktora okreslataby samo pole, trzeba tak zmieni¢ wzor, aby zawierat tylko wielkosci
charakteryzujace pole. Jezeli podzielimy energig potencjalng przez masg m ciala probnego, to tak powstata wielkos¢
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nie bedzie zawiera¢ przypadkowej masy probnej i bgdzie charakteryzowac pole w dowolnym miejscu. Wielko$¢ ta
nazywa si¢ potencjatem pola grawitacyjnego. Oznaczamy go symbolem V, zatem

Ep
(wzbr 526) V==

0 Wazne: Wartosc¢ liczbowa potencjatu jest rowna wartosci liczbowej energii potencjalnej ciata probnego
o jednostkowej masie (m=1 kg) znajdujacego si¢ w danym punkcie pola. Zgodnie definicja potencjatu —

wzorem (wzor 526 na stronie 242) — jego jednostka jest 1 J / kg.

Podstawiajac tu wyrazenie (wzor 522 na stronie 239) na energi¢ potencjalng £ otrzymamy nastgpujacy wzor na
potencjal pola grawitacyjnego wytworzonego przez zrodto punktowe (lub kuliste):

(wzor527) V= -GM

Przygladajac si¢ wzorowi (wzor 527 na stronie 242), zauwazamy, ze potencjat zalezy odwrotnie proporcjonalnie od

r (tzn. od odleglosci od $rodka masy kulistej bedacej zrédlem pola, na przyktad od srodka Ziemi). Krzywa obrazujaca
te zaleznos$¢ jest hiperbola (patrz rys. Rysunek 5.25: Potencjal grawitacyjny na stronie 242). Taka zalezno$§¢
potencjatlu dotyczy tylko punktow polozonych na zewnatrz kulistego ciata wytwarzajacego pole. Wewnatrz kuli
obowiazuje inna zalezno$¢ potencjatu od odlegtosci od srodka. Zagadnienie to rozwazymy jako przyktad (patrz
Przyktad 9 na stronie 243).

Wykres potencjalu grawitacyjnego V(r) w funkcji odlegtosci od $rodka kuli (dla » > R) przedstawia hiperbolg.
Zwro6¢ uwagg, ze linia przerywana zaznaczono matematyczne przedhuzenie linii ciagtej. W rzeczywistosci przebieg
potencjatu wewnatrz Ziemi jest inny (patrz rysunek w Przykfad 9 na stronie 243)

Rysunek 5.25: Potencjat grawitacyjny

Zgodnie ze wzorem (wzor 527 na stronie 242) potencjal przybiera jednakowa warto§¢ dla wszystkich punktow
jednakowo odlegtych (o r) od $rodka. Miejscem geometrycznym tych punktow jest powierzchnia kuli o promieniu
r. Jest to powierzchnia jednakowego potencjatu. Powierzchnie, na ktérych potencjat pola ma jednakowa wartos¢,
nazywamy powierzchniami ekwipotencjalnymi. Widzimy zatem, ze pole grawitacyjne (i nie tylko pole grawitacyjne,
ale i inne pola, np. pole elektrostatyczne) mozemy graficznie przedstawiaé nie tylko za pomoca linii sit, ale rowniez
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za pomoca powierzchni ekwipotencjalnych. W przypadku pola grawitacyjnego, ktorego zrodtem jest ciato kuliste,
linie sit rozchodza si¢ promieniscie, a powierzchnie ekwipotencjalne sa koncentrycznymi powierzchniami kulistymi.

Zauwazmy jeszcze, ze wzor (wzor 520 na stronie 239) na prace przesunigcia ciata w polu grawitacyjnym mozna
wyrazi¢ za pomoca réznicy potencjatdw. Mamy bowiem

(waor 528) W1, = GH - G = (- GRL)- (G2 | = {7 )

Zatem, praca przesunigcia W, ciala migdzy dwoma punktami w polu grawitacyjnym jest rOwna iloczynowi masy
ciata i r6znicy potencjatow migdzy tymi punktami:

(wzor 529) Wiy =m(V,-V)

Praca ta jest jednoczesnie rowna roéznicy energii potencjalnej ciata.

Przyktad 9
Jakim wzorem wyraza sig potencjat pola grawitacyjnego wewnatrz jednorodnej kuli o promieniu R?

Odpowiedz: Najpierw wyprowadzimy wzor na pracg przesunigcia masy probnej m wewnatrz kuli
od jej $rodka do punktu odleglego o r. Na tej drodze silta grawitacji zmienia liniowo swoja warto$¢
(wWzor (wzor 483 na stronie 223)):
(w26 530) F = 32Gpmr
W punkcie §rodkowym kuli (dla » = 0) sila ta jest rowna zeru, zatem $rednia sita na drodze » wynosi
(wzor 531) Fg="75 = %nGpmr
Praca sily zewngtrznej rowne;j sile grawitacji na tej drodze wyniesie
. _ _F 2
(wzor 532) W= Fgr="75r=5nGpmr?
Tyle wzrosnie energia potencjalna ciata probnego (w stosunku do $rodka kuli)
(Wz6r 533) Wy, = A Ep=Epr-Epp=37Gpm- 2
Praca przesunigcia W . ciata migdzy dwoma punktami w polu grawitacyjnym jest rowna
iloczynowi masy ciala i roznicy potencjatéw migdzy tymi punktami (patrz wzor (wzor 529 na
stronie 243)), wigc
) _ _ _2
(W26t 534) W, =m AV =n{V -V o) =32Gpm-12
Stad, po przeksztalceniu, otrzymujemy wzor na potencjat pola grawitacyjnego wewnatrz kuli:
(Wz6r 535) V,= Vo + $2Gp-12
Podstawiajac tu masg kuli,
. _4 3
(wzbr 536 ) M = 37pR
otrzymamy

(wzor 537) V,:V0+%G%-r2

Widzimy, ze zalezno$¢ V,. od r jest funkcja kwadratowa.
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Ile wynosi potencjat V', w punkcie §rodkowym kuli? W celu odpowiedzi na to pytanie zauwazmy,
ze gdy r = R, to potencjat

. 1 M
(wzor 538) Vp=Vy+5Gx

jest réwny potencjalowi na powierzchni kuli, ktory zgodnie ze wzorem (wzor 527 na stronie 242)
wynosi V = - GM / R. Wstawiajac to wyrazenie do przeksztalconego wzoru (wzdr 538 na stronie
244), otrzymamy
(wror 539) -G =y My = 3GY

Po podstawieniu otrzymanego wyrazenia na V', do wzoru (wzor 535 na stronie 243)
otrzymujemy nastgpujacy wzor na potencjat pola grawitacyjnego wewnatrz kuli:

. GM ( 2 )

540) V, =55 |=5 -3
( WZOr ) r 2R R2

Teraz mozemy wykona¢ pelny wykres potencjatu w zaleznosci od odlegtosci od $rodka kuli w

calej przestrzeni, zarOwno wewnatrz, jak i na zewnatrz kuli — Rysunek 5.26: Wykres potencjatu w
zaleznosci od odleglosci od srodka kuli, wewnqtrz i na zewnqtrz kuli na stronie 244.

A\

Rysunek 5.26: Wykres potencjatu w zaleznosci od odlegtosci od srodka kuli,
wewnatrz i na zewnatrz kuli

Pytania i problemy

1.

Dlaczego wzor na energig potencjalng Ep = mgh jest wzorem przybliZonym? Podaj doktadny wzor na energie

potencjalng w polu grawitacyjnym Ziemi.

Co to jest potencjal pola grawitacyjnego? Podaj definicjg tej wielkosci.

Jaka krzywa obrazuje potencjat pola na zewnatrz kuli ziemskiej — na wykresie w uktadzie wspotrzednych (r, V)?

Narysuyj t¢ krzywa.

Jaki jest zwiazek pracy z potencjatem pola grawitacyjnego?

Z powierzchni jednorodnej planety w ksztaltcie kuli o promieniu R i masie M wystrzelono pionowo w gorg rakiete

z predkoscia vy. W jakiej odleglosci ry rakieta sig zatrzyma?

Qo Wskazéwka: Przedyskutuj wzor koncowy z pytania 5., z punktu widzenia wartosci v, Czy uzyskany
wynik jest stosowalny w catej dopuszczalnej dziedzinie predkosci poczatkowych?
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5.9 Predkosci kosmiczne

Zasada zachowania energii umozliwia obliczenie predkosci, jaka nalezy nadaé ciatu, aby mogto polecie¢ w Kosmos.
Mamy trzy szczegolne mozliwosci:

1. cialo opuszcza Ziemig, ale krazy po orbicie wokot Ziemi,

2. ciato wylatuje poza zasigg pola grawitacyjnego Ziemi,

3. ciato opuszcza Uktad Stoneczny i oddala sig¢ poza zasigg pola grawitacyjnego Stonca. W tym przypadku chodzi
nam o predkos¢ ciata wzglgdem Ziemi (Uwaga: temat nadobowiqzkowy).

Rozwazymy tutaj szczegdtowo tylko przypadek 3. Dwa pierwsze byly omawiane w klasie pierwszej — tutaj tylko
przypomnimy je oraz nieco poglebimy nasza wiedz¢ na ten temat.

Ad 1. Przypomnijmy, jaka predkos$¢ nalezy nadac ciatu, aby mogto sta¢ si¢ sztucznym satelita.

Rysunek 5.27: Przy odpowiednio duzej predkosci ciato okraza Ziemie, stajac sie jej sztucznym
satelita

Wspotczesne rakiety startuja z powierzchni Ziemi, wylatuja poza obszar atmosfery otaczajacej Ziemig i tam, na
wysokos$ci ponad 160 km, umieszczaja satelity. Chodzi o to, aby opor powietrza nie zmniejszat predkosci satelity, co
nieuchronnie spowodowatoby jego upadek. Rakieta nie od razu nabywa odpowiedniej predkosci, lecz rozpedza sig
na okres$lonej drodze, pokonujac zar6wno przyciaganie ziemskie, jak i opor powietrza. Rachunki w takim przypadku
sa skomplikowane. Jednakze, jezeli nas interesuje tylko predkos¢ na orbicie, to zagadnienie jest proste. Wystarczy
przyrownac sil¢ dosrodkowa z sita grawitacji satelity na orbicie wokotziemskie;j.

Przyjmiemy, ze promien orbity wynosi r, za$ promien Ziemi R. Prgdkos$¢ satelity na orbicie oznaczymy przez v.
Poniewaz na orbicie dziata na satelit¢ sita dosrodkowa rowna sile grawitacji, wigc

2
(wzor 541) F = 2= = g4
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Po przeksztatceniu rownania (wzor 541 na stronie 245) otrzymujemy wzor na predkosc satelity na orbicie kotowej:

(wzor 542 ) v= \/%

Jezeli satelita ma orbitg bliska Ziemi, to promien orbity » tylko nieznacznie rdzni si¢ od promienia Ziemi R, wtedy
we wzorze (wzor 542 na stronie 246) mozemy podstawié¢ R =r i otrzymac wzor na tak zwana pierwszq predkos¢

kosmiczng:
(wzor 543 ) v = \’% = \/gR

WykorzystaliSmy tu wzor (wzor 508 na stronie 233) dla matych wysokosci, wige g = (;—2

(wzbr 544 ) v;=\[gR =\[0,81 B .6,37-10° m =7,92-10° 1 ~gkm
1 8 s2

Zatem pierwsza predkos¢ kosmiczna wynosi okoto 8 km/s (czyli jest prawie 9 razy wigksza od predkosci kuli
karabinowej).

Rysunek 5.28: Takie rakiety stuza do umieszczania satelitébw na orbicie
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Przyktad 10

Predkosé¢ satelity krazacego na orbicie na wysoko$ci 2= 160 km nieznacznie rézni si¢ od pierwszej
predkosci kosmicznej (vi =8 km/s). Latwo si¢ o tym przekonamy przeprowadzajac nastepujace
rozumowanie.

Promien orbity satelity wynosi »=R+h

Zgodnie z wzorem (wzor 542 na stronie 246) - predkos¢ satelity wyraza si¢ wzorem

(waor 545 ) =L — \/%

Przeksztalcimy ten wzor w ten sposob, aby pojawita si¢ w nim predkosci v,

, _,GM_IGMRz_ R__ [R
(wzbr 546 ) v= Rih _VRZ(R-I—h) _\IgRR-i-h _vl\/R+h

Skorzystali$my tu z wzoru (wzor 543 na stronie 246). Podstawiajac dane: =160 km i
R=6 400 km otrzymujemy, ze

(wzor 547 ) v=0,988 v,

Oznacza to, ze predkosc satelity na wysoko$ci 160 km jest mniejsza tylko o 1,2% od obliczonej
poprzednio pierwszej predkosci kosmicznej v;.

Pokazemy teraz cickawa prawidlowo$¢ wystepujaca w przypadkach ruchu ciata w polu centralnym (oto przyktady -
kulista planeta wytwarza centralne pole grawitacyjne, fadunek punktowy wytwarza centralne pole elektrostatyczne).

Przyjrzyjmy sig rownaniu (wzor 541 na stronie 245):

2
(wzor 548 ) 2= = G222

Po prostym przeksztatceniu réwnanie przybiera postac
(wzor 549 ) mv2 = G

Widzimy, ze lewa strona tego rownania odpowiada podwojonej energii kinetycznej satelity na orbicie, a prawa —
jest rowna warto$ci bezwzglednej energii potencjalnej satelity na orbicie. Widzimy wige, ze wystgpuje nastgpujaca
prawidtowos$¢: energia kinetyczna jest dwa razy mniejsza od bezwzglednej warto$ci energii potencjalnej. Zatem
energia catkowita na orbicie jest rowna

E
(wz6r550) E=Ey+Ep=GH2 gMm — .oMm P g,

czyli energia calkowita jest rowna polowie energii potencjalnej oraz jest r6wna energii kinetycznej, ale z
przeciwnym znakiem.

Ta prawidlowo$¢ energetyczna wystgpujaca na orbicie w polu grawitacyjnym ma miejsce rowniez dla elektronu
krazacego po orbicie w atomie wodoru, wedtug modelu Bohra.

Ad 2. Predkos¢ jaka nalezy nadac ciatu na Ziemi, aby mogto uciec z pola grawitacyjnego Ziemi nazywamy drugq
predkosciq kosmiczng lub predkosciq ucieczki. Oznaczymy ja przez v,.
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Zmiana energii potencjalnej ciala przy jego oddalaniu si¢ do nieskonczonosci nastapi kosztem energii kinetyczne;.

Zatem
ma M
(wzbr 551 ) == =G"x~

(wzor 552 ) AdEy;, = - AEpot

mv%
(wzor 553) 0-—= = -(0-

(przyjmujemy tu, ze ciato po oddaleniu si¢ do nieskonczonosci zatrzyma sig, wiec koncowa energia kinetyczna
wynosi zero; energia potencjalna w nieskonczonos$ci takze wynosi zero).

Stad

(wzér554)v2=\’2GTM —vp2 =7,92- 1,414 KB _ 1y 5 km

Widzimy, ze druga predko$¢ kosmiczna jest o \E czyli okoto péttora razy wigksza od pierwszej predkosci
kosmicznej. Nalezy zaznaczy¢, ze w naszych rozwazaniach nie uwzglednialiémy pola grawitacyjnego Stonca. Dlatego
v, jest predkoécia, jaka nalezy nada¢ ciatu, aby oddalilo si¢ poza obszar przyciagania Ziemi, ale nie poza obszar
grawitacji Stofica. Zatem ciato stanie si¢ sztuczna planetoida.

Ad 3. Najpierw obliczymy predkos¢ v,¢ — predkos¢ ucieczki z pola grawitacyjnego Stonca. Niech cialo znajduje sig
samotnie w odlegtoéci ry od Stonca rownej promieniowi orbity Ziemi. Zatem energia kinetyczna ciala powinna by¢
roéwna bezwzglednej warto$ci energii potencjalnej pochodzacej od Stonca:

2

my; Mm
(wzor 555) =2 = G—7

ro

gdzie: M ¢ — masa Stofica. Stad, stosujac rozumowanie analogiczne do tego, ktore nas doprowadzito do wyznaczenia
drugiej predkosci kosmicznej, otrzymujemy:

or 556 ) v2 sz%
( wzér )vzs_ 7o

Latwo mozemy wykaza¢, ze wyrazenie GM g/ rg jest rtowne v% — kwadratowi predkosci orbitalnej Ziemi, poniewaz
Ziemia na orbicie wokotstonecznej doznaje sity dosrodkowej rownej sile przyciagania Ziemia—Stonce:

Mv: MM
(wzér557)r—O=G )
0

Po uproszczeniu widzimy, ze v% = GM/ry. Wykorzystujac ten wzor i (wzdr 556 na stronie 248), otrzymamy
. ) MS > . J_
(wzbr 558 ) v5 o =2G7, =2v; czyli Vog = VoV2

W celu obliczenia predkosci v; jaka powinno mie¢ cialo wyrzucone z Ziemi, aby mogto uciec z Uktadu Stonecznego,
napiszemy rdwnanie energii, wykorzystujac fakt, ze cialo na Ziemi ma juz predko$¢ v, i dla pokonania pola
grawitacyjnego Stofica potrzebna mu tylko predkos¢ rowna v, - v, (zakladamy tutaj, ze predko$¢ wyrzutu, vs, jest
rownolegta do predkosci orbitalnej Ziemi vy). Zatem

2 2 2
, mvy m(V2S'V0) mvy
( WZOr 559 ) 2 = 2 + 2

Lewa strona tego rownania jest rowna calkowitej energii kinetycznej ciata startujacego z Ziemi. Pierwszy wyraz
prawej strony to energia kinetyczna potrzebna do ucieczki z pola grawitacyjnego Stonca, drugi wyraz to energia
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kinetyczna potrzebna do ucieczki z pola grawitacyjnego Ziemi. Stad i z (wzor 558 na stronie 248) otrzymujemy
ostatecznie

(Wz6r 560 ) vy = vg(\E-1)2+v§

Podstawiajac tu vy=30 km/soraz v,=11,2 km [s, otrzymujemy, ze trzecia predko$¢ kosmiczna wynosi
(wzor 561) v;=16,7 km/s

Podkre$lmy raz jeszcze, ze jest to predkos¢ wzglegdem Ziemi, a nie wzglgdem Stonca.

Pytania i problemy

1. Co to jest pierwsza predkos¢ kosmiczna? Wyprowadz wzor na pierwsza predkosé kosmiczna, wychodzac z
réwnosci sity dosrodkowe;j z sita grawitacji.

2. Co to jest druga predkos¢ kosmiczna? Z jaka energia nalezy porownac energig kinetyczna ciata, aby byta ona
wystarczajaca dla uzyskania drugiej predkosci kosmicznej?

3. Czy umialby$ wyprowadzi¢ wzor na druga predkos¢ kosmiczna korzystajac z wyniku zadania 6. z rozdziatu 5.8
Energia potencjalna w polu grawitacyjnym na stronie 239?

4. Co to jest trzecia predkos¢ kosmiczna? Z jaka energia nalezy poréwnaé energig kinetyczng ciata, aby byta ona
wystarczajaca dla uzyskania trzeciej predkosci kosmiczne;j?

5. Wzor (wzor 554 na stronie 248) mozna przeksztalci¢ do postaci:

(wz6r 562 ) vy = \[ZUL

N|=U|

Jak by$ zinterpretowat ten wzor? Wskazowka: poroéwnaj wzor (wzor 562 na stronie 249) ze wzorem (wzor 543
na stronie 246) i (wzor 542 na stronie 246).

5.D1 Dodatek: Wyprowadzenie wzoru na prace w polu grawitacyjnym -
temat nadobowigzkowy

Przedstawimy tutaj dowod na prawdziwo$¢ wzoru (wzor 516 na stronie 237). W celu obliczenia pola powierzchni
ACDE (Rysunek 5.22: Praca sity w polu grawitacyjnym na stronie 237b), bedacego miara pracy W,, pokryjemy

cala powierzchni¢ waskimi paskami, jak na Rysunek 5.29: Suma pol powierzchni waskich paskow jest rowna polu
calej powierzchni pod krzywq na stronie 250. Suma p6l powierzchni tych paskdéw jest rowna polu pod krzywa

z tym wigksza doktadnoscia, im wezsze paski wezmiemy pod uwage. Poniewaz paski moga by¢ dowolnie matej
szerokosci A r, wigc sumowanie ich daje mozliwo$¢ obliczenia pola calej powierzchni z dowolnie duza doktadnoscia.
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n 'n Ta r, -

Cata praca sity F" na drodze od r| do r, jest rOwna sumie prac na odcinkach drogi A r

Rysunek 5.29: Suma pél powierzchni waskich paskow jest réwna polu catej powierzchni pod krzywa

Praca A W;sily Fi; na drodze Ar, na wykresie jest przedstawiona jako pole powierzchni pojedynczego
prostokatnego paska (o kolejnym numerze 7). Zatem

(wzor563) AW;=Fi Ar

Podstawiajac tu wyrazenie na silg grawitacji F;) = %,otrzymamy
i

(wzbr 564) AW,= GMm%

0
Wykazemy teraz, ze dla matych wartosci A r stuszny jest wzor:

Ar_1 1
(wzbr 565 ) =5- T T
7

Na rysunku Rysunek 5.29: Suma pol powierzchni waskich paskow jest rowna polu calej powierzchni pod krzywq na
stronie 250 widzimy, ze Fipy=ript A r, zatem

, 1 1 1 1 r,-1+ A rri Ar Ar
(wzor 566) 77 - 7= =71 - =0 = = -
i1 Tip i l"zl+ Ar ril(ril+ A r) rl'l(ril-i- A r) (1+ rll)
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Poniewaz A r jest male (czyli 77 A = 0), wigc mianownik tego wzoru jest w przyblizeniu rowny r; 2, zatem jest stuszny
wzor (wzor 565 na stronie 250).
Prace A W; wyrazona za pomoca wzoru (wzor 564 na stronie 250) mozemy, korzystajac ze wzoru (wzor 565 na

stronie 250), przedstawi¢ nastgpujaco

(wzor 567) AW, = GMm(ﬁl-l 712)

Obecnie sumowanie wszystkich matych prac A W, nie sprawi nam zadnych trudnosci. Cata praca sity grawitacji na
drodze od r{ do r, jest rowna

_ 1 1 L L
(wzor 568 ) —GMm(r1 -r12)+GMm(r2 -r22)+GMm(r ,32)+ A+
+GMm(”1 ”12)+ +GMm(”’l ’12)

Wyciagajac wspolny czynnik GMm przed nawias, zauwazymy, ze wszystkie posrednie warto$ci postaci ﬁll i 712

zredukuja si¢ (poniewaz r(,-_1)2 =rj)) i pozostana tylko skrajne r_ll i r_123

. 1 1 1 1 1 1
(wrin 369) W13 = M 7 (k- (7 o )| - oo )

Poniewaz liczba paskéw n moze by¢ dowolnie duza, wigc suma ta przybliza nam prace W, z dowolnie duza
doktadnoscia. W ten sposob udowodnili$my shusznos¢ wzoru (wzor 516 na stronie 237).

5.D2 Dodatek: Energia potencjalna w polu grawitacyjnym - temat
nadobowigzkowy

Wykazemy, ze przyblizony wzor (wzor 519 na stronie 239) na energi¢ potencjalna ciala znajdujacego si¢ na
wysokosci 4 nad Ziemia wynika z doktadnego wzoru (wzor 522 na stronie 239). Ciato o masie m znajdujace si¢ na
powierzchni Ziemi ma energig potencjalna £ g, ktora zgodnie ze wzorem (wzor 522 na stronie 239) wynosi

(w261 570)) Epp = - GAA2

gdzie R jest promieniem Ziemi. Natomiast jesli znajduje si¢ na wysokoS$ci 4 nad powierzchnia Ziemi, czyli w
odlegtosci R+ & od $rodka Ziemi, to jego energia potencjalna wynosi

. Mm
(wzor 571 ) E rin)=-Cgr+p
Energia Ep jest rowna réznicy tych dwoch energii: Ep=F p( ren)-EpR czyli

h Mmh
2)Ep=-Guir+ =

Jezeli wysoko$¢ & jest mata w porownaniu z promieniem Ziemi, to mozemy przyjac, ze

(wzor 573) 144 =
Korzystajac ze wzoru wynikajacego z przyrownania sity cigzkosci, mg, na powierzchni Ziemi z sitg grawitacji
mg = Gn;—]lz/[ otrzymujemy, ze g = G%. Zatem zgodnie z (wzor 572 na stronie 251) mamy

(wzor 574) Ep~ GM—’"h — mgh
p
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Wykazali$my, ze wzor E p = mgh wynika z doktadnego wzoru (wzor 522 na stronie 239).

Na rysunku Rysunek 5.30: Ilustracja przyblizenia wzorow na energie potencjalng na stronie 252 kolorem czarnym
pokazano krzywa odpowiadajaca wzorowi (wzor 564 na stronie 250). Kolorem niebieskim pokazano krzywa,

ktdéra obrazuje przebieg energii potencjalnej (w zalezno$ci od ), gdy punkt odniesienia znajduje si¢ na powierzchni
Ziemi. Natomiast kolorem zielonym oznaczono lini¢ wyrazajaca zalezno$¢ (wzor 563 na stronie 250). Widac, ze
dla matych # linia zielona prawie pokrywa si¢ z krzywa niebieska, co ilustruje nasze przyblizenie.

Rysunek 5.30: llustracja przyblizenia wzoréw na energie potencjalna
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e 6.8 Podstawowe réwnanie
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rownanie Clapeyrona

e 6.9 Wymiana ciepta

Rysunek 6.1: Wirtualny nauczyciel

W dotychczasowych naszych rozwazaniach zajmowali$my si¢ ciatami
makroskopowymi, nie uwzgledniajac wlasnosci wynikajacych z ich budowy
wewnetrznej. Jednakze cialo makroskopowe, na przyktad 1 cm3 gazu,
zawiera olbrzymia liczbe czasteczek. Byloby bardzo trudno opisywaé
zachowanie si¢ gazu, $ledzac ruch pojedynczych czasteczek. Dlatego
wprowadza si¢ takie wielko$ci makroskopowe, jak ci$nienie, gestosc,
temperatura, ciepto i energia wewnetrzna. Wielko$ci te nazywaja si¢
wielkoSciami termodynamicznymi. Nauka badajaca wzajemne zwiazki miedzy
tymi wielko§ciami nazywa si¢ termodynamikq.

Przekonasz sig, ze wielko$ci makroskopowe: ci$nienie, gestosc,
temperatura, ciepto i energia wewngtrzna sa wielkosciami statystycznymi
charakteryzujacymi caty zbior czasteczek. W rozdziale tym poznasz, w

jaki sposdb mechanika newtonowska zastosowana do uktadéw duzej liczby
czasteczek wyjasnia pojecia termodynamiczne i w jaki sposob prawa
termodynamiki mozna wyprowadzi¢ z mechaniki Newtona. Mikroskopowe,
czasteczkowe podejsécie do termodynamiki nazywamy teoriq kinetyczno-
molekularnq.

Termodynamika jest podstawa wielu dziedzin techniki zajmujacych si¢ przede
wszystkim wykorzystaniem materiatdéw. Stanowi ona podstawe budowy wielu
typow silnikow cieplnych oraz urzadzen chtodniczych.



| Termodynamika I. Parametry termodynamiczne i teoria kinetyczna materii | 254

6.1 Cisnienie i hydrostatyka

Podstawowe zagadnienia dotyczace hydrostatyki byly omawiane w gimnazjum. Przypomnijmy je.

Do podstawowych poje¢ w hydrostatyce zalicza si¢ cisnienie. Pojecie ci$nienia stosuje si¢ przede wszystkim do
ptyndw, to znaczy do cieczy i gazoéw. Cisnienie p jest to wielkos¢ skalarna, ktora jest rOwna wartosci sity dziatajacej
na jednostke powierzchni prostopadle do tej powierzchni

(Wzér575)p=%

gdzie F oznacza wartos$¢ sily dzialajacej na powierzchnig A S, prostopadle do tej powierzchni. Jednostka ci$nienia
jest paskal (Pa).

. _1N
(wzor 576 ) 1 Pa=7—-5

Jednostka wigksza jest bar (bar). 1 bar= 10° Pa.

Nalezy zaznaczy¢, ze ci$nienie jest wielko$cia skalarng (we wzorze (wzor 575 na stronie 254) wystgpuje warto§¢
sily, a nie sila jako wektor).

® Zamapietaé:
Cisnienie gazu
Ciénienie p gazu jest to wielkos¢ skalarna, ktdra jest rowna warto$ci silty F' dzialajacej na jednostke
powierzchni prostopadle do tej powierzchni.

(WZ(')I'577)p:%

gdzie F' oznacza warto$c¢ sily dziatajacej na powierzchnig 4S, prostopadle do tej powierzchni.

Na Rysunek 6.2: Stup cieczy o wysokosci h wywiera parcie F na dno naczynia na stronie 255 przedstawiony jest
stup cieczy o wysokosci # w zamknigtym naczyniu cylindrycznym o powierzchni podstawy A S. Zalézmy, ze ciecz
ma gestosé p. Sita F wywierana na dno naczynia (tzw. parcie) jest rOwna ci¢zarowi stupa cieczy o wysokosci 4, wige
F =mg, gdzie m jest jego masa m = pV (p - gegstosé cieczy, V - objetos¢ stupa cieczy). V'=h A S (patrz Rysunek 6.2:
Stup cieczy o wysokosci h wywiera parcie F na dno naczynia na stronie 255), wigcm=pV =p h AS. Zatem sila
F=mg=phA Sgizgodnie ze wzorem (wzor 575 na stronie 254) na dno naczynia wywierane jest ciSnienie

(wzbr 578 ) p=pgh

zwane cisnieniem hydrostatycznym.
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Rysunek 6.2: Stup cieczy o wysokosci h wywiera parcie F na dno naczynia

Wezmy pod uwagg zamknigty w naczyniu ptyn, na ktory wywierane jest ciSnienie zewngtrzne (np. wywierane za
pomoca tloka - Rysunek 6.3: Cisnienie zewnetrzne w plynie zamknigtym w naczyniu jest przekazywane jednakowo
na scianki naczynia na stronie 256). Ptyn wywiera cisnienie na Scianki naczynia, ale mozna mowi¢ rowniez o
ci$nieniu wewnatrz plynu.

Pomijajac site cigzkosci, mozemy sformutowac tres¢ prawa Pascala:
® Zamapietaé:
Prawo Pascala

Cisnienie zewngtrzne w plynie zamknigtym w naczyniu jest przekazywane jednakowo na kazda czg$¢ ptynu
oraz na $cianki naczynia (bez zadnych strat).
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Rysunek 6.3: Cisnienie zewnetrzne w ptynie zamknietym w naczyniu jest przekazywane jednakowo
na $cianki naczynia

Powyzsze sformutowanie prawa Pascala nie uwzglgdnia ci$nienia hydrostatycznego.

W przypadku, gdy na ciecz nie jest wywierane ci$nienie zewngtrzne, to i tak w cieczy panuje ciSnienie
hydrostatyczne. Nizej polozone warstwy cieczy doznaja ci$nienia hydrostatycznego wywieranego przez warstwy
polozone wyzej.

Wyobrazmy sobie cialo w ksztalcie prostopadtoscianu zanurzonego w cieczy (Rysunek 6.4: Sily parcia cieczy

na jednostkowe powierzchnie ciata zanurzonego w cieczy na stronie 257). Zastosujemy teraz prawo Pascala
uwzgledniajace cisnienie hydrostatyczne. Zatem - na gorng $cianke prostopadloscianu wywierane jest ci$nienie
hydrostatyczne = pghy i sita zwrocona w dot

F1=p,S (S - pole powierzchni scianki gornej i dolnej). Na dolna $cianke dziata ci$nienie hydrostatyczne p, = pghy
isita Fy= pzS zwrocona do gory. Silty dziatajace na boczne $cianki rownowaza sig. Sita F', jest wigksza od sity F,

zatem sila wypadkowa jest zwrocona do gory,

(WZ(,)I'579)FWZF2-F1
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Cienkie strzatki oznaczaja sity parcia cieczy na jednostkowe powierzchnie ciata zanurzonego w cieczy. Na gorna
$ciankg dziata sita F'}, na dolna $cianke dziala sita F,, F, > F. Sily dzialajace na boczne $cianki rownowaza sig

Rysunek 6.4: Sity parcia cieczy na jednostkowe powierzchnie ciata zanurzonego w cieczy

Ta wypadkowa sita nosi nazwe sity wyporu.

Zgodnie ze wzorami (wzor 575 na stronie 254) - (wzor 579 na stronie 256):
(wzor 580 ) Fy, = pghyS - pghiS = pg(hz—h])S =pVg

(iloczyn (hz-hl)S wyraza objgtos$¢ V ciala zanurzonego w cieczy).

pV =m, oznacza masg wypartej cieczy (czyli - masg cieczy, ktora mogla by si¢ zmiesci¢ w objgtosci V). Zatem sita
Wyporu wyrazi si¢ wzorem

(wzor 581) Fyy=m.g
sita wyporu dziatajaca na ciato zanurzone w cieczy jest rowna cigzarowi wypartej cieczy. To stwierdzenie jest trescia
prawa Archimedesa.
Jest ono nieodzowna konsekwencja prawa Pascala. Dotyczy zardwno cieczy, jak i gazéw, i w ogolnej postaci brzmi:
® Zamapietaé:

Prawo Archimedesa
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cialo zanurzone w plynie jest wypychane w gore sila rowna ciezarowi wypartego plynu. Stad wynika, ze
ciato wypiera ilo$¢ cieczy wazaca tyle co ciato, gdy ciato ptywa swobodnie na powierzchni cieczy.

Definicja ci$nienia (wzor 575 na stronie 254) stosuje si¢ nie tylko do cieczy, ale rowniez do gazéw. Jezeli mamy

gaz zamknigty w pewnej objgtosci, na przyktad w baloniku, to gaz ten wywiera ci$nienie na powierzchnig balonika.
Jezeli wewnatrz balonika umie$ciliby$my jaki§ maty przedmiot, to gaz wywieratby na wszystkie $cianki tego
przedmiotu jednakowe ci$nienie. Powietrze atmosferyczne wywiera ci$nienie na powierzchni¢ Ziemi, jak rowniez na
wszystkie ciata. To ci$nienie nazywamy cisnieniem atmosferycznym.

Gazy, w przeciwienstwie do cieczy, sa $ci§liwe, to znaczy, ze pod wplywem ci$nienia zmieniaja swoja objctosc.
Gesto$¢ cieczy nie zalezy od ci$nienia, poniewaz ta sama ilo$¢ cieczy zajmuje (w stalej temperaturze) zawsze t¢ sama
objetos¢. Natomiast ggstos¢ gazu nie jest stata i zalezy od ci$nienia. Dlatego powietrze ma r6zna gegsto$¢ na réznych
wysokosciach. Do ci$nienia atmosferycznego mozemy zastosowaé wzor (wzor 578 na stronie 254) p = pgh pod
warunkiem, ze wezmiemy $rednia gesto$¢ atmosfery. Atmosfera ziemska rozciaga si¢ nad powierzchnia Ziemi na
wysoko$¢ ponad 100 km. Stup powietrza wywiera na powierzchni¢ Ziemi ci$nienie, ktore ulega wahaniom zaleznym
od warunkow atmosferycznych. Jako warto$¢ srednig cisnienia atmosferycznego panujacego na poziomie morza

przyjeto
WZOr =1, . a
(wzbr 582)) p,=1,013-10° P

Te warto$¢ cisnienia nazwano 1 atmosfera (1 atm), 1 atm=1,013- 10° N / m2. Atmosfera jest czesto stosowana,
jednakze zarzadzenie GUM z dnia 17.01.1994 roku (Dz. Urzgdu Miar i Probiernictwa nr 2 z dnia 25.02.94) nie zaleca

stosowania tej jednostki. Dopuszcza natomiast stosowanie jednostki pod nazwa bar: 1 bar = 10° Pa. Jest to wielkos¢
zblizona do 1 atm.

Pytania i problemy

1. Podaj definicjg¢ ci$nienia (wzdr 1 jednostke). Do jakich wielkosci — skalarnych, czy wektorowych — zaliczamy
cis$nienie?
2. Zdefiniuj ci$nienie hydrostatyczne. Podaj wzor.

w

Sformutuj prawo Pascala. Na wybranym przykladzie wyjasnij zastosowanie tego prawa.

4. Wiadomo, ze atmosfera ziemska rozciaga si¢ do wysokosci okoto 100 km. Jaka wysokos¢ miataby warstwa
atmosfery, gdyby jej gestos¢ byta stata i rowna obecnej na poziomie morza w warunkach normalnych:
P pow = 1,255 kg/ m3, przy obecnym normalnym ci$nieniu atmosferycznym Py= 1,013-10° Pa?

5. Podaj tre§¢ prawa Archimedesa.

Woda ma ggstosé rowna 1 g / cm3. Lod ma gestosé rowna 0,9 g / cm3. Na rzece plynie kra o grubosci 0,5 m. Ile

centymetrow kry wystaje nad powierzchnia wody?

Wyjasnij, dlaczego otéw (majacy gestosc 11,5 g/ cm3) tonie w wodzie. Czy otow wrzucony do rteci bedzie

rowniez tonat (rtg¢ ma gestosé 13,6 g/ cm3)?

6.2 Temperatura

Z pojeciem temperatury spotykamy sig na co dzien. Kazdy z nas ma odczucie, ze cos$ jest ,,cieple” lub ,,zimne”.
Jednakze te odczucia sa subiektywne i zawodne, poniewaz zaleza od stanu otaczajacego nas Srodowiska. Oto typowe
doswiadczenie wykazujace nieobiektywno$¢ naszych odczué temperatury. Postaw obok siebie trzy miski. Do miski

z lewej strony nalej wody zimnej, do miski z prawej strony nalej wody goracej (ale nie za bardzo, by mozna byto

tam bezpiecznie wtozy¢ reke!), a do srodkowej miski nalej w réwnych ilosciach wody zimnej i goracej. Wtedy w
srodkowej misce begdzie woda letnia, o temperaturze posredniej. W16z teraz reke lewa do wody zimnej, a prawa do
goracej 1 potrzymaj je przez pewien czas. Nastgpnie wioz obie rece do miski z letnia woda. Przekonasz sig, ze dla reki
lewej ta sama woda bedzie ciepta, podczas gdy dla reki prawej — bedzie zimna.
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Rysunek 6.5: a) Wt6z lewa reke do wody zimnej, a prawa do goracej i potrzymaj je przez pewien
czas; b) nastepnie wtoz obie rece do miski z woda letnia
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Konieczne jest zatem jakie$ obiektywne kryterium w celu okreslenia pojgcia temperatury. To wlasnie pomiar pozwala
na ustanowienie takiego obiektywnego kryterium.

Poczatkowo postugiwano sig jakosciowym pojgciem temperatury — moéwiono o temperaturze wyzszej lub nizszej, bez
podawania miary lub liczby. Proby obiektywnego pomiaru i ilo§ciowego ujgcia temperatury miaty miejsce w XVII
wieku (Galileusz - Galileo Galilei, Evangelista Torricelli, Otto v. Guericke i in). W XVIII wieku Gabriel Fahrenheit
oraz Anders Celsius przyjeli, ze zmiana temperatury jest proporcjonalna do zmiany objgtosci cieczy (rtgci, alkoholu),
ktéra zachodzi z powodu zjawiska zwanego rozszerzalnoscia termiczna cial, o ktorym begdziemy mowic¢ w rozdziale
6.6 Rozszerzalnosc¢ cieplna ptynow i ciat statych na stronie 277. Wskazania termometréw zbudowanych na tej
zasadzie sa zblizone do naszego sensorycznego wrazenia temperatury.

Na podstawie wielu do§wiadczen stwierdzono, ze najlepsza obiektywna miarg temperatury jest ta zdefiniowana
w teorii kinetycznej gazow doskonatych. Zagadnienie to opiszemy w rozdziale 6.7 Podstawowe pojecia teorii
kinetycznej gazow na stronie 284.

Bezwzgledna i praktyczna skala temperatury, Kelwin i stopien Celsjusza

W praktyce zycia codziennego temperaturg podaje si¢ zwykle w skali Celsjusza. Temperatura ¢ =0 ° C odpowiada
punktowi zamarzania, za$ ¢ = 100 ° C — punktowi wrzenia wody destylowanej pod normalnym ci$nieniem
1 atm=101 325 Pa.

Kelwin (K), jednostka temperatury w skali bezwzgledne;j, jest rowny stopniowi Celsjusza ( ° C), gdy mowa jest o
przyrostach temperatury. Natomiast punkty zerowania obu skal sa rézne. W skali bezwzglednej nie ma temperatur
ujemnych. Zero jest najnizsza temperatura. Dla odroznienia skal temperaturg oznacza sig przez ¢ w skali Celsjusza, a
przez T w skali Kelvina.

® Zamapigtaé:

Skale temperatury, Kelvin i stopien Celsjusza
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Temperaturg w skali Kelvina wyraza si¢ wzorem

(wzor 583 ) T'=273,15+¢

gdzie ¢ oznacza temperaturg¢ w skali Celsjusza
Jeden Kelvin (K) jest rowny jednemu stopniowi Celsjusza ( ° C)

Temperatura krzepnigcia wody (topnienia lodu) w bezwzglednej skali temperatur wynosi 273,15 K. Zatem zero
bezwzgledne odpowiada -273,15° C. Temperatura wrzenia wody (przy normalnym ci$nieniu) wynosi, odpowiednio,
373,15 K. Punkty shuzace do skalowania temperatury, takie jak punkt topnienia lodu i punkt wrzenia wody,
nazywamy punktami charakterystycznymi. Oprocz wymienionych wyzej dwoch punktéw charakterystycznych mozna
ustali¢ jeszcze wiele innych. Jednym z nich jest tzw. punkt potrojny wody, przy ktorym trzy stany skupienia wody
—16d, ciecz i para sa w rownowadze. Punkt ten odgrywa wazna role, poniewaz daje si¢ ustali¢ z duza doktadnoscia.
Zagadnienie to omowimy blizej, gdy bedziemy rozwazac przemiany fazowe réznych substancji w rozdziale 8.3
Przemiany fazowe na stronie 357.

°C _ K

=
0f-F=-====- -| 37315
g Bk =====-= 273,15

273,15 |fF - --- -1 0

Rysunek 6.6: Poréwnanie skal temperatur Celsjusza i Kelvina

Po wyznaczeniu punktéw charakterystycznych mozna poréwnaé obydwie skale temperatur (Rysunek 6.6: Porownanie
skal temperatur Celsjusza i Kelvina na stronie 261). Zalezno$¢ migdzy liczbowymi warto$ciami temperatury w
obydwu skalach jest nastgpujaca:

(wzbr 584 ) T=273,15+¢
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Bardzo niskie i bardzo wysokie temperatury

Najnizsza temperatura jest zero bezwzgledne. W zadnym eksperymencie nie udato si¢ uzyskacé tej temperatury.
Dotychczas, przy zastosowaniu specjalnych, bardzo skomplikowanych metod (stosujac technike laserowa), osiagnigto

temperature rozniaca si¢ od zera bezwzglednego tylko 0 2,4 - 101 K.

W temperaturze zera bezwzglednego powinien ustaé¢ wszelki ruch czasteczek. Jednakze, wedtug mechaniki
kwantowej (teorii powstatej w XX wieku, odnoszacej si¢ glownie do mikro$wiata i rézniacej si¢ zasadniczo od
mechaniki Newtona), najnizsza energia w tej temperaturze nie odpowiada bezruchowi, lecz wykonywaniu przez
czasteczki tak zwanych drgan zerowych. Nie istnieje zaden sposob na odebranie czasteczkom energii drgan zerowych.
Obecnos¢ drgan zerowych potwierdzono doswiadczalnie. Prawo gazow doskonalych, ktore omowimy dalej, mozna
stosowac dla temperatur dostatecznie odleglych od zera bezwzglednego.

Materiaty w skrajnych warunkach, tzn. w warunkach bardzo niskich i bardzo wysokich temperatur, skrajnie wysokich
cis$nien itp., wykazuja ciekawe wlasnosci (przez bardzo niskie temperatury rozumiemy temperatury ponizej kilku
kelwinow).

W temperaturze mato rézniacej si¢ od zera bezwzglednego wszystkie substancje (z wyjatkiem helu) znajduja sig¢ w
stanie statym, nawet takie jak tlen czy wodor, w przypadku ktorych jeste§my przyzwyczajeni, ze zawsze sg gazami.
Natomiast ciekly hel uzyskuje niezwykla wlasciwos¢ — nadplynnosé, polegajaca na tym, ze przeptywa przez waskie
szczeliny, nie wykazujac tarcia wewngtrznego, czyli tak zwanej lepkosci.

Wiele ciat statych w bardzo niskich temperaturach wykazuje nadprzewodnictwo elektryczne, polegajace na zaniku
opornosci elektrycznej dla pradu statego. Istnienie tego zjawiska stwarza nowe, niezwykte mozliwosci dla techniki,
np. wytwarzanie pol magnetycznych o duzej ggstosci energii oraz wytworzenie doskonatej pamigei w urzadzeniach
liczacych (prad raz wprowadzony do kolowego nadprzewodnika moze krazy¢ w nim praktycznie wiecznie). W
wyniku intensywnych badan w tej dziedzinie osiagnigto ostatnio znaczne podniesienie temperatury krytyczneyj,
ponizej ktorej wystepuje nadprzewodnictwo. Istnieja stopy, dla ktorych temperatura ta wynosi 20 K, a nawet znacznie
wigcej.

Na drugim krancu skali znajduja si¢ temperatury wysokie. Temperatury rzedu dziesiatkow tysigcy i milionéw
kelwinow wystepuja podczas wybuchow jadrowych i termojadrowych, jak rowniez we wngtrzu gwiazd. Wysokie
temperatury mozna uzyska¢ w wiazce lasera o duzej energii. Materia w tych temperaturach wystgpuje pod

postacia nowego stanu materii — plazmy. Plazma charakteryzuje si¢ wieloma ciekawymi wlasnosciami, do ktorych
nalezy zaliczy¢ silne oddziatywanie z polem elektrycznym i magnetycznym, gdyz czastki plazmy nie sa obojgtne
elektrycznie 1 maja tadunki. Oddzialywanie migdzy czastkami natadowanymi w plazmie powoduje, ze staje si¢ ona
swego rodzaju oSrodkiem sprezystym, w ktorym tatwo powstaja i rozchodza si¢ rozne fale, bardziej réznorodne niz w
zwyklym gazie sktadajacym sig z czasteczek nienatadowanych elektrycznie.

Pytania i problemy

1. Jaka cecha rteci jest wykorzystywana do pomiaru temperatury w termometrach rtgciowych?
2. Czym sa punkty charakterystyczne na skali temperatury? Przedstaw przynajmniej dwa takie punkty.

3. Opisz sposob postgpowania w celu przeliczenia skali Celsjusza na skalg Kelvina. Ilu stopniom Celsjusza
odpowiada zero Kelvina?

4. Co nazywamy nadprzewodnictwem i nadciektoscia? W jakich temperaturach te zjawiska wystepuja?
5. Co to jest plazma? Jakie temperatury sg konieczne do osiagnigcia stanu plazmy?

6.3 Réwnanie Clapeyrona

Przedstawimy teraz wazne rownanie, jedno z podstawowych praw termodynamiki opisujace zachowanie si¢ gazu —
rownanie Clapeyrona. Jednakze, najpierw przypomnimy (z lekcji chemii) dwa pojgcia: mol i liczba Avogadra.

Mol i liczba Avogadra

W celu odwazania jednakowej liczby atoméw lub czasteczek okreslonego pierwiastka chemicznego wprowadzono
pojecie tzw. liczby Avogadra N 4. Jest to, z do§¢ dobrym przyblizeniem, liczba atoméw wodoru zawarta w 1g tego
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pierwiastka. Jest to olbrzymia liczba, bo wiadomo, ze masa jednego atomu wodoru to tylko 1,67 10724 g. Zatem

liczba ta wynosi 1 g/ 1,67-10724 g=6-" 10?3, Taka warto$¢ w przyblizeniu ma liczba Avogadra N ,. Doktadniej:
Liczba Avogadra jest to liczba drobin zawartych w jednym molu jakiejkolwiek substancji:
(wzér 585 ) N ,=(6,02252+0,00028)- 10> mol " =6,02252-10%° kmol
I Wazne: Drobina to specyficzny element strukturalny danej substancji - obiekt uznany za elementarny (atom,
czasteczka itp.).
7] Wskazowka:
Liczba Avogadra

023

Dlaczego przyjeto tak dziwna, trudna do zapamigtania liczbg: 6,00252 - 10~ jako jednostke liczebnosci

substancji; dlaczego nie przyjeto jakiej$ okraglej liczby, np. 10292

W przyblizeniu liczba Avogadra jest rowna liczbie atomdéw w jednym gramie najlzejszego pierwiastka
wodoru. Doktadnie tyle atomdw znajduje si¢ w 12 gramach 12 razy ciezszych atomoéw izotopu wegla 12C.

Widzimy wigc, ze wybor liczby Avogadra wynika ze wzgledow praktycznych, gdyz tatwiej jest odmierzaé tak
duza liczbg atomdw, czy czasteczek mierzac ich taczng masg, niz liczac je, co by bylo bardzo trudne.

Zauwazmy, ze jednostka liczby Avogadra jest mol! co oznacza, ze ta liczba drobin (atomow, czy czasteczek) miesci
si¢ w jednym molu dowolnej substancji. Latwiej zrozumie¢ t¢ jednostke, gdy pomysli si¢ o niej jako o ,,sztuk
(atomow czy czasteczek) na mol”.

Mol jest jednostka podstawowa liczrnosci substancji. Przez liczno$¢ substancji nalezy rozumie¢ porcjg substancji
zawierajaca ustalona liczbg drobin, z ktdrych sktada si¢ ta substancja.

] Wazne:

Jednostka liczno$ci substancji — 1 mol jest to taka liczno$¢ danej substancji, ktora zawiera tyle samo drobin,
ile atomow zawartych jest w masie 0,012 kg izotopu wegla 12C

Oprocz mola stosuje si¢ jednostki krotne, w szczegolnosci kilomol (kmol):
(wzor 586 ) 1 kmol= 10> mol

Masa jednego mola substancji nazywa si¢ masq molowq tej substancji. Liczbowo jest rOwna masie czasteczkowe;j
(drobinowej). Masg czasteczkowa mozna wyrazi¢ wzorem:

(wzor 587 ) u=mgN 4

gdzie my — masa czasteczki (og6lnie - masa pojedynczego elementu strukturalnego, np. — atomu, danej substanc;ji).
Przyktadowo:

* wodor H, - masa molowa = 2 g/mol (pojedynczy element strukturalny: czasteczka dwuatomowa),
* helu He - masa molowa =4 g/mol (pojedynczy element strukturalny: atom),
» wegiel 12C - masa molowa = 12 g/mol (pojedynczy element strukturalny: atom)

(zatem w porcji 12g wegla 12C miesci sig tyle samo atomow co w 4 g helu i tyle samo atomow wegla co czasteczek w
2 g wodoru).

Liczbg moli n okreslonej porcji substancji o masie 7 mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

. _N
( wzor 588)n—NA

Poniewaz u=myN 4 oraz m=myN (gdzie N — liczba czasteczek), wigc n wyraza si¢ rOwniez jako

‘ _mn
(wzor589)n="7
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Teraz, dzigki znajomosci tych wzoréw, mozemy blizej opisa¢ rownanie stanu gazu doskonatego — tzw. rownanie
Clapeyrona.

Réwnanie Clapeyrona
(wzér 590) pV =nRT

Roéwnanie to wiaze ze soba ci$nienie p i objetos¢ V z temperatura 7' gazu, gdzie: n — liczba moli, R — uniwersalna
stata gazowa:

(wzbr 591 ) R=(8,31430+0,00012) J/(K-mol)=8,3143-10> J/(K - kmol)

Roéwnanie to nazywa si¢ rOwnaniem stanu gazu doskonalego. Stosuje si¢ ono do wigkszo$ci gazow i1 zgadza sig
dobrze z doswiadczeniem dla warunkéw niezbyt odbiegajacych od warunkéw normalnych (ci$nienie w granicach do
kilku barow, temperatura od minus kilkudziesigciu do plus kilkuset stopni Celsjusza).

® Zamapigtaé:
Rownanie Clapeyrona

(wzor 592) pV =nRT

gdzie:
p — ci$nienie gazu
n — liczba moli gazu w objgtosci
V - objetosé
T — temperatura (w Kelvinach)
R — stata gazowa
(wzor 593 ) R=8,3143-10° J/(K - kmol)

Rownanie Clapeyrona jest szczegodlnie uzyteczne w réoznych zadaniach praktycznych, gdy gaz zmienia swoja
objgtos¢, cisnienie lub temperaturg. Pozwala ono oblicza¢ te wielkosci fizyczne w réznych przemianach gazowych.
Mozna je stosowac do roznych gazow, ktore spetniaja warunki gazow doskonatych.

Rysunek 6.7: Gaz doskonaty

Przyktad 1
Jak wyrazi¢ punkt zerowy na skali Kelvina za pomoca skali Celsjusza?

Odpowiedz: Poniewaz jednostki temperatury w skali Celsjusza i Kelvina sa sobie rowne, wigc i
réznica temperatury mi¢dzy punktem wrzenia wody a punktem topnienia lodu w obu skalach jest
jednakowa i wynosi 100 jednostek, zatem

(wzbr 594 ) T,,-T,= 100 K

Z drugiej strony, korzystajac z termometru gazowego o stalej objetosci V5, wyznaczono
doswiadczalnie, ze dla tych punktéw (wrzenia wody i topnienia lodu) stosunek cisnient wynosi

\ by
(wzbr 595) 3 = 13661

Z rownania (wzor 590 na stronie 264) mamy

(wz6r596) p, Vo=nRT,,

(wzor 597) p,Vo=nRT,
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Dzielac stronami te rownania, otrzymamy:

: Pw _Tw
(wzor 598 ) P, ~ T,

wigc
or 599 Tw_ 1,3661
(wzor ) T, ,
Rozwiazujac uktad rownan (wzor 594 na stronie 264) i (wzor 599 na stronie 265), otrzymamy
(wzor 600) T,=273,15 K
(wzor601)T,,=373,15 K
czyli temperatura topnienia lodu w skali Kelwina wynosi 7,=273,15 K, za$ temperatura wrzenia

wody T,,=373,15 K. Ten pierwszy wynik oznacza, ze punkt zerowy skali Kelvina odpowiada
temperaturze ¢ = -273,15° C w skali Celsjusza.

Przyktad 2

Powietrze otaczajace nas spetnia dobrze warunki gazu doskonatego. Jaka objetosé zajmuje 1 mol
powietrza w warunkach normalnych - tzn. przy p=1 atm =101 325 Paoraz T=0°C=273 K?

Odpowiedz: Zgodnie ze wzorem (wzor 590 na stronie 264) dla n=1 mamy
(wzor602) V=81 =0,0224 m3=22,4 dm’

Jest to fakt dobrze znany z lekcji chemii - nie tylko powietrze, ale wiele gazéw ma t¢ wlasciwosc,

ze jeden mol gazu zajmuje w warunkach normalnych objgtos¢ 22,4 dm’.

Pytania i problemy

1. W jakim celu utworzono pojgcie tzw. liczby Avogadra. Podaj jej definicjg.
W jakim celu definiuje si¢ jednostke ,,mol”. Jaki jest zwiazek tej jednostki z liczba Avogadra?
Przedstaw rownanie Clapeyrona i podaj znaczenie zastosowanych symboli.

Eal ol

Co trzeba zna¢, aby méc wyznaczy¢ punkt zerowy na skali Kelvina?

6.4 Izoprocesy gazu doskonatego

Jezeli mamy dane dwa parametry okreslajace stan gazu o okreslonej licznosci, to trzeci zawsze mozemy obliczyc;
np. gdy dana jest objetos¢ i temperatura gazu, trzeci parametr — ci$nienie — mozemy obliczy¢ z rownania (wzor

590 na stronie 264). Zatem dowolny stan gazu doskonatego wyznaczaja tylko dwa niezalezne parametry
termodynamiczne. Dzigki temu stan gazu mozemy przedstawié¢ jako punkt na ptaszczyznie. Przejscia migdzy dwoma
stanami — poczatkowym i konhcowym — na wykresie mozna przedstawi¢ za pomoca krzywych.

W celu wygodnego przedstawienia proceséw gazowych przeksztalcimy rownanie Clapeyrona do postaci:
. 24
(wzor 603 ) =7~ =nR

W przypadku gdy gaz jest zamknigty w pojemniku, to liczba moli 7 nie zmienia si¢ podczas zmiany parametréw p, V,
T i prawa strona rownania (wzor 603 na stronie 265) ma stata warto$¢ (const). Zatem

WZOr 6()4 - = = const
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gdzie: Py Vi T parametry poczatkowe

Termodynamika - Przemiana izochoryczna

Rysunek 6.8: Animacja

Przemiana izochoryczna

Proces izochoryczny, inaczej zwany przemianq izochoryczng, wystgpuje wtedy, gdy objgtos¢ gazu pozostaje stata,
V' =V ,=const. Wtedy

v oV
(wzor 605 ) b = 220

PV fo] 0
A 606 — e —
(wzor )T T,

wigc:
P
(wzér 607) % = Tg = const

Czyli stosunek cis$nienia do temperatury gazu jest staty
(wzbr 608 ) % = const

Roéwnanie to nosi nazwg prawa Charlesa.
Roéwnanie (wzor 608 na stronie 266) mozemy przepisa¢ w postaci
(wzbr609) p=cT
gdzie c oznacza staty (const) wspotczynnik. Wraz ze wzrostem temperatury ro$nie proporcjonalnie cisnienie gazu.
Jak widzimy zalezno$¢ cisnienia od temperatury jest liniowa i celuje w punkt (0 K; 0 Pa). Wykres tej zaleznosci jest

przedstawiony na Rysunek 6.9: W procesie izochorycznym cisnienie gazu zmienia si¢ liniowo wraz z temperaturq na
stronie 267.
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-

7 NM=const

W bardzo niskich temperaturach proces nie zachodzi wg. linii prostej, gdyz gaz przestaje zachowywac si¢ jak gaz
doskonaly. Objawia si¢ to np. w procesie kondensacji, dochodza jeszcze efekty kwantowe. Dlatego tez w tym miejscu
mamy lini¢ przerywana, ktdra obrazuje jedynie przedtuzenie izochory w kierunku punktu (0,0). Natomiast w bardzo
wysokich temperaturach gaz takze przestaje zachowywac si¢ jak gaz doskonaty, m.in. dochodzi do stanu plazmy

Rysunek 6.9: W procesie izochorycznym ci$nienie gazu zmienia sie liniowo wraz z temperatura

® Zamapigtaé:

Proces izochoryczny wystepuje wtedy, gdy objeto$é gazu pozostaje stata V' = const. Obowigzuje prawo

Charlesa:

(wzor 610) ? = const

Przyktad 3

Do jakiej temperatury ¢ nalezy ogrza¢ gaz znajdujacy si¢ w butelce, aby korek o powierzchni
przekroju S =3 cm2 wyskoczyt z niej? Sita tarcia utrzymujaca korek w butelce wynosi F =12 N.
Na poczatku temperatura gazu w butelce wynosita ¢, = -3° C, a cinienie bylo rowne ci$nieniu

zewngtrznemu powietrza Py= 1 000 hPa.
Odpowiedz: Korek wyskoczy z butelki przy réznicy ci$nien
(wzor61l) Ap=%

Zatem ci$nienie gazu w butelce musi by¢ réwne

. F
(Wzor612)p=p0+ Ap=p0+§
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Takie cis$nienie osiagnie gaz przy temperaturze 7' wynikajacej z rownania (wzor 608 na stronie
266), wigc:

. r_ Py
613) 5= ==
(wzér )T To

Zatem

4 TO TO F T()F
(wzor 614 ) T:p_op:p_o(p0+§):T0+P_0F

Wyrazajac temperaturg w stopniach Celsjusza, po zastosowaniu wzordw: 7' =273+¢1 Ty=273+¢,
otrzymamy:

(wzor 615) t:t0+p_0§

Podstawiajac dane otrzymamy:

273+1,

(Wzor 616) 1=t0+—p- £o3ocs 2 C_12N

10° Pa3-10% m2

=105°C

Widzimy, ze gaz znajdujacy si¢ w butelce, nalezy ogrzaé¢ do temperatury ¢ = 105 ° C, aby korek
wyskoczyt.

Termodynamika - Przemiana izobaryczna

Rysunek 6.10: Animacja

Przemiana izobaryczna

Proces izobaryczny inaczej zwany przemiang izobarycznq wystgpuje wtedy, gdy ci$nienie jest state, p = const.
Wowczas p= p,, = const, i z réwnania stanu gazu doskonalego (wzor 604 na stronie 265) mamy:

VPV
(wzor 617) b ===

. pV _ Py
( wzor )T T,

(=]

wigc stosunek objetosci do temperatury gazu jest staty:
, vV _
(wzor 619 ) 77 = const

Jest to tzw. prawo Gay-Lussaca.
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Podobnie, jak w przypadku procesu izochorycznego, linie przerywane obrazuja
obszar temperatur, w ktorym zachodzg istotne odstepstwa od modelu gazu

V.ﬂ.

doskonatego
Rysunek 6.11: W procesie izobarycznym objeto$¢ gazu zmienia sie liniowo wraz z temperatura
® Zamapigtaé:

Proces izobaryczny wystepuje wtedy, gdy ciSnienie gazu jest state p = const. Obowiazuje prawo Gay-

Lussaca:

. vV _
(wzbr 620) 7 = const

Termodynamika - Przemiana izotermiczna

Rysunek 6.12: Animacja

Przemiana izotermiczna

Proces izotermiczny inaczej zwany przemiang izotermiczng wystepuje wtedy, gdy temperatura gazu jest stala.

Vo Pyro
T =T, = const. Wtedy rownanie (wzor 604 na stronie 265) przyjmie postac pTO = (}—0, lub pV = pOVO, wige

(wzor 621 ) pV = const

Jest to rownanie znane jako prawo Boyle’a-Mariotte’a. Na wykresie w uktadzie (V, p) proces izotermiczny
wyobrazony jest w postaci hiperboli (Rysunek 6.13: Wykres zaleznosci cisnienia od objetosci w procesie
izotermicznym na stronie 270).
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Rysunek 6.13: Wykres zaleznosci ciSnienia od objetosci w procesie izotermicznym
® Zamapigtaé:

Proces izotermiczny wystgpuje wtedy, gdy temperatura gazu jest stata, 7 = const. Obowiazuje prawo
Boyle’a-Mariotte’a:

(wzbr 622 ) pV = const

Przyktad 4

Ile wynosi gesto$¢ powietrza w oponie samochodu napompowanego w temperaturze t,=0° C,

do ci$nienia przewyzszajacego ci$nienie atmosferyczne Py= 10° Pao A p=2- 10° Pa. Gesto§é
powietrza w warunkach normalnych wynosi Py= 1,293 kg/ m3.

Odpowiedz: Ggstos¢ powietrza w oponie wynosi p = g gdzie m jest masa a V" objgtoscia powietrza

w oponie. Powietrze to na zewnatrz opony pod ci$nieniem atmosferyczne Py zajmowatoby obj¢tosé
V1 mialoby gestos¢

(wzor 623 ) ponﬂo

Dzielac stronami te dwa rOwnania otrzymamy

v
(wzér624)p%=70

Wiemy, ze przy stalej temperaturze pV = POV0~ Czyli

y
(wzér625)7°=p%
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Korzystajac z rownania (wzor 624 na stronie 270) widzimy, ze

(wzér626)p%=p%

Stad otrzymujemy:
(wz6r 627 ) p=-

Cisnienie p w oponie wWynosi p = Pyt Ap=3- 10° Pa. Podstawiajac t¢ warto$¢ oraz pozostate
dane do wzoru otrzymujemy:

P 3-10° Pa

51628 ) p=-o-p =
(wz0r628) P =502~ 17105 pa

- 1,293 kg|m3

Ggsto$¢ powietrza w oponie wynosi 3,879 kg / m3.

EXE PDF Prawo gazowe

Pytania i problemy

1. Korzystajac z réwnania Clapeyrona, wyznacz temperatur¢ 7' gazu, gdy dana jest objetos$¢ V' i cisnienie p gazu.
2. Przedstaw zwiazek migdzy parametrami gazu w procesie izochorycznym opisany przez tzw. prawo Charlesa. Czy
i jak wynika on z rownania Clapeyrona?

3. Na podstawie rownania Clapeyrona wyraz ,,const” z rownania (wzor 608 na stronie 266) za pomoca wielkosci
V, noraz R. Nastgpnie we wspotrzednych (T , p) narysuj przebieg dwoch przemian izochorycznych tego samego
gazu, przeprowadzonych w objetosciach ViV, t. ze V<V,

4. Narysuj wykres procesu izochorycznego we wspotrzednych (p, V).

5. Sformutuj zwiazek migdzy parametrami gazu w procesie izobarycznym opisany przez tzw. prawo Gay-Lussaca.
Czy i jak wynika ono z réwnania Clapeyrona?

6. Na podstawie rownania Clapeyrona wyraz ,,const” z rownania (wzor 619 na stronie 268) za pomoca wielkos$ci
p, noraz R. Nastgpnie we wspotrzednych (T , V) narysuj przebieg dwoch przemian izobarycznych tego samego
gazu, przeprowadzonych w ci$nieniach p i p.,t.ze p <p,.

7. Narysuj wykres zaleznos$ci p od V' w procesie izobarycznym.

8. Opisz zwiazek migdzy ci$nieniem a objgtoscia w procesie izotermicznym gazu doskonatego, przy zatozeniu, ze
jego masa nie ulega zmianie (tzw. prawo Boyle’a-Mariotte’a).

9. Na podstawie rownania Clapeyrona wyraz ,,const” z rownania (wzor 621 na stronie 269) za pomoca wielkosci
T, noraz R. Nastgpnie we wspotrzednych (V, p) narysuj przebieg dwoch przemian izotermicznych tego samego
gazu, przeprowadzonych w temperaturach 7,1 7, t. ze T <T».

10. przedstaw izoterm¢ w postaci krzywej w uktadzie wspotrzgdnych (p, V). Jak w matematyce nazywa sig taka
krzywa?

11. W przemianie przy stalej temperaturze masa gazu zmniejszyta si¢. Wyjasnij, czy w takim przypadku pozostaje w
mocy prawo Boyle’a-Mariotte’a.

12. W kazdym z proceséw: izochorycznym, izobarycznym i izotermicznym zmieniaja si¢ tylko dwa parametry. Podaj
te parametry dla kazdego procesu.

6.5 Doswiadczenie ,,Izobara”

Ponizej podajemy opis doswiadczenia, ktére mozemy wykonac realnie, lub wirtualnie.

Doswiadczenie wirtualne wykonujemy uruchamiajac animacje, ktéra symuluje rzeczywisty przebieg doswiadczenia,
podczas ktérego wzrasta objgtosci gazu zamknigtego w rurce Meldego. Ten wzrost objgtosci gazu spowodowany jest
wzrostem temperatury. Notujemy wskazania termometru oraz odpowiednie wysokosci stupka gazu w rurce. Wyniki


http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/prawo_gazowe/PrawoGazowe-setup.exe
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/prawo_gazowe/prawo_gazowe.pdf
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tych ,,pomiarow” wpisujemy do tabelki pomiar6w i opracowujemy sprawozdanie z doswiadczenia wedlug wzoru
takiego jak w przypadku do§wiadczenia wykonanego realnie.

Najpierw nalezy zapoznaé si¢ z ponizszym opisem doswiadczenia, a nastgpnie zgodnie z poleceniem nauczyciela
wykona¢ doswiadczenie realnie, lub wirtualnie.

Opis doswiadczenia

Uwaga: W realnym do$wiadczeniu stosujemy rte¢, ktora trudno jest zastapic jakas inna dostepna substancja. Ze
wzgledéw BHP wymaga to szczegolnej ostroznosci, a w niektorych szkotach moze by¢ wrecz zakazane. Wobec tego
proponujemy wykonac to do§wiadczenie wirtualnie — wedtug zataczonej animacji.

Potrzebna bedzie rurka szklana o dlugo$ci ok. 50 cm i $rednicy ok. 6-8 mm zamknigta z jednego konca. Dobrze

by byto, gdyby rurka miata narysowana skalg¢ milimetrowa. Do rurki wprowadzimy nieco rt¢ci w taki sposdb, aby
utworzyt si¢ koreczek rteciowy o dtugosci ok. 2 do 3 cm. Koreczek zamknie czg$¢ powietrza w dolnej czg$ci rurki.
Taka rurka nosi nazwe rurki Meldego.

Rurke Meldego oraz termometr umieszczamy w statywie i oba przyrzady zanurzamy w pojemniku z woda, ktory
bedziemy podgrzewaé na kuchence elektrycznej (Rysunek 6.14: Zestaw do doswiadczenia ,,Izobara” na stronie
272). Takie same przyrzady znajduja si¢ w doswiadczeniu wirtualnym.

termometr

kuchenka
elektryczna

rurka Meldego

Rysunek 6.14: Zestaw do doswiadczenia ,,Izobara”
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Naszym zadaniem jest do§wiadczalne sprawdzenie zaleznosci objgtosci od temperatury danej za pomoca wzoru Gay-
Lussaca (wzor 619 na stronie 268):

(wzor 629 ) % = const

Oznaczmy warto$¢ statej wystepujacej po prawej stronie przez a (a = const) oraz przeksztalémy wzor nastgpujaco:
(wzor630) V=a-T

Widzimy, ze teoria procesu izobarycznego daje zalezno$¢ proporcjonalng objgtosci od temperatury. Wiasnie te ceche

procesu izobarycznego chcemy sprawdzi¢ doswiadczalnie.

Podstawowy warunek dla procesu izobarycznego, p = const, jest w naszym ukladzie dos§wiadczalnym zachowany.
Powietrze zamknigte w rurce znajduje si¢ pod statym ci$nieniem, gdyz w kazdej temperaturze jest ono rownowazone
przez state ci$nienie hydrostatyczne rteci (sita cigzkosci skierowana w dot) oraz przez state cinienie powietrza
znajdujacego si¢ na zewnatrz.

Najpierw zmierzymy $rednice wewngtrzna rurki d. Nastepnie bedziemy mierzy¢ temperature ¢ i dtugosé / czgsci rurki
z zamknigtym powietrzem. Pierwszy pomiar temperatury ¢, i dtugosci /; wykonamy przy wylaczonym podgrzewaniu.
Nastgpne pomiary wykonamy przy wlaczonym podgrzewaniu kolejno co 10° C.

W przypadku doswiadczenia wirtualnego przyjmujemy, ze $rednica wewngtrzna rurki Meldego wynosi d =0,6 cm.
Termodynamika - Proces izobaryczny. Doswiadczenie wirtualne
Rysunek 6.15: Animacja

Wyniki pomiarow wpisujemy do tabelki pomiarow wedtug wzoru:

| -

Lp t(°C) T(K) I {cm) d (cm) S (cm?) V (cm?)

1 2 3 4 3 & 7

| - - _ — . - - 1
Rysunek 6.16: Tabela pomiarow

Dane w tabelce uzupetniamy w nastgpujacy sposob:

* w kolumnie 3 obliczamy wartosci temperatury w kelwinach wedlug wzoru
(wzor 631 ) T=273+¢

* w kolumnie 6 obliczamy warto$¢ powierzchni przekroju poprzecznego rurki wedlug wzoru

2
(wzor 632) s =T

* w kolumnie 7 obliczamy wartosci objgtosci powietrza zamknigtego w rurce wedtug wzoru
(wzor 633 ) V=IS

Wyniki pomiaréw uzyskane w jednej ze szkot pokazano w tabeli Rysunek 6.17: Przyktadowe pomiary na stronie
274.
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F N |
Lp. t(°C) T(K) I{cm) | d(cm) | S(cm?3) | V (cm3)
1 2 3 4 5 ] 7
1 22 295 12,2 3,45
2 30 303 12,5 3,53
3 40 313 12,9 3,65
* 0,6 0,28 ’
4 50 323 13,4 3,79
5 60 333 13,7 3,87
6 70 343 14,2 4,01
7 80 353 14,6 4,13
8 90 363 15,0 4,24
| " |

Rysunek 6.17: Przyktadowe pomiary

Przystepujemy do opracowania wynikow do§wiadczenia.
Formularz sprawozdania - kliknij na linku aby otworzy¢ formularz sprawozdania z do§wiadczenia.
Na podstawie danych z tabelki, (rubryki 3 i 7), nanosimy punkty do$wiadczalne na wykres zaleznosci V od T.

Cieszymy sig, jezeli punkty do$wiadczalne uktadaja si¢ w poblizu linii prostej. Oznacza to, ze nasze doswiadczenie
potwierdza prawo Gay-Lussaca wyrazone za pomoca wzoru (wzor 619 na stronie 268). Na rysunku Rysunek 6.18:
Wykres zaleznosci V od T zgodny z danymi przyktadowymi na stronie 275 przedstawiono przyktadowy wykres
zgodny z danymi z tabeli Rysunek 6.17: Przykiadowe pomiary na stronie 274.
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Lf
(cm)
420

.00

280 300 320 340 360 T(K)

Rysunek 6.18: Wykres zaleznosci V od T zgodny z danymi przyktadowymi

Oceniamy niepewnosci pomiarowe i nanosimy je na wykres, tworzac prostokaty niepewnos$ci pomiarowych. W
przyktadowym do$wiadczeniu oceniono niepewno$¢ pomiaru temperatury jako A 7=1 K; wynika to z najmniejszej
podzialki na uzytym termometrze. Niepewnos$¢ pomiaru dtugosci A/=1 mm, co wynika z podziatki na rurce oraz
niepewnos$¢ pomiaru $rednicy rurki A d=0,1 mm. W celu obliczenia niepewnosci pomiaru objgtosci A V nalezy
skorzysta¢ ze wzoru na niepewno$¢ wzgledna (patrz: e-Fizyka, tom 1).

(wzbr 634) e=—— :T+2T

Nastgpnie obliczamy warto§¢ bezwzgledna niepewnosci pomiaru objetosci wedlug wzoru

(wzér635) AV=egV

Przygladajac si¢ wzorowi (wzor 630 na stronie 273), widzimy, ze przy ustalonej niepewnosci A/ oraz A d
niepewnos$¢ wzgledna ¢ jest tym mniejsza, im wigksza jest dhugo$¢ / rurki (przy ustalonej $rednicy). Dlatego
korzystne jest zastosowanie w naszym doswiadczeniu dtugich rurek. W celu obliczenia niepewnosci A V' w naszym
przyktadzie wystarczy przyja¢ warto$¢ srednig /. Otrzymamy niepewnoéé wzgledna
0,1
(wzor 636) s =[ AL + 284 = e 2. 88 = 0,0407

oraz niepewnos¢ wyznaczenia objetosci

(wzor637) AV =¢V=0,0407-3,85 cm3~0,16 cm3
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Po obliczeniu niepewnosci pomiarowych mozemy uscisli¢ przebieg naszej prostej optymalnej na wykresie tak, aby
przechodzita mozliwie blisko wszystkich punktow oraz by przecinata wszystkie prostokaty niepewnosci pomiarowej
(Rysunek 6.19: Wykres zaleznosci V od T z naniesionymi prostokqtami niepewnosci pomiarowych na stronie 276).

A
(cm )

4,20
4,00
3,80
3,60
3,40

Lo s bovps bowni fownnJony i Jonnnfongi]unni] o

280 SO0 320 340 360 T(K)

Rysunek 6.19: Wykres zaleznosci V od T z naniesionymi prostokatami niepewnosci pomiarowych

Uzyskane wyniki oraz wykres (Rysunek 6.19: Wykres zaleznosci V od T z naniesionymi prostokqtami niepewnosci
pomiarowych na stronie 276) $wiadcza, ze zalezno§¢ V(T) jest liniowa.

Mozemy to sprawdzi¢, na przyktad, prowadzac to przedtuzenie (linia przerywana) do przecigcia si¢ z osig 7. Powinno
ono trafi¢ blisko punktu (0,0).

® Zamapiegtaé: Bardziej precyzyjnie mozemy okresli¢ dopuszczalne odstgpstwo tego przecigceia od punktu
(0,0) za pomoca ponizszej procedury, ktora dedykujemy uczniom dociekliwym. Wykonuja¢ t¢ procedurg
samodzielnie mozesz wyznaczy¢ temperature zera bezwzglednego.

e Wskazowka:

Zwro¢my uwagg, ze osie T oraz V' na wykresach Rysunek 6.18: Wykres zaleznosci V od T zgodny z danymi
przyktadowymi na stronie 275 1 Rysunek 6.19: Wykres zaleznosci V od T z naniesionymi prostokqtami
niepewnosci pomiarowych na stronie 276 zostaly wyskalowane w taki sposob, by przede wszystkim
pokaza¢ obszar temperatur, w ktérym przeprowadzono do$wiadczenie. Skutkiem tego, wykresy te nie
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pokazuja obszaru w okolicach 7' =0 i nie pozwalaja stwierdzi¢, czy uzyskana przez nas prosta optymalna
przechodzi przez punkt (7 =0, V = 0).

Oczywiscie nie oczekujemy, ze prosta przejdzie dokladnie przez ten punkt, lecz w jego poblizu, w ramach
dopuszczalnej niepewnosci pomiarowej. By pokaza¢ zakres tej niepewnosci rozszerzmy i uzupetnijmy
wykres (Rysunek 6.19: Wykres zaleznosci V od T z naniesionymi prostokqtami niepewnosci pomiarowych
na stronie 276). Wyskalujmy 0§ T od zera do 360 K za$ 0§ V od zera do 4,2 cm3. Punkty pomiarowe
zajma wtedy stosunkowo niewielka czg$¢ w prawym goérnym rogu uktadu wspoétrzednych (Rysunek 6.20:
Wyniki doswiadczenia z naniesionymi prostymi skrajnymi na stronie 277). Nanosimy na wykres dwie
proste ,,skrajne”. Pierwsza ma mozliwie mate nachylenie, zapewniajace jednak jej przechodzenie przez
wszystkie prostokaty niepewnosci; analogicznie, druga ma mozliwie duze nachylenie, ale takze przechodzi
przez wszystkie prostokaty. Dla zwigkszenia czytelnosci wykresu nie nanosimy prostej optymalne;.

A

prosta skrajna 1 2B

e obszar pomiaru
punkt
(T=0,V=0)

e prosta skrajna 2

v

Rysunek 6.20: Wyniki doswiadczenia z naniesionymi prostymi skrajnymi

Stwierdzamy, ze punkt (7 =0, V' = 0) miesci si¢ pomigdzy punktami przecigcia tych prostych z osia 7'
Pozwala to stwierdzi¢, ze prosta optymalna trafia w ten punkt z doktadnos$cia do niepewno$ci pomiarowe;j,
dopuszczalnej w tym do§wiadczeniu. Oznacza to, ze uzyskane przez nas wyniki s w petni zgodne z
przewidywaniami prawa Gay-Lussaca.

Oznacza to réwniez, Ze przyjeta przez nas do analizy warto$¢ 7, = 273K znalazla potwierdzenie w tym
doswiadczeniu. Gdybysmy bowiem we wzorze (wzor 584 na stronie 261) przyjeli inna temperaturg punktu
zamarzania wody (inny przelicznik skali Celsjusza na skalg Kelwina), to nasza prosta optymalna nie trafitaby
w punkt (0,0).

6.6 Rozszerzalnos¢ cieplna ptynéw i ciat statych

Korzystajac z rownania stanu gazéw doskonatych (wzér 603 na stronie 265), mozemy znalez¢ zalezno$¢ objgtosci
gazu od temperatury przy statym ciSnieniu p = p = const. Zal6zmy, ze w temperaturze zera stopni Celsjusza T

(Ty=273,15 K=0°C) gaz ma objgtos¢ V. Wtedy
(wzbr 638) p Vo= NkT

natomiast przy innej temperaturze 7' gaz zajmuje objetos¢ V', zatem

(wzor 639) p V= NkT

Dzielac réwnanie (wzor 639 na stronie 277) przez (wzor 638 na stronie 277), otrzymamy

(wzér640)VL0=Tlo
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lub

. T

641) V=Vy7

(wzor ) 0T,
Korzystajac ze wzoru (wzor 584 na stronie 261): T'=273,15+t= T+, przechodzimy do skali Celsjusza. Zatem
. Tott 1
(wzér642) V= VOTO =V 1+T0t

Jezeli przyjmiemy oznaczenie

, 1
(WZOI‘643)O€- TO —273’15 °C

to ostatecznie otrzymamy
(wzbr 644) V =V 1+ at)

Wzér w tej postaci okresla rozszerzalnos$¢ objetosciowa gazow przy statym cisnieniu. Wspotczynnik o nazywa sie
wspotczynnikiem rozszerzalnosci objetosciowej 1 dla gazow doskonatych przy statym ci$nieniu jego wartos¢ wynosi

. 1 1
(wzor 645) 773.15°C

Dlaczego gaz zwigksza swoja objgtos¢ przy statym cisnieniu podczas podwyzszania temperatury? Wzrost
temperatury gazu jest rownoznaczny ze zwigkszeniem $redniej energii kinetycznej czasteczek, a wigc i predkosci
czasteczek. Zatem czasteczki uderzaja w $cianki naczynia z wigkszymi predkosciami przy kazdym odbiciu doznaja
wigkszej zmiany pedu, oddzialuja wigc na $cianki naczynia w sumie z coraz wigksza silta. Jezeli ci$nienie ma

by¢ state a naczynie nie ulega odksztalceniu, to objetos¢ gazu musi si¢ zwigkszy¢, gdyz wtedy zwigkszy sig pole
powierzchni Scianek. Wowczas zwigkszona sita dziata na wigksza powierzchnig i ci$nienie bedace stosunkiem sity do

pola powierzchni, p =g, moze utrzymac sig na statym poziomie.
Dotychczasowe doswiadczenia wykazuja, ze wzor (wzor 644 na stronie 278) obowiazuje, z niezta doktadnoscia,

réowniez dla cieczy i ciat statych. Wspotczynnik rozszerzalnos$ci objgtosciowej definiuje sig, zgodnie z tym wzorem,
jako

V-V,
(wzbr 646 ) a=—7"—<
flt-1o)
Widzimy, ze

. AV
(wzbr 647 ) a= VoA

ma znaczenie wzglednej zmiany objetosci przy zmianie temperatury o jeden stopien.

Wartos$¢ wspolezynnika rozszerzalno$ci objetosciowej zalezy od rodzaju substancji (patrz Rysunek 6.21: Wartosci
wspotczynnikow rozszerzalnosci objetosciowej na stronie 279). Ciala state maja najmniejszy wspotczynnik
rozszerzalno$ci objetosciowej. Wspodtczynnik ten dla cieczy jest zwykle wielokrotnie wigkszy. Gazy maja najwicksza
rozszerzalno$¢ objetosciowa.
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=
Ciata state a(°C1)*10° | Plyny ol(°C1)*105
glin 7 aceton 143

inwar 0,2 alkohol etylowy 110
l6d 15 Alkohol metylowy | 119
miedz 5 Benzen 107
stal 3,3 Nafta 92
szkto 2,7 Rtec 18
Woda (srednio) 21

gaz doskonaty 366
p=const

N

Rysunek 6.21: Wartosci wspotczynnikow rozszerzalnosci objetosciowej

Przyktad 5

Na Rysunek 6.22: Piknometr z kroplq rteci napetniony alkoholem na stronie 280 przedstawiono
naczynie szklane do pomiaru ggstosci cieczy zwane piknometrem. Do piknometru nalano nieco
rteci w takiej iloSci, aby wzrost objgtosci rteci pod wptywem wzrostu temperatury kompensowat
wzrost objgtosci piknometru. Dzigki temu pojemno$¢ pozostalej czgSci piknometru V' p jest stala

w kazdej temperaturze. Piknometr napetniono alkoholem o temperaturze ¢, =0 ° C. Po zwazZeniu
stwierdzono, ze masa alkoholu wynosi my=40 g. Nastgpnie piknometr z alkoholem wstawiono do
zlewki z woda o temperaturze ¢ = 50 ° C. Na skutek rozszerzalnosci cieplnej trochg alkoholu wylato
si¢. Po ponownym zwazeniu stwierdzono, ze masa pozostatego w piknometrze alkoholu wynosi
m=37,9 g. Oblicz wspblczynnik rozszerzalnosci objgtosciowej alkoholu.
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- rted

Rysunek 6.22: Piknometr z kropla rteci napetniony alkoholem
Odpowiedz: Najpierw wyprowadzimy wzor na zaleznos¢ ggstosci p cieczy od temperatury. Wiemy,
ze
. _m
(wzbr648) p="77
i ze objetos¢ V' substancji zmienia si¢ wraz z temperatura ¢t wedtug wzoru (wzor 644 na stronie
278), przy niezmieniajacej si¢ masie m, wigc

wzor 649 ) p=—"—
( )P Vo(1+ar)
Poniewaz ;}10 =P, gdzie P, 0znacza gestosc cieczy w temperaturze 0 ° C, wige

Po
(wzébr 650) P=TFar
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m
W naszym przypadku p = Vﬂp oraz p, = V—i. Podstawiajac to do wzoru (wzor 650 na stronie

m
280), otrzymamy m = l+_(<)xt' Stad po przeksztatceniu

, _mgm_40-37,9 1 51
(wzor651)a—m—moC~110,8-10 5C

Jest to wynik, ktory rozni sig od tablicowego (Rysunek 6.21: Wartosci wspotczynnikow rozszerzalnosci objetosciowej
na stronie 279) o mniej niz 1%.

Wspotczynnik rozszerzalnos$ci objgtosciowej dla rzeczywistych substancji jest staly tylko w przyblizeniu, dla
nieduzych zakreséw temperatury. Doktadne pomiary wykazuja, ze wspotczynnik o okreslony wzorem (wzor 639
na stronie 277) zalezy od zakresu temperatury, w ktorym go wyznaczono. Zatem zaleznos$¢ (wzor 644 na stronie
278) objetosci od temperatury dla cieczy i ciat stalych jest liniowa tylko w przyblizeniu.

Istnieja wyjatkowe substancje, ktore wykazuja anomalng rozszerzalnosc¢ cieplna. Wsrod nich na szczeg6lna uwage
zashuguje woda. Zadna inna ciecz pospolita nie zachowuje sig¢ anomalnie. Woda natomiast w zakresie temperatury
od 0 do 4 ° C ma ujemny wspotczynnik rozszerzalnosci cieplnej, w temperaturze 4 ° C ma najwigksza ggstos¢ (patrz
wykres - Rysunek 6.23: Wykres gestosci wody (pod stalym cisnieniem) w zaleznosci od temperatury na stronie

281), a dopiero od tej temperatury warto§¢ wspolczynnika o jest dodatnia i wraz ze wzrostem temperatury gesto$¢
wody maleje. Dzigki tej wlasnosci wody zamarzanie stawow, jezior i rzek zaczyna si¢ od ich powierzchni. Pozwala to
przetrwac¢ zimg rybom i innym organizmom zyjacym w wodzie.

gestosé (kg/m’)
1000,0 1
9999
999 8
999.7
999.6

012345678910
temperatura (°C)

Rysunek 6.23: Wykres gestosci wody (pod statym cisnieniem) w zaleznosci od temperatury

Wzér (wzor 644 na stronie 278), jak juz wspomniano, stosuje si¢ rowniez dla ciat statych. W praktyce bardzo
czesto mamy do czynienia z ciatami statymi, ktérych jeden wymiar (najczesciej dtugosé) jest znacznie wigkszy od
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pozostatych, np. prety, tasmy, druty czy belki. Wtedy bezwzgledny przyrost dtugosci pod wplywem temperatury
jest znacznie wigkszy od przyrostu wymiardw poprzecznych. Dlatego wprowadza si¢ wspolczynnik rozszerzalnosci
liniowej 1, ktory definiuje si¢ za pomoca wzoru analogicznego do (wzor 646 na stronie 278):

-1,
Ilt-10)

gdzie /i [ sa dtugo$ciami ciata, odpowiednio, w temperaturze ¢ i ¢, = 0 ° C. Wspolczynnik rozszerzalnosci liniowej
jest liczbowo rowny wzglednemu przyrostowi dlugosci ciata przypadajacemu na jeden stopien.

(wzbr 652 ) 4=

Ze wzoru (wzor 652 na stronie 282) po przeksztatceniu i uwzglednieniu 7, =0 ° C otrzymujemy
(wzbr 653 ) 1= 11+ it)

Latwo mozemy teraz wykazac, ze zachodzi nastgpujacy zwiazek migdzy wspotczynnikami rozszerzalnosci
objetosciowej i liniowej:

(wzor 654 ) o=~ 3]

Przyjmijmy, ze V = . Po podniesieniu rownania (wzor 653 na stronie 282) do trzeciej potegi i skorzystaniu ze
wzoru (wzor 654 na stronie 282) otrzymamy

(wzor 655) B=(1+4) = B=V =V {1+ )

Po uwzglednieniu, ze V= lé 1 uproszczeniu otrzymamy

(wzbr 656 ) 3A+32%+ P2 =0

-1
Dla ciat statych wspotczynnik rozszerzalnosci liniowej jest bardzo maty, ma wartos¢ rzedu 107+ 10'6( ° C) ,

dlatego w wyrazeniu po lewej stronie mozna zaniedbaé wszystkie wyrazy zawierajace il (dla matych zakresow
temperatury ¢ < 100 ° C). Wtedy wiasnie otrzymamy relacj¢ (wzor 654 na stronie 282).

Przyktad 6

Stalowe przgsto mostu (w postaci belki) ma dtugo$¢ /=50 m w temperaturze 0° C. O ile wydhuzy
si¢ to przgsto latem, gdy nagrzeje si¢ na stoncu do temperatury ¢ =40° C?

Odpowiedz: Z tabeli na Rysunek 6.21: Wartosci wspolczynnikow rozszerzalnosci objetosciowej
na stronie 279 odczytujemy warto$¢ wspotczynnika rozszerzalnosci objgtosciowe;j stali

-1
o=3,3" 10'5( ° C) . Dzielac t¢ warto$¢ przez 3, otrzymujemy wspotczynnik rozszerzalnosci liniowej
-1
stali A=1,1- 10'5( ° C) . Zatem dtugo$¢ przesta [ w temperaturze ¢ = 40 ° C wynosi
(wzor 657 ) 1=1(1+41)=50-(1+1,1-10°-40) m=50,022 m

Oznacza to, ze przegsto wydhuzy sig o 2,2 cm. Takie wydtuzenie musi by¢ w jaki$ sposob
kompensowane, gdyz w konstrukcji moga powstac¢ niebezpieczne napr¢zenia.

Na zakonczenie omawiania rozszerzalnosci cieplnej cieczy i ciat statych zastanowimy si¢ nad przyczynami tego
zjawiska. Wiemy, ze ciala stale i ciecze naleza do fazy skondensowanej i — w przeciwienstwie do gazéw — odlegtosci
miedzy czasteczkami w tej fazie sa bardzo mate. Czasteczki i atomy w cieczach i cialach statych prawie stykaja si¢ ze
soba. Dlatego nie mozna zaniedba¢ sit wzajemnego oddziatywania czasteczek.

Ciecze roznia si¢ od ciat statych przede wszystkim tym, ze czasteczki w cieczach maja wigksza swobodg ruchu.
Wigkszo$¢ ciat statych ma strukture krystaliczna, a to oznacza, ze atomy w tych ciatach stalych moga w zasadzie
wykonywac¢ tylko ruchy drgajace wokot uporzadkowanych punktow w przestrzeni, tworzacych sieci krystaliczne.
W cieczach natomiast powstaja grupy atomow i czasteczek majacych pewne lokalne uporzadkowanie i mogacych
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wykonywa¢ drgania. Ponadto grupy te oraz pojedyncze atomy i czasteczki moga zmienia¢ stopniowo swoje potozenia
i ciecz jako cato$¢ nie ma krystalicznej sieci uporzadkowanych punktow.

Obecnos¢ struktury krystalicznej lub jej brak odgrywa jednak matg rolg w wyjasnieniu rozszerzalnos$ci cieplne;.
Dlatego w rozwazaniach naszych zaniedbamy réznice w strukturze i wlasnos$ciach cieczy i ciat statych. Skupimy si¢
natomiast na podstawowej wtasnosci fazy skondensowanej wynikajacej z tego, ze czasteczki cieczy i ciat statych
znajduja si¢ w bezposredniej bliskosci i moga wykonywac drgania wokot swoich potozen rownowagi.

Wzajemne odleglosci drgajacych czasteczek srednio rosna wraz ze wzrostem temperatury. Suma odleglosci migdzy
czasteczkami stanowi wymiar przestrzenny catego ciata. Skoro te odlegltosci rosna, to rosna réwniez wymiary
przestrzenne catego ciata wraz ze wzrostem temperatury.

® Zamapietac:
Mikroskopowy obraz ciala stalego, cieczy i gazu
Wszystkie ciata makroskopowe sa zbiorem duzej liczby matych czasteczek lub atomoéw

* Gaz: odleglosci miedzy czasteczkami sa znaczne - wielokrotnie przewyzszajace ich rozmiary. Czasteczki
maja duza swobode ruchu. Wykonuja ruchy chaotyczne i zaden kierunek ich ruchu nie jest wyrdzniony.
Oddziatywanie migdzyczasteczkowe jest pomijalne.

* Ciecz: odlegloéci migdzy czasteczkami w cieczy sa bardzo mate — porownywalne z tymi w ciele statym.
Ciecze roznia si¢ od ciat statych przede wszystkim tym, ze czasteczki w cieczach maja wigksza swobode
ruchu. W cieczy czasteczki nie s ulozone w sieci krystalicznej. Jednakze tworza si¢ grupy atomow i
czasteczek majacych pewne lokalne uporzadkowanie.

* Cialo stale: atomy w cialach statych znajduja si¢ blisko siebie, prawie stykaja si¢ ze soba. Atomy moga
w zasadzie wykonywac¢ tylko ruchy drgajace wokot uporzadkowanych punktow w przestrzeni, ktore w
wigkszosci cial statych tworza sie¢ krystaliczna.

To, co powiedziano tutaj, thumaczy jakosciowo normalng rozszerzalno$¢ cieplna. A co z woda? Dlaczego woda

w zakresie od zera do czterech stopni zamiast si¢ rozszerza¢ — kurczy? Otdz wptyw na wyjatkowa, anomalng
rozszerzalno$¢ wody maja akurat te zjawiska, ktére w naszych rozwazaniach pominglis$my, jako drugorzegdne.
Mianowicie, gtowny wplyw na pojawienie si¢ ujemnego wspotczynnika rozszerzalnosci wody ma wtasnie zmiana
struktury pod wplywem wzrastajacej temperatury w nieduzym przedziale temperatur, powyzej punktu topnienia
lodu. W lodzie atomy sa utozone luzniej niz w wodzie, dlatego 16d ma mniejsza ggstos¢ od wody. Woda, ktora
dopiero co powstata z lodu, majaca temperaturg bliska zeru stopni, czeSciowo zachowuje jeszcze luzniejsze ulozenie
atomoéw charakterystyczne dla lodu. Wraz ze wzrostem temperatury utozenia te stopniowo gina, a zaczynaja
przewazad ulozenia ggstsze, charakterystyczne dla stanu ciektego wody. Réwnolegle dziata mechanizm normalne;j
rozszerzalno$ci omoéwiony wyzej, ktorego efekt jest thumiony przez zmiany struktury wody. Poczatkowo zaggszczanie
struktury dominuje nad normalnym mechanizmem rozszerzalnosci cieplnej i dlatego mamy zggszczanie wody.
Dopiero poczawszy od temperatury czterech stopni Celsjusza mechanizm normalnej rozszerzalnosci zdobywa
przewagg i dla wyzszych temperatur woda zachowuje si¢ juz normalnie.

Pytania i problemy

1. Zdefiniuj wspdlczynnik rozszerzalnosci objgtosciowej. Podaj wartosé tego wspotczynnika dla gazu doskonatego,
przy statym ci$nieniu.

2. Opisz zaleznos¢ objetosci gazu doskonatego od temperatury. Czy zalezno$¢ ta odnosi si¢ tylko do jednego stanu
skupienia materii?

3. Podaj wzor na wzrost wymiardow liniowych ciata pod wptywem wzrostu temperatury. Udowodnij, ze warto$¢
wspolczynnika rozszerzalno$ci objgtosciowej jest okoto trzy razy wigksza od wartos$ci wspotczynnika
rozszerzalno$ci liniowej ciata.

4. Jakie sa przyczyny mikroskopowe rozszerzalnosci termicznej ciat?

5. Na czym polega anomalna rozszerzalnos¢ cieplna wody? Wyjasnij, dlaczego woda zachowuje si¢ inaczej niz
typowe ciecze.
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6.7 Podstawowe pojecia teorii kinetycznej gazow

Kinetyczna teoria gazéw zostala zapoczatkowana przez niemieckiego fizyka Rudolfa Clausiusa w drugiej potowie
dziewigtnastego wieku. To wtasdnie Clausius stwierdzil, Ze cieplo jest zwiazane z energia kinetyczna chaotycznego
(brownowskiego) ruchu cieplnego czasteczek gazu. Nastepnie inni fizycy kontynuowali dzieto Clausiusa. Najwigksze
zastugi miat fizyk austriacki Ludwik Boltzmann, ktory rozwinat teori¢ kinetyczna, formutujac wiele podstawowych
praw. Nalezy stwierdzi¢, ze powazny wktad w rozwoj teorii kinetycznej wniost polski fizyk o niezwyktym talencie —
Marian Smoluchowski.

Nalezy wszakze zaznaczy¢, ze prace dziewigtnastowiecznych uczonych byly poprzedzone pracami rosyjskiego
uczonego Michata L.omonosowa (1711-1765).

Warunki normalne czasteczek w powietrzu

Juz w gimnazjum dowiedziates sig, ze gaz jest zbiorem olbrzymiej liczby bardzo malych czasteczek (niewidocznych
nawet pod mikroskopem) bedacych w nieustannym ruchu. Na przyktad w 1 cm3 tlenu w warunkach normalnych
(przy ci$nieniu rownym 1 atm i temperaturze 18 ° C) znajduje si¢ 2,7+ 10'° czasteczek. Stwierdzono, ze czasteczki
typowego gazu maja rozmiary okoto 4 - 1010 m.

o Wskazéwka: Czasteczki typowego gazu maja rozmiary ok. 4 - 1010 m. Sa one tak male, Ze nie mozna ich
ypowego g i} ry
zobaczy¢, nawet pod najdoskonalszym mikroskopem.

Mimo ze liczba czasteczek gazu w 1 centymetrze szeSciennym jest bardzo duza, $rednie odlegtosci migdzy nimi

sq znaczne w poréwnaniu z ich — bardzo matymi — rozmiarami. Zasigg sit migdzyczasteczkowych jest maty,
poréwnywalny z rozmiarami czasteczek, wigc podczas swojego ruchu czasteczki w zasadzie nie oddziatuja na siebie
— oddziatuja tylko w bardzo krétkim czasie zderzenia, gdy znajduja si¢ w bliskiej odleglosci. Dlatego mozemy
przyjac, ze migdzy zderzeniami czasteczki poruszaja si¢ swobodnie ruchem jednostajnym, prostoliniowym. Kierunek
ruchu poszczegolnej czasteczki przy kazdym zderzeniu ulega zmianie, zatem jej tor ma ksztatt linii famanej (Rysunek
6.24: ,, Zygzakowaty” tor ruchu czqsteczki w gazie na stronie 285).

Odcinek toru czasteczki migdzy dwoma sasiednimi zderzeniami nazywamy droga swobodna. Dugos¢ drogi
swobodnej w trakcie ruchu czasteczki ulega nieustannym zmianom, dlatego dla opisu ruchu czasteczek w gazie
stosujemy pojecie Sredniej drogi swobodnej J. Srednia droga swobodna czasteczek powietrza w warunkach
normalnych wynosi okoto 7- 10 m. Srednia predkos¢ czasteczek powietrza w tych warunkach wynosi okoto 500 m/
s. Latwo mozna stad obliczy¢, ze czasteczka w ciagu sekundy doznaje okoto 1010 zderzen.
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Odcinki prostej tamanej maja przypadkowe dtugosci. Czasteczka poruszajaca si¢ swobodnie migdzy sasiednimi
zderzeniami pokonuje drogi o dlugosci 4;, 4, 43 ... Srednia droga swobodna oznaczona jest symbolem A

Rysunek 6.24: ,,Zygzakowaty” tor ruchu czasteczki w gazie

Model gazu doskonatego (idealnego)

Opisane wyzej warunki ruchu czasteczek w gazie pozwalaja na zalozenie pewnych uproszczen i na utworzenie w
ten sposob modelu gazu doskonatego. Model ten jest podstawa do wyprowadzania zalezno$ci matematycznych
opisujacych zachowanie si¢ gazu. Przyktadem takiej zaleznoSci jest poznane juz prawo Clapeyrona (wzdr 590 na
stronie 264).

Przez model gazu doskonatego bedziemy rozumieli zbiér czasteczek, ktoérych rozmiary sprowadzimy do punktéw
materialnych. Wszystkie czasteczki bedziemy uwazaé za identyczne. Przyjmiemy, ze podlegaja one tym samym
prawom mechaniki Newtona co ciata makroskopowe. Przyjmujemy, ze czasteczki w zasadzie nie oddzialuja na siebie
— oddziatuja tylko w bardzo krétkim czasie zderzenia, gdy znajduja si¢ w bliskiej odleglo$ci. Zderzenia czasteczek
migdzy soba i ze $ciankami naczynia przyjmiemy za doskonale sprezyste. Czasteczki wykonujq ruchy chaotyczne

i zaden kierunek nie jest wyr6zniony; tzn. §rednio w kazdym kierunku porusza si¢ jednakowa liczba czasteczek.
Srednio w jednostce objetosci w warunkach rownowagi znajduje si¢ jednakowa liczba czasteczek.

Zachowanie si¢ wigkszo$ci gazow rzeczywistych w warunkach nie odbiegajacych znacznie od warunkéw normalnych
jest zgodne z modelem gazu idealnego.

® Zamapietaé:
Podstawowe zaloZenia modelu gazu doskonalego (idealnego)

* QGaz jest zbiorem bardzo duzej liczby identycznych drobin; moga to by¢ pojedyncze atomy lub czasteczki
zwiazkoéw chemicznych.

+ Czasteczki wykonuja ruchy chaotyczne i zaden kierunek ich ruchu nie jest wyr6zniony.

* Rozmiary czasteczek sa tak mate, ze sprowadzamy je do punktow materialnych.

+ Srednie odlegtosci miedzy czasteczkami sa na tyle duze, ze oddziatywania miedzy nimi mozna pominaé, z
wyjatkiem silnego odpychania podczas krotkotrwatych zderzen.
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» Czasteczki podlegaja prawom mechaniki Newtona. Zderzenia czasteczek migdzy soba i ze §ciankami
naczynia przyjmujemy za doskonale sprezyste.

Predkosci czasteczek gazu

Z jak duzymi predko$ciami poruszaja si¢ czasteczki w typowym gazie np. w powietrzu, w przeci¢tnych warunkach?
Jak wspomniano wcze$niej, w powietrzu srednia predkosé czasteczek wynosi ok. 500 m/s. Jest to predkosé kuli
pistoletowe;.

ﬂ":__________
<

Rysunek 6.25: Wykres funkcji Maxwella statystycznego rozktadu predkosci czasteczek gazu

Rézne czasteczki gazu poruszaja si¢ z réznymi przypadkowymi predkosciami. Pojedyncza czasteczka przypadkowo
wybrana, moze mie¢ dowolna przypadkowa predkosé, cho¢ ,,wylosowanie” takiej czy innej predkos$ci nie jest
jednakowo prawdopodobne. Tak wigc jezeli bedziemy bada¢ predkosci duzej liczby czasteczek, to zauwazymy pewna
prawidlowos¢ statystyczna. Stosunkowo niewiele z nich bedzie miato skrajne warto$ci predkosci, tzn. predkosci
bliskie zera jak i predkosci bardzo duze. Najwigcej czasteczek bedzie miato predkosci zblizone do tzw. predkosci
najbardziej prawdopodobnej v, (ktora jest zblizona do $redniej wartosci predkosci). Krzywa przedstawiajaca rozktad
statystyczny predkosci czasteczek nazywa si¢ krzywa rozktadu Maxwella (Rysunek 6.25: Wykres funkcji Maxwella
statystycznego rozkladu predkosci czqsteczek gazu na stronie 286). W uproszczony sposéb mozna ja interpretowac
jako prawdopodobienstwo znalezienia czastki o zadanej predkosci v.

Maksimum krzywej rozktadu Maxwella przypada dla predkosci najbardziej prawdopodobnej vp. Wraz ze wzrostem
temperatury gazu czasteczki uzyskuja $rednio wigksze predkosci, maksimum krzywej przesuwa si¢ w kierunku
wigkszych predkosci i krzywa obejmuje wigkszy zakres predkosci duzych.

Widzimy wigc, ze temperatura jest zwiazana ze Srednia predko$cia czasteczek. Im wyzsza temperatura gazu,
tym jego czasteczki szybciej si¢ poruszaja. Scisle: srednia energia kinetyczna ruchu postgpowego czasteczek jest
proporcjonalna do temperatury 7 gazu (w skali Kelvina). Do zagadnienia tego wrocimy w nastgpnym rozdziale.

Pytania i problemy

1. Podaj najwazniejsze zalozenia modelu gazu doskonatego.
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2. Co nazywamy s$rednig droga swobodna?

3. Jak duza predko$é maja czasteczki powietrza znajdujacego si¢ w warunkach normalnych. Poréwnaj ja ze znana Ci
predkoscia jakiego$ ciata.

4. Oblicz, ile razy czasteczka powietrza doznaje zderzen w ciagu sekundy wiedzac, ze srednia droga swobodna
wynosi 7+ 10% m, za$ érednia predko$¢ wynosi 500 m/s.

6.8 Podstawowe réownanie teorii kinetycznej gazéw a réwnanie Clapeyrona

W rozdziale 6.3 Rownanie Clapeyrona na stronie 262 omawiali§my zwiazek pomigdzy podstawowymi
parametrami gazu:

(wzor 658 ) pV =nRT
gdzie przyjeto oznaczenia: p — cisnienie, V' — objgtos¢ gazu i T - temperatura gazu, za$ n — liczba molii R —
uniwersalna stala gazowa.
Roéwnanie to mozna doprowadzi¢ do nastepujacej postaci:

(wzor 659 ) pV = NkgT

gdzie: N — liczba czasteczek gazu w objgtosci V, kp — pewna stala, tak zwana stafa Boltzmanna.

Latwo zauwazy¢, ze ten wzor wynika z rGwnania (wzor 658 na stronie 287). Nalezy uwzglednié, ze liczbg moli n
mozna wyrazi¢ za pomoca stosunku liczby czasteczek gazu N do liczby czasteczek w jednym molu N ,, n=N/N 4,
oraz przyjac nastgpujaca definicjg kg

; - R
(wzor 660 ) kp= N,
® Zamapigtaé:
Stala Boltzmanna kj

W teorii kinetycznej wystepuje stata kp, ktorej warto§¢ wynosi

(wzor 661) kz=1,38-10% J/K
Wartos$¢ statej kgjest N =6+ 10%3 razy mniejsza od stalej gazowej R,
, R
662) kp==7—
( WZOr ) B NA

Wtedy zgodnie z wzorem (wzor 658 na stronie 287)

, N R
663) pV =nRT ==—RT =N5—T= Nkl
( wzor ypV=n N, N, B

Wzor (wzor 658 na stronie 287) chociaz pochodzi z do§wiadczenia, to mozna go wyprowadzi¢ z teorii

kinetycznej gazéw. Wyprowadzimy teraz ten wzor korzystajac z zatozen modelu gazu doskonatego. Najpierw
zastanowimy si¢ nad tym, co to jest ciSnienie wedlug teorii kinetycznej. Zapytajmy: jak to si¢ dzieje, ze gaz jako zbior
mikroskopijnych czasteczek wywiera ci$nienie na $cianki naczynia? Zgodnie z definicja, cisnienie gazu wyraza sig
sita, jaka gaz dziala na jednostkowa powierzchnig $cianki naczynia. Skad pochodzi ta sita?

Oto6z kazda czasteczka, ktora zderza sig ze $ciankq naczynia, przy odbiciu doznaje zmiany pedu A P w bardzo
krotkim czasie A ¢ (wyjatkowo w tym rozdziale dla pedu uzywa si¢ symbolu P, zeby nie myli¢ z symbolem

ci$nienia p). Zgodnie z druga zasada dynamiki Newtona wyrazona za pomoca p¢du masy i popedu sity FAt=AP

N
Scianka naczynia w czasie zderzenia dziata na czasteczke sita F. Sita ta jest rowna co do wartosci sile, z jaka
czasteczka dziala na $ciank¢. Zmiana pedu wszystkich czasteczek zderzajacych si¢ ze Scianka w jednostce czasu
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okresla catkowity silg, z jaka gaz dziata na Sciankg. Stosunek wartosci tej sity do powierzchni Scianki S jest wlasnie
ci$nieniem gazu

(wzor 664) p=4

Podany mikroskopowy opis ci$nienia gazu wskazuje na sposob obliczenia tego ci$nienia. Obliczmy najpierw zmiang
pedu jednej czasteczki o masie m zderzajacej sig ze $cianka naczynia. Przypusémy, ze czasteczka ma chwilowa
predko$¢ V (Rysunek 6.26: Zderzenie czqsteczki ze Sciang na stronie 288). Mozemy przyjaé, ze masa $cianki jest
nieskonczenie duza w stosunku do masy czasteczki.

® Zamapietaé:
Mikroskopowy opis ci$nienia gazu
Kazda czasteczka gazu zderzajac si¢ ze $cianka dziata na nig sita. Suma sit wszystkich czasteczek okresla
catkowitg silg, z jaka gaz dziata na $cianke. Stosunek tej sity do pola powierzchni S $cianki jest wtasnie
ci$nieniem gazu p=F / S.
Dzigki temu mozemy uzna¢, ze $cianka nie nabywa zadnej predkosci przy uderzeniu w nia czasteczki (patrz
podrozdziat 3.6 Zderzenia na stronie 152) i energia kinetyczna czasteczki nie zmieni si¢. Zatem warto$¢ predkosci
czasteczki rowniez nie zmieni si¢, chociaz kierunek predkosci po zderzeniu ulegnie zmianie. W kierunku
réwnoleglym do $cianki ped nie ulega zmianie, wigc sktadowa predkosci w tym kierunku takze. Catkowita wartos¢

predkosci nie zmienia sig, gdyz jej sktadowa w kierunku prostopadtym do $Scianki zmienia tylko znak bez zmiany
warto$ci. Dlatego kat padania czasteczki jest rowny katowi jej odbicia od $cianki.

v
v V' = VCORX
o5 U_;.:
QL
“a
vV
K4
v, =VCOW

Przy zderzeniu czasteczki ze $cianka sktadowa v, predkosci rownolegta do §cianki nie zmienia sig; sktadowa
prostopadta v, zmienia tylko zwrot na przeciwny

Rysunek 6.26: Zderzenie czasteczki ze $Sciang

Zatem calkowita zmiana pedu czasteczki przy zderzeniu ze $cianka wynosi:

(wzbr 665 ) A P=mvy-mv,= -mvy-mvy= -2mv,= -2mv cosa
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przy czym wektor zmiany pedu ma kierunek prostopadty do $cianki. Catkowity ped udzielony $ciance wynosi wigc
2mvy=2my cos a.

Rozwazmy teraz gaz zawarty w kulistym naczyniu o promieniu 7 i objgtosci V' = 4% Dla uproszczenia przyjmiemy,

ze gaz jest na tyle rozrzedzony, ze mozemy zaniedba¢ zderzenia czasteczek migdzy soba. Przy kazdym zderzeniu
czasteczka bedzie uderza¢ w $cianke pod tym samym katem «a, a migdzy zderzeniami za kazdym razem bedzie
przebywac jednakowaq drogg o dtugosci / =2r cos a (Rysunek 6.27: Odcinki drogi | czqsteczki zderzajqcej sie ze
Sciankami kulistego naczynia sq jednakowe na stronie 289). Zatem w czasie A t czasteczka przebgdzie w sumie

drogg rowna v A ¢ 1 §cianka dozna V? L zderzen. Ped przekazany $ciance w tym czasie przez jedna czasteczke

wyniesie:

vAt

_ my2
o COSOLvacosocf—,ﬂ At

(wzbr 666 ) A P\ =

Srednia sita, z jaka dziata jedna czasteczka na $cianke naczynia, wynosi wigc

AP 2
(wzor 667 ) Fy=—x7 =2~

Sumaryczna sita dziatajaca na Scianke (przyjmiemy, ze gaz sktada si¢ z jednakowych czasteczek, kazda o masie m)
naczynia przez wszystkie czasteczki wynosi:

mv%
(wzbr 668 ) F=—+

\Li

m
+...=7(v%+v2+...)

Rysunek 6.27: Odcinki drogi [ czasteczki zderzajacej sie ze Sciankami kulistego naczynia sa
jednakowe
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Wzor ten znacznie si¢ uprosci, jezeli wprowadzimy $redni kwadrat predkosci dla N czasteczek znajdujacych si¢ w
naczyniu. Sredni kwadrat predkosci zdefiniowany jest nastgpujaco:

2 2 2
. _ v1+v2+...+vN
(wzor 669 ) v2=T

Zatem:

V2
(wzbr 670) F = Nm,}}

Dzielac wartos¢ sity F' przez powierzchnig kulistego naczynia S = 4712, otrzymamy cis$nienie

va

(wzbr671) p=

ale 4zr3 =3V (V jest objetoscia kulistego naczynia), wigc p = 3V . Model gazu doskonatego prowadzi wigc do

Wwzoru na ci$nienie gazu

(wzor672)p—N”,’/V

Wzér ten po przeksztatceniu przybierze postac

2
(wzor 673 ) pV =3 N4>

Wzér (wzor 673 na stronie 290) mozemy zapisa¢ rOwniez w postaci
(wzor 674) pV =3 NE,
Jest to podstawowy wzor teorii kinetycznej gazow, ktory mowi, ze iloczyn cisnienia i objetosci gazu zalezy tylko
od Sredniej energii kinetycznej ruchu postegpowego czasteczek i od liczby czasteczek gazu.
Wzor ten wiaze ze soba makroskopowe parametry termodynamiczne (ci$nienie p, objetosé V') z wielkoSciami
— m2
mikroskopowymi ($rednia energia kinetyczna czasteczki £, = %, liczba czasteczek N).

Mozemy teraz odpowiedzie¢ na pytanie: co to jest temperatura z punktu widzenia mikroskopowego, czyli teorii
kinetycznej gazow? By udzieli¢ odpowiedzi, spojrzmy jeszcze raz na wzor (wzor 673 na stronie 290) wynikajacy z
tej teorii:

: 2 2
(wzor 675) pV = 3NmTv

i poréwnajmy go z rownaniem Clapeyrona stanu gazoéw doskonatych w postaci (wzor 659 na stronie 287):

(wzor 676 ) pV = Nk,T

Widzimy, ze lewe strony tych dwoch rownan sa sobie rowne. Poréwnujac prawe strony, mamy

2
(wzor 677) 2= = 3ky7

OtrzymaliSmy bardzo wazny wynik: Srednia energia kinetyczna ruchu postgpowego czasteczek jest proporcjonalna
do temperatury (dotychczasowe do§wiadczenia w pelni potwierdzaja ten wniosek). Wzor ten mozna traktowac jako
mikroskopowa definicje¢ temperatury w modelu gazu doskonatego. Widzimy zatem, ze temperatura bezwzgledna
jest wielkoscia fizyczna charakteryzujaca srednig energig kinetyczna ruchu postgpowego czasteczek gazu.

3kp

Wspotczynnikiem proporcjonalnoscei jest czynnik —.
® Zamapigtaé:

Statystyczny sens temperatury
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12
Mikroskopowa definicja temperatury w modelu gazu doskonatego dana jest za pomoca wzoru % = %k 5T,
ktorego interpretacja jest nastgpujaca: temperatura 7 to wielkos¢ fizyczna proporcjonalna do $redniej
energii ruchu postgpowego czasteczek gazu, czyli jest to "miara" wartosci Sredniej energii ruchu cieplnego
czasteczki.

Przyktad 7

W powietrzu najwigcej jest czasteczek azotu N,. Ile wynosi $rednia predko$¢ czasteczek azotu
w zimie, gdy temperatura wynosi ¢;= - 13° C, a ile w lecie przy temperaturze ¢, = +27° C? Masa
czasteczkowa azotu N, wynosi £=30 g.

Odpowiedz: Przeksztatcajac wzor (wzor 677 na stronie 290) otrzymamy wzor na Srednig
warto$¢ kwadratu predkosci pojedynczej czasteczki:

. 3k,T
(wzor 678 )2 = —2—

gdzie m jest masa jednej czasteczki azotu. Pierwiastek kwadratowy z tak obliczonej wartosci rézni
si¢ niewiele od szukanej predkosci $redniej (jest od niej wigkszy o okoto 8%); mozemy wige
przyjac, ze

Warto$¢ m znajdziemy dzielac masg jednego mola azotu u=30 g przez liczbg czasteczek w jednym
molu N ,=6- 10?*mol ™, czylim= ,u/NA =5.10% g=5- 1026 kg. Podstawiajac t¢ wartos¢ i
pozostate wartosci do wzoru na predkos¢ srednia otrzymamy, ze predko$¢ srednia czasteczek azotu
w temperaturze t;= -13°C=260 K wynosi:

(wzor 679 ) v, =464 m/s

a w temperaturze ¢, =27°C=300 K wynosi:
(wzor 680 ) v,=498 m/s

Taka predkos¢ maja pociski pistoletowe lub karabinowe.

Przyktad 8

Jadrowe reakcje syntezy (laczenia jader) ze wzgledu na wysoka temperaturg potrzebna do ich
wystapienia nosza nazwe¢ termonuklearnych. Jaka temperatura jest konieczna, aby zaszta reakcja
syntezy dwoch jader deuteru?

Odpowiedz: Aby dwa deuterony mogly si¢ potaczy¢, muszg si¢ zblizy¢ na odleglo$¢ dziatania

krotkozasiegowych sit jadrowych, czyli na odleglos¢ » =3-10"1> m. Jednakze zblizenie jader do

siebie wymaga pracy, gdyz zblizajace si¢ do siebie jadra maja tadunki elektryczne jednoimienne

i dlatego odpychaja si¢ tym wigksza sita im bardziej si¢ zbliza. Aby pokonac te sity musza mie¢
V2

odpowiednio duze predkosci v i odpowiednio duze energie kinetyczne % Zatem zgodnie z

2
wzorem (wzor 677 na stronie 290): mTv = %k I gaz deuteronowy musi charakteryzowac si¢
réwniez wysoka temperatura.

Energig potrzebna do pokonania bariery elektrostatycznego odpychania mozna obliczy¢ (patrz e-
fizyka 3 —rozdz 1.5). Wynosi ona U = 0,48 MeV. Zatem deuterony musza mie¢ taka, co najmniej,
energi¢ kinetyczna. Mozemy obliczy¢ temperaturg 7" potrzebna do wystapienia syntezy deuteronéw

3kpT
wiedzac, ze $rednia energia kinetyczna (termiczna) deuteronu wynosi g

3kgT
(wzér 681 )T:U
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Stad:

U 2:7,68-10M 7
kg 3-1,38-10% J-K

(wzbér682) T = -=3,8-10° K

Temperatura ta wynosi okoto 3,8- 10° Ki jest znacznie wigksza od temperatury panujacej
wewnatrz Stonca, ktéra oceniamy na ok. 1,3- 107 K. Jednakze wewnatrz Slonca zachodza reakcje

termonuklearne, mimo ze temperatura jest duzo nizsza od 3,8- 10° K. Spowodowane jest to m.in.
tym, ze na skutek rozktadu statystycznego predkosci czastek dla okreslonej temperatury 7' zawsze
istnieje okreslona liczba jader majacych predkosci i energie wigksze od sredniej (patrz rozdz. 6.7
Podstawowe pojecia teorii kinetycznej gazow na stronie 284, Rysunek 6.25: Wykres funkcji
Maxwella statystycznego rozktadu predkosci czqsteczek gazu na stronie 286). Obliczono, ze

w ciagu roku jednemu jadru na milion udaje si¢ wzia¢ udzial w reakcji taczenia. Wystarcza to do
ciagtej ,,pracy” Stonca.

Pytania i problemy

1. Zastosuj druga zasada dynamiki Newtona wyrazona za pomoca pedu i popgdu w celu wyrazenia ci$nienia gazu w
naczyniu za pomoca pgdu czasteczek gazu.

g

Czy zmiana pedu udzielona Sciance przez czasteczke w nia uderzajaca zalezy od kata padania czasteczki na
Scianke? Podaj wzor na t¢ zmiang pedu.

Co to jest $rednia predkos¢ kwadratowa czasteczki? Podaj wzor.
Podaj podstawowy wzor teorii kinetycznej gazow.
Jaki jest zwiazek migdzy podstawowym rownaniem teorii kinetycznej gazoéw a rownaniem Clapeyrona?

SN kW

Podaj wzor ktory pozwala zdefiniowac temperatur¢ w modelu gazu doskonatego.

6.9 Wymiana ciepta

Zmiana energii wewnetrznej ciata moze zachodzi¢ bez wykonywania pracy sit makroskopowych. Jezeli jakie$

ciato wstawimy do rozgrzanego pieca, to jego temperatura wzrosnie, a zatem wzrosnie jego energia wewngtrzna.
Schtadzajac rozgrzane ciato w zimnej wodzie, stwierdzimy, ze jego temperatura znowu zmieni si¢, co zwiazane jest
ze zmiang jego energii wewnetrznej, mimo, ze nie zostata wykonana zadna praca. Nie bylto tu widocznego dziatania
sit zewnetrznych.

] Wazine: Proces przekazywania energii wewnetrznej z jednego ciata do drugiego bez udziatu pracy sit
makroskopowych nazywa si¢ wymiang ciepta.

Rozrézniamy trzy rodzaje procesu wymiany ciepla:

1. Przewodnictwo cieplne — proces wymiany ciepla migdzy ciatami bedacymi w bezposrednim kontakcie.

2. Promieniowanie - proces wymiany ciepta zachodzacy poprzez promieniowanie elektromagnetyczne widzialne jak
i niewidzialne.

3. Konwekcja (unoszenie) — proces wymiany ciepta zachodzacy poprzez ruch strumieni ptyndéw — cieczy lub gazow.

Przewodnictwo cieplne

Ciata bedace w bezposrednim kontakcie przekazuja sobie energi¢ wewngtrzna. Zmiana energii wewngtrznej ciata
zachodzi na skutek przekazywania energii kinetycznej czasteczek. W ciele rozgrzanym czasteczki poruszaja si¢ z
duzymi predkosciami w chlodnym (tego samego materiatu) — z matymi. Przy zetknigciu tych ciat czasteczki ciata
rozgrzanego o duzej predkosci zderzajac sig¢ z czasteczkami ciata chtodniejszego przekazuja czgs¢ swojej energii

czasteczkom poruszajacym si¢ wolniej w ciele chtodniejszym.
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Wykorzystuje si¢ tu zjawisko przewodnictwa cieplnego Energy recovery ze sprezarek z

wtryskiem oleju; Free Software Foundat
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Rysunek 6.28: Modut odzysku energii
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Rysunek 6.29: Domowe kaloryfery wykorzystuja zjawisko przewodnictwa cieplnego i konwekcji;
Free Software FoundationWikimedia Commons

Promieniowanie

Wymiana ciepla zachodzaca poprzez promieniowanie jest powszechnym zjawiskiem, gdyz kazde ciato wysyta fale
elektromagnetyczne w zakresie podczerwieni a przy temperaturach wyzszych od okoto 500 ° C C takze i §wiatto
widzialne. Wystepuje rowniez zjawisko odwrotne — pochtanianie tego promieniowania. Ciato moze zyskiwac energig
i ogrzewac sig, gdy wigcej promieniowania pochtania, niz wysyta. Tak si¢ dzieje, gdy w poblizu znajduje sig ciato o
wyzszej temperaturze.
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Doswiadczenie

Ustaw na statywie rozgrzane zelazko. Ustaw swoja reke pod zelazkiem dtonia do gory, w odlegtosci
10 — 30 cm. Poczujesz wyraznie jak r¢ka si¢ ogrzewa.

Whiosek: przekaz ciepta do rgki nie moze by¢ konwekcja, gdyz strumien ogrzanego powietrza
unosi si¢ do gory — a nie opada w dot. Przewodnictwo cieplne odgrywa tu mala rolg, gdyz jest ono
w powietrzu (jak rowniez i w innych gazach, przy ci$nieniu normalnym) bardzo mate.

Nalezy zaznaczy¢, ze wymiana ciepta przez promieniowanie moze zachodzi¢ w proézni; w
przeciwienstwie do dwoch pozostatych rodzajow przekazu ciepta — przez przewodnictwo i przez
konwekcje.

Tak wtasnie ogrzewa si¢ Ziemia od Stonca. Promieniowanie stoneczne dociera do Ziemi przez
przestrzen kosmiczna, gdzie, jak wiadomo, panuje wysoka proznia.

Rysunek 6.30: W pirometrach optycznych, stuzacych do zdalnego pomiaru
temperatury ciat wykorzystuje sie zjawisko przekazu energii przez promieniowanie;
Free Software Foundation Wikimedia Commons

Konwekcja

Konwekcja to proces wymiany ciepta zachodzacy poprzez ruch strumieni ptynéw — cieczy lub gazow. W ptynie (w
cieczy lub gazie) obszary o podwyzszonej temperaturze sg 1zejsze (maja obnizona gestos$é p) 1 zgodnie z prawem
Archimedesa sg unoszone w gorg przenoszac jednoczesnie swoja energi¢ wewnetrzna. Tworza sig¢ strumienie, prady
plynu przenoszace ciepto. Czgsto ustala si¢ dynamiczny stan rownowagowy, w ktorym materia krazy po zamknigtych
torach tworzacych komorke konwekcyjna. Podgrzewa si¢ ona w jednym obszarze, za$ ozigbia w innym. Rysunek
6.31: Strumienie i komorki konwekcyjne w atmosferze ziemskiej powodujq powstanie wiatrow przy powierzchni
planety; Free Software Foundation Wikimedia Commons na stronie 295 i Rysunek 6.32: Przemieszczenia mas
magmy wewnaqtrz Ziemi powoduje przesuwanie plyt tektonicznych w litosferze, Free Software Foundation Wikimedia
Commons na stronie 296 pokazuja komorki konwekcyjne powietrza w atmosferze Ziemi oraz magmy w ziemskim
plaszczu.
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A: Tropopause in arckic 2one
B: Tropopause in temperate sone

wlicd- latiude cell

Hadley cell

Hadley cell

elicd- latitude cell

Folar cell

Rysunek 6.31: Strumienie i komodrki konwekcyjne w atmosferze ziemskiej powoduja powstanie
wiatrow przy powierzchni planety; Free Software Foundation Wikimedia Commons
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Rysunek 6.32: Przemieszczenia mas magmy wewnatrz Ziemi powoduje przesuwanie ptyt
tektonicznych w litosferze; Free Software Foundation Wikimedia Commons

Pytania i problemy

1. Przedstaw trzy najwazniejsze sposoby przekazu ciepta.

Opisz na czym polega przewodnictwo cieplne i podaj przyktady, gdzie ono wystepuje.
Opisz na czym polega konwekcyjny przekaz ciepta i podaj przyktady.

Opisz na czym polega przekaz ciepla przez promieniowanie i podaj przyktady.

A

Wykonaj doswiadczenie opisane w tym podrozdziale. We wnioskach napisz dlaczego w tym do§wiadczeniu
ogrzewanie r¢ki nie zachodzi poprzez przewodnictwo ani przez konwekcje.

6. Znanym sposobem rozgrzania rak jest szybkie potarcie jednej dtoni o druga. Rozstrzygnij, odpowiednio
uzasadniajac, czy rozgrzanie to jest skutkiem przewodnictwa cieplnego, promieniowania, konwekcji czy innego
zjawiska niebedacego wymiang ciepta.
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Energia wewnetrzna

Czym jest energia wewnetrzna ciata lub uktadu termodynamicznego? W
rozdziale Praca i energia na stronie 131 podalismy, ze energig cialta mozna
wyrazi¢ przez sumg energii kinetycznej i potencjalnej. Energia kinetyczna

i potencjalna ciata zaleza od ruchu i od potozenia ciala wzgledem innych
cial w wybranym uktadzie odniesienia. Natomiast energia, ktéra zalezy od
proceséw zachodzacych wewnatrz ciata nazywa si¢ energia wewnetrzna.
Wiemy, ze czasteczki sa w bezustannym ruchu oraz oddzialuja ze soba, a
wigc maja energie kinetyczne i potencjalne pochodzace od sit wzajemnego
oddziatywania. Ponadto wystgpuja tu rowniez energie powltok elektronowych
i jader atoméw. Suma tych wszystkich rodzajow energii nazywa si¢ energia
wewngtrzng uktadu, oznaczamy ja symbolem U.

1 Wazne:

Energia wewnetrzna to ta czgs¢ energii uktadu, ktora zalezy
od jego stanu wewngtrznego. Energia wewngtrzna to suma
energii kinetycznych i oddziatywan czasteczek oraz wewnatrz-
czasteczkowych.

Zwykle, w procesach termodynamicznych wigkszos¢ z tych rodzajow energii
nie ulega zmianie. Nas interesuje tylko zmiana energii wewngtrznej A U.
Potozenie zera na skali energii wewngtrznej nie ma istotnego znaczenia w
procesach termodynamicznych. Podobnie w mechanice interesuje nas zwykle
przyrost energii potencjalnej liczonej od okreslonego poziomu odniesienia.
W wielu przypadkach przyjmuje sig, ze energia wewngtrzna jest rowna zeru
(U =0) w temperaturze zera bezwzglednego 7 =0 K. Podobnie postapimy i
my przy obliczeniu energii wewngtrznej gazu doskonatego.

Napiszemy wzor ogodlny na energi¢ wewnetrzng gazu doskonatego przy
zatozeniu, ze sklada si¢ na nig tylko energia kinetyczna N czasteczek gazu.
Srednia energia kinetyczna jednej czasteczki (dla gazow sktadajacych sig z
czasteczek jednoatomowych, ktore mozna uzna¢ jako punkty materialne; nie
uwzgledniamy tu energii ruchu obrotowego czasteczek, ani energii ich drgan)

Wwynosi
(Wzor 683 ) Ey=3kT

Zatem energia wewngtrzna gazu, tj. energia kinetyczna wszystkich N
czasteczek wynosi U = NE), lub

(wzor 684 ) U= N3KT
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Ciepto

Jezeli dwa ciata maja rozne temperatury, to przy zetknigciu energia
kinetyczna czasteczek ciata o wyzszej temperaturze, tzn. ciala cieplejszego,
jest przekazywana czasteczkom ciala zimniejszego. Przekazywanie energii
zachodzi podczas zderzen czasteczek. Proces ten trwa do chwili wyrownania
temperatur obu cial. Przekaz energii wywolany réznica temperatury
nazywamy ciepfem 1 oznaczamy symbolem Q.

] Wazne:

Cieplem nazywamy przekaz energii wywolany roznica temperatury.
Ciepto pobrane przez cialo o masie m przy wzroscie temperatury o
A T wynosi:

(wzbr 685)40=m ¢ AT

gdzie ¢ — ciepto wlasciwe — wielkos¢ charakterystyczna dla okreslonej
substancji.

Poniewaz ciepto jest przekazem (okres$lonej porcji) energii, wige ciepto
mierzymy tymi samymi jednostkami co energi¢. Zatem jednostka ciepta jest
dzul (J). Poprzednio stosowano jednostke specjalnie okreslona dla ciepta -
kalorie (cal),

(wzor 686) 1 cal=4,185 ]

Obecnie coraz rzadziej stosuje si¢ t¢ jednostke w praktyce.

Czasami uzywa si¢ terminu "energia cieplna". Ot6z w mysl podanej definicji
ciepla termin ten jest niewlasciwy, poniewaz ciepto nie jest postacia energii,
lecz jedynie okreslonym sposobem jej przekazywania. Terminu "energia
cieplna" mozemy uzywac, z tym zastrzezeniem ze chodzi nam o przepltyw
energii (przekazywanie energii wewnetrznej na sposob cieplny, czyli przez
chaotyczny ruch czasteczek), a nie o zaséb energii. Gdyby ciepto byto
zapasem energii, to nie mozna byloby z okreslonego ciala czerpaé praktycznie
dowolnie duzo ciepla, np. przy przeksztatcaniu tarcia w ciepto.

Ilo$¢ ciepta potrzebna do ogrzania 1 kg danej substancji o 1 K nazywamy
cieptem wiasciwym, czyli

4
(wz()r687)c=m1A—QT

Cieptem wiasciwym nazywamy wigc stosunek pobranego ciepta do iloczynu
masy ciata i przyrostu jego temperatury. Jednostka ciepta wlasciwego jest

kgL-K' W podobny sposob definiuje si¢ molowe ciepto wiasciwe lub — krétko
— ciepto molowe: jest to 1lo$¢ ciepta potrzebna do ogrzania 1 mola danej
substancji o 1 kelwin. Oznaczamy je symbolem C:

A
(wzér688)c:%A—g

gdzie n jest liczba moli danej substancji. Jednostka ciepta molowego jest
—J

mol-K~

Cieplo wlasciwe nie jest uniwersalng stata, gdyz jego warto$¢ zalezy od
procesu, w trakcie ktorego uktad pobiera ciepto. Dla zaznaczenia, o jaki
proces chodzi, stawia si¢ odpowiedni indeks przy symbolu c. Dla procesu
zachodzacego przy stalej objetosci, tzw. procesu izochorycznego, jest to V,
czyli ¢ = ¢y (jest to cieplo wlasciwe przy statej objetosci), zas dla procesu
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izobarycznego — przy statym ci$nieniu: ¢ = cp (jest to ciepto wlasciwe przy
staltym ci$nieniu).
Znajac ciepto wlasciwe ¢ mozna obliczy¢ Q ciepto pobrane przez uktad przy

wzro$cie temperatury o A T. Przeksztalcajac wzor (wzor 687 na stronie
298) otrzymamy:

(wzor689)Q=m ¢ AT

Przyktad 1

Ile ciepta trzeba dostarczy¢, aby zagotowac 1 litr wody
majacej poczatkowo temperaturg 20 ° C? Ciepto wlasciwe

wody wynosi c=4 185 J/kg ‘K.

Odpowiedz: W 1 litrze zawarta jest masa m=1 kg wody a
temperatura wody ma wzrosna¢ o 80 K, zatem

(wz6r690) Q=mcAT=1-4185-80 J=3 348 J

Odpowiada to energii, jaka trzeba by zuzy¢, aby podnies¢
kamien o masie 1 kg na wysokos¢ 341 m.

Wiemy, ze cialo moze zmienia¢ swoja temperaturg na skutek wymiany ciepta
z innym ciatem. Rozwazmy to zagadnienie nieco blizej.

Kawalek zelaza potozony na goracym piecyku rozgrzewa si¢. Wzrost
temperatury ciata oznacza wzrost $redniej energii ruchu czasteczek, a zatem i
wzrost energii wewngtrznej ciata. Zostaje on wywotany przeplywem energii
z piecyka do kawatka zelaza. Po umieszczeniu rozgrzanego zelaza w zimnej
wodzie jego temperatura spadnie, zatem zmaleje jego energia wewngtrzna,
poniewaz czg$¢ energii przejdzie do wody. Podczas tych proceséw wymiany
energii nie zostala wykonana zadna praca, gdyz nie wystgpowato widoczne
przemieszczenie ciata (lub jego czgsci) pod wptywem jakichkolwiek sit
(zaniedbujemy tu nieznaczne zmiany objgtosci ciata na skutek rozszerzalnosci
cieplnej). Energig¢ wewngtrzna przekazywana ciatu przy zmianie jego
temperatury, bez udziatu pracy, nazywamy cieplem.

Mieli$my tu do czynienia ze zmiang energii wewngtrznej ciata na skutek
zderzen czasteczek. W ciele o wysokiej temperaturze czasteczki poruszaja
si¢ szybciej niz w ciele chtodnym. Przy zetknigciu takich ciat ich czasteczki
zderzaja si¢ wzajemnie. Czasteczka poruszajaca si¢ szybciej podczas
zderzenia przekazuje czasteczce wolniejszej cz¢§¢ swojej energii kinetycznej,
przez co czasteczki ciala cieplejszego zaczynaja si¢ porusza¢ wolniej, a
czasteczki ciata zimniejszego szybciej. Zatem zachodza zmiany temperatury
obu cial. Skutkiem tego wystgpuje przeptyw energii wewngtrznej od ciata
cieplejszego do zimniejszego bez wykonywania pracy, czyli przekaz

ciepta. Proces wymiany ciepta migdzy stykajacymi si¢ ciatami nazywamy
przewodnictwem cieplnym.

Wymiana ciepta moze zachodzi¢ tez za pomoca tzw. konwekcji oraz
promieniowania. Konwekcja zachodzi przy ruchu strumieni ptynu (cieczy lub
gazu). Warstwy ptynu, nagrzewajac sig, na skutek rozszerzalnosci cieplne;j
zmniejszaja swoja gestos¢ i zgodnie z prawem Archimedesa unosza w gorg, a
chlodniejsze (o wigkszej gestosci) opadaja w dot, zajmujac ich miejsce.
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Nagrzane powietrze wraz z parg wodna jest unoszone z silosow elektrowni
(zdjecie pochodzi ze strony: http.//pl.wikipedia.org/wiki/Elektrownia_j
2%C4%85drowa)

Rysunek 7.2: Przyktad przenoszenia ciepta na zasadzie konwekcji
(unoszenia)

Z kolei promieniowanie ciata powoduje przeptyw energii. Kazde ciato wysyta
promienie podczerwone, a w wyzszych temperaturach, powyzej 500 ° C,

tez $wiatlo widzialne. Aby zaobserwowac zjawisko wymiany ciepta przez
promieniowanie, mozemy wykonac¢ proste do§wiadczenie. Umiesémy reke w
odlegtosci okoto 15 cm ponizej rozgrzanego zelazka. Poczujemy, ze zelazko
przekazuje nam energi¢ (reka nagrzewa sig). Proces ten nie zachodzi na
skutek konwekcji (reka jest ponizej zelazka!), lecz tylko promieniowania.
Mozemy sig tatwo przekonaé, ze zachodzi tu ten rodzaj wymiany ciepta,
umieszczajac migdzy zelazkiem i rgkg kawalek blachy. Poczujemy wyrazne
ostabienie ogrzewania reki, gdyz blacha nie przepuszcza promieniowania
elektromagnetycznego. Warto dodac, ze o ile do wymiany ciepta za pomoca
konwekcji i przewodnictwa potrzebny jest osrodek materialny, to wymiana
ciepta za pomocg promieniowania moze zachodzi¢ takze w prozni. W ten
wiasnie sposob Stonce przekazuje nam energi¢ poprzez przestrzen kosmiczna.

Praca

Praca, podobnie jak ciepto, nie jest postacia energii, ale jest tylko sposobem
przekazywania energii. W mechanice okresliliSmy pracg jako iloczyn sity i
drogi. Obecnie podamy ogo6lniejsza definicj¢ pracy: pracq nazywamy kazdy
proces przekazywania energii, z wyjatkiem procesu wystgpujacego na skutek
roznicy temperatur.

n Wazne:
Praca to kazdy proces przekazywania energii, z wyjatkiem procesu
wystepujacego na skutek roznicy temperatury.


http://pl.wikipedia.org/wiki/Elektrownia_j%C4%85drowa
http://pl.wikipedia.org/wiki/Elektrownia_j%C4%85drowa

| Energia wewngtrzna, ciepto i praca | 301

Rozwazmy gaz w cylindrze z ruchomym tlokiem (Rysunek 7.3: Cylinder z
ruchomym tlokiem. Gaz wykonuje prace przesuwajac ok o A | na stronie
301). Jezeli cisnienie gazu wynosi p, a powierzchnia ttoka S, to gaz bedzie
dziatat na tlok sita F' = pS i jezeli przemiesci ttok na odleglo$¢ bardzo matg
Al to wykona prace W =F Al=pS Al Ale S Al jest rowne przyrostowi
objetosci A V, wigc ostatecznie:

(wzér691) AW =pAV

| o
i | F=ps

Al

Rysunek 7.3: Cylinder z ruchomym ttokiem. Gaz wykonuje prace
przesuwajac ttok o Al

Pytania i problemy

1.

AR A ol

Czym jest ciepto? Dlaczego nie powinno si¢ uzywac terminu ,,energia
cieplna”?

Zdefiniuj ciepto wlasciwe. Podaj jednostke.

Zdefiniuj ciepto molowe. Podaj jednostke.

Opisz przewodnictwo cieplne.

Na czym polega wymiana ciepla za pomoca tzw. konwekcji?

Na czym polega wymiana ciepta za pomoca promieniowania?

Za pomoca jakiego procesu fizycznego zachodzi transport ciepta ze
Stonica na Ziemig?

Podaj, w jaki sposob definiuje si¢ pracg w termodynamice.
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7.1 Pierwsza zasada termodynamiki

W poprzednim rozdziale okresliliSmy, co to jest energia wewngtrzna. Stwierdzilismy, ze jest to suma wszystkich
rodzajow energii czasteczek sktadowych. StwierdziliSmy ponadto, ze zasdb energii wewngtrznej gazu zalezy od
temperatury gazu (jak i dowolnego ciata). Podczas roznych proceséw temperatura, wigc i energia wewnetrzna

moze ulega¢ zmianie. Podczas przekazywania ciepta zachodzi zmiana energii wewngtrznej. Oprocz tego, podczas
wykonywania pracy rowniez moze zachodzi¢ zmiana energii wewngetrznej. Zatem, podczas réznych procesow te trzy
wielkosci fizyczne, cieplo, praca i energia wewngtrzna, moga ulega¢ zmianie. Jednakze, zgodnie z zasada zachowania
energii musza si¢ one bilansowaé. Ten bilans energetyczny mozemy zapisa¢ w postaci wzoru

(wzor692) AU=0+W
Przy czym nalezy stosowa¢ wlasciwa konwencjg dotyczaca znaku ciepta i pracy: Jezeli ciepto jest dostarczane do
ciala (uktadu ciat), to jest liczone ze znakiem plus — jest dodatnie.

Jezeli praca jest wykonywana nad ciatem (uktadem ciat) przez sity zewngtrzne, to jest liczona ze znakiem plus — jest
dodatnia.

Jezeli ciepto jest odbierane od ciata (uktadu ciat), to jest liczone ze znakiem minus — jest ujemne.

Jezeli pracg wykonuje ciato (uktad ciat), to jest liczona ze znakiem minus — jest ujemna. Zwiazek (wzor 692 na stronie
302) nosi nazwg pierwszej zasady termodynamiki, ktéra stowami wyraza si¢ nastgpujaco:

Zmiana energii wewnetrznej ciala lub ukladu cial jest rowna cieplu dostarczonemu oraz pracy wykonanej nad
cialem (ukladem cial).

Pierwsza zasada termodynamiki jest prawem zachowania energii w odniesieniu do procesow termodynamicznych.
Treé¢ tej zasady zwraca uwage na specyficzna formg przekazywania energii za pomoca ciepla. Zasada ta jest
ogolniejsza od zasady zachowania energii mechaniczne;.

® Zamapietac:
Pierwsza zasada termodynamiki

Zmiana energii wewngtrznej AU ciala lub uktadu cial jest rowna cieptu Q dostarczonemu oraz pracy W
wykonanej nad ciatem (uktadem ciat).

(wzbr693) AU=0+W

Konwencja dotyczaca znakow:

Q: ,,+” — ciepto dostarczone do uktadu

- — cieplo odebrane

W: ,+” — praca wykonana przez sity zewngtrzne na uktadzie - dostarczona

»- — praca wykonana przez uktad - odebrana
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energia

wewnetrzn

Energia wewngtrzna rosnie na skutek dostarczonego ciepta do uktadu i (lub) pracy wykonanej nad uktadem

Rysunek 7.4: llustracja | zasady termodynamiki

Nalezy tutaj zaznaczy¢, ze chociaz praca i cieplo zaleza od procesu termodynamicznego, to przyrost energii
wewngtrznej nie zalezy od konkretnego procesu, a tylko od stanu poczatkowego i1 koncowego uktadu
termodynamicznego. Migdzy tymi stanami moga zachodzi¢ rézne procesy, ale zmiana energii wewngtrznej zawsze
bedzie jednakowa. Dzieje sig tak dlatego, Ze energia wewngtrzna jest jednoznaczna funkcja stanu uktadu. Wrocimy
jeszcze do tego zagadnienia przy omawianiu przemiany izochorycznej gazow.

Pierwsza zasada termodynamiki jest prawem zachowania energii w odniesieniu do procesow termodynamicznych.
Treé¢ tej zasady zwraca uwage na specyficzna formg przekazywania energii za pomoca ciepta. Wobec tego zasada ta
jest ogolniejsza od zasady zachowania energii mechanicznej.

Dla spehienia zasady zachowania energii mechanicznej nalezy wzia¢ pod uwage uktad odosobniony, czyli taki uktad,
w ktorym mozna zaniedbaé dziatanie sit zewngtrznych w pordwnaniu z sitami dziatajacymi wewnatrz uktadu.

Dla spetienia zasady zachowania energii, przy uwzglednieniu mozliwosci wymiany energii za pomoca ciepta, nalezy
zazadac jeszcze, aby uktad byt izolowany termicznie, tzn. aby nie zachodzita wymiana ciepta z otoczeniem. Uktad
taki nazywa si¢ adiabatycznie izolowanym.

W rzeczywisto$ci idealnie izolowanych adiabatycznie uktadoéw nie da si¢ w petni zrealizowaé. Mozna jednak
przyblizy¢ warunki tak, aby uzyskac izolacjg adiabatyczna uktadu z duza doktadnoscia.

Przyktadem dobrej izolacji adiabatycznej moze by¢ izolacja cieplna uzyskana w termosie. Gtéwna cze$¢ termosu
nazywa si¢ naczyniem Dewara (Rysunek 7.5: Naczynie Dewara, glowna czes¢ termosu na stronie 304). Jest to
naczynie o podwojnych $ciankach, migdzy ktorymi panuje wysoka proznia, wykonane zwykle z cienkiego szkta.
Pro6znia jest dobrym izolatorem, gdyz przez prézni¢ nie moze zachodzié przeptyw ciepta w postaci konwekcji ani
przewodzenia. Ponadto, dla zminimalizowania utraty ciepla przez promieniowanie, wewngtrzna $cianke posrebrza sig.
Uzyskuje si¢ w ten sposdb powierzchnig lustrzana odbijajaca promieniowanie.
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Plyn w naczyniu jest izolowany adiabatycznie

Rysunek 7.5: Naczynie Dewara, gtowna czes$¢ termosu

Nalezy tez zwroci¢ uwagg na to, ze przeptyw ciepla nie zachodzi natychmiast. Do przeptywu ciepta potrzebny jest
pewien czas, zwykle duzo wigkszy niz do przekazywania energii za pomoca innych proceséw. Dlatego w krotkich

przedziatach czasu w przypadku szybkich procesow typu wybuch lub uderzenie uktad mozemy traktowac jako
izolowany adiabatycznie.

Dzigki wprowadzeniu pojgcia uktadu izolowanego adiabatycznie mozemy sformutowac zasadg zachowania energii w
ogolnej postaci:

® Zamapietaé:
Zasada zachowania energii w ogélnej postaci
Calkowita energia uktadu odosobnionego izolowanego adiabatycznie jest wielkoscig stala.

Oczywiscie, rozumiemy, ze prawo zachowania energii dotyczy energii catkowitej uktadu i wcale nie zada, aby energia
kazdego z ciat nalezacych do uktadu byta stata — migdzy ciatami uktadu moga zachodzi¢ rézne procesy wymiany
energii, ale catkowita energia uktadu pozostaje stata.

Pytania i problemy

1. Jezeli przeprowadzamy gaz z jednego okreslonego stanu do drugiego, to niezaleznie od przeprowadzonego
procesu, przyrost energii wewnetrznej gazu bedzie zawsze taki sam. Czy w kazdym przypadku zuzyte zostanie
tyle samo ciepta?
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2. Czy praca zuzyta w dwoch roznych procesach gazowych zaczynajacych si¢ i konczacych tymi samymi stanami
bedzie jednakowa? OdpowiedZ uzasadnij.

3. Sformutuj pierwsza zasade termodynamiki. Zastosuj t¢ zasad¢ do przedstawienia sposobow zmiany energii
wewngtrznej gazu.

4. Jaki jest zwiazek pierwszej zasady termodynamiki z zasada zachowania energii?

Jaki warunek musi by¢ spetniony, by uktad mozna byto uzna¢ za adiabatycznie izolowany?

ol

6. Sformutyj zasadg zachowania energii w postaci ogolniejszej niz w mechanice.

7.2 Pierwsza zasada termodynamiki w odniesieniu do izoproceséw gazu
doskonatego - czes$¢ pierwsza

Przed rozpatrzeniem konkretnych izoproceséw napiszemy jeszcze pierwsza zasade termodynamiki w postaci
szczegoblnie dogodnej dla rozwazenia przemian gazowych. W tym celu do wyrazenia ogdlnego pierwszej zasady
termodynamiki (wzor 692 na stronie 302) podstawmy wzor (wzor 691 na stronie 301) na prace wykonana przez
gaz przy matlej zmianie objgtosci A V' oraz wzor (wzor 689 na stronie 299) na przekaz ciepta przy matej zmianie
temperatury gazu A T, (pamigtajac konwencj¢ dotyczaca znaku ciepta i pracy) a w efekcie otrzymamy

(wzér694) AU=mcAT-pAV

Przemiana izochoryczna

P A
2
podgrzewanie
1
oziebianie
3y

Y

Rysunek 7.6: Wykres procesu izochorycznego w uktadzie (V, p)

W procesie izochorycznym przyrost objgtosci jest oczywiscie rowny zeru ( A V = 0), czyli zgodnie ze wzorem (wzor
691 na stronie 301) W =0, tzn. gaz nie wykonuje pracy. Zatem relacja (wzor 694 na stronie 305), wyrazajaca
pierwsza zasadg termodynamiki, dla procesu izochorycznego przybiera postac

(wzor695) AU=mcy AT

gdzie cj oznacza ciepto wlasciwe przy statej objgtosci.
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Wzor (wzor 695 na stronie 305) wyraza zmiang energii wewngtrznej pod wptywem przyrostu temperatury gazu o
A T w procesie izochorycznym. Ale przyrost energii wewngtrznej gazu doskonatego nie zalezy od procesu, zalezy
tylko od temperatury stanu poczatkowego i koncowego zatem wzor (wzor 695 na stronie 305) bedzie stuszny dla
dowolnego procesu, w ktorym temperatura rosnie o A 7. Uwzgledniajac wzor (wzor 695 na stronie 305), pierwsza
zasadg termodynamiki dla gazow zapiszemy w postaci:

(wzor 696 ) mcy AT=mcAT-pAV

Przemiana izobaryczna

W procesie izobarycznym ci$nienie jest stale, p = const, (Rysunek 7.7: Wykres procesu izobarycznego w uktadzie
( V,p) na stronie 306).

3 1 2
-t R

i::1zir:*;l::ui:=1r1ir:-1~i podgrzewanie

Rysunek 7.7: Wykres procesu izobarycznego w uktadzie (v, p)

Gaz podczas podgrzewania rozpreza si¢ 1 wykonuje prace. Jednoczes$nie zwigksza si¢ jego energia wewngtrzna,
poniewaz ro$nie temperatura gazu. Ciepto dostarczone w tym procesie wyraza si¢ za pomoca wzoru

(wzor697) AQ=mcp AT

gdzie cp oznacza cieplo wlasciwe przy statym ci$nieniu.

Réwnanie Mayera
Wiemy, ze ciepto dostarczone w procesie izobarycznym wyraza si¢ za pomocg wzoru
(wzor698) AQ=mcp AT
gdzie cp oznacza ciepto wlasciwe przy stalym ci$nieniu. Zgodnie z pierwsza zasada termodynamiki (relacja (wzér 696
na stronie 306)) mozemy napisac

(wzor 699 ) mey AT =mcp AT-pAV
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lub
(wzor 700 ) m(cp—cV) AT=pAV

Wyraz z prawej strony tego rownania mozna przedstawi¢ w innej postaci. Jezeli gaz zwigksza swoja objetos¢ od
V' do V, przy stalym ci$nieniu, to z rownania Clapeyrona (wzor 590 na stronie 264) otrzymamy pV=nRT i
pV,=nRT,. Po odjgciu stronami tych dwoch rownan otrzymamy

(wzér701) pAV=nRAT
gdzie AV=V,-V,, AT=T,—-T,. Podstawiajac ten wynik do wzoru (wzdr 700 na stronie 307), otrzymamy

(wzor 702) m(cp - CV)= nR

Poniewaz liczba moli n jest réwna stosunkowi masy gazu do masy jednego mola gazu, czyli do masy molowej, n= %,
wigc rownanie (wzor 702 na stronie 307) uprosci si¢ do postaci

(wz6r 703 ) cp-cp =&

lub
(wzor 704 ) ucp-ucy =R

ale

(wzbr 705 ) uc=C

oznacza ciepto molowe, zatem

(wzor 706 ) Cp-Cy, =R

Powyzszy zwiazek jest znany jako rownanie Mayera. Widzimy, ze dla kazdego gazu r6znica ciepta molowego przy
statym ci$nieniu i ciepla molowego przy stalej objgtosci jest rowna uniwersalnej statej gazowej. Wynika stad, ze
zawsze C)p jest wigksze od C, tzn. ze dla jednakowego ogrzania gazu (o jednakowa ilo$¢ kelwinow) trzeba zuzy¢
wigcej ciepla w procesie izobarycznym niz w procesie izochorycznym. Jest to intuicyjnie zrozumiate, poniewaz przy
podgrzaniu gazu przy stalym cis$nieniu cz¢$¢ dostarczonej energii zostaje zuzyta na podniesienie energii wewngtrznej
gazu, a cze$¢ na pracg rozprezania gazu; w procesie izochorycznym (7 = const) praca nie jest wykonywana i cate
dostarczone ciepto powoduje tylko wzrost energii wewnetrznej.
Stosunek cp do ¢ jest charakterystyczny dla okreslonego gazu. Oznaczamy go grecka litera x (kappa) — nosi on
nazwe¢ wspotczynnika Poissona lub wspolczynnika adiabaty

cp Cp

C

(wzér707)x=—V=—V

Pytania i problemy

1. Narysuj wykres procesu izochorycznego jako zaleznos¢ p od V. W jaki sposdb zaznaczysz na wykresie, ze zostat
on sporzadzony dla rosnacej temperatury gazu?

2. W pewnym procesie temperatura gazu wzrosta o A T, co oznacza, ze zmienila si¢ energia wewngtrzna gazu. Podaj
zwiazek miedzy przyrostem energii wewngtrznej i przyrostem temperatury gazu.

3. Wyjasnij, czy w procesie izochorycznym gaz wykonuje pracg. Czy jest wymieniane ciepto z otoczeniem?

4. Narysuj wykres procesu izobarycznego jako zaleznos¢ p od V. W jaki sposob zaznaczysz na wykresie, ze zostat
on sporzadzony dla rosnacej temperatury gazu?

5. Wyjasnij, czy w procesie izobarycznym gaz wykonuje praceg i napisz odpowiedni wzor. Czy jest wymieniane
ciepto z otoczeniem?

6. Pokaz, ze migdzy cieptem molowym przy stalym ci$nieniu a cieplem molowym przy stalej objgtosci zachodzi
zwiazek opisany réwnaniem Mayera.
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7. lIle wynosi ciepto molowe przy statym ci$nieniu gazu — argonu? Wiemy, ze ciepto molowe przy statej objgtosci
argonu wynosi 2,5 R, gdzie R — stata gazowa, R =8,3143- 10° J / (K . kmol).

7.3 Pierwsza zasada termodynamiki w odniesieniu do izoproceséw gazu
doskonatego - czes$¢ druga

Przemiana izotermiczna

W procesie izotermicznym temperatura gazu jest stata, 7 = const. Proces izotermiczny mozna zrealizowac tylko
wtedy, gdy zostanie zapewniony dobry kontakt gazu ze zbiornikiem ciepta. Podczas rozprgzania gazu dla zapewnienia
statej temperatury musi by¢ stale dostarczane ciepto, kosztem ktorego zostaje wykonana praca bez zmiany energii
wewngtrznej gazu.

A2
\ oddawanie ciepta

%,

~1 T=const

: pobieranie ciepta
E |

>
\'

Rysunek 7.8: Wykres procesu izotermicznego

Na wykresie (Rysunek 7.8: Wykres procesu izotermicznego na stronie 308) proces taki zobrazowano jako fragment
krzywej (hiperboli) od stanu poczatkowego oznaczonego 1 do stanu koncowego oznaczonego 3. W przypadku
sprezania izotermicznego praca jest wykonana nad gazem sitami zewngtrznymi i dla utrzymania statej temperatury
gaz musi odda¢ cieplo. Na wykresie proces ten zobrazowany jest fragmentem hiperboli od stanu poczatkowego 1do
stanu koncowego 2.

Stato$¢ energii wewnetrznej w procesie izotermicznym wynika z relacji (wzor 695 na stronie 305), AU =mc, AT.
Gdy T = const, wtedy oczywiscie A T =0, co pociaga za soba A U =0, wigc U = const. WOwczas pierwsza zasada
termodynamiki (wzor 692 na stronie 302) przyjmuje postac:

(wzor708) Q= -W
Zatem ciepto w procesie izotermicznym zostaje zamienione na pracg. Tylko wtedy temperatura gazu moze pozostac¢

stata, gdy energia wewngtrzna nie bgdzie si¢ zmieniaé, a to jest mozliwe tylko wtedy, gdy cate dostarczone ciepto
zamieni si¢ na prac¢ wykonana przez gaz lub gdy gaz odda tyle samo ciepta, ile pracy nad gazem wykonaja sity
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zewngtrzne. W procesie izotermicznym, mimo ze gaz pobiera skonczona ilo$¢ ciepta, jego temperatura nie ulega
zmianie. Zatem A T =0, co oznacza, ze ciepto wiasciwe w procesie izotermicznym jest nieskonczenie duze, gdyz dla

A T bliskiego zeru mianownik we wzorze ¢ = %% (wzor 687 na stronie 298), definiujacym ciepto wlasciwe dazy
do zera.

Przemiana adiabatyczna

Proces adiabatyczny zachodzi wtedy, gdy nie ma wymiany ciepta z otoczeniem, czyli Q = 0. Taka przemiana

moze zachodzi¢ tylko wtedy, gdy uktad jest bardzo dobrze izolowany termicznie od otoczenia. W przypadku, gdy
uktad nie jest dobrze izolowany, ale przemiana zachodzi szybko, to rowniez w przyblizeniu mozemy uwazac ja za
adiabatyczna, gdyz nie zdazy wystapi¢ wymiana ciepta z otoczeniem. Pierwsza zasada termodynamiki (wzor 692 na
stronie 302) dla tego procesu przyjmuje postaé:

(wzor709) AU=W

To znaczy ze jezeli gaz wykonuje pracg, to energia wewngtrzna gazu musi male¢ (wtedy zgodnie z konwencja,
praca jest ujemna) - praca jest wykonywana kosztem energii wewngtrznej. [ na odwroét, gdy nad gazem zostaje
wykonana praca (wtedy zgodnie z konwencja, praca jest dodatnia), to energia wewngtrzna gazu musi wzrosnac
(wtedy A U > 0). Poniewaz energia wewngtrzna gazu doskonalego jest okreslona jednoznacznie przez temperaturg,
wigc przy wykonywaniu pracy przez gaz, czyli przy rozprgzaniu adiabatycznym gazu, jego temperatura maleje,
natomiast przy spr¢zaniu adiabatycznym gazu jego temperatura ro$nie.

Na pewno zauwazyte§ pompujac rgczna pompka rower, ze pompka wyraznie si¢ nagrzewa. Podczas sprgzania
powietrza praca wykonana przez ciebie powoduje wzrost energii wewngtrznej powietrza w pompce. Energia ta nie
zdaza uj$¢ na zewnatrz jako cieplo.

Latwo mozna zauwazy¢ (patrz przyktad 2), ze podczas spre¢zania adiabatycznego, na skutek wzrostu temperatury,
cis$nienie gazu musi wzrastac szybciej niz w procesie z izotermicznym. Podczas rozpr¢zania adiabatycznego — na
odwrét — temperatura maleje i gaz obniza swoje ci$nienie bardziej niz w przemianie izotermicznej. Dlatego na
wykresie zaleznosci p od V krzywa dla procesu adiabatycznego (adiabata) jest bardziej stromo nachylona do osi
odcigtych, niz krzywa dla procesu izotermicznego - izoterma (Rysunek 7.9: Przebieg izotermy i adiabaty na stronie
310).
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Rysunek 7.9: Przebieg izotermy i adiabaty

Przyktad 2

Zatézmy, ze w dwoch identycznych cylindrach z ttokami znajduja si¢ jednakowe ilosci gazu o
parametrach p, Vi Tp. Niech w obu cylindrach gaz doznaje rozprezania do objetosci koncowej
V|- w jednym, za pomoca procesu izotermicznego, a w drugim, adiabatycznego. W pierwszym
cylindrze podczas procesu izotermicznego temperatura jest oczywiscie stala i po rozprezeniu
wynosi Ty W drugim cylindrze podczas procesu adiabatycznego temperatura maleje i po
rozprezeniu wynosi 7', przy czym T < T . Jak zmniejszy si¢ ci$nienie w drugim cylindrze w
stosunku do pierwszego?

Odpowiedz: W procesie izotermicznym (zgodnie z rownaniem (wzor 701 na stronie 307)
ci$nienie wyniesie
710 P
(wzor710) py ., =7,

Przy rozpr¢zaniu adiabatycznym ci$nienie zmaleje bardziej, gdyz maleje rowniez temperatura.
Ci$nienie to obliczymy z rownania stanu gazu doskonatego (6.?), wigc prl / T= pOVO / T stad:

(wzor )pl izot Vi Ty
Korzystajac ze wzoru (wzor 710 na stronie 310) otrzymamy:
. _ Ty
(wzor 712) Py izot_pl izotTO

Widzimy, ze ci$nienie gazu po rozprezeniu adiabatycznym musi by¢ nizsze niz po rozpre¢zeniu
izotermicznym, gdyz T'y < T,. Zatem przy rozprezaniu gazu wykres adiabaty (Rysunek 7.9: Przebieg
izotermy i adiabaty na stronie 310) musi przebiegaé ponizej wykresu izotermy.
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Identyczny wzér do (wzor 712 na stronie 310) obowiazuje w przypadku spr¢zania gazu. Wtedy
temperatura koncowa w procesie adiabatycznym jest wyzsza niz w izotermicznym, 7| > T,. Zatem
przy sprezaniu gazu wykres adiabaty (Rysunek 7.9: Przebieg izotermy i adiabaty na stronie 310)
musi przebiega¢ powyzej wykresu izotermy.

Zwiazek migdzy ci$nieniem a objgtoscia gazu doskonalego w procesie adiabatycznym nazywa si¢ rownaniem
adiabaty lub rownaniem Poissona. R6wnania tego nie da si¢ wyprowadzi¢ elementarnym sposobem, dlatego
podajemy je tutaj bez wyprowadzenia:

(wzor 713 ) pV* = const

Zalezno$¢ ta jest formalnie podobna do zalezno$ci pV = const obowiazujacej w procesie izotermicznym. W
przypadku procesu adiabatycznego objetos¢ V jest podniesiona do potegi «, ktorej wartos$¢ jest zawsze wigksza od
jednosci, poniewaz cieplo wlasciwe przy statym ci$nieniu jest zawsze wigksze od ciepta wlasciwego przy statej
objetosci (patrz wzor (wzor 707 na stronie 307)). Z tego faktu tez wynika, ze na wykresie zalezno$ci p od V'

krzywa dla procesu adiabatycznego (adiabata) jest bardziej stromo nachylona do osi odcigtych niz krzywa dla procesu
izotermicznego — izoterma (Rysunek 7.9: Przebieg izotermy i adiabaty na stronie 310).

W procesie adiabatycznym wszystkie trzy parametry p, V i T ulegaja zmianie. Zatem oprocz zaleznos$ci p od V'
wystepuja jeszcze dwie zaleznosci: pod T i V od T. Dla wyprowadzenia zaleznosci p od T skorzystamy z réwnania
stanu gazu doskonatego:

(wz6r 714) V = Nk
1 wprowadzimy je do rownania (wzor 713 na stronie 311). Otrzymamy
K
(wzér 715) p(%) (Nk)K = const

lub po przeksztatceniach:

P
K
T k-1

(wzbr 716) = const

K
gdzie stala (N k) wielkos¢ wprowadzilisSmy do stalej const. W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ nastgpna
zaleznos¢:

1«
(wzor717) L=

W wielu zagadnieniach termodynamicznych konieczna jest znajomo$¢é wzoru na pracg w procesie adiabatycznym
(Uwaga: Wyprowadzenie tego wzoru znajduje si¢ w dodatku 7.D1 Dodatek: Energia wewnetrzna gazu — zasada
ekwipartycji energii (temat nadobowiqzkowy) na stronie 330 do rozdz. Termodynamika):

prl_szZ

(wzor718) AW = 1

Przyktad 3

Jednocylindrowy silnik benzynowy motocykla ma stopien spr¢zania 6 do 1, tzn. stosunek objgtosci
wtry$nigtej mieszanki do spr¢zonej w cylindrze pod tlokiem wynosi % = 6. Maksymalna
pojemnos¢ skokowa silnika wynosi ¥, =200 cm3. Oblicz:

1. o ile ozigbi si¢ mieszanka wybuchowa po wykonaniu suwu pracy, przy zatozeniu, ze rozpr¢zanie
gazu zachodzi tak szybko, iz gaz nie zdazy utraci¢ ciepla i proces mozemy traktowac jako
adiabatyczny;

2. jaka praceg wykona silnik podczas jednego suwu roboczego (adiabatycznego), jezeli wiadomo,

ze ci$nienie wybuchajacej mieszanki wynosi = 2-10°Pa (20 atm);
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3. jaka moc $rednio dostarcza silnik, gdy pracuje z czgstoscia 2 400 obrotdéw na minutg.
Odpowiedz:
Ad. 1. Zgodnie z rbwnaniem (wzor 718 na stronie 311) mozemy napisac

l-x l-x
(wzor 719) = ==

lub

l-x

2
l-x
v 1

5720 ) 22 =
( wzor ) T, =

Mozemy przyjac, ze k¥ = 1,4, poniewaz w mieszance paliwowej mamy do czynienia gtdwnie z
powietrzem, ktore jest gazem dwuatomowym (patrz Dodatek 7.1 do rozdz.7 - tabela D7.1) , zatem

T (1)
or 721 ) 7 =\z] =0,488
(wzor ) T, (6) ,

Widzimy, ze temperatura spalin przy wydechu zmniejszy si¢ nieco wigcej niz dwa razy.

Ad. 2. Do obliczenia pracy wykorzystamy wzor (wzor 718 na stronie 311), ktory przedstawimy
W postaci:

B prl p2V2
(wzbr722) AW = o1 —m

Przeksztalcimy teraz drugi wyraz w nawiasie:

PV pz(ﬂ)'l_ szEV'f(ﬁ)'l_ szEV'f(Vl)'l

o1 723 ) =55 =35~ = = 7
(Wt IB3) S 7 TP\ TR AT T AT T,

x-1
Po wykorzystaniu wzoru (wzor 713 na stronie 311) wyrazenie to redukuje si¢ do (7;) 1 wzor

]

na prace w procesie adiabatycznym przyjmuje postac¢

pV

171
K-1

(wzbér724) AW =

Podstawiajac dane, otrzymujemy
) 2-10°-33,3-10°] /1\04
(wzor725) A W:T[l'<3) J=8521]

Silnik podczas jednego suwu roboczego wykona pracg roéwna 85,2 J.

Ad. 3. Czgstosé 2 400 obrotéw na minutg jest rowna 40 obrotow na sekundg. Zatem $rednia moc
silnika (bez uwzglednienia mocy traconej) wynosi

(wzor726) P=85,2-40 % ~3.4-10° W~4,6 KM

Graficzne przedstawienie pracy w procesach termodynamicznych

Zgodnie ze wzorem (wzor 691 na stronie 301) praca zalezy od ci$nienia i przyrostu objgtosci gazu. W przypadku, gdy
podczas rozprezania gazu cisnienie jest state, to na wykresie zalezno$ci ci$nienia od objgtosci praca A W =p AV jest
przedstawiona za pomoca pola powierzchni prostokata o podstawie A V' i wysokosci p (Rysunek 7.10: Rozprezanie
gazu przy statym cisnieniu na stronie 313).
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Podczas rozpr¢zania gazu przy stalym cisnieniu wykonywana jest praca A W = p AV, rébwna liczbowo polu
powierzchni prostokata

Rysunek 7.10: Rozprezanie gazu przy statym ci$nieniu

W dowolnym przypadku, gdy p # const, catkowita pracg mozna podzieli¢ na malte elementy sktadowe. Kazdy element
sktadowy pracy A W mozna przedstawi¢ za pomoca pola powierzchni waskiego paska o podstawie A V' 1 wysokosci
p (Rysunek 7.11: Podzial pracy na elementy - waskie paski na stronie 314a). Jezeli gaz rozprezy si¢ od objgtosci

V| do objetosci koncowej V,, to catkowitg pracg W wykonana przez gaz mozna wyrazi¢ za pomoca pola powierzchni
pod krzywa zalezno$ci ci$nienia od objgtosci. Widzimy z Rysunek 7.11: Podzial pracy na elementy - waskie paski

na stronie 314b, ze suma po6l waskich paskow przedstawiajacych elementarne prace A W jest rowna calemu polu

pod krzywa p(V) z tym wigksza doktadno$cia, im wegzsze paski byty brane pod uwagg. Poniewaz mozemy bra¢ pod
uwage dowolnie mate elementarne prace, wige 1 dowolnie waskie paski, zatem suma tych paskow przybliza nam cala
powierzchni¢ z dowolnie duza doktadnoscia.



| Energia wewngtrzna, ciepto i praca | 314

a) Element pracy A W jest przedstawiony za pomoca pola powierzchni waskiego paska, b) pola
waskich paskow przedstawiajacych elementarne prace A W pokrywaja cate pole pod krzywa p(V)

Rysunek 7.11: Podziat pracy na elementy - waskie paski
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Pola powierzchni ograniczone krzywymi / i /1 sa niejednakowe, mimo Ze obie linie zaczynaja si¢ 1 koncza
wspolnymi punktami 112

Rysunek 7.12: Praca zwiazana z przejsciem ze stanu 1do 2 zalezy od ,,drogi”

Na Rysunek 7.12: Praca zwiqzana z przejsciem ze stanu 1 do 2 zalezy od ,,drogi” na stronie 315 przedstawiono
prace wykonana przy przejéciu ze stanu 1 do stanu 2 podczas réznych procesow. Widaé na nim, ze przejscie ze

stanu 1 do stanu 2 wzdhuz krzywej 7 jest zwiazane z wykonaniem okreslonej pracy w procesie / (zaznaczonej przez
zakreskowane pole powierzchni ograniczone krzywa [). Pole powierzchni ograniczone linia /7 (przechodzaca

przez stan posredni 3) jest duzo mniejsze, co 0znacza mniejsza pracg zwiazana z procesem //. Mimo ze w obydwu
przypadkach stan poczatkowy i1 koncowy gazu jest taki sam, praca wyraznie rdzni si¢ w obu procesach. Widzimy
zatem, ze praca (podobnie i ciepto) zalezy od procesu przekazywania energii i, co za tym idzie, nie jest jednoznaczna
funkcja réznicy stanu poczatkowego i koncowego (innymi stowy: pracy nie da si¢ wyrazi¢ tylko za pomoca réznicy
parametréw obu stanow).

Termodynamika - Przemiana adiabatyczna

Rysunek 7.13: Animacja

Pytania i problemy

1. Opisz zwiazek migdzy ci$nieniem a objeto$cia w procesie izotermicznym gazu doskonatego, przy zalozeniu, ze
jego masa nie ulega zmianie (tzw. prawo Boyle’a-Mariotte’a.

2. W ukladzie wspolrzednych (V, p) przedstaw izotermg. Jak w matematyce nazywa si¢ taka krzywa?

3. Zastosuj pierwsza zasade termodynamiki do procesu izotermicznego.

4. W przemianie izotermicznej masa gazu zmniejszyla si¢. Wyjasnij, czy w takim przypadku pozostaje w mocy
prawo Boyle’a-Mariotte’a.

5. W kazdym z procesow: izochorycznym, izobarycznym i izotermicznym zmieniaja si¢ tylko dwa parametry. Podaj,
jakie to parametry.

6. W jakich warunkach zachodzi proces adiabatyczny? Zinterpretuj zwiazek migdzy ci$nieniem a objgtoscia gazu,
opisany rownaniem Poissona.

7. Zastosuj pierwsza zasadg termodynamiki do procesu adiabatycznego.
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8. W uktadzie wspotrzednych V' narysuj krzywa obrazujaca proces adiabatyczny na tle izotermy.

9. Uzasadnij, dlaczego na wykresie w uktadzie wspoirzednych (V, p) adiabata przebiega bardziej stromo od
izotermy.

10. Wyprowadz réwnanie opisujace zalezno$¢ objetosci od temperatury w procesie adiabatycznym. Postuz si¢
réwnaniem Poissona i rdwnaniem Clapeyrona.

11. W jaki sposob graficznie przedstawia si¢ pracg na wykresie zalezno$ci p od V'?

7.4 Druga zasada termodynamiki. Nieodwracalnos¢ realnych proceséw
cieplnych

Nieodwracalnos¢ realnych procesow cieplnych

Dotychczas omawialiSmy przemiany gazu doskonatego, ale nie podawaliSmy warunkow jakie musza by¢ spetnione,
aby mozna bylo by je przedstawi¢ na wykresach zaleznosci (p, V), (T , V) 1 innych.

Dowolny stan gazu doskonalego mozemy przedstawic¢ jako punkt na ptaszczyznie tylko wtedy, gdy parametry
termodynamiczne sa ustalone, tzn. gdy gaz jest w stanie rownowagi. Przejscia migdzy dwoma stanami —
poczatkowym i koncowym — na wykresie mozna przedstawi¢ za pomoca krzywych pod warunkiem, ze przechodza
one przez posrednie stany rownowagi.

Stan rownowagi to taki stan uktadu, w ktorym uktad ma ustalone parametry termodynamiczne (np. temperaturg,
cisnienie 1 objgtos¢) i nie zachodzi wymiana energii migdzy uktadem a otoczeniem. Linia krzywa na wykresie
termodynamicznym przedstawia okreslony proces. Oczywiscie, przedstawiajac graficznie proces termodynamiczny,
przyjmujemy jednoczesnie, ze uktad we wszystkich punktach krzywej znajduje si¢ w stanie rownowagi. Wtedy
wlasnie proces wyobrazony na wykresie jest ciagtym nast¢gpowaniem po sobie stanow rownowagi. Proces taki jest
wyidealizowany, gdyz rzeczywiste procesy zachodzace ze skonczona predkoscia musza w wigkszym lub mniejszym
stopniu odbiegac¢ od stanow rownowagi.

Wyttumaczymy to na przyktadzie gazu znajdujacego si¢ w cylindrze zamknigtym tlokiem. Zalézmy, ze poczatkowy
stan rownowagi gazu na wykresie zalezno$ci p od V' dany jest przez ci$nienie P, i objetos¢ V|, natomiast stan

koncowy — przez P, 1V, (Rysunek 7.14: a) Dwa stany (1 2 ), miedzy ktorymi zachodzi proces nieodwracalny, b)

proces odwracalny przechodzqcy przez wiele posrednich stanow rownowagi na stronie 317a). Jezeli gwattownie
podniesiemy tlok, to — mimo dobrego kontaktu cylindra z otoczeniem o statej temperaturze — w gazie zajda
niekontrolowane zawirowania oraz niejednorodne zmiany temperatury i ci$nienia, tzn. temperatura i ci$nienie beda
rézne w réoznych miejscach wewnatrz gazu. Po pewnym czasie ustali si¢ rOwnowaga i dopiero wtedy mozemy méwic
o okreslonej temperaturze gazu i o okreslonym ci$nieniu. Zatem proces przeprowadzony w ten sposéb nie przechodzi
przez posrednie stany réwnowagi termodynamicznej. W tym przypadku nie mozemy wykre$li¢ jakiejkolwiek
krzywej, wzdtuz ktorej przebiegaltby proces. Taki proces nazywamy procesem nieodwracalnym — jest to proces, ktory
przebiega przez posrednie stany nieréwnowagi. Zrozumiate jest wigc, ze gdybysmy chcieli odwroci¢ bieg procesu,
okazaloby sig, ze zadanie to nie jest wykonalne ze wzgledu na brak ustalonych stanéw posrednich przebiegu procesu.
Zagadnienie nieodwracalnosci proceséw zostanie omowione szerzej w dalszych cze$ciach tego rozdziatu.
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Rysunek 7.14: a) Dwa stany (1i 2), miedzy ktérymi zachodzi proces nieodwracalny, b) proces
odwracalny przechodzacy przez wiele posrednich stanéw réwnowagi

Jezeli jednak proces przejscia od stanu 1 do stanu 2 przeprowadzimy matymi etapami, dbajac o to, aby po skonczeniu
kazdego etapu ustality si¢ warunki rownowagi, to w tym przypadku mamy mozliwo$¢ wykreslenia krzywej przebiegu
procesu, ktora bedzie przechodzi¢ od punktu 1 do 2 poprzez posrednie punkty obrazujace stany rownowagi (Rysunek
7.14: a) Dwa stany (1 i 2 ), miedzy ktorymi zachodzi proces nieodwracalny, b) proces odwracalny przechodzqcy
przez wiele posrednich stanow rownowagi na stronie 317b). Taki proces musi zachodzi¢ bardzo wolno, a zmiany
cisnienia i objetos$ci musza by¢ bardzo male. Nazywa si¢ on procesem kwazistatycznym, czyli prawie statycznym

(od facinskiego stowa quasi, tzn. prawie, jak gdyby). W rzeczywistosci procesy zachodza ze skonczona predkoscia

i proces odwracalny jest tylko pewna idealizacja rzeczywistych procesow, ale idealizacja ta jest bardzo pozyteczna,
gdyz pozwala uproéci¢ wiele rozwazan termodynamicznych.

Oto warunki, jakie musi spetniaé proces, aby byt uznany za odwracalny:

1. proces moze by¢ przeprowadzony w dwdch przeciwnych kierunkach jednakowo tatwo,
2. uklad oraz otaczajace go ciata przechodza przez takie same stany posrednie, niezaleznie od kierunku procesu,
3. po powrocie do stanu wyjsciowego, uklad i otaczajace go ciata powracaja do tego stanu.

Zauwazmy, ze proces odwracalny moze zachodzi¢ tylko wtedy, gdy w ukladzie dzialaja sily zachowawcze.

Oto przyktad. Przypomnijmy sobie ciato zsuwajace si¢ bez tarcia w wyztobionym dotku, jak na Rysunek 3.16:

Ciato zsuwajqce sie po sciance wydrqzonego dotka w ksztalcie paraboli na stronie 148 (podrozdziat 3.4 Prawo
zachowania energii mechanicznej na stronie 145). Ciato to, poczatkowo znajdujace si¢ na wysokosci £, zsuwajac sig,
nabiera predkosci. Nastgpnie, kosztem uzyskanej energii kinetycznej, nabiera wysokos$ci, po czym wraca ta sama
droga, przechodzac przez te same stany posrednie, aby osiagnac stan wyjsciowy na wysokosci h. Proces ten mozna
powtarza¢ wielokrotnie. Inne przyktady to kulka drgajaca na doskonale sprgzystej sprezynie, wahadlo poruszajace sig¢
bez tarcia w prozni itp.

Rozwazmy jeszcze jeden przyktad odwracalnego, kwazistatycznego gazowego procesu izotermicznego. Wiemy, ze
przy rozpr¢zaniu izotermicznym gaz pobiera ciepto O od otaczajacych go cial. Podczas rozprgzania gaz wykonuje

pracg W = Q. Wyobrazmy sobie, Ze ta praca zostanie zuzyta na podniesienie jakiego$ ciata o masie m na wysoko$¢
h. Ciato to uzyskuje energi¢ potencjalna m g h= W. Nastgpnie, spadajac z tej wysokosci, moze wykonaé pracg



| Energia wewngtrzna, ciepto i praca | 318

sprezania gazu (proces odwrotny). Gaz odda otaczajacym go ciatom tyle samo ciepta, ile pobrat w procesie
rozprezania (Q = W). Gaz i ciata otoczenia wracaja do stanu wyjsciowego, przechodzac przez takie same, jak
poprzednio, stany posrednie. Zatem proces kwazistatycznego izotermicznego rozprezania gazu jest procesem
odwracalnym. Jak juz wspomniano, procesy odwracalne sa pewna idealizacja, poniewaz w rzeczywisto$ci nic ma
idealnie zachowawczych uktadow, gdyz zawsze mamy do czynienia z tarciem.

Omowimy teraz przyktad procesu nicodwracalnego. W naczyniu z przegroda (Rysunek 7.15: Przyklad procesu
nieodwracalnego na stronie 318) w jednej komorze znajduje si¢ gaz, a druga komora jest pusta. Po wykonaniu

w przegrodzie otworka gaz stopniowo bgdzie sig ulatniat do komory pustej tak dtugo, az cisnienia w obu czgsciach
naczynia si¢ wyrownaja. Proces odwrotny — powrdt samoczynny czasteczek gazu — nie zachodzi, nawet gdybySmy
nie wiadomo jak dtugo na taki proces czekali. Oczywiscie, gaz mozna sprowadzi¢ z powrotem do pierwszej komory
(np. za pomoca tloka), ale proces ten nie bedzie si¢ odbywat poprzez takie same posrednie stany rownowagi, jak w
procesie samoczynnego rozpre¢zania. Ponadto powrdt gazu do stanu wyj$ciowego odbywa si¢ kosztem zmian stanu
otaczajacych cial (np. przemieszczenie tloka, wykonanie pracy przemieszczenia ttoka). Zatem proces swobodnego
rozpr¢zania gazu zachodzi w jednym kierunku, wigc jest procesem nicodwracalnym.

=L -*1r,. ¢ “1\?’ -|.-r- AT 1:

: . '-ﬁ ]

3 u’i‘ﬁ: el
A +

_l.

RYET
I£_-

Ui

5 .""
FtiTrra

o
e

naf*-- BT
22 ﬂ“ ﬁi%y
?f Eodie

e
LY

Gaz swobodnie rozprgzajacy si¢ przez otworek w przegrodzie; a) stan poczatkowy, caly gaz znajduje si¢ w lewej
komorze naczynia, b) jednokierunkowy proces swobodnego rozprezania si¢ gazu przez otworek, c¢) stan koncowy, gaz
réwnomiernie roztozony w obu komorach naczynia

Rysunek 7.15: Przyktad procesu nieodwracalnego

Inny przyktad to dyfuzja jednego gazu w drugim. Podobnie jak poprzednio, jest to proces jednokierunkowy,
nicodwracalny. Rowniez transport ciepta od ciata o wyzszej temperaturze do ciata o nizszej temperaturze, ktory
zachodzi samoczynnie, jest procesem nieodwracalnym, gdyz proces odwrotny — przeplyw ciepta od ciata o nizszej
temperaturze do ciata 0 wyzszej temperaturze — samoczynnie nigdy nie zachodzi.

Druga zasada termodynamiki

Z rozwazan dotyczacych procesow nieodwracalnych mozemy wyciagna¢ wniosek, ze w przyrodzie wystepuje
okreslona kierunkowos$¢ przemian. Pierwsza zasada termodynamiki, bedaca wlasciwie zasada zachowania energii
dla procesow termodynamicznych, nie wskazuje na t¢ kierunkowo$¢. Mozna sobie wyobrazi¢ wiele procesow, ktore
spetniaja postulat zachowania energii, mimo ze nigdy w przyrodzie nie moga wyst¢powac. Na przyktad przepltyw
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ciepta od ciata zimniejszego do cieplejszego, mimo Ze nie przeczy pierwszej zasadzie termodynamiki, nigdy nie
zachodzi samorzutnie. Ponadto nigdy nie obserwuje si¢ catkowitej zamiany ciepta na rOwnowazna mu pracg, chociaz
odwrotne zjawisko moze zachodzi¢. Z pierwszej zasady termodynamiki nie mozna przewidzie¢ kierunku przebiegu
procesu. Zatem kierunek przemian w przyrodzie nie wynika z zasad zachowania, ale z innego prawa przyrody. Tym
prawem jest druga zasada termodynamiki. Istnieje wiele rOwnowaznych sformutowan tej zasady. Jedno z nich jest
nastgpujace:

Niemozliwy jest taki proces, ktorego jedynym rezultatem byloby samoistne przekazywanie ciepla od ciala o
nizszej temperaturze do ciala o wyzszej temperaturze.

Wazne sg tu stowa ,,jedynym rezultatem”, gdyz mozna zrealizowaé proces przekazywania ciepta z ciata o nizszej
temperaturze do ciata o wyzszej temperaturze, np. w lodéwce, ale musi mu towarzyszy¢ praca, zatem przeniesienie
ciepta nie jest jedynym rezultatem tego procesu. Na Rysunek 7.16: Schemat lodowki na stronie 319a przedstawiono
realny uktad termodynamiczny, ktory przekazuje ciepto z ciata o nizszej temperaturze do ciata o wyzszej
temperaturze, kosztem pracy. Dla poré6wnania, na Rysunek 7.16: Schemat lodowki na stronie 319b przedstawiono
wyobrazony uktad, niemozliwy do realizacji, przekazujacy ciepto w tym samym kierunku co uprzednio, ale bez
koniecznej pracy.

«Zbiornik ciepta” ~Zbiornik ciepta”
o temperaturzd o temperaturzd,

chtodnica chtodnica
o temperaturzd, o temperaturzd,

a) Schemat rzeczywistej lodowki, b) schemat nierealnej lodowki (idealnej)

Rysunek 7.16: Schemat lodowki

® Zamapigtaé:
Druga zasada termodynamiki

Nie jest mozliwy taki proces, ktorego jedynym rezultatem byloby przekazywanie ciepta od ciata o nizszej
temperaturze do ciata o wyzszej temperaturze.

Nie jest mozliwy proces, ktorego jedynym rezultatem bytaby zamiana ciepta pobranego ze Zrdédla ciepta na
rOwnowazng mu prace.

Drugq zasade termodynamiki mozna sformutowa¢ réwniez w inny rOwnowazny sposob:

Niemozliwy jest proces, ktorego jedynym rezultatem bylaby zamiana ciepla pobranego ze zrodla ciepla na
réwnowazng mu prace.
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Na Rysunek 7.17: Silnik cieplny na stronie 320a przedstawiono symbolicznie rzeczywista maszyng cieplna.
Rysunek Rysunek 7.17: Silnik cieplny na stronie 320b przedstawia natomiast maszyng cieplna, ktora
wykonywataby prace W kosztem jedynie pobranego ciepta Ql. Wprawdzie nie przeczy to pierwszej zasadzie
termodynamiki, gdyz jest ona tutaj spetniona: Q1 = W, jednak realizacja takiej maszyny jest niemozliwa, poniewaz
jedynym rezultatem procesu w niej zachodzacego bytaby praca wykonana kosztem pobranego ciepta, bez
koniecznosci odprowadzania czg¢$ci ciepta do chtodnicy.

Maszyna taka przeczy drugiej zasadzie termodynamiki. Tego typu hipotetyczna maszyna nosi nazwe perpetuum
mobile drugiego rodzaju. (Perpetuum mobile pierwszego rodzaju to maszyna, ktora miataby pracowaé wbrew
pierwszej zasadzie termodynamiki, tzn. wbrew zasadzie zachowania energii, musialaby ona zatem tworzy¢ energi¢
z niczego, czyli wykonywac prace, nie czerpiac energii. Oczywiscie, jest to niemozliwe.). Gdyby bylo mozliwe
skonstruowanie perpetuum mobile drugiego rodzaju, to mozna by czerpaé praktycznie nieograniczone ilosci energii
z otoczenia (np. z oceané6w) 1 wykonywac kosztem nich pracg. Przed odkryciem drugiej zasady termodynamiki wielu
wynalazcow zglaszato pomysly silnikdéw, bedacych w gruncie rzeczy perpetuum mobile drugiego rodzaju.
® Zamapietaé:

Perpetum mobile pierwszego rodzaju

to maszyna, ktéra mialaby pracowa¢ wbrew pierwszej zasadzie termodynamiki, tzn. wbrew zasadzie
zachowania energii.

Perpetum mobile drugiego rodzaju

to maszyna, ktéra wykonywataby prace kosztem tylko pobranego ciepta, bez koniecznosci odprowadzania
czgsci ciepla do chtodnicy. Maszyna taka przeczy drugiej zasadzie termodynamiki.

a) Rzeczywisty silnik cieplny, b) nierealny silnik cieplny

~Zbiornik ciepta
o temperaturzd

~Zbiornik ciepta”
o temperatu erl

chtodnica
o temperaturzé

(idealny)
Rysunek 7.17: Silnik cieplny
Druga zasada termodynamiki wskazuje kierunek przemian w przyrodzie, gdyz méwi, ze proces zamiany pracy na

ciepto jest procesem nicodwracalnym. Zamiana pracy w catosci na cieplo jest dopuszczalna (np. w przypadku tarcia) i
realnie zachodzi w przyrodzie, podczas gdy proces odwrotny, tzn. catkowita zamiana ciepta na pracg, jest niemozliwy.
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Druga zasada termodynamiki znajduje swoje wyjasnienie na gruncie teorii kinetyczno-molekularnej. Praca
wykonywana, np. przy przesuwaniu ttoka przez rozprezajacy si¢ gaz, wiaze si¢ z przesunigciem makroskopowym w
okre$lonym kierunku. Natomiast ciepto dostarczone do uktadu zwigksza chaotyczny ruch czasteczek. Samorzutna
przemiana ruchu chaotycznego w ruch uporzadkowany jest praktycznie niemozliwa, ale zamiana przeciwna, ruchu
uporzadkowanego w ruch chaotyczny, jest mozliwa bez zadnych ograniczen. Mozna réwniez wykazac, opierajac
si¢ na zasadach dynamiki Newtona, Ze samoczynny przeptyw ciepta od ciata chtodniejszego (tzn. takiego, ktorego
czasteczki maja mniejsza $rednig energi¢ ruchu chaotycznego) do ciata cieplejszego (tzn. majacego czasteczki o
wigkszej sredniej energii ruchu chaotycznego) jest w zasadzie niemozliwy.

Pytania i problemy

1. Podaj warunki, jakie musi spetnia¢ proces termodynamiczny, aby mogt by¢ uznany za odwracalny.
2. Podaj definicjg stanu uktadu i stanu réwnowagi.

3. Jaki proces termodynamiczny nazywamy odwracalnym? Dlaczego procesu nicodwracalnego nie mozna
przedstawi¢ na wykresie?

Jaki jest zwiazek sit zachowawczych z odwracalnoscia procesow termodynamicznych?
Podaj po dwa przyktady proceséw nieodwracalnych i proceséw odwracalnych.

Podaj dwa rownowazne sposoby sformutowania drugiej zasady termodynamiki.

Omow dziatanie maszyn, ktore nazwano perpetuum mobile pierwszego i drugiego rodzaju.
Opisz mozliwo$¢ wystgpowania jakich procesow wyklucza druga zasada termodynamiki?
. Podaj definicj¢ cyklu termodynamicznego.

L X AN

10 Wyjasnij pozorny paradoks: w makroswiecie procesy sa nieodwracalne, za§ w mikro$wiecie sa one w petni
odwracalne.

7.5 Procesy kotowe i silniki cieplne

Silniki cieplne maja za zadanie przeksztalca¢ energi¢ wewngtrzna w energi¢ mechaniczna. Najczesciej ciepto
pochodzace ze spalania paliwa jest dostarczane do gazu roboczego, ktory, rozprezajac si¢, wykonuje prace,
wprawiajac w ruch jaki§ mechanizm. Rozpr¢zanie gazu nie moze si¢ odbywac nieograniczenie, poniewaz silnik

ma skonczone rozmiary. Dlatego gaz musi by¢ z powrotem sprgzony tak, aby wszystkie czgsci silnika wrocity do
stanu wyjsciowego, po czym cykl przemian powtarza si¢ i za kazdym razem silnik wykonuje pracg. Otoz taki proces
termodynamiczny, po ktorym uktad wraca do stanu wyjsciowego po wykonaniu posrednich przemian, nazywamy
cyklem termodynamicznym lub procesem kotowym.

Na wykresie zaleznosci p od V (Rysunek 7.18: Wykres cyklu termodynamicznego na stronie 322) cykl
termodynamiczny przedstawia krzywa zamknigta. Silnik moze wykonywaé pracg uzyteczna pod warunkiem, ze

praca przy rozprezaniu gazu jest wigksza od pracy przy jego spr¢zaniu. W takim przypadku cykl musi przebiegac w
kierunku pokazanym na wykresie za pomoca strzatek. Tylko wtedy pole powierzchni pod krzywa procesu rozpr¢zania
gazu (pole powierzchni pod ta krzywa wyraza prace wykonana przez gaz) bedzie wigksze od pola powierzchni pod
krzywa sprezania gazu (wyrazajacego prace wykonana nad gazem) i oczywiscie wtedy pole powierzchni wewnatrz
petli wyrazac bedzie praceg uzyteczna W wykonang przez silnik.
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krzywa rozprezania

L J

Rysunek 7.18: Wykres cyklu termodynamicznego

Jezeli uktad termodynamiczny wykonuje cykl w odwrotnym kierunku, to mamy do czynienia z maszyna chlodzaca,
ktdra kosztem pracy W transportuje ciepto z ciata o nizszej temperaturze do ciata o wyzszej temperaturze.

Silnik benzynowy

Nasze wiadomosci z dziedziny termodynamiki pozwola na zrozumienie i przeanalizowanie pracy zwyklego silnika
benzynowego czterosuwowego uzywanego w samochodach i innych pojazdach. Silnik nazywa si¢ czterosuwowym
dlatego, ze na pelny cykl pracy przypadaja cztery petne przesunigceia tloka: dwukrotnie w gore i dwukrotnie w dot.

® Zamapietaé:

Silnik benzynowy to maszyna, ktora wykonuje pracg kosztem ciepta wydzielanego podczas spalania mieszanki
benzynowe;j.

Kolejne etapy pracy silnika przedstawione sa na Rysunek 7.19: Kolejne etapy pracy silnika benzynowego
czterosuwowego na stronie 323. Silnik wykonuje pracg kosztem energii wydzielanej w postaci ciepta podczas
spalania mieszanki benzynowe;j, ktora jest zawiesina rozpylonych w powietrzu kropelek benzyny. Podczas
wtryskiwania mieszanki benzynowej tlok przesuwa si¢ w dot, zasysajac mieszanke pod statym ci$nieniem réwnym
ci$nieniu atmosferycznemu — okolo 1 atm. Po wtrys$nigciu mieszanki paliwowej zostaje zamknigty zawor i nastgpuje
jej sprezenie adiabatyczne, po czym $§wieca zapala si¢ i mieszanka wybucha . Dzigki temu ci$nienie gazowej
mieszanki gwattownie rosnie, osiagajac typowa warto$¢ ok. 20 atm (p, na wykresie — Rysunek 7.20: Wykres cyklu
czterosuwowego silnika benzynowego (tzw. cykl Otta) na stronie 324). Teraz tlok zostaje gwaltownie odrzucony

1 goracy gaz rozpreza si¢ od objetosci V| do V', adiabatycznie (adiabatycznie — poniewaz ciepto nie zdazy uciec

do otoczenia). Wtasnie podczas tego procesu silnik wykonuje pracg. Jest to tak zwany suw pracy. Nastepnie, przy
otwartym zaworze, spaliny zostaja wypchnigte na zewnatrz. Caly cykl powtarza si¢ od nowa.

Obliczymy teraz sprawno$¢ omawianego silnika. Sprawnos¢ silnika # jest rowna stosunkowi pracy wykonanej przez
silnik A W do energii pobranej A U.

(wzor 727 ) n=-22
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Energia pobrana przez silnik jest rOwna przyrostowi energii wewngtrznej uzyskanej dzigki cieptu spalania mieszanki.
Przyrost energii wewngtrznej wynosi

(wz6r 728)) AU =mey(T\-T))

gdzie: m — masa gazu, T'| — temperatura gazu tuz po zaplonie, 7 '1 — temperatura gazu tuz przed zaptonem.

b ' F1 | €
sprezanie Linked |
mieszanki _ nulrm zapton

BN L2 B
wirysk Rihonti
mieszanki not

zimne paliwg

L
not found

gorace paliwo suw pracy

Rysunek 7.19: Kolejne etapy pracy silnika benzynowego czterosuwowego

Praca podczas rozpre¢zania adiabatycznego, zgodnie ze wzorem (wzdr 724 na stronie 312), wynosi

prl Vl

8}
(wzor 729 ) W= ﬁ[l—(vz)

gdzie: P, i V| —ci$nienie 1 objetos¢ gazu tuz po zaplonie, V', — objetos¢ gazu po rozprezeniu adiabatycznym, czyli po
wykonaniu suwu pracy (patrz Rysunek 7.19: Kolejne etapy pracy silnika benzynowego czterosuwowego na stronie
323 i Rysunek 7.20: Wykres cyklu czterosuwowego silnika benzynowego (tzw. cykl Otta) na stronie 324).
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Rysunek 7.20: Wykres cyklu czterosuwowego silnika benzynowego (tzw. cykl Otta)

Natomiast przed zaptonem praca adiabatycznego spr¢zania gazu wynosi
-1
)
Vs

gdzie p'2 — ci$nienie gazu tuz przed zaptonem (Rysunek 7.20: Wykres cyklu czterosuwowego silnika benzynowego (tzw.

PV
(wzor 730) Wo=—"7

cykl Otta) na stronie 324). Wypadkowa praca wykonana przez silnik wynosi W — W, = A W, wigc

eep)] (e
7

(wzor 731) AW =—"—3

Z rownania Clapeyrona mamy, ze (pl—p'I)Vl = nR(T -7 '1), wiec:

”R(TI'TVI) 2%
e

Dzielac tak otrzymana prace przez energi¢ pobrang przez silnik (wzor 728 na stronie 323), otrzymamy wzor na
sprawnos¢ silnika:

(wzor732) AW =

-1
. R Vi
wzor 733 ) n=—— l—(—) ]
( ) ch(x- l)[ Vs
Utamek przed nawiasem kwadratowym jest rowny 1, poniewaz zgodnie ze wzorem (wzor 630 na stronie 273)

(wzor 734 ) nR= m(cp—cV) = ch<g—§ —l) = ch(K— 1)
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Stad otrzymujemy ostatecznie nastgpujacy wzor na sprawnosc silnika:
V] x-1
or735)n= 1—(—)
(wz )n v,

vV
Widzimy, ze sprawno$¢ silnika zalezy od stosunku 7; czyli od stosunku objgtosci poczatkowej do koncowej

podczas suwu pracy silnika. Odwrotnos¢ tego stosunku nazywa sig stopniem sprezania silnika, gdyz odpowiada to
stosunkowi objgtosci przy sprgzaniu mieszanki benzynowej. Wzor ten daje moznos¢ obliczenia gornej teoretycznej
granicy sprawnosci silnika. W praktyce sprawnos¢ silnikow spalinowych jest duzo nizsza, poniewaz wzor ten zostal
wyprowadzony przy pominigciu strat energii wystgpujacych w rzeczywistym silniku — czg$¢ mieszanki nie zostaje w
ogole spalona i zostaje wydalona na zewnatrz, czgs¢ ciepta ucieka poprzez chtodzone $cianki silnika, czg$¢ energii
rozprasza sig¢ na skutek tarcia itp. Na przyktad, podstawiajac do wzoru (wzor 735 na stronie 325) typowy stopien
sprezania silnika 8 do 1 oraz x = 1,4 (dla mieszanki powietrza), otrzymujemy sprawnos$¢ rowna 56%, podczas gdy
silnik taki w praktyce nie osiaga wyzszej sprawnosci niz 25%.

Pytania i problemy

1. Dlaczego w silniku benzynowym czterosuwowym zar6wno suw pracy, jak i suw spre¢zania uznajemy za procesy
adiabatyczne, a nie izotermiczne?

Podaj i krétko opisz poszczeg6lne fazy pracy czterosuwowego silnika benzynowego.

Przedstaw na wykresie zaleznosci p od V' cykl czterosuwowego silnika benzynowego, tzw. cykl Otta.
Opisz suw pracy, suw spr¢zania oraz stopien sprgzania silnika benzynowego.

Wyprowadz wzor na sprawnos¢ silnika benzynowego czterosuwowego.

SANRA S o

Podaj wzor na maksymalng teoretyczna sprawno$¢ silnika benzynowego czterosuwowego oraz na tej podstawie
wyznacz, o ile jest wigksza sprawnos¢ silnika o stopniu sprezania 8 do 1, w stosunku do silnika o stopniu
sprezania 6 do 1.

7.6 Cykl Carnota

W termodynamice szczegolnie wazna rolg odgrywa cykl Carnota, gdyz dowolny cykl mozna przedstawi¢ jako sumg
pewnej liczby elementarnych cykli Carnota. Ponadto umozliwia on znalezienie maksymalnej sprawnosci dowolnego
silnika cieplnego. Cykl Carnota jest najlepszy ze wszystkich mozliwych i stanowi ideal dla konstruktoréw silnikow
cieplnych.

® Zamapietaé:
Cykl Carnota

Jest to proces kotowy, w ktorym dokonywane sa cztery przemiany; dwie rozprgzania gazu izotermiczna
i adiabatyczna, oraz dwie spr¢zania gazu: izotermiczna i adiabatyczna. Po czym gaz wraca do stanu
poczatkowego.

Cykl Carnota mozna zrealizowac przez umieszczenie substancji roboczej wewnatrz cylindra zamknigtego ttokiem
1 dokonywanie na niej przemian: izotermicznego rozprgzania w temperaturze 7', adiabatycznego rozprgzania
obnizajacego temperaturg do wartosci T, nastepnie izotermicznego sprezania i w koficu sprezania adiabatycznego,
przez co otrzymuje si¢ powro6t do stanu poczatkowego.

W celu ulatwienia naszych rozwazan przyjmiemy, ze substancja robocza jest gaz doskonaly. W rzeczywistych
silnikach cieplnych stosuje si¢ par¢ wodna lub mieszanke paliwa z powietrzem albo z tlenem. Cieplo, ktdre stuzy jako
zrddlo pracy, jest uzyskiwane ze spalania benzyny czy wegla albo z reakcji jadrowych. Czg$¢ ciepta oddawana jest
przez rur¢ wydechowa do otoczenia lub przekazywana do chlodnicy w kondensatorze pary wodne;.

Realizacj¢ cyklu Carnota, przedstawiono na Rysunek 7.21: Realizacja poszczegolnych procesow w cyklu Carnota
na stronie 326. Cylinder ma $cianki wykonane z izolatora, natomiast podstawa cylindra dobrze przewodzi ciepto.
Tlok jest réwniez wykonany z izolatora cieplnego. Przyjmiemy, ze stan poczatkowy jest dany przez Py ViiTh.

Najpierw realizujemy proces izotermiczny przez postawienie cylindra na zbiorniku ciepta majacego duza pojemnosc
cieplng i temperature T’y (Rysunek 7.21: Realizacja poszczegdlnych proceséw w cyklu Carnota na stronie 326a).
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Przez powolne rozprezanie izotermiczne gaz zwigksza swoja objetos¢ do wartosci V', oraz obniza ci$nienie do
wartos$ci Py Gaz pobiera ze zbiornika ciepto Q1 i wykonuje pracg W rowna pobranemu cieptu.

r=

Ps )
P,

B

Vv

a) (1-2) proces izotermiczny, b) (2-3) proces adiabatyczny, c) (3—4) proces izotermiczny, d) (4—1) proces
adiabatyczny

Rysunek 7.21: Realizacja poszczegdlnych procesow w cyklu Carnota

Proces rozpre¢zania adiabatycznego zachodzi wtedy, gdy cylinder jest ustawiony na izolacyjnej podstawie. Gaz
zwigksza objetos¢ do wartosci V'3, ci$nienie obniza si¢ do wartosci P a temperatura do wartos$ci T (Rysunek 7.21:
Realizacja poszczegdlnych proceséw w cyklu Carnota na stronie 326b). Gaz w tym procesie wykonuje prace W,
kosztem energii wewngtrzne;j.

Po ustawieniu cylindra na chlodnicy, czyli na zbiorniku ciepla o niskiej temperaturze 7’5, powoli sprezamy gaz
izotermicznie. Objgto$¢ zmniejsza si¢ do wartosci V4, a ci$nienie do wartosci p 4.Wprocesie tym ciepto Q2 zostaje
przekazane do chtodnicy. Ciepto Q2 jest rowne pracy W; wykonanej nad gazem, energia wewngtrzna w tym procesie
nie ulega zmianie (Rysunek 7.21: Realizacja poszczegdlnych procesow w cyklu Carnota na stronie 326c).

Ostatni proces (zamykajacy cykl) przebiega adiabatycznie (Rysunek 7.21: Realizacja poszczegolnych procesow w
cyklu Carnota na stronie 326d), zatem cylinder musi ponownie sta¢ na materiale nieprzewodzacym ciepta. W celu
doprowadzenia do warunkow poczatkowych, nalezy sprezy¢ gaz, zmniejszajac jego objgtos¢ do wartosci poczatkowe;j
V|, zwigkszajac cisnienie do poczatkowej wartosci Py Praca sprgzania adiabatycznego powoduje wzrost temperatury
gazu i wzrost jego energii wewnetrznej.

Przebieg wszystkich proceséw w cyklu Carnota przedstawiony zostat jako zaleznos¢ p od V na Rysunek 7.22: Cykl
Carnota na stronie 327. Wypadkowa praca W wykonana przez gaz w tym cyklu przedstawiona jest przez pole

powierzchni ograniczonej krzywymi. Praca ta jest rowna wypadkowemu cieptu pobranemu przez uktad podczas
cyklu. Wypadkowe ciepto pobrane przez uktad wynosi Q1 - Q2, zatem

(wzor 736 ) W = Ql—Q2
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Rownos¢ ta wynika z pierwszej zasady termodynamiki — uktad w wyniku przebiegu cyklu wraca do stanu
poczatkowego, zmiana energii wewngtrznej gazu jest rowna zeru i dlatego w rownaniu (wzor 736 na stronie 326)
energia wewngetrzna nie wystepuje.

Uktad pracuje jako silnik cieplny

Rysunek 7.22: Cykl Carnota

Ze wzoru wynika, ze energia pobrana ze zrodta ciepta Q1 tylko w czgéci zamieniona zostaje na pracg wypadkowa w
cyklu Carnota. Cz¢$¢ tej energii jako Q2 zostaje bezuzytecznie oddana do chtodnicy. Stosunek pracy wypadkowej W
do energii pobranej jest sprawnoscia 7 cyklu. Zatem

. Q1'Q2
(wzor 737 ) n= 0
1

Wykazemy teraz, ze sprawno$¢ cyklu Carnota mozemy wyrazi¢ za pomoca temperatury zbiornika ciepta 7' i
temperatury chtodnicy 7', (dla zrozumienia dalszej czg$ci tego podrozdziatu nalezy sig zapozna¢ (chociaz pobieznie)
z logarytmami):

51 738 ) = L2
(wzor Y= T,

W celu wyprowadzenia wzoru (wzor 738 na stronie 327) trzeba si¢ zapoznaé ze wzorem na ciepto w przemianie
izotermicznej. Wzoru tego dotychczas nie podawalismy, gdyz jego wyprowadzenie wykracza poza ramy szkoty
ponadgimnazjalnej. Otoz ciepto Q dostarczone do gazu rozprgzajacego si¢ izotermicznie w temperaturze 7' od
objgtosci V| do V', wyraza sig za pomoca nastgpujacego wzoru logarytmicznego:

V)
(wzor 739 ) Q=nRT In 71
gdzie n oznacza liczbg moli gazu, za$ R jest stala gazowa. Jezeli gaz podlega sprezeniu, w liczniku tego wzoru

wystepuje mniejsza objetos¢ niz w mianowniku i logarytm ze stosunku tych objgtosci jest ujemny, co oznacza, ze i
ciepto jest ujemne, czyli jest oddawane przez gaz.
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W przypadku cyklu Carnota podczas rozprezania izotermicznego (1-2) gaz pobiera ciepto Q1 w temperaturze 7', wigc
. _ V)
(wzbr 740 ) Q1 =nRT; In 71
a podczas spre¢zania izotermicznego (3—4) gaz oddaje ciepto Qz’ ktore jest rowne
. _ Vs
(wzbr 741) QZ— nRT, In 7,
Podstawiajac te wyrazenia do wzoru (wzor 737 na stronie 327), otrzymujemy, ze

&) 3
nRT, lnvl—nRTz lnr4

(wzor742) n= 7,
nRT; In 7
Widzimy, ze wzor ten przechodzi we wzor (wzor 738 na stronie 327) pod warunkiem, ze
V, Vs
or 743 ) 7= =7+
(wzor ) 2

Udowodnienie tego nie sprawi nam klopotu, jezeli rozwazymy rownania wszystkich przemian wystgpujacych w cyklu
Carnota:

prl = p2V2

-y P,V2=pV5
WZOr

( ) pV3=p,Vs

pYVa=p Vi
Mnozac te rownania stronami przez siebie oraz skracajac przez wspolny czynnik PP,PP, pojawiajacy si¢ po obu
stronach wynikowego réwnania, otrzymujemy:
(wzbr 745) V\VSV V= ViV, V5V,
Stad:

(wzor 746) (V2V4)K'1 = (V1V3)K_1

oraz:

51747 ) 72 =2
(wzor ) 2R

Wz6r ten pozwala na uproszczenie czynnikdw wystepujacych po prawej stronie wyrazenia (wzor 742 na stronie
I-T,
T .

328) z wyjatkiem temperatury, co prowadzi do wzoru (wzor 738 na stronie 327): =

Ze wzoru (wzor 738 na stronie 327) wynika, ze sprawno$¢ cyklu Carnota zawsze jest mniejsza od 1, bowiem
temperatura T, chtodnicy ma warto§¢ wigksza od zera, gdyz temperatura zera bezwzglednego jest nieosiagalna.

W przypadku, gdy odwrocimy kierunek cyklu Carnota (na wykresie zaleznosci p od V — Rysunek 7.22: Cykl Carnota
na stronie 327 — oznaczatoby to przebieg w kierunku odwrotnym do wskazowek zegara), tzn:

1. Bedziemy rozprgzaé gaz izotermicznie w nizszej temperaturze,
2. Za$ sprezaé izotermicznie w wyzszej temperaturze.

W wyniku przebiegu cyklu ciepto bedzie przekazywane od ciala o temperaturze nizszej do ciala o temperaturze
wyzszej. Zatem cieplo bedzie przekazywane w kierunku przeciwnym do samorzutnego przeptywu ciepla.
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Jednakze procesowi przekazywania ciepta w tym nienaturalnym kierunku musi towarzyszy¢ praca czynnika
zewngtrznego. Sytuacja taka zachodzi w lodéwkach. Ilos¢ ciepta Q2 pobrana, zgodnie ze wzorem (wzor 737 na

stronie 327), wynosi Q2 = Ql(l - 17). Praca W, jaka musi towarzyszy¢ przekazywaniu ciepta w maszynie chtodniczej,
wynosi W = Q1 - Qz’ zatem

1-
(wzor 748 ) O, == W

Za pomoca tego wzoru mozna okresli¢, ile ciepta zostanie odprowadzone z ciata zimniejszego przy wykonaniu
okreslonej pracy. Maszyna chtodnicza jest tym ekonomiczniejsza, im wymaga mniejszej pracy dla odprowadzenia
okreslonej wartosci ciepta.

Poréwnajmy teraz sprawno$¢ cyklu Carnota ze sprawnos$cia omawianego uprzednio silnika spalinowego. Temperatura
spalania mieszanki benzynowej wynosi okoto 2700 K. Zat6zmy, ze takq temperature bedzie miat zbiornik ciepta, a
otaczajace powietrze o temperaturze okoto 300 K bedzie stuzyto jako chtodnica. Wtedy sprawnos¢ cyklu Carnota
wyniesie

(wzor 749 ) y= 2T HI0 K _ g g9

Porownujac te liczbg z maksymalna sprawnoscia silnika benzynowego wynoszaca 0,56, tatwo mozemy obliczy¢, ze
sprawnos¢ cyklu Carnota jest o okoto 33% wigksza od sprawnosci cyklu Otta.

Obliczmy jeszcze maksymalna sprawnos¢ silnika parowego, ktory pracowatby w cyklu Carnota. Przyjmujac, ze
zrodlem ciepta jest kociot z wrzaca woda, ktora ma temperaturg 373 K, za$ chtodnica woda majaca temperaturg
otaczajacego powietrza 293 K, otrzymamy

(wzor 750 ) n =B K=23 K ¢ 5

Widzimy, ze sprawno$¢ silnikow parowych jest duzo mniejsza od sprawnosci silnikéw spalinowych. Migdzy innymi
dlatego obecnie silnikow parowych prawie si¢ nie stosuje. Jest to ogdlna prawidtowos¢. Mozna udowodnié, ze
dowolny realny cykl musi mie¢ sprawno$¢ mniejsza od sprawnosci idealnego cyklu Carnota. Sprawnos$¢ kazdego
cyklu mozna wyrazi¢ za pomoca wzoru (wzor 737 na stronie 327), za§ sprawnos$¢ idealnego cyklu Carnota jest
wyrazona za pomoca wzoru (wzor 738 na stronie 327). Zatem dla dowolnego cyklu

0-0, T.-T
(wzor 751 ) —f—= < —5—=
1 1

Termodynamika - Cykl Carnota
Rysunek 7.23: Animacja

EXE PDF Doswiadczenie cykl Carnota
Doswiadczenie - Cykl Carnota

Rysunek 7.24: Animacja

Pytania i problemy

1. Nazwij kolejno wszystkie rodzaje przemian gazowych, jakie wystepuja w cyklu Carnota.

2. Przedstaw cykl Carnota na wykresie zalezno$ci p od V.

3. Podaj wzor na sprawno$¢ dowolnego cyklu i wzoér na sprawnos$¢ cyklu Carnota.

4. Porownaj maksymalna sprawno$¢ cyklu Carnota i maksymalna sprawno$¢ cyklu Otta dla silnika pracujacego
migdzy tymi samymi temperaturami zrodfa i chtodnicy.

5. Kiedy maszyna, ktorej dziatanie jest oparte na cyklu termodynamicznym, pracuje jako silnik cieplny, a kiedy jako
maszyna chtodzaca?


http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/cykl_carnota/cyklCarnota-setup.exe
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/cykl_carnota/cykl_carnota.pdf
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7.D1 Dodatek: Energia wewnetrzna gazu - zasada ekwipartycji energii
(temat nadobowiazkowy)

Zasada ekwipartycji energii

Wiemy, ze wszystkie czasteczki gazu w jednakowej temperaturze maja jednakowa $rednia energig kinetyczna ruchu
postepowego, niezaleznie od wielkos$ci ich mas. W wypadku gazu majacego czasteczki w postaci pojedynczych
atomow (tzw. gazu jednoatomowego) braliSmy pod uwage tylko energig ruchu postgpowego. Nie musieliSmy
uwzgledniaé energii ruchu obrotowego. Energi¢ ruchu obrotowego atomu mozna zaniedbac¢, gdyz jego masa jest
glownie skoncentrowana w jadrze, ktérego rozmiary sa setki tysigcy razy mniejsze od rozmiaréw calego atomu
(dlatego moment bezwladnosci atomu jest bardzo maty). Nie mozemy jednak zaniedba¢ ruchu obrotowego czasteczek
sktadajacych sig¢ z dwoch 1 wigcej atomow, gdyz w tym wypadku energia ruchu obrotowego jest porownywalna z
energia kinetyczna ruchu postgpowego.

W celu uwzglednienia energii ruchu obrotowego czasteczek wprowadzimy pojgcie liczby stopni swobody czqsteczki.
Jest to najmniejsza liczba niezaleznych wspotrzednych, ktore nalezy podac, aby jednoznacznie okresli¢ potozenie
czasteczki w przestrzeni.

W przypadku pojedynczego atomu, ktérego rozmiary mozemy zaniedbac i ktéry redukujemy do punktu materialnego,
liczba stopni swobody jest rowna 3, poniewaz do okreslenia jego potozenia wystarczy podac trzy wspotrzedne x, y i z.
Wedhug rownania (wzor 677 na stronie 290):

(wrzor 752) 2= = AL

$rednia energia kinetyczna ruchu postgpowego wynosi ?’kTT Sredni kwadrat predkosci mozna wyrazi¢ za pomoca
trzech sktadowych:

(wzor 753 ) v2=1v2+v2+v2

Ze wzgledu na to, ze zaden z kierunkow x, y, z nie jest wyrdzniony, mozemy przyjacé, ze wszystkie trzy sktadowe
predkosci $redniej sa jednakowe, czyli

(wzor 754 ) v2 =32

gdzie wskaznik i oznacza x, y lub z. Zatem na podstawie wzoru (wzor 752 na stronie 330) mamy:

— 2
, m2 T 1

Whioskujemy stad, ze na jedna sktadowa predkosci, czyli na jeden stopien swobody, przypada $rednio energia
kinetyczna rowna

(wzor 756 ) &L

Whiosek ten mozna uogdlni¢ na czasteczki o dowolnej liczbie stopni swobody, mogace wykonywac nie tylko ruchy
postepowe, ale tez rotacyjne (obrotowe) i drgajace. Mozna go przedstawi¢ w postaci zasady ekwipartycji energii,
ktora brzmi:

®) Zamapigtaé: Na kazdy stopien swobody przypada $rednio ta sama ilo$¢ energii, rowna kTT

Nalezy podkresli¢, ze zasada ekwipartycji energii ma charakter statystyczny — dotyczy wartosci $rednich duzej liczby
czasteczek.
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Energia wewnetrzna gazu sktadajacego sie z czasteczek o liczbach swobody i>3

Zasada ekwipartycji energii pozwala obliczy¢ energi¢ wewngtrzng gazu ztozonego z czasteczek, z ktorych kazda

ma i stopni swobody. W rozdziale Energia wewnetrzna, cieplo i praca na stronie 297 podali$my wzor (wzor 684 na
stronie 297) na energi¢ wewngtrzna gazu przy zatozeniu, ze sktada si¢ na nig tylko energia kinetyczna N jednakowych
czasteczek gazu, z ktorych kazda ma tylko i = 3 stopni swobody

(w761 757) U = N3kT

W ogolnym przypadku $rednia energia kinetyczna jednej czasteczki wynosi
(Wz6r 758 ) Ej = SkT
Zatem energia wewngtrzna gazu, tj. energia kinetyczna wszystkich N czasteczek, wynosi
(wz6r759) U=N-£kT

Rozwazymy teraz dziatanie zasady ekwipartycji energii w nastgpujacych przypadkach:

1. Gaz jednoatomowy sktada si¢ z czasteczek majacych 3 stopnie swobody. Energi¢ wewngtrzna N czasteczek
gazu, okreslong jako suma energii kinetycznych czasteczek, mozna wyrazi¢ jako iloczyn $redniej energii kinetyczne;j
czasteczek rownej przez liczbg czasteczek N:

(w761 760) U= N3kT

2. Gaz dwuatomowy sktada si¢ z czasteczek majacych w uproszczeniu ksztalt hantli (dwie kule potaczone sztywnym
pretem) — Rysunek 7.25: Niezalezne osie obrotu czgsteczki dwuatomowej na stronie 332. Dla takiej czasteczki
przyjmujemy pig¢ stopni swobody (i = 5), czyli trzy wspotrzedne okreslajace potozenie srodka masy oraz dwie
wspolrzedne okreslajace jej obrot wzgledem osi O'- O' i prostopadiej do niej osi O"-0". Trzeciej osi O™ - O™ nie
uwzgledniamy, gdyz energia kinetyczna obrotu czasteczki wzglgdem tej osi jest zaniedbywalnie mata w stosunku do
energii obrotu czasteczki wzgledem dwoch pozostatych osi. Zatem energia wewngtrzna gazu wynosi

(wzor 761) U=N-3kT
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Rysunek 7.25: Niezalezne osie obrotu czasteczki dwuatomowej

3. Gaz trzyatomowy sklada si¢ z czasteczek majacych w uproszczeniu ksztalt trojkata (Rysunek 7.26: Trzy niezalezne
osie obrotu czqsteczki tréjatomowej na stronie 333). Dla takiej czasteczki przyjmujemy sze$¢ stopni swobody

(i=6): trzy wspoélrzedne srodka masy oraz trzy wspotrzedne obrotu wzgledem trzech prostopadtych osi. Zatem
energia wewngtrzna takiego gazu, zgodnie ze wzorem (wzor 760 na stronie 331) wyrazi sig¢ nastgpujaco

(wzbr 762 ) U = 3NkT
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Rysunek 7.26: Trzy niezalezne osie obrotu czasteczki trojatomowej

Zasada ekwipartycji energii pozwala teoretycznie przewidzie¢ wartosci ciepta wiasciwego oraz wspolczynnika
Poissona dla r6znych gazoéw. Zgodnie z definicja (wzor 707 na stronie 307)
Cp

(wzor 763 ) = = o2
wzor K=ty p

gdzie ¢ — ciepto wlasciwe gazu przy stalej objetosci, C}, — ciepto molowe gazu przy statej objgtosci, cp — ciepto
wlasciwe gazu przy stalym cis$nieniu, Cp — ciepto molowe gazu przy stalym cis$nieniu.

Obliczymy najpierw cieplo molowe przy stalej objgtosci. Wykorzystamy wzor (wzor 695 na stronie 305)
wyrazajacy zmiang energii wewngtrznej pod wptywem przyrostu temperatury gazuo A T

(wzor764) AU=mcy AT

Zatem zmiana energii wewngtrznej dla jednego mola gazu wynosi

(wzor765) AU=pucy AT=Cy AT

gdzie u - masa jednego mola gazu; wykorzystano tu rowniez wzor (wzor 705 na stronie 307). Czyli
(wzor766) AU, =Cy, AT
Weczesniej wyprowadziliSmy wzor (wzor 760 na stronie 331): na energi¢ wewngtrzng gazu zawierajacego
czasteczki o i stopniach swobody. Zatem przy zmianie temperatury o A T przyrost energii wewngtrznej dla jednego
mola gazu wynosi
(wz6r 767) AUy =5N kAT

gdzie N 4 jest liczba czasteczek w jednym molu — liczba Avogadra. Poniewaz N 4k = R, wigc

(wz6r768) AUy =5RAT
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Porownujac wzory (wzor 766 na stronie 333) i (wzor 768 na stronie 333) otrzymamy

(wz6r769) Cy=%R

Zgodnie z rownaniem Mayera (wzor 706 na stronie 307) Cp=Cj, + R, wigc Cp= %R +R. Zatem

(wzor 770) Cp=52 R
Dzielac stronami (wzor 770 na stronie 334) przez (wzor 769 na stronie 334), otrzymujemy, ze wspolczynnik
Poissona wynosi

, _it2
(wzor 771 ) k="

Widzimy zatem, ze teoria kinetyczna pozwala przewidziec, ile powinny wynosi¢ ciepta molowe C}, i Cp oraz
wspolczynnik Poissona dla dowolnego gazu, jezeli wiadomo, z jakich czasteczek sktada si¢ dany gaz. W tabeli
Rysunek 7.27: Ciepto molowe roznych rodzajow gazow oraz cial stalych w temperaturze 20 ° C i przy cisnieniu 1
atm mna stronie 335 zestawiono wyniki teoretyczne z wynikami otrzymanymi doswiadczalnie dla r6znych gazow
rzeczywistych. Oprocz tego w tabeli zamieszczono do$wiadczalne wartosci C dla ciat stalych (wyjasnienie wartosci
teoretycznej C dla ciat stalych znajduje si¢ w przykiadzie DI). Jak widaé, zgodnos¢ teorii z wynikami do§wiadczen
jest dobra, szczegodlnie dla gazéw jedno- i dwuatomowych.

Przyktad D1

Wykaz, ze dla ciata stalego ciepto molowe C jest rowne 3R. Przyjmij, ze przyrost energii
wewngtrznej A U =C A T (wzor podobny do (wzor 766 na stronie 333) dla gazow) oraz ze
obowiazuje zasada ekwipartycji energii rowniez dla atomow znajdujacych si¢ w ciatach statych.

Odpowiedz: Jak wiemy, w ciele statym atomy sa uwigzione w sieci krystalicznej. Moga one tylko
wykonywac drgania we wszystkich trzech kierunkach, co daje energig kinetyczna przypadajaca na

. . kT
Jeden atom réwng =5—.

Wiemy, ze w ruchu drgajacym atomy maja réwniez $rednio taka sama energi¢ potencjalna. Zatem
N 4, atomoéw znajdujacych si¢ w jednym molu ma energi¢ wewnetrzng

(wzor 772) Uy, =N 5L <3N g7 =3RT

Przyjmujac, ze wzor (wzor 766 na stronie 333) obowiazuje réwniez dla cial statych, otrzymamy
U, = CT =3RT. Ostatecznie mamy wigc, ze dla cial statych
(wzo6r 773 ) C=3R

Jak widzimy, ciepto molowe jest niezalezne od masy molowej. Wzor ten nosi nazwg prawa
Dulonga-Petita.
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T ; Wspolezynnik
=Hodzaj substancji | Liczba stopni swobady Cieplo molowe Poissona:
2 ] 1] P )

¥ [ | Cy =
Gaz jednoatomowy
teoria; i=3 R R =] 67
doswiadczenie:
He 251 5 1.51 R 167
Ne 2.51 5 .50 R 1.67
Ar 251 R 151 R 1,67
Gaz dwoatomowy
teora im5 B R = | &7
doswiaderenis:
H; 347R 246 R 1.41
(o]} 353 K 254 R 1,40
N 3,51 K 250 R 1.40
Gaz wieloatomowy
teona: i=6* 4R 3R 1.33
doswiadezenis;
H:0 (pare wodna) 428 R 304 R 1,33
T 446 R 343 R 1,30
Cialo stale
teona: i=6 C=3R
doswiadezenis: |
Al 2R
Cu 294 R
Ar 3068

* Liczba stopni swobody dla czasteczek wieloatomowych mode byé wieksza ze w2gledu na moiliwosE wykonywania drgan przez
takie czgsteczki w temperaturze pokojowe).

Rysunek 7.27: Ciepto molowe réznych rodzajow gazow oraz ciat statych w temperaturze 20Ci przy
cisnieniu 1 atm
Wyprowadzenie wzoru na prace w przemianie adiabatycznej

Czasteczki o wigkszej liczbie atomow, traktowane jako bryly sztywne, maja oczywiscie rowniez sze$¢ stopni
swobody. Zatem dla gazow z liczba trzech i wigcej atomow energia wewngtrzna wyrazi si¢ rOwniez za pomoca wzoru
(wzor 762 na stronie 332).

Na podstawie wzoru (wzor 760 na stronie 331) przyrost energii wewngtrznej gazu, przy wzroscie temperatury o
AT=T,—- T}, mozemy wyrazi¢ nastgpujaco:

(Wz6r774) AU=4NKAT
Wobec tego praca W w procesie adiabatycznym, zgodnie z (wzor 730 na stronie 324), wyrazi si¢ wzorem
(wz6r775) AW = AU = -5NKT\-T,)

L

Z prawa gazu doskonalego (wzdr 659 na stronie 287) otrzymamy A W =~ (P1V1 -p, Vz)- Ponadto tatwo mozna

wykazaé, korzystajac ze wzoru (wzor 771 na stronie 334), ze % = x_}1 Dzigki temu ostatecznie otrzymamy
nastgpujacy wzor na prace w procesie adiabatycznym:
p 1 V 1P 2 V2

(wzor 776 ) AW =———3

7.D2 Dodatek: Entropia (temat nadobowiazkowy)

Przy omawianiu pierwszej zasady termodynamiki postugiwali$my si¢ pojeciem energii wewngtrznej U.
Stwierdzili$my, Ze energia wewngtrzna jest funkcja stanu, tzn. jej przyrost jest niezalezny od rodzaju procesu
zachodzacego migdzy dwoma stanami, a zalezy tylko od tych stanéw. Obecnie wprowadzimy nowe pojecie —
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entropig, ktora podobnie jak energia wewngtrzna jest funkcja stanu. Jest to bardzo wazna funkcja, gdyz, jak si¢ okaze,
we wszystkich procesach realnie zachodzqcych w przyrodzie, entropia uktadu zamknietego rosnie. Zatem pokazuje
kierunek procesow zachodzacych w dowolnym uktadzie zamknigtym. Poréwnujac dwa stany uktadu, mozemy od
razu okresli¢ kierunek procesu zachodzacego migdzy tymi stanami. Bedzie to przejscie od stanu o nizszej wartosci
entropii do stanu charakteryzujacego si¢ wyzsza wartoscia entropii.

Wprowadzimy pojgcie entropii, rozwazajac cykl termodynamiczny. Dla realnego cyklu mamy nieréwno$¢:

00, T,T,
(wzor 777) Ql < T,

gdzie wskaznikiem 1 oznaczono zrédlo ciepta, a wskaznikiem 2 — chtodnicg. Po przeksztalceniu otrzymamy
o 778 9, 1,
— > —
(WZOI‘ ) Ql T]
Stad
e Q2
— >
(wzor ) T, T,
W réwnaniu tym cieplo jest wyrazone za pomoca liczby dodatniej, niezaleznie od tego, czy ciepto byto pobrane, czy
oddane. Jezeli, podobnie jak to czyniliSmy przy pierwszej zasadzie termodynamiki, znakiem dodatnim begdziemy
zaopatrywac cieplo pobrane przez ciato, a znakiem minus ciepto oddane, to:
e 750) 2+ 25
—_— == >
(wzor ) T, T,
Nieréwnos$¢ ta daje nam okazje¢ do okreslenia zmiany entropii S za pomoca wzoru:
(wzor 781) AS=Z%

Zmiana entropii A S=.3S,-S; ukladu jest rowna sumie stosunkow malych porcji ciepla pobranego O do
temperatury 7 w procesach elementarnych zachodzacych przy przejsciu od stanu poczatkowego 1 do stanu
koncowego 2.

Zatem nierdéwnos¢ (wzor 779 na stronie 336) (jak i (wzor 780 na stronie 336)) nalezy interpretowac nastepujaco:
catkowita zmiana entropii w realnym cyklu termodynamicznym wzrasta (przyrost entropii jest wigkszy od zera).
Zmiana entropii podczas tego procesu sktada si¢ z przyrostu entropii chtodnicy

oraz z pIZ) rostu entr Opl] ZIOdla C]ep}a
( Z0r1 83 ) A‘S Z

(nalezy zauwazy¢, ze nie wystgpuje tutaj zmiana entropii substancji roboczej, poniewaz substancja robocza wraca do
stanu poczatkowego po wykonaniu cyklu).

Przyktad 4

Wykazemy, ze entropia rosnie w uktadzie sktadajacym si¢ z dwoch cial, jezeli migdzy nimi
nastgpuje wymiana matej porcji ciepla. Przyjmujemy, ze uktad jest otoczony ostong adiabatyczna
(Rysunek 7.28: Dwa ciata wymieniajqce cieplo, umieszczone w ostonie adiabatycznej na stronie
337).
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Rysunek 7.28: Dwa ciata wymieniajace ciepto, umieszczone w ostonie adiabatycznej

Odpowiedz: Przyjmijmy, ze T > T,. Zatem ciepto przeptywa od ciata o temperaturze 7' do ciala o
temperaturze T,. Ponadto przyjmiemy, ze przekazywane ciepto 4Q jest mate i nie wptywa istotnie
na zmiang temperatury obu ciat podczas procesu.

Catkowita zmiana entropii uktadu jest rowna sumie zmian entropii obu ciat:

(wzor784) AS=AS|+AS,

Zgodnie ze wzorem (wzor 781 na stronie 336) (i regula znakéw dla ciepta pobranego i oddanego)

A A
mamy AS;= - TIQ 1AS,= TZQ Podstawiajac to do wzoru (wzor 784 na stronie 337),

otrzymamy
AQ AQ
or 785) AS= -
(wzor ) T, T,

OtrzymaliSmy, Ze zmiana entropii jest wigksza od zera, gdyz liczniki obydwu sktadnikow sa
jednakowe, a mianowniki sa zrelacjonowane nierownoscia T > T',. Wykazali$my wigc, Ze entropia
uktadu izolowanego dwoch cial wymieniajacych ciepto ro$nie.

Te i inne przyktady proceso6w pozwalaja nam sformutowaé druga zasadg termodynamiki ilo§ciowo
W nastepujacy sposob:

W kazdym procesie zachodzacym w ukladzie makroskopowym zamkni¢tym i adiabatycznie
izolowanym entropia nie moze ulec zmniejszeniu, to znaczy A .S > 0.

Statystyczna definicja entropii

W rozdziale tym postaramy si¢ odpowiedzieé na pytanie: Dlaczego entropia ros$nie? Pokazemy, ze funkcja entropia,
chociaz historycznie zostata odkryta na gruncie termodynamiki — nauki fenomenologicznej rozpatrujacej zachowanie
si¢ cial makroskopowych, ma swoje statystyczne uzasadnienie, gdyz wiadomo, ze ciata makroskopowe sktadaja si¢ z
wielkiej liczby obiektow mikroskopowych.

Przekonamy si¢ o tym, ze duza liczba czasteczek zawartych w obiektach makroskopowych sprawia, iz w
makroswiecie procesy maja wyraznie okreslony kierunek (ogélnie biorac, sa nieodwracalne!), mimo ze procesy
zachodzace w makroswiecie sa catkowicie odwracalne.

W celu oméwienia tego zadziwiajacego zjawiska rozwazymy proces nicodwracalny swobodnego rozprgzania
si¢ gazu, podobny do rozwazanego w rozdziale 7.4 Druga zasada termodynamiki. Nieodwracalnos¢ realnych
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procesow cieplnych na stronie 316. Obecnie przyjmujemy, ze mamy do czynienia z gazem zgromadzonym w
jednej czesci naczynia o objgtosci V| za przegroda (Rysunek 7.29: a) Gaz skupiony w lewej czeSci naczynia, b) po
usunieciu przegrody gaz rozprzestrzenit sie w calym naczyniu na stronie 338a). Po usunigciu przegrody gaz
rozprzestrzenia sig¢ na cale naczynie o objgtosci V, (Rysunek 7.29: a) Gaz skupiony w lewej czesci naczynia, b) po
usunieciu przegrody gaz rozprzestrzenit si¢ w calym naczyniu na stronie 338b). Zaktadamy, ze proces odbywa si¢
w stalej temperaturze. Obliczymy zmiang entropii w tym procesie.

Rysunek 7.29: a) Gaz skupiony w lewej czesci naczynia, b) po usunieciu przegrody gaz
rozprzestrzenit sie w catym naczyniu

Zauwazmy, ze stan poczatkowy jest stanem rownowagi, stan koncowy rowniez, jednak ze proces przejécia od stanu
poczatkowego do koncowego odbiega znacznie od warunkéw réwnowagi. Zatem proces rozprezania swobodnego
gazu jest procesem nicodwracalnym. Dla proceséw nieodwracalnych nie jesteSmy w stanie zastosowaé bezposrednio
wzoru (wzor 781 na stronie 336) na zmiang entropii, gdyz procesy te przebiegaja przez stany nierownowagi (o
nicustalonych parametrach termodynamicznych). Jednakze w przypadku, gdy proces niecodwracalny zaczyna si¢

i konczy stanem rownowagi, to do obliczenia przyrostu entropii mozemy zastosowa¢ wzor (wzor 781 na stronie

336) dla rownowaznego mu procesu odwracalnego — przebiegajacego migdzy tymi samymi stanami skrajnymi.

Jest to mozliwe, poniewaz, jak zaznaczono wyzej, przyrost entropii zalezy tylko od stanu poczatkowego i koncowego,
bedzie wigc taki sam dla dowolnego procesu zachodzacego migdzy tymi stanami. W naszym przypadku bedzie to
odwracalny proces izotermicznego rozpr¢zania gazu od objgtosci V| do V,. Zastosujemy wzor (wzor 781 na stronie

336):
( wzor 786)S:Z% :—}ZQ:¥

gdzie Q jest cieptem dostarczonym do gazu rozprezajacego si¢ izotermicznie, ktore wyraza si¢ za pomoca wzoru
(wzor 781 na stronie 336):

VZ
(wzér 787 ) Q=nRT 1In 71
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Zatem przyrost entropii gazu rozprgzajacego sig izotermicznie, jak rOwniez przyrost entropii gazu swobodnie
rozprezajacego si¢ mozemy wyrazi¢ za pomocg wWzoru:

V)
(wzor 788 ) S=nR 1n71

Poniewaz V, >V, wigc S,-S> 0, czyli entropia w tym procesie ro$nie (zgodnie z naszymi oczekiwaniami).

Obliczmy teraz zmiang entropii w procesie odwrotnym wzgledem wyzej omawianego, tzn. w izotermicznym procesie
sprezania gazu. W tym przypadku ciepto Q bgdzie odprowadzane z gazu i zgodnie z reguta znakow, bedzie ono
obdarzone znakiem minus. Obecnie wiec

.
(wz6r789) O=nRT In 7;

vV v
(wzor powyzszy wynika z relacji: In 7; =-1In 7?). Korzystajac ze wzoru (wzor 781 na stronie 336) na zmiang

entropii, dla procesu izotermicznego spr¢zania gazu otrzymamy wzor
£790) AS=nR In L
or = ny—
(wz ) n 7,

Poniewaz V| <V,, wigc S-S, <0, czyli entropia w tym procesie maleje. Nie powinno to nas dziwi¢, mimo ze
druga zasada termodynamiki méwi o wzroscie entropii — mowi ona o wzroscie entropii w uktadzie zamknigtym
izolowanym, traktowanym jako catos¢. Jedne fragmenty uktadu moga doznawac spadku entropii, inne — wzrostu
entropii przy przejsciu od jednego do drugiego stanu uktadu, jednakze algebraiczna suma entropii wszystkich
fragmentow uktadu nie moze male¢. Tak jest i w rozwazanym przez nas przypadku. Sprezany gaz oddaje ciepto do
otoczenia, czyli mamy tu do czynienia z wymianag ciepta migdzy dwoma cialami. UdowodniliSmy w przyktadzie
(Przyklad 4 na stronie 336), ze w przypadku wymiany ciepla entropia catego ukladu wzrasta!

Zmiana entropii wyrazona wzorem (wzor 790 na stronie 339) jest rowna zmianie entropii procesu spr¢zania gazu
od objetosci V', do V4. Taki proces samoczynnie moglby zaj$¢, ale z niezwykle matym prawdopodobiefistwem (co
wykazemy ponizej).

Wzér (wzor 790 na stronie 339) jest dla nas bardzo wazny, gdyz pozwoli nam zinterpretowac entropi¢ w ujeciu
statystycznym. W tym celu obliczmy prawdopodobienstwo przebywania gazu w okreslonym stanie (w lewej potowie
naczynia) w przypadkach przedstawionych na rysunku Rysunek 7.29: a) Gaz skupiony w lewej czesci naczynia, b) po
usunieciu przegrody gaz rozprzestrzenit sie w calym naczyniu na stronie 338.

Na poczatek wezmy pod uwagg naczynie z jedna czasteczka gazu — Rysunek 7.30: Prawdopodobienstwo znalezienia
czqstek na stronie 340a. Jedna czasteczka moze przebywac z réwnym prawdopodobienstwem w obu czgSciach
naczynia. Zatem prawdopodobienstwo tego, ze czasteczka znajdzie si¢ w lewej czgéci naczynia, wynosi

\ 1.
(wzor79l)P1—§—72

(zalozylisSmy, ze V,=2V).

Pojecie prawdopodobienstwa poznasz doktadnie na lekcjach matematyki.
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a) Jedna czasteczka moze przebywac z rownym prawdopodobienstwem w obu czg$ciach naczynia, P = 51 b)
Prawdopodobienstwo tego, ze dwie czasteczki znajda si¢ w lewej czgsci naczynia, wynosi P, = Zl = (71)2 c)
Prawdopodobienstwo tego, ze N czasteczek gazu znajdzie si¢ w lewej czg$ci naczynia, wynosi Py = (%)N
Rysunek 7.30: Prawdopodobienstwo znalezienia czastek

Jezeli gaz sktada si¢ tylko z dwoch czasteczek, to prawdopodobienstwo znalezienia obu czasteczek w lewej czgsci
naczynia wynosi

(watr792) P, =3 =(1)

Jezeli gaz sktada si¢ z N czasteczek, to prawdopodobienstwo znalezienia wszystkich czasteczek w lewej czgséci
naczynia wynosi

(wzor 793 )PN=(§1)N
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W ogolnym przypadku, gdy stosunek objetosci lewej czg$ci naczynia V| do objgtosci catego naczynia V), jest
dowolny (niekoniecznie rowny %), to wzgledne prawdopodobienstwo P tego, ze wszystkie czasteczki gazu

zgromadza si¢ w objetosci V|, wynosi:

YN
; 1
(wzo6r 794 ) Py = (72)

Jezeli uwzglednimy fakt, ze N jest bardzo duza liczba, rzedu liczby Avogadra (N = 1024), to prawdopodobienstwo
P, okaze si¢ niezwykle mate (P,; < 1), nawet w przypadku, gdy V', tylko nieznacznie przewyzsza V. Oznacza to,
ze samoczynne zgromadzenie si¢ gazu tylko w czgéci naczynia, pozostawiajac pozostata czgs¢ pusta, jest niezwykle
mato prawdopodobne. Rownanie (wzor 794 na stronie 341) jest dla nas bardzo wazne, gdyz dzigki niemu tatwo
wprowadzimy statystyczna definicje¢ entropii. Zlogarytmujmy obustronnie to rownanie:

1 795 ) In Py, = 1 (VI)N—N In
(wzor ) InPy;=1n 7, = ny,

Pomno6zmy obustronnie réwnanie (wzor 795 na stronie 341) przez k — statag Boltzmanna:
Vi
(wzér796 )k InPy=kN In 7,

Przeksztalémy teraz wspotczynnik kN wystgpujacy po prawej stronie tej rownosci. Poniewaz stata Boltzmanna

mozna wyrazi¢ za pomocq stalej gazowej R i liczby Avogadra N 4 jako k= Z\% (rozdz. 5.6 Pole grawitacyjne na
stronie 232) oraz NLA = n (n— liczba moli gazu), wigc

, R N
797 kN =5—-N=—R=nR
( WwWzor ) NA NA n

Podstawiajac otrzymany wynik do rdwnania (wzor 796 na stronie 341), otrzymamy ostatecznie
(wzér 798 )k In Py;=nR In %
Poréwnajmy teraz otrzymany wzor ze wzorem (wzor 790 na stronie 339):
(wzor 799 ) AS=nR ln;
2

wyrazajacym zmiang entropii gazu sprezanego od objetosci V', do V(. I co widzimy? Widzimy, Ze prawe strony
obydwu wzorow sa identyczne. Stad wynika, ze AS=k In P,;, czyli

(wz6r800) S,-S1=k InP,-k InP,

gdzie Py1 P, — prawdopodobiefistwa termodynamiczne stanu 11 stanu 2 uktadu.

Prawdopodobienstwem termodynamicznym danego stanu okreslonego uktadu cial nazywamy liczbg kombinacji
pojedynczych elementéw uktadu, za pomoca ktorych realizuje si¢ dany stan uktadu. Wzor (wzor 800 na stronie
341) pozwala na sformutowanie bardzo waznego wniosku:

(wzor801)S=k InP

co slowami wyrazimy w nastgpujaco:

® Zamapietaé: Entropia uktadu zamknigtego, izolowanego adiabatycznie, jest proporcjonalna do logarytmu
z prawdopodobienstwa termodynamicznego stanu uktadu; wspolczynnikiem proporcjonalnosci jest stata
Boltzmanna k.

Tak sformutowana definicja entropii umozliwia stwierdzenie, ze entropia jest miara nieuporzadkowania rozktadu
czasteczek. Gaz zgromadzony w cze$ci naczynia jest bardziej uporzadkowany niz ten sam gaz, ktdry zajmuje cala
objetos$¢ naczynia. Druga zasada termodynamiki, okreslajaca kierunek proceséw w przyrodzie od stanu o nizszej
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entropii do stanu o wyzszej entropii, mOwi nam po prostu, ze procesy w przyrodzie zachodza w kierunku od stanow
mniej do bardziej prawdopodobnych. Poniewaz stany o wigkszym prawdopodobienstwie sa stanami o mniejszym
uporzadkowaniu, zatem procesy zachodza w kierunku od bardziej do mniej uporzadkowanych stanow. Przyroda
zawsze zmierza od porzadku do chaosu, gdyz w kazdym realnym procesie entropia, ktora jest miara chaosu, wzrasta.

Entropia

Rysunek 7.31: Animacja

7.D3 Dodatek: Chaos i porzadek w przyrodzie (temat nadobowiazkowy)

Nieodwracalno$¢ proceséw makroskopowych

Nieodwracalno$¢ procesow makroskopowych wydaje si¢ czyms$ paradoksalnym. Przeciez procesy te sprowadzaja si¢
do wielu mikroskopowych procesé6w mechanicznych — ruchéw oddziatujacych i zderzajacych si¢ czasteczek. Wiemy,
ze te ostatnie procesy sa procesami odwracalnymi. Wezmy pod uwagg np. wzajemne zderzenie dwoch czasteczek.
Gdyby$my nakrecili film z takiego procesu, a potem puscili tasme¢ w odwrotnym kierunku, wtedy zderzenie na filmie
przebiegatoby tak samo, jak w rzeczywistosci. Nie bylibySmy w stanie zorientowac si¢ w tym, ze ta§ma porusza si¢ w
strong przeciwng. Odwrocenie ruchu tasmy w przeciwnym kierunku odpowiada odwrdceniu biegu procesu w czasie.
Odwracalno$¢ procesow mechanicznych wynika z praw Newtona, ktore maja t¢ wtasnosé, ze jezeli do rownan z nich
wynikajacych podstawimy ¢ = - ¢, to otrzymujemy takze prawidtowe rozwiazanie. Jednakze, jezeli przeprowadzimy
podobny eksperyment z duza liczba czasteczek, np. w swobodnie rozprezajacym si¢ gazie, to kazdy zauwazy, ze
»tasma filmowa zostata puszczona w przeciwnym kierunku”, gdyz samoczynne gromadzenie si¢ gazu w jednej czgsci
naczynia (widoczne na filmie) w rzeczywisto$ci nigdy nie wystepuje.

Co jest przyczyna nieodwracalnosci takich proceséw? Skad czasteczki ,,wiedza”, ze powinny zajmowac calg
objetos$¢ naczynia i nie skupiaé si¢ w jednej tylko jego czgsci? Dlaczego chaotyczne rozmieszczenie czasteczek jest
duzo bardziej prawdopodobne niz uporzadkowane? Rozwiazanie tego zagadnienia znajdziemy w statystycznym
charakterze praw rzadzacych uktadami sktadajacymi si¢ z duzej liczby czasteczek.

W celu wyjasnienia tego zagadnienia rozwazmy prosty przyklad rozmieszczenia w naczyniu dziesigciu niebieskich i
dziesigciu czerwonych kuleczek w dwoch warstwach (Rysunek 7.32: Rozmieszczenie kulek w dwoch warstwach: a)
uporzqdkowane, b) chaotyczne na stronie 343). Zat6zmy, ze bgdziemy potrzasa¢ naczyniem i za kazdym razem
zarejestrujemy rozmieszczenie kulek. Bardzo tatwo przekonamy si¢ o tym, ze kulki najczgsciej beda rozmieszczaé
si¢ chaotycznie w obu warstwach (Rysunek 7.32: Rozmieszczenie kulek w dwoch warstwach: a) uporzadkowane, b)
chaotyczne na stronie 343b), a rozmieszczenie uporzadkowane (takie jak na Rysunek 7.32: Rozmieszczenie kulek

w dwoch warstwach: a) uporzqdkowane, b) chaotyczne na stronie 343a) wystapi niestychanie rzadko. Mozna
eksperyment ten zasymulowa¢ w komputerze i kaza¢ mu zlicza¢ liczbg poszczeg6lnych przypadkow. Mozna tez
przeprowadzi¢ obliczenia za pomoca znanej metody matematycznej kombinatoryki. Okazuje sig, ze liczba wszystkich
mozliwych rozmieszczen jest bardzo duza i wynosi 184756. Tabela Rysunek 7.33: Liczba mozliwych rozmieszczen
kulek w dwoch warstwach na stronie 343 ujmuje wszystkie przypadki rozmieszczen kul w obu warstwach, z
podziatem na poszczegolne stany, gdzie stanem nazwalis$my rozktad kulek charakteryzujacy si¢ okreslona liczba
kulek niebieskich znajdujacych si¢ w gornej warstwie. Na przyktad stan 10, charakteryzujacy si¢ tym, ze w gornej
warstwie znajduje si¢ jedna kulka niebieska, moze by¢ utworzony na 100 sposobow (bo kazdemu z dziesigciu
potozen kulki niebieskiej w gornej warstwie odpowiada 10 mozliwos$ci rozmieszczenia kulki czerwonej w dolnej
warstwie, stad liczba mozliwych utozen kulek w tym stanie: 10-10= 100).

Z tabeli mozna odczytac, ze uktad dziesigciu niebieskich i dziesigciu czerwonych kulek moze si¢ znajdowaé
w 11 stanach. Kazdemu z tych standw odpowiada inna liczba mozliwych kombinacji kulek, czyli inne
prawdopodobienstwo termodynamiczne stanu.
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Rysunek 7.32: Rozmieszczenie kulek w dwoch warstwach: a) uporzadkowane, b) chaotyczne

Nr stanu Rozkiad kulek w goms Liczba mozliwych Uwagi
warsiwie roZmieszczen
niehieskie CIErwone flosciowo procentowo
1 10 0 1 0,00054 stan uporzadkowany
2 g 1 100 0,05446
] ] 2 2025 1,096
4 7 3 14 400 7,704
5 ] 4 44 100 2387
6 3 3 63 504 33,37
7 4 & 44 100 2387
] 3 7 14 400 7,794
9 2 g 2025 1,096 stan uporzadkowany
10 1 9 100 0,05446
11 0 10 1 000054
Razem 184 756 100,00

Rysunek 7.33: Liczba mozliwych rozmieszczen kulek w dwoch warstwach

Z tabeli Rysunek 7.33: Liczba mozliwych rozmieszczen kulek w dwoch warstwach na stronie 343 wynika,

ze najwigksze prawdopodobienstwo termodynamiczne wystepuje wtedy, gdy w gornej warstwie znajduje si¢
potowa liczby kulek jednego koloru (stan nr 6) oraz w stanach bliskich temu stanowi (stany 5 i 7). Odpowiada

to rownomiernemu rozmieszczeniu kulek Iub bliskiemu rownomiernego ich rozmieszczenia. Najmniejsze
prawdopodobienstwo termodynamiczne odpowiada catkowicie uporzadkowanym stanom 1 i 11. Przet6zmy

teraz powyzsze wyniki na kategorig czasu. Prze§ledzmy nasze doswiadczenie w czasie rzeczywistym. Zatézmy,

ze potrzasaliSmy naczyniem z cz¢stoScia dwa razy na sekundg przez cata dobg. Wtedy okaze sig, ze uktad

bedzie przebywac w stanie nr 6 az okoto 8 godzin, w stanie nr 5 i 7 — po okoto 6 godzin, a w stanie calkowicie
uporzadkowanym 1 (i w stanie 11) — tylko okoto 0,5 sekundy! (Czyli zdarzy sig to tylko raz w ciagu catej doby!). Oto
przyczyna, z powodu ktorej w skali makro wystgpuja procesy nieodwracalne, mimo ze w skali mikro sa catkowicie
odwracalne. Zatem nieodwracalno$¢ procesu przemieszczania kulek w kierunku od stanu uporzadkowanego do
nieuporzadkowanego wynika z prawdopodobienstwa termodynamicznego tych stanéw. Poniewaz entropia ro§nie
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wraz ze wzrostem prawdopodobienstwa termodynamicznego stanu, zatem przejscie od stanu uporzadkowanego do
nieuporzadkowanego jest zwiazane ze wzrostem entropii.

Doswiadczenie to jest bardzo pouczajace, gdyz wnioski z niego mozna uogoélni¢ na dowolny uktad sktadajacy

si¢ z duzej liczby jednakowych elementow, w ktorym zachodza zdarzenia przypadkowe. Takim uktadem jest
rozpatrywany przez nas przyktad swobodnego rozprzestrzeniania si¢ gazu. Mozemy w mysli podzieli¢ catg przestrzen
naczynia na obszary o matej objgtosci i oblicza¢ liczbg sposobow, na ktére mozna rozmiesci¢ czasteczki gazu w tych
obszarach. Oczywiscie, liczba rozktadow czasteczek gazu zgromadzonego tylko w jednej czg$ci naczynia (uktad
uporzadkowany) jest duzo mniejsza od liczby rozktadow w catym naczyniu (uktad nieuporzadkowany).

Wszystkie procesy we Wszech§wiecie zachodza zawsze w kierunku wzrostu entropii. Entropia jest miara
nicuporzadkowania — miara chaosu. Wszechswiat zawsze zmierza od ,,porzadku” do ,,chaosu”. Skoro tak, to skad
si¢ wzial porzadek we Wszech§wiecie? Dlaczego sytuacje, z ktorymi si¢ spotykamy na co dzien, sa w okre§lonym
stopniu uporzadkowane i dlaczego w ogdle moga zachodzi¢ jakieckolwiek procesy? Skad si¢ wzial porzadek?

Oto jedno z mozliwych wyjasnien. Przygladajac si¢ naszemu eksperymentowi z potrzasaniem naczynia z kuleczkami,
dochodzimy do wniosku, Ze jezeli bedziemy przeprowadza¢ ten eksperyment dostatecznie dlugo, to — chociaz jest to
bardzo mato prawdopodobne — pojawi si¢ przypadek catkowitego uporzadkowania kulek. Potem, wraz z uptywem
czasu, kulki znoéw si¢ wymieszaja. Takie przypadkowe odstgpstwo od stanu rownowagi nazywamy fluktuacjq.

Zatem jednym z mozliwych wyjasnien duzego uporzadkowania obecnego §wiata jest przypadek. Mozliwe, ze

nasz Wszech$wiat doznat kiedy$ w przesztosci fluktuacji, podczas ktorej nastapito przypadkowe uporzadkowanie
wszystkiego, a obecnie wszystko zmierza ponownie do nieporzadku.

Innym wyjasnieniem duzego stopnia uporzadkowania obecnego Wszech$wiata jest teoria Wielkiego Wybuchu, w
ktérej przyjmuje sig, ze na poczatku czasu wszystko byto zgromadzone w bardzo matej przestrzeni. Stad si¢ wziat
porzadek i to jest praprzyczyna wszystkich procesow zachodzacych w obecnym Wszechswiecie!



Rozdzial

3

Stany skupienia materii

Podrozdziaty:

8.1 Sity miedzyczgsteczkowe w
cieczach

8.2 Pary i parowanie
8.3 Przemiany fazowe

Rysunek 8.1: Wirtualny nauczyciel

W poprzednich rozdziatach podrecznika zajmowali§my si¢ wlasnosciami
cial, nie uwzgledniajac w zasadzie oddzialywan migdzy czasteczkami. Takie
podejscie pozwolito nam zrozumie¢ zachowanie sig ciat makroskopowych
oraz poja¢ bardzo duzo zjawisk, ktore nie zaleza od wewngtrznej struktury
uporzadkowania atomdw i czasteczek. Obecnie zajrzymy glebiej w materig i
zajmiemy si¢ wlasno$§ciami zaleznymi od rozmieszczenia atomoéw w gazach
cieczach i cialach stalych. Przyjrzymy sig¢ blizej, co si¢ dzieje z czasteczkami
substancji, gdy zmienia si¢ stan skupienia materii — gdy ciecz paruje lub gdy
para si¢ skrapla. Odpowiemy na pytanie, co jest przyczyna powstawania
mgty, dlaczego ciecz zaczyna gwaltownie parowaé w temperaturze wrzenia.
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8.1 Sity miedzyczasteczkowe w cieczach

Obecnie rozwazymy oddzialywania wzajemne czasteczek w gazach, cieczach i ciatach statych. Zachowanie si¢
gazow rzeczywistych rdzni si¢ wyraznie od zachowania si¢ gazu doskonatego w przypadkach réznych od warunkow
normalnych, szczegdlnie przy duzych cisnieniach. Nalezy uwzgledni¢ zatem, ze czasteczki maja skonczone rozmiary
i nie sa punktami materialnymi, oraz, ze istnieja oddzialywania wzajemne czasteczek bedacych w odleglosciach
wigkszych od odleglosci wynikajacej z ich wzajemnego kontaktu bezposredniego podczas zderzenia.

Rozwazmy sity oddzialywania migdzyczasteczkowego. Juz bardzo prosta obserwacja cial prowadzi do wniosku,

ze czasteczki oddziatuja na siebie sitami przyciagania i sitami odpychania. Jezeli staramy si¢ rozciagnaé jakies$
cialo state, to natychmiast wystapi sita reakcji, ktorej pochodzenie thumaczymy sumowaniem sig sit przyciagania
czasteczek tego ciata. Podobna, lecz przeciwna reakcja wystepuje przy Sciskaniu, gdy staramy si¢ zmniejszy¢
odlegtoséci migdzyczasteczkowe. Wnioskujemy stad o istnieniu sit odpychania migdzy czasteczkami. Sily te rosna
bardzo szybko w miar¢ zmniejszania si¢ wzajemnych odlegto$ci migdzy czasteczkami. Na Rysunek 8.2: Zaleznosé
a) sit oddziatywania molekularnego, b) energii potencjalnej od odleglosci miedzyczgsteczkowej na stronie 347a
przedstawione sa krzywe zalezno$ci tych sit od odlegtosci » miedzy czasteczkami. Wypadkowa krzywa ma wyrazne
minimum i przecina o$ » w odleglosci r(, przy ktorej czasteczki znajduja si¢ w réownowadze.

Na Rysunek 8.2: Zaleznos¢ a) sit oddziatywania molekularnego, b) energii potencjalnej od odleglosci
miedzyczqsteczkowej na stronie 347b przedstawiona jest krzywa zalezno$ci energii potencjalnej oddziatujacych

na siebie czasteczek. Jest to bardzo pozyteczna krzywa, gdyz pozwala na wyciagnigcie szeregu waznych wnioskow.
Zauwazmy, ze "glebokos$¢" minimum krzywej U .., informuje nas o tym, jak silnie czasteczki sa zwiazane ze soba,
jezeli przebywaja we wzajemnej odlegtosci rownowagi ro; U ., oznacza wtedy energie, jaka nalezaloby zuzy¢, aby
oddali¢ czasteczki poza zasieg ich oddziatywania (tzn. na odleglo$¢ r, gdzie sity ich wzajemnego oddziatywania i
wynikajaca stad energia potencjalna jest rowna zeru).

Czasteczki w ciele statym wykonuja drgania o energii calkowitej wynikajacej z zasady ekwipartycji energii (patrz
dodatek do rozdz. 7. 7.D1 Dodatek: Energia wewnetrzna gazu — zasada ekwipartycji energii (temat nadobowiqzkowy)
na stronie 330), ktora w tym przypadku przydziela drgajacej czasteczce energie rowna kT (kT /2 dla energii
kinetycznej drgan plus k7' /2 dla energii potencjalnej drgan). Zatem energia catkowita drgajacej czasteczki

wyniesie E ;= kT - U,,;,. Widzimy, ze w przypadku, gdy U, > kT, energia catkowita czasteczki bedzie ujemna,
E.,<01drgania czasteczki nie spowoduja "wyskoczenia jej ze studni potencjatu" (Rysunek 8.2: Zaleznos¢ a) sit
oddziatywania molekularnego, b) energii potencjalnej od odleglosci miedzyczqsteczkowej na stronie 347b), czyli
czasteczki nie oddala si¢ od siebie poza zasigg ich wzajemnego oddzialywania. Wtedy utworza ciato stale, w ktorym
czasteczki sa utrzymane sitami wzajemnego oddziatywania w bliskiej odlegtosci.

Natomiast gdy U ,,;, jest male w poréwnaniu z energia k7, to termiczny ruch czasteczek spowoduje zerwanie ich
wzajemnych wigzow i czasteczki utworza stan gazowy, bowiem catkowita energia czasteczki bedzie dodatnia £, > 0,
co oznacza, ze czasteczka "wyskoczy ze studni potencjatu". Wtedy czasteczki oddala si¢ poza zasigg wzajemnego
oddziatywania. W przypadkach posrednich, gdy U ,,;, = kT bedziemy mieli do czynienia z faza ciekla. Zatem, znajac
wykres energii potencjalnej wynikajacej z sit wzajemnego oddziatywania czasteczek mozemy przewidziec, czy

w okreslonej temperaturze substancja ztozona z duzej ilosci czasteczek znajdzie si¢ w stanie statym, ciektym czy
gazowym, wedtug nastgpujacego kryterium:

<kT - gaz
(wzor 802) U, =kT - ciecz
>kT - cialo stale

Na Rysunek 8.2: Zaleznos¢ a) sit oddzialtywania molekularnego, b) energii potencjalnej od odleglosci
miedzyczqsteczkowej na stronie 347a zaznaczono odleglo$¢ R, powyzej ktorej oddziatywanie jest tak stabe, ze
mozemy z dobrym przyblizeniem zatozy¢ catkowity brak oddziatywania. Wprowadzenie odlegloéci R, ktdéra nosi
nazwe¢ promienia dziatania molekularnego, pozwala na znaczne uproszczenie rozumowania, chociaz zdajemy sobie
sprawg, ze Ry, nie ma doktadnie okre$lonej wartosci. Rozpatrzenie krzywych oddziatywania migdzyczasteczkowego

prowadzi do wniosku, ze w odleglosci wigkszej od ok. 107 m czasteczki praktycznie nie oddziatuja na siebie, czyli
Ry < 10° m (jezeli porownamy tg odleglos¢ z rozmiarami typowej czasteczki, to dojdziemy do wniosku, ze promien
dziatania molekularnego jest od ok. 5 do 10 razy wigkszy od wymiaru czasteczki).
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o meprnetins B T = .- . 11w i Rerr Al N R——
Narysuoais 8.1a zammaczono odeglost Ry, powyZe) ktore) oddziatywanie

Rysunek 8.2: Zaleznos¢ a) sit oddziatywania molekularnego, b) energii potencjalnej od odlegtosci
miedzyczasteczkowej

Napiecie powierzchniowe

Zapytajmy teraz, jak wprowadzenie sit oddziatywania migdzyczasteczkowego wplynie na stan gazu, czy cieczy?

Na Rysunek 8.3: Sytuacja roznych czqsteczek wewnqtrz plynu i w poblizu scianki naczynia P-P' na stronie 348
przedstawiono trzy roézne sytuacje czasteczek znajdujacych si¢ w gazie wewnatrz naczynia. Czasteczka oznaczona "1"
znajduje si¢ w glegbi naczynia. Czasteczki znajdujace si¢ wewnatrz obszaru kulistego o promieniu R, otaczajacego

tg czasteczke beda ja przyciagaly ze wszystkich stron, dajac zerowa sit¢ wypadkowa. Podobna sytuacja wystapi dla
czasteczek bedacych w sytuacji czasteczki oznaczonej jako "2", ktorych sfery dziatania molekularnego znajduja

si¢ tuz pod powierzchnig cieczy. Zatem dla czasteczek bedacych w sytuacji czasteczek "1" 1 "2" sity oddziatywania
migdzyczasteczkowego nie maja zadnego wplywu na ich zachowanie sig.
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Rysunek 8.3: Sytuacja réznych czasteczek wewnatrz ptynu i w poblizu $cianki naczynia P-P’

P P’
|

- ' |8

C I D

Rysunek 8.4: Podziat kuli oddziatywania molekularnego dla i-tej czasteczki znajdujacej sie w poblizu
powierzchni P-P’
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Inaczej sprawa przedstawia sig dla czasteczki "3", ktorej sfera dziatania molekularnego wystaje poza powierzchnig
swobodna cieczy P-P'. Dla tej czasteczki wystapi sita wypadkowa wynikajaca z oddziatywania z czasteczkami
otoczenia, ktora bedzie skierowana w glab cieczy. Taka sytuacja bedzie miata miejsce dla wszystkich czasteczek,
ktore znajda si¢ w warstwie przypowierzchniowej o grubosci rownej R;,. Na Rysunek 8.4: Podziat kuli oddziatywania
molekularnego dla i -tej czasteczki znajdujacej sie¢ w poblizu powierzchni P-P' na stronie 348 przedstawiono

taka czasteczke. Sferg dziatania molekularnego podzielono ptaszczyznami rownolegtymi do powierzchni cieczy na
cztery obszary: a, b, ¢ i d w ten sposdb, ze obszary a i d sa rowne sobie; podobnie obszary b i ¢ sa rowne sobie. Sity
wypadkowe od czasteczek z obszarow b i ¢ wzajemnie si¢ kompensuja. Obszar a nie jest zajety przez czasteczki
gazu i nie kompensuje dziatania pochodzacego z obszaru d. Zatem na czasteczke w $rodku sfery bedzie dziatac

sita wypadkowa F; pochodzaca od czasteczek znajdujacych si¢ w obszarze d. Sita ta jest proporcjonalna do liczby
czasteczek N'znajdujacych si¢ w tym obszarze. Catkowita sita dziatajaca na wszystkie czasteczki znajdujace si¢ w
warstwie przypowierzchniowej wyraza si¢ suma

N'
(wzor803) F'=F + Fyt..= ) F,
=1

gdzie N'- liczba czasteczek w warstwie przypowierzchniowej o grubosci R,

Zatem N'=n.R,,S, gdzie n. — koncentracja czasteczek, czyli liczba czasteczek w jednostce objgtosci, S -
powierzchnia $cianki naczynia.

Jezeli przez F; oznaczymy warto$¢ $rednia sit dziatajacych na czasteczki w warstwie przypowierzchniowej to
dodatkowa sita dziatajaca na ptyn (gaz lub ciecz) i pochodzaca od wszystkich N' czasteczek wyniesie

(wz6r 804 ) F=N'F;=n.RySF;

lub
(wzbr 805) F=K,S

gdzie staly czynnik o = n.R,SF ;.

Dzielac silg F przez pole powierzchni S otrzymujemy dodatkowe ci$nienie p y dziatajace na ptyn na skutek sit

wzajemnego przyciagania czasteczek:

(wzor 806) p =K,

Jest ono $cisle zwiazane z tzw. napigciem powierzchniowym dziatajacym w cieczy, ktdrego definicj¢ podajemy nizej.

Czasteczki w warstwie powierzchniowej cieczy maja wyzsza energi¢ niz czasteczki wewnatrz cieczy. Poniewaz
czasteczki wewnatrz cieczy znajduja si¢ blisko siebie, wigc sily wzajemnego przyciagania czasteczek dzialaja we
wszystkich kierunkach, dajac sit¢ wypadkowa rowna zeru. Natomiast czasteczki w warstwie powierzchniowej sg w
innej sytuacji. Na te czasteczki pozostata czes$¢ cieczy wywiera sil¢ przyciagania skierowana w glab cieczy (Rysunek
8.3: Sytuacja roznych czqsteczek wewnqtrz plynu i w poblizu Scianki naczynia P-P' na stronie 348). Dlatego
warstwa powierzchniowa dziata duzym ci$nieniem na pozostaly czg¢$¢ cieczy. Cisnienie to dochodzi do dziesiatkow
tysigcy atmosfer. Jest skierowane w glab cieczy prostopadle do jej powierzchni, zatem nie dziata na Scianki naczynia
ani na ciata zanurzone w cieczy.

Widzimy wigc, ze czasteczki w warstwie powierzchniowej beda miaty oprocz energii kinetycznej ruchu cieplnego
jeszcze energi¢ potencjalng zwiazana z istnieniem sit oddziatywania mi¢dzyczasteczkowego. Natomiast czasteczki

w glebi cieczy maja tylko energi¢ kinetyczna. Czasteczki, ktore chea przej$¢ z glebi cieczy na powierzchnig, musza
wykona¢ praceg przeciwko sitom przyciagania pochodzacym od innych czasteczek cieczy. Zatem czasteczki w
warstwie powierzchniowej beda miaty tyle energii potencjalnej, w stosunku do czasteczek w glebi cieczy, ile wymaga
to pracy, aby si¢ znalazly w tej warstwie.

Poniewaz zawsze w stanie rownowagi uktad ciat dazy do tego, aby mial mozliwie najnizsza energig, dlatego kazda
ciecz dazy do zminimalizowania swojej powierzchni. Poniewaz ciecz jest nie$cisliwa, wigc zmniejszenie powierzchni
cieczy nie moze si¢ odby¢ poprzez zmniejszenie jej objetosci, ale przez takie dopasowanie ksztattu, aby stosunek
powierzchni do objgtosci byl najmniejszy. Z geometrii wiadomo, ze taki warunek spetnia cialo w ksztalcie kuli.
Dlatego krople cieczy zawieszone w powietrzu i innych o$rodkach przybieraja ksztatt kulisty.
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Lt

Rysunek 8.5: a) Sity powierzchniowe pochodzace od btonki gérnej réownowaza sity powierzchniowe
od btonki dolnej, b) po zerwaniu btonki dolnej sity powierzchniowe od btonki gérnej sa
réwnowazone przez site zewnetrznag F

Ciecz dazy do zmniejszania wymiaréw powierzchni swobodnej, poniewaz warstwa powierzchniowa dziata podobnie
do naciagnigtej btonki sprezystej, w ktorej dziataja sily napigcia. Dla zilustrowania tego stanu wykonajmy nastgpujace
doswiadczenie. Ramke drucianag ABCD z poprzeczka PP' przedstawiona na Rysunek 8.5: a) Sily powierzchniowe
pochodzace od blonki gornej rownowazq sily powierzchniowe od blonki dolnej, b) po zerwaniu blonki dolnej sity
powierzchniowe od blonki gérnej sq rownowazone przez site zewnetrznq F na stronie 350 zanurzamy w wodzie

z rozpuszczonym mydtem. Po wyjeciu z wody na ramce utworzy si¢ btonka. W przypadku a) sity dziatajace na
poprzeczke od strony obu czgsci blonki - gornej i dolnej rownowaza si¢ wzajemnie i poprzeczka jest w spoczynku. Po
rozerwaniu dolnej btonki w przypadku b) poprzeczka zaczyna przesuwac si¢ w gore i nalezy przytozy¢ sit¢ F, przez
zawieszenie np. na niej ci¢zarka, dla zrdwnowazenia sit pochodzacych od gornej blonki. Do§wiadczalnie stwierdzono,
ze sita rownowazaca F jest proporcjonalna do dlugosci krawedzi /

(wzér 807 ) F =20l

Wspotczynnik proporcjonalno$ci o nosi nazwe napiecia powierzchniowego. Czynnik 2 we wzorze wynika stad, ze na
poprzeczke dziataja sity pochodzace od dwoch warstw powierzchniowych cieczy rozpigtej w postaci btonki mydlanej,
z ktorych kazda dziata sita

(wzor 808 ) F,=al

Wigc napigcie powierzchniowe mozemy zdefiniowac¢ jako stosunek wartosci sity, jakq warstwa powierzchniowa
cieczy dziala na ograniczajqcq jq krawedz, do diugosci tej krawedzi.

Z wzoru (wzor 807 na stronie 350) wynika, ze jednostka napigcia powierzchniowego jest niuton dzielony

przez metr, N/m. Warto$¢ napiecia powierzchniowego zalezy od rodzaju cieczy, otaczajacego Srodowiska i jej
temperatury. Np. dla wody w o$rodku powietrznym w temperaturze 20°C ¢ = 72,7 10°N/m, za$ w temperaturze
100°C: ¢ =58,8- 10°N/m.
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Menisk i zjawisko wtoskowatosci

Latwo mozna zauwazy¢ przygladajac si¢ poziomowi cieczy na granicy ze $cianka naczynia, ze ciecz w tym miejscu
jest albo nieco podniesiona do gory, albo obnizona w dot (Rysunek 8.6: Menisk: a) wklesty, b) wypukly; kat graniczny
# na stronie 351); jest to tzw. menisk. W pierwszym przypadku jest to tzw. menisk wklesly, a w drugim menisk
wypukty. Menisk mozna scharakteryzowa¢ za pomoca kata granicznego ¥ migdzy $cianka naczynia i styczna do
powierzchni menisku w miejscu jego zetknigcia ze Scianka (patrz Rysunek 8.6: Menisk: a) wklesty, b) wypukly, kat
graniczny # na stronie 351). Kat ten nosi rowniez nazwe kqta zwilzania. Gdy kat zwilzania jest mniejszy od 90°,

to mowimy, ze ciecz zwilza $ciankg naczynia, natomiast gdy jest on wigkszy od 90°, to méwimy, ze ciecz nie zwilza
Scianki.

Rysunek 8.6: Menisk: a) wklesty, b) wypukty; kat graniczny 9

Menisk wystepuje dlatego, ze czasteczki cieczy znajdujace si¢ w poblizu $cianki naczynia oddziatuja nie tylko ze
soba, ale rowniez z czasteczkami §cianki. Rozwazmy czasteczke A znajdujaca si¢ w poblizu $cianki naczynia, jak

na Rysunek 8.7: Sytuacja czqsteczki A w poblizu Scianki naczynia na stronie 352a. Obszar jej oddzialywania z

innymi czasteczkami zawarty jest w objetosci kuli o promieniu dziatania molekularnego. W obszarze tym znajduja sig
czasteczki cieczy jak rowniez czasteczki Scianki naczynia.

Wypadkowa sit przyciagania czasteczek cieczy Fz jest skierowana pod katem w glab cieczy, natomiast wypadkowa
?‘2 pochodzaca od czasteczek Scianki jest skierowana prostopadle do $cianki. Kierunek wypadkowe;j sity F= f)l +f;

zalezy od tego jaka duza jest sita F; (o tym decyduja czasteczki, z jakich zbudowana jest Scianka) w poréwnaniu z

sifg Fl Oto6z o ksztalcie menisku decyduje kierunek wypadkowe;j F tych dwoch sit, dlatego ze powierzchnia cieczy
ustawia si¢ zawsze prostopadle do wypadkowe;j sity dziatajacej na czasteczki na powierzchni cieczy.
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a) zasigg dzialania molekularnego, b) duza sila F', - menisk wklegsty, zwilZzanie, ¢) menisk plaski, d) mata sita I, -
menisk wypukty, brak zwilZania

Rysunek 8.7: Sytuacja czasteczki A w poblizu scianki naczynia

Na Rysunek 8.7: Sytuacja czqsteczki A w poblizu Scianki naczynia na stronie 352 zaznaczono trzy przypadki:

L wypadkowa sita F jest skierowana w strong $cianki - otrzymujemy menisk wklesty (Rysunek 8.7: Sytuacja

czqsteczki A w poblizu scianki naczynia na stronie 352b), to znaczy ze ciecz zwilza $cianke,

wypadkowa sita F jest skierowana rownolegle do $cianki (sita f} jest skierowana pod katem do Scianki) -
wynikiem jest menisk ptaski (Rysunek 8.7: Sytuacja czqsteczki A w poblizu Scianki naczynia na stronie 352c),

wypadkowa sita F jest skierowana w glab cieczy (Rysunek 8.7: Sytuacja czqsteczki A w poblizu Scianki naczynia
na stronie 352d) - menisk jest wypukty; wtedy ciecz nie zwilza Scianki.

Obliczymy teraz ci$nienie jakie wywiera warstwa powierzchniowa na ciecz w cienkiej rurce o przekroju kotowym o
promieniu » (Rysunek 8.8: Sktadowa A F 2 sity napiecia powierzchniowego powoduje cisnienie dodatkowe dzialajqce
na ciecz na stronie 353). W przypadku, gdy promien r jest bardzo maty mozna przyjaé, ze powierzchnia
cieczy ma ksztalt wycinka kuli. Na kazdy matly element obwodu kolistego A / w miejscu styku powierzchni
cieczy ze Scianka rurki dziata sita A F styczna do powierzchni cieczy. Silg tg roztozymy na dwie sktadowe A Fyi
AF,=AF cosa=-cAl cosY (patrz Rysunek 8.8: Skladowa A F 2 sily napiecia powierzchniowego powoduje
cisnienie dodatkowe dziatajqce na ciecz na stronie 353). Zatem, na caly obwdd styku 2zr dziata sita skierowana
w glab cieczy rowna F,= -o2rr cos 9. Sita ta wywiera na ciecz dodatkowe ci$nienie, niezaleznie od ci$nienia
atmosferycznego. Aby otrzymac warto$¢ tego dodatkowego ci$nienia, nalezy podzieli¢ wartos¢ sity F, przez pole
powierzchni S = zr2:

(wzor 809 ) p= -22cos ¥
Znak minus w tym wzorze wyraza zalezno$¢, ze gdy kat @ jest ostry, czyli gdy menisk jest wklesty, to ci$nienie jest
ujemne, i na odwrot, gdy kat @ jest rozwarty - menisk wypukly - to ci$nienie jest dodatnie (bo cosinus jest ujemny dla
kata zawartego w przedziale 90°- 180°).
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Rysunek 8.8: Sktadowa A F, sity napiecia powierzchniowego powoduje ci$nienie dodatkowe
dziatajace na ciecz

Obliczone przez nas ci$nienie dodatkowe przesuwa poziom rownowagi cieczy w bardzo waskich rurkach, ktorych
Srednica wynosi okoto 1 mm lub mniej. Rurki takie nosza nazwe naczyn wloskowatych lub kapilarnych (od stowa
lacinskiego capillus - wlos). Jezeli rurke wloskowata zanurzymy w cieczy, ktora ja zwilza, to na skutek ujemnego
ci$nienia dodatkowego (wzor (wzor 809 na stronie 352)) poziom cieczy wewnatrz rurki podniesie si¢ ponad
poziom cieczy w duzym naczyniu (Rysunek 8.9: Poziom cieczy w naczyniach wloskowatych: a) ciecz zwilzajqca b)
brak zwilzania na stronie 354a), i odwrotnie ciecz w naczyniu nie zwilzanym obnizy si¢ (Rysunek 8.9: Poziom
cieczy w naczyniach wloskowatych: a) ciecz zwilzajqca b) brak zwilzania na stronie 354b).
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Rysunek 8.9: Poziom cieczy w naczyniach wtoskowatych: a) ciecz zwilzajaca b) brak zwilzania

Mozemy teraz tatwo obliczy¢ na jaka wysoko$¢ 4 podniesie sig (lub opusci) ciecz w kapilarze. Warunek rownowagi
cieczy mowi, ze suma ci$nienia hydrostatycznego pgh i cisnienia dodatkowego p= - (20 cos 19) / r jest rowna zeru:
ogh-(20 cos9)/r=0. Stad

20 _cos U

(wzor 810) h= ogr

Zjawisko wloskowatosci jest czgsto spotykane w zyciu codziennym. Higroskopijno$¢ ciat, czyli zdolnos¢ do
pochtaniania wilgoci tlumaczymy zjawiskiem wloskowatosci, ktorym charakteryzuja si¢ np. wata, tkaniny stosowane
na reczniki, papier, bibuta itp. Gleba réwniez ma wlasnosci higroskopijne dlatego ze rurki wloskowate wystgpujace w
glebie podnosza wodg az do jej powierzchni, a to zwigksza parowanie wody. W celu zatrzymania wilgoci, glebg orze
si¢ 1 bronuje, aby zniszczy¢ naczynia wloskowate.

Pytania i problemy

1. Co rozumiesz przez sferg dziatania molekularnego?

2. Jak przedstawia si¢ obraz dziatania sit migdzyczasteczkowych w przypadku czasteczki znajdujacej si¢ w warstwie
powierzchniowej oraz czasteczki w glebi cieczy.

3. Wyjasnij, w jaki sposob powstaje napigcie powierzchniowe.

Co to jest menisk: wklgsty, wypukty.

5. Dlatego powierzchnia cieczy w poblizu $cianki naczynia zagina si¢. Jaka jest sytuacja czasteczki cieczy
znajdujacej si¢ w poblizu $cianki naczynia. Jak oddziatuja ze soba, czasteczki cieczy z czasteczkami $cianki.

e

6. Jaki sposob stosuja rolnicy, aby zachowac wilgo¢ w glebie w czasie suszy?

8.2 Pary i parowanie

Obserwacje z zycia codziennego wykazuja, ze ciecze maja zdolno$¢ do parowania. Na przyktad, rozlany eter w
temperaturze pokojowej paruje bardzo szybko; woda réwniez paruje, ale duzo wolniej. Parowanie zachodzi w
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kazdej temperaturze, ale wraz ze wzrostem temperatury ros$nie szybko$¢ parowania. Zjawisko to wykorzystujemy w
praktyce, np. wtedy, gdy rozwieszamy po wypraniu wilgotne rzeczy w poblizu kaloryferow.

Roéwniez ciala state paruja w temperaturze pokojowej. Istnicja ciata state, ktore paruja bardzo intensywnie, jak np.
kamfora czy naftalina. Inne, np. 16d, paruja wolniej. Szybciej paruja te substancje, ktorych czasteczki przyciagaja si¢
stabszymi sitami. Dlatego krysztaty organiczne, na ogdt, wykazuja wicksza zdolnos¢é do parowania niz krysztaty, np.
metali, ktorych atomy sa silnie zwiazane w sieci krystalicznej. Zjawisko parowania ciala stalego, z pominigciem fazy
ciektej, nazywamy sublimacjq.

Mechanizm parowania mozna wyjasni¢ w oparciu o Rysunek 8.10. Sfera dziatania molekularnego dla czqsteczki
uciekajqcej (parujqcej) z cieczy na stronie 355. Sity wzajemnego przyciagania czasteczek przeciwdzialaja

przejsciu czasteczek w parg. Aby czasteczka mogta opusci¢ powierzchnig cieczy (czy ciata statego), czyli
»wyparowac”, musi mie¢ dostatecznie duza energi¢ kinetyczna dla wykonania pracy przeciwko sitom przyciagania
tej czasteczki przez inne czasteczki. Praca ta odbywa si¢ na drodze xR, nie wigkszej od promienia dziatania
molekularnego. Jezeli czasteczka ma dostateczna energi¢ kinetyczna do tego, aby znalez¢ si¢ poza zasiggiem
dziatania sit molekularnych, to ,,wyparuje”, czyli opusci powierzchnig cieczy (ciata stalego). Poniewaz wzrost
temperatury jest rownowazny wzrostowi Sredniej energii kinetycznej czasteczek, wigc w wyzszej temperaturze bedzie
wigcej czasteczek, ktore beda miaty wystarczajaca energi¢ kinetyczna dla wyparowania. Widzimy, ze przedstawiony
mechanizm parowania wyjasnia, dlaczego szybko$¢é parowania ros$nie wraz z podwyzszeniem temperatury.

Natomiast jezeli mamy do czynienia z dwiema substancjami w tej samej temperaturze, to trzeba bedzie wigkszej
energii kinetycznej dla wykonania pracy przeciwko wigkszym sitom przyciagania w jednej substancji niz w
przypadku drugiej substancji, gdzie sity te sg mniejsze. To rowniez wyjasnia, dlaczego ciata organiczne, ktorych
czasteczki s zwiazane stabymi sitami, paruja szybciej niz ciata nicorganiczne. Na przyktad eter — paruje bardzo
fatwo.

Rysunek 8.10: Sfera dziatania molekularnego dla czasteczki uciekajacej (parujacej) z cieczy

Oczywiscie, podczas parowania z cieczy uciekaja czasteczki najszybsze. W ten sposdb ciecz zubaza si¢ o czasteczki
o duzej energii kinetycznej i $rednia energia kinetyczna pozostatych czasteczek staje si¢ nizsza, czyli obniza si¢
temperatura. Oto dlaczego przy parowaniu ciecz si¢ ochtadza. Dlatego na przyktad odczuwamy chtdd podczas
pocenia sig.
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Gdy dostatecznie duzo cieczy zamkniemy w szczelnym naczyniu, pewna jej ilo§¢ przejdzie do fazy gazowe;j, a
pozostata czg$¢ pozostanie w fazie ciektej — ustali si¢ pewna rownowaga. Czy to oznacza, Ze proces parowania
zostanie zahamowany? Ot6z nie. W stanie rOwnowagi dynamicznej czasteczki w dalszym ciagu beda opuszczac
ciecz, ale czg$¢ czasteczek bedzie do niej wracac, czyli para bedzie ulegaé kondensacji. W stanie rownowagi
szybkos$¢ parowania bedzie rowna szybkos$ci kondensacji. Faza gazowa zawierajaca czasteczki cieczy, bedaca w
stanie rOwnowagi dynamicznej z ciecza, nazywa si¢ parq nasycong.

Ggesto$¢ pary nasyconej bardzo szybko ro$nie wraz ze wzrostem temperatury. Oczywiscie, przy obnizaniu
temperatury gesto$¢ pary nasyconej musi maleé. Dla kazdej temperatury przy ustalonym cis$nieniu istnieje pewna
charakterystyczna ggstos$¢ pary nasyconej. Oznacza to, ze w okreslonych warunkach w rownowadze z ciecza w fazie
gazowej nie moze zmiescié si¢ juz wigeej czasteczek pochodzacych z cieczy. Tym wigceej czasteczek cieczy miesci
si¢ w jednostce objgtosci fazy gazowej, im wyzsza jest temperatura. Jezeli w danej temperaturze gesto$¢ czasteczek
cieczy jest mnigjsza niz gesto$¢ pary nasyconej, to moéwimy, ze mamy do czynienia z parq nienasycong.

Powstawanie rosy ttumaczymy zjawiskami zwigzanymi z przej$ciem powietrza ze stanu pary nienasyconej do stanu
pary nasyconej oraz dostosowaniem gestosci czasteczek wody do charakterystycznej dla danej temperatury gestosci
pary nasyconej. Gdy temperatura powietrza ulegnie szybkiemu obnizeniu, np. w samochodzie w poblizu zimnej
szyby, z powietrza kondensuja si¢ kropelki wody i osiadajg na szybie w postaci rosy.

Z zawartos$cia pary wodnej zwiazane jest pojecie wilgotnosci powietrza, przy czym rozrézniamy wilgotnosc
bezwzgledna oraz wilgotnos¢ wzgledna. Przez wilgotnosé bezwzglednq powietrza rozumiemy masg¢ pary wodnej
zawartej w 1 m3 powietrza w okre$lonych warunkach, czyli gesto$¢ pary wodnej. Pojecie wilgotnoéci bezwzglednej
stosuje si¢ do powietrza zarowno w stanie pary nasyconej, jak i nienasyconej. Na przyktad, w temperaturze 10°C stan

pary nasyconej powietrza odpowiada wilgotnosci bezwzglgdnej rownej 10 g / m3. To oznacza, ze para w powietrzu w

temperaturze wyzszej, np. 20°C, majacym wilgotnos¢ bezwzgledna 10 g / m3, jest w stanie pary nienasycone;j.

Wilgotno$¢ bezwzgledna mozna wyznaczy¢, znajac gestos¢ pary nasyconej w réznych temperaturach. Pomiar
polega na przepuszczaniu powietrza przez obszar, w ktérym obnizamy systematycznie temperaturg az do uzyskania
tzw. punktu rosy, tzn. temperatury powietrza, przy ktorej para wodna zawarta w powietrzu zacznie kondensowac
si¢ w postaci kropelek rosy. Ponizej temperatury punktu rosy wystepuje juz tylko para nasycona. Wtedy z tablic
odczytujemy odpowiednia warto$¢ wilgotnosci bezwzglednej dla danego punktu rosy. Na przyktad, jezeli w
omawianym wyzej przykladzie temperatura punktu rosy wyniosta 10°C, to oznacza, ze otaczajace nas powietrze,

ktére miato 20°C, miato wilgotno$¢ bezwzgledng réwna 10 g / m3.
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Rysunek 8.11: Higrometr

Przyrzad do pomiaru wilgotnosci powietrza nazywa si¢ higrometrem. Jezeli interesuje nas, w jakim stopniu para
znajdujaca si¢ w powietrzu jest zblizona do stanu nasycenia, to stosujemy pojgcie tzw. wilgotnosci wzgledne;j.
Wilgotnosciq wzgledna powietrza nazywamy stosunek wilgotnosci bezwzglednej do gestosci pary nasyconej w dane;j
temperaturze.

W omawianym tu przyktadzie mieliSmy w temperaturze 20°C wilgotno$¢ bezwzgledna rowna 10 g / m3. Z

odpowiednich tablic mozna odczytaé, ze gesto$¢ pary nasyconej przy 20°C wynosi 17,3 g/ m3. Zatem wilgotno$é¢
wzgledna powietrza wynosita 10/ 17,3=57,8 %.

Pytania i problemy

1. Na czym polega zjawisko parowania z punktu widzenia mikroskopowego?

2. Jakie wlasciwosci posiada para nasycona? Podaj wielko$¢ fizyczna, za pomoca ktdrej charakteryzujemy parg
nasycona w danej temperaturze.

3. Opisz zwiazek migdzy wilgotnoscia powietrza i gestoScia zawartej w nim pary wodnej.

8.3 Przemiany fazowe

Z potocznych obserwacji wiemy, ze przy zwigkszaniu temperatury ciata state przechodza w ciecze, a nastgpnie

przy jeszcze wyzszej temperaturze staja si¢ gazami. Przy ozigbianiu — odwrotnie — ciata gazowe przechodza w stan
ciekty, a nastgpnie przy nizszej temperaturze w stan staty. Przemiany te nazywamy przemianami stanu skupienia.

Sa to: topnienie, wrzenie, skraplanie i krzepnigcie. Mozliwe jest rowniez bezposrednie przejscie z fazy statej do
gazowej, czyli tzw. sublimacja. To, czy okreS$lona substancja bedzie w stanie stalym, cieklym czy gazowym, zalezy od
temperatury i od ci$nienia panujacego nad jej powierzchnia.
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Ciata state wystepuja zwykle w postaci krystalicznej charakteryzujace si¢ regularna budowa. Cecha budowy
krystalicznej jest uporzadkowanie czasteczek i atomow dalekiego i bliskiego zasiggu. Uporzadkowanie dalekiego
zasiegu obejmuje caty krysztal. Natomiast uporzqdkowanie bliskiego zasiegu jak sama nazwa wskazuje jest
uporzadkowaniem lokalnym, kazda czasteczka ma prawie podobne otoczenie. W cieczy i w ciatach statych
amorficznych (np. w szkliwach) wystepuje tylko uporzadkowanie bliskiego zasiggu (jednakze istnieja rOwniez ciata
ciekte — ciekte krysztaty wykazujace uporzadkowanie dalekiego zasiggu). W gazach rozmieszczenie czasteczek jest
chaotyczne i zadne uporzadkowanie nie wystgpuje.

Zmiany stanu skupienia substancji, ktorym towarzysza zmiany uporzadkowania struktury (zmiany uporzadkowania
dalekiego i bliskiego zasiggu lub przejscie do stanu (nieuporzadkowanego), nazywamy przejsciami fazowymi
pierwszego rodzaju. Istnieja rowniez przejscia fazowe drugiego rodzaju polegajace na bardziej subtelnych zmianach
wystepujacych najczesciej wewnatrz jednego okreslonego stanu skupienia; utozenie atoméw ciata w zasadzie

nie ulega zmianie. Na przyktad, pewne zmiany magnetyczne zelaza pod wptywem wygrzewania w okreslonych
temperaturach sa przej$ciami drugiego rodzaju.

Topnienie i krzepniecie

Przesledzmy, z punktu widzenia termodynamiki, co si¢ dzieje podczas podgrzewania ciata statego. Zgodnie z
pierwsza zasada termodynamiki, ciepto dostarczone do ciala zostaje zuzyte na przyrost energii wewngtrznej ciala
oraz na wykonanie pracy przeciwko sitom zewngtrznym (W = pV’). Jednakze przyrost objgtosci ciata statego jest
nieznaczny, co oznacza, ze praca jest nieduza, czyli prawie cale ciepto zostaje zuzyte na przyrost energii wewngtrzne;j
ciata stalego. Energia wewngtrzna to przede wszystkim suma energii kinetycznych cieplnych drgan czasteczek oraz
suma energii potencjalnych wzajemnego oddziatywania tych czasteczek. Czasteczki znajdujace si¢ w weztach sieci
krystalicznej, wykonujac coraz wigksze drgania wskutek nagrzewania, zwigkszaja Srednie odlegltosci migdzyweztowe
w sieci krystalicznej (patrz rozszerzalnos$c¢ cieplna ciat stalych). Wzrost energii drgan czasteczek prowadzi do
oslabienia wigzan migdzy nimi. Silne nagrzanie ciata stalego moze spowodowac zniszczenie uporzadkowania
dalekiego zasiggu wystepujacego w sieci krystalicznej i przejscie do stanu ciektego lub nawet gazowego. Zniszczenie
tylko uporzadkowania dalekiego zasiggu z pozostawieniem uporzadkowania bliskiego zasiggu prowadzi do
przemiany ciala stalego w ciecz, czyli tzw. topnienia. Jezeli oprocz zniszczenia uporzadkowania dalekiego zasiggu
zostaja rowniez zerwane wigzania migdzy czasteczkami i uporzadkowanie bliskiego zasiggu, to wystgpuje przemiana
bezposrednia fazy statej w fazg gazowa, czyli sublimacja.

Proces dostarczania ciepta do ciata mozemy przedstawi¢ na wykresie zalezno$ci T (Q) Typowy przebieg tej zalezno$ci
przedstawiono na Rysunek 8.12: Zaleznosc¢ temperatury T od dostarczanego ciepta Q przy przemianie fazowej

cialo state—ciecz na stronie 359. Jezeli ciepto jest dostarczane z jednakowa szybkoscia, to taki sam przebieg

bedzie miata krzywa zaleznos$ci temperatury ciata od czasu. Gdy temperatura osiagnie odpowiednia wartosc, tj.

punkt 4 na wykresie, wowczas cialo state zaczyna si¢ topic i temperatura przestaje wzrastaé. Tak jest w przypadku
ciat krystalicznych. Dla ciat bezpostaciowych nie ma okreslonej temperatury topnienia, jest tylko pewien zakres
temperatur migknigcia.

Odcinek izotermiczny 4B na wykresie odpowiada wspotistnieniu dwoch faz: statej i cieklej. Odcinkowi temu
odpowiada pewna ilo$¢ ciepta, ktorg trzeba dostarczy¢, aby stopic¢ cate ciato state. To ciepto przypadajace na
jednostke masy nazywa sig cieptem topnienia. Oznaczamy je symbolem c,. Jednostka ciepla topnienia jest dzul na

kilogram (J / kg). Zatem ciepto O potrzebne do stopienia masy m ciata stalego wynosi

(wzér 811 ) O =mc,
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topnienie ciecz
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Rysunek 8.12: Zaleznos¢ temperatury T od dostarczanego ciepta Q przy przemianie fazowej ciato
state-ciecz

Proces krzepniecia

Proces krzepniecia jest procesem odwrotnym do procesu topnienia. Jezeli substancja ciekta przechodzi w stan staty
— krystaliczny, to taki proces nazywamy krystalizacjq. Podczas tego procesu wydziela si¢ ciepto, ktore jest rowne
ciephu pochlonigtemu podczas topnienia. Podczas stopniowego odbierania ciepta z cieczy, jej temperatura stopniowo
maleje. Proces ten przebiega podobnie do wykresu na Rysunek 8.12: Zaleznos¢ temperatury T od dostarczanego
ciepta Q przy przemianie fazowej cialo stale—ciecz na stronie 359, tyle tylko, ze w odwrotnym kierunku w

stosunku do procesu poprzednio opisanego.

Energia kinetyczna ruchu cieplnego czasteczek stopniowo maleje i przy osiagnigciu temperatury krystalizacji,

pod wptywem wzajemnego przyciagania czasteczek, ruch ich przeksztatca si¢ w ruch drgajacy wokot okreslonych
niezmiennych srednich polozen — weztow sieci krystalicznej. W ten sposob w stalej temperaturze zachodzi przemiana
substancji ze stanu cieklego w stan krystaliczny.

Przyktad 1

Do naczynia zawierajacego m;=1 kg wody o temperaturze ¢; = 10°C wlozono kawalek lodu o
temperaturze t, = - 32°C, w wyniku czego woda zamarzta i wytworzyt sig 16d o temperaturze

t; = -2°C. Jaka masg lodu wtozono do naczynia? Ciepto wiasciwe wody ¢;=4 185 J / (kg . K),
ciepto wlasciwe lodu c,=2 100 J / (kg . K), ciepto topnienia lodu ¢, =3,3- 10°J / kg.
Odpowiedz: Nalezy utworzy¢ bilans cieplny: cieplo oddane = cieplo pobrane.

Cieplo oddane to:

+ cieplo schtodzenia wody do temperatury 0°C,
+ cieplo krzepnigcia wody w temperaturze 0°C,
* ciepto schtodzenia powstatego lodu od temperatury 0°C do 5.
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Cieplo pobrane to:
+ ciepto ogrzania kawatka lodu od temperatury ¢, do #;.
Zatem, cieplo oddane

Ciepto schtodzenia wody do temperatury 0°C:
(wzér 812) Q, = mie (t,-0) = mye T

Ciepto krzepnigcia wody w temperaturze 0°C:

(wzor 813) Q2 =mc;
Ciepto schiodzenia powstatego lodu od temperatury 0°C do #5:
(wz6r814) 0, = mye|0-15) = ~myeyT,s

Cieplo pobrane

Ciepto ogrzania kawatka lodu od temperatury ¢, do #3:
(wz6r 815) 0, = mco|t3))
Bilans cieplny: cieplo oddane = cieplo pobrane, zatem
(wz6r816) 0, +0,+0,=0, = mlclt1+mlct—mlczt3=mxcz(t3—t2)
Stad

ml(clt1+ct'62t3)

(wzbr 817 ) my =
Cz(%"z)

=5,97 kg

Masa lodu, jaka wtozono do naczynia wynosi m, = 5,97 kg.

Wrzenie i skraplanie

Jezeli bedziemy podgrzewac ciecz, to przy osiagnigciu okreslonej temperatury, tj. femperatury wrzenia, ciecz zaczyna
wrzec, czyli gwalttownie parowac w catej objgtosci. Wystgpuje wtedy proces przemiany fazy cieklej w gazowa (taki
proces zachodzi nie tylko przy wrzeniu, ale rowniez i przy parowaniu z powierzchni cieczy). Podobnie jak przy
przemianie ciato stale—ciecz, temperatura wrzenia pozostaje stata podczas trwania catego procesu wrzenia. Jednakze
w tym przypadku warunkiem koniecznym stalosci temperatury wrzenia jest stale ci$nienie zewngtrzne panujace nad
powierzchnig cieczy.

Przy wrzeniu wazna rolg odgrywaja pecherzyki gazu znajdujace si¢ w cieczy. Pecherzyki sa wypetnione parg
nasycona. Przy wzroscie temperatury ggsto$¢ pary nasyconej ro$nie, rosnie wigc i ci$nienie wewnatrz pgcherzykow.
Dzigki temu pgcherzyki zwigkszaja swoja objgtos¢ i zgodnie z prawem Archimedesa zwigksza sig sita ich wyporu.
Pecherzyki, wyptywajac na powierzchnig, pgkaja i styszymy charakterystyczne ,,bulgotanie” cieczy.

Cisnienie pary nasyconej wewnatrz pgcherzyka p D jest rownowazone przez sumg cisnien: zewngtrznego P, (np.
cisnienia atmosferycznego), cisnienia hydrostatycznego gh panujacego na glgbokosci 4 cieczy, na ktorej sig¢ znajduje
pecherzyk, oraz ci$nienia napigcia powierzchniowego 270. Rozmiary pecherzyka beda rosty, gdy bedzie spetniony
warunek

( wzor 818)pp2p0+gh+2—,57

Gdy promien pegcherzyka r jest maty, ostatni wyraz we wzorze (wzor 818 na stronie 360) jest duzy i aby warunek
ten mogt by¢ spelniony (aby pecherzyk mogl rosnac), ci$nienie pary nasyconej p , Wewnatrz pecherzyka musi by¢
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wysokie, co mozna uzyska¢ w duzej temperaturze. Dlatego nalezy ogrzaé ciecz do odpowiedniej temperatury. Jezeli
pecherzyki wzrosna do rozmiarow rzedu kilku milimetrow, to ostatni wyraz we wzorze (wzor 818 na stronie 360)
staje si¢ maty i wobec ci$nienia atmosferycznego P, Wynoszacego okoto 1000 hPa mozna go zaniedbac, jak réwniez

mozna zaniedba¢ ci$nienie hydrostatyczne wody. Otrzymamy wtedy warunek wrzenia wody w postaci

(wzor 819)pp2p0

Poniewaz ggsto$¢ i cisnienie pary nasyconej zaleza od temperatury, wige z warunku (wzor 819 na stronie 361)
wynika, ze temperatura wrzenia zalezy tylko od ci$nienia zewngtrznego. Jezeli zmniejszymy cis$nienie zewngtrzne nad
woda, np. przez odpompowanie powietrza, to woda moze zacza¢ wrze¢ w temperaturze duzo nizszej niz 100°C.

Jak juz wspomniano wyzej i jak wynika z warunku wrzenia (wzor 819 na stronie 361), przy stalym ci$nieniu

P, temperatura wrzenia pozostaje stata. Cieplo dostarczone do cieczy w temperaturze wrzenia zostaje zuzyte na
odrywanie czasteczek od cieczy i ich przej$cie w stan pary. Ciepto cp potrzebne do przeniesienia jednostki masy
substancji ze stanu cieklego do stanu pary, dostarczone do cieczy w temperaturze wrzenia, nazywa si¢ cieplem
parowania W temperaturze wrzenia. Zatem cieplo potrzebne do zamiany masy m cieczy w par¢ wynosi

(wzor 820) O =mcp

Procesem odwrotnym do parowania jest skraplanie lub kondensacja pary. Ciepto skraplania jest rowne cieptu
parowania w tej samej temperaturze i cisnieniu.

Diagram przejscia fazowego

Przejscia fazowe dla poszczeg6lnych substancji wygodnie jest przedstawia¢ na wykresie w uktadzie zalezno$ci

p od T. Przejscia substancji ze stanu cieklego i krystalicznego do stanu gazowego (i odwrotne) maja wiele cech
wspolnych. Zaré6wno w jednym, jak i w drugim przypadku wzrost temperatury sprzyja przej$ciu do stanu gazowego.
Zmniejszenie ci$nienia nad powierzchnia cieczy i krysztatu réwniez ulatwia to przejscie.

o

R e T

gaz

_|"If

Rysunek 8.13: Diagram fazowy ciecz-gaz
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Natomiast wzrost ciSnienia w gazie powoduje zblizanie si¢ czasteczek i dzigki sitom przyciagania czasteczki te
moga utworzy¢ w wyzszych temperaturach stan bliskiego uporzadkowania wystepujacy w cieczy, a w nizszych
temperaturach stan uporzadkowania dalekiego zasiggu wystepujacy w krysztatach.

Na ptaszczyznie zaleznosci ci$nienia od temperatury mozna wykresli¢ krzywe, ktore oddzielaja obszary
przedstawiajace rozne stany skupienia. Tego typu wykresy nosza nazwe diagramow fazowych. Na Rysunek 8.13:
Diagram fazowy ciecz—gaz na stronie 361 przedstawiono taki diagram fazowy dla przejscia ciecz—gaz. Krzywa

na tym wykresie dzieli ptaszczyzng na dwa obszary wystgpowania fazy cieklej i wystgpowania fazy gazowej. Na
krzywej leza punkty odpowiadajace stanowi rownowagi dynamicznej dwoch faz — pary nasyconej i cieczy. Na
przyktad punkt 4 odpowiada takiemu stanowi o okreslonej temperaturze i ci$nieniu; w zamknigtym naczyniu ciecz i
para nasycona znajduja si¢ w rownowadze (tzn. nie ubywa i nie przybywa zardwno cieczy, jak i pary).

Przejscie od 4 do B odpowiada obnizeniu temperatury, przy statym cis$nieniu. Wtedy para ulegnie catkowitemu
skropleniu — punkt B odpowiada stanowi ciektemu. Podobnie punkt C (przy tym samym ci$nieniu, ale zwigkszonej
temperaturze) odpowiada stanowi gazowemu. Przejscie od C do A4 to osiagnigcie punktu rosy (7' 4) dla danego
ci$nienia. Jezeli izotermicznie zwigkszymy cis$nienie — przej$cie od 4 do D, to para ulegnie skropleniu. Zmniejszenie
izotermiczne ci$nienia (przejscie od 4 do E) spowoduje wyparowanie cieczy.

Na Rysunek 8.14: Diagram fazowy na stronie 362 przedstawiono diagram trojfazowy. Krzywe na tym wykresie
dziela ptaszczyzng na trzy obszary wystgpowania fazy: statej, cieklej i gazowej. Krzywe te przecinaja si¢ w jednym
wspolnym punkcie ¢ zwanym punktem potrojnym. W tej jednej temperaturze i przy tym cisnieniu wszystkie trzy fazy
moga wspotistnie¢ w stanie wzajemnej rownowagi. Dzigki temu, ze punkt potréjny dla wody moze by¢ wyznaczony
z duza doktadnoscia, stuzy on do skalowania bezwzglednej skali temperatury. Przyjeto, ze punktowi potréjnemu, w
ktérym wystepuje wzajemna rownowaga faz: lodu, wody i pary, odpowiada temperatura 273,16 K.

Punkt # oznacza punkt potrojny, punkt C — punkt krytyczny

-

P4
o

krysztat

gaz

Rysunek 8.14: Diagram fazowy

Przy niskich ci$nieniach, w odpowiednich temperaturach, faza stata moze przej$¢ bezposrednio w faze gazowa —
méwimy wtedy o procesie sublimacji. Odpowiada to dolnym obszarom wykresu, gdzie krzywa, poczynajac od dotu
do punktu 7 oznacza stan rownowagi dynamicznej mi¢dzy faza gazowa i stala.
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Punkt C na diagramie oznacza punkt krytyczny. Mozemy zrozumie¢, co si¢ dzieje w punkcie krytycznym, gdy
wyobrazimy sobie naczynie zamknigte ttokiem, w ktorym przy wysokiej temperaturze i ci$nieniu dwie fazy,
gazowa i ciekla, znajduja si¢ w rownowadze (punkty na krzywej migdzy punktami ¢ i C na wykresie, Rysunek

8.14: Diagram fazowy na stronie 362). Przejscie po tej krzywej w gore, w kierunku punktu C, oznacza wzrost
cisnienia wywotanego przesuwaniem ttoka przy rownoczesnym wzroscie temperatury i zmniejszaniu objgtosci pary
nasyconej. Para nasycona staje si¢ coraz ggstsza, az jej gestos¢ stanie si¢ rowna gestosci cieczy. W tym stanie nie
mozna odréznié juz cieczy od gazu (a nawet — od krysztatu). Jest to stan krytyczny. Poza tym punktem nie moze
juz jedna faza przeksztalcic¢ si¢ w druga, bo tam istnieje tylko jedna faza — ,,pltynna”. Przy tak duzym ci$nieniu nie

mozemy odrozni¢ juz cieczy od gestego gazu. Dla wody #,. = 374°C, Py, = 218 atm, p=329 kg / cm3,

Przy superwysokich temperaturach i bardzo wysokich cisnieniach mozliwe jest istnienie tylko stanu catkowicie
nieuporzadkowanego substancji, przypominajacego bardziej stan gazowy niz ciekty. Takie warunki panuja w
pewnych typach gwiazd zwanych bialymi kartami, w ktorych olbrzymie pole grawitacyjne powoduje, ze substancja
znajduje si¢ w specyficznym stanie superci¢zkim. Stan taki nazywa si¢ plazmq, w ktorej jadra atomowe pozbawione
sa swoich otoczek elektronowych. Rozmiary jader sa okoto 10 tysigcy razy mniejsze od atomow. Jadra i elektrony
tworza kolosalnie ggsty gaz o catkowicie nieuporzadkowanym ulozeniu czastek. Ggstos¢ takiej substancji jest rzedu

107+ 108kg/ m3. Jeden litr takiej substancji ma mas¢ okoto 100 ton!

Pytania i problemy

1. Podaj przyktady przejs¢ fazowych pierwszego i drugiego rodzaju.

Wyjasnij z punktu widzenia termodynamiki, na czym polega proces topnienia.

Przedstaw na wykresie zalezno$¢ temperatury od dostarczanego ciepta przy przemianie fazowej cialo state—ciecz.
Czym rdzni si¢ topnienie od migknigcia?

AN

Wyjasnij, dlaczego temperatura wrzenia cieczy jest uzalezniona od ci$nienia zewngtrznego. Przedstaw zwiazek
migdzy cisnieniem wewnatrz pecherzyka gazu we wrzacej cieczy i ci$nieniem atmosferycznym.

e

Na czym polega réznica migdzy sublimacja a parowaniem cieczy? Jakie sa podobienstwa obu procesow?

N

Jakie wykresy nazywamy diagramami fazowymi? Narysuj przykltadowy diagram fazowy.
8. Narysuj diagram fazowy i zaznacz na nim punkt potrdjny oraz punkt krytyczny. Co opisuja wspotrzedne kazdego
z tych punktow?
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